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Fraktalok
A fraktal kifejezést Mandelbrot vezette be a 70-es években.

Ebben az el6adasban a legismertebb fraktalok koziil a kdvetkez6krdl
lesz sz6:

e Sierpinski-haromszég, Koch-gérbe, Bransley pafranya
e altaldban az iteralt fiiggvényrendszerek attraktorai

e Mandelbrot-perkolacié

e Mandelbrot-halmaz

e Brown-mozgas

e digitalis napdra
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Sierpinski-hdromszog

Az egyenl6 oldali haromszogbél elhagyjuk az oldalfelezsk altal
meghatéarozott haromszoget. A megmaradé 3 db haromszdgre ezt a
lépést iteraljuk. A végtelen sok lépés utan megmaradé halmazt
nevezziik Sierpinski haromszognek. (Wactaw Sierpinski, 1915)
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Mekkora egy kocka dimenzigja? A kétszerese 8 db kocka unidja.

g8 =23 = dimenzié: 3
2x

1x
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Mekkora a Sierpifski-haromszog dimenzigja? A kétszerese 3 db
Sierpinski-haromszdg unidja.
3=2e3/lg2 = dimenzio: 23 ~ 1.585
g
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Hoépihe fraktal

Erdekesség: A kozelités
alapjan Nagy-Britannia déli
partjanak dimenziéja: 1.25
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Iterdlt figguényrendszerek (IFS), kdosz jaték

Az fi, f,, f3 flggvényekhez egyetlen egy (korlatos, zart, nem iires)
halmaz, ugynevezett attraktor tartozik, amely el6all fi, f, f3
fliggvények 6nmagan vett képeinek uni6jaként.
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A kaosz jaték kirajzolja ezt a halmazt. Ebben az esetben az
attraktor a Sierpinski-haromszog.
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/N
/AN
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Iterdlt figguényrendszerek (IFS), kdosz jaték

Az fi, f,, f3 flggvényekhez egyetlen egy (korlatos, zart, nem iires)
halmaz, ugynevezett attraktor tartozik, amely el6all fi, f, f3
fliggvények 6nmagan vett képeinek uni6jaként.

Megengedhetiink ny(jtast is.
e —
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Az fi, f,, f3 flggvényekhez egyetlen egy (korlatos, zart, nem iires)
halmaz, ugynevezett attraktor tartozik, amely el6all fi, f, f3
fliggvények 6nmagan vett képeinek uni6jaként.

Megengedhetiink nyajtast is. Ez Bransley pafranya.



ITERALT FUGGVENYRENDSZ.
Keéptomorités

Ha egy képhez talalunk iteralt fliggvényrendszert, akkor nincs mas
dolgunk, mint lementeni ezeket a fiiggvényeket.



ITERALT FUGGVENYRENDSZ.
Képtomorités

Ha egy képhez talalunk iteralt fliggvényrendszert, akkor nincs mas
dolgunk, mint lementeni ezeket a fiiggvényeket.
Elényok:
e Barmilyen kozel nagyithatunk, az elmentett kép nem lesz
pixeles. A hiba mas formaban jelentkezik.
e Meglévs hagyomanyos digitalis képeket lehet fraktallal

kozeliteni és ezaltal javitani a mingségén. Létezik erre
kereskedelmi program: Genuine Fractals 5, amely Photoshop

plugin.
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dolgunk, mint lementeni ezeket a fiiggvényeket.
Elényok:

Barmilyen kozel nagyithatunk, az elmentett kép nem lesz
pixeles. A hiba mas formaban jelentkezik.

Meglévé hagyomanyos digitalis képeket lehet fraktallal
kozeliteni és ezaltal javitani a mingségén. Létezik erre
kereskedelmi program: Genuine Fractals 5, amely Photoshop
plugin.

Kis helyen tarolhaték a fliggvények, a megjelenités gyors.
Azonos fajlméret mellett a JPEG tomoritéssel 6sszemérhetd.
Nagy felbontasa videdk helyett lehetnének j6 minéségii fraktal
alapa videdk.

A Microsoft Encarta enciklopédiaja mar ebben a formatumban
tarolja a képeit.
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Képtomorités

Ha egy képhez talalunk iteralt fliggvényrendszert, akkor nincs mas
dolgunk, mint lementeni ezeket a fiiggvényeket.
Hatranyok:

e Nagyon sok id6 egy kép iteralt fiiggvényeinek megtalalasa.

o Az esetek tobbségében a JPEG gyorsabb, jobb.

e Licenszek védik.



MANDELBROT PERKOLACIO

Mandelbrot-perkoldacio

Az egységnégyzetet beosztjuk 3x3 részre. Mindegyik részt
valamilyen valdsziniiséggel, esetiinkben 5/6 valdsziniiséggel
megtartjuk (fekete), egyébként kidobjuk (fehér). A megmaradt
darabokra ezt a lépést iteraljuk.
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Ha az iteracié soran minden részt kevesebb, mint 1/9
valésziniiséggel tartunk meg, akkor elébb-utébb el fog fogyni az
osszes. Ha tébb, mint 1/9 valdsziniiséggel megtartjuk Sket, akkor
van ra esély, hogy nem iires halmazt kapunk a végtelen sok lépés
utan.
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utan.

Van egy p érték, amelynél ha kevesebb valésziniiséggel tartjuk meg
az egyes négyzeteket, akkor nem lesz Gt a jobb és bal oldal k6z4tt.
Ha tobbel, akkor van ra esély, hogy lesz at a két oldal kozott.
Tudjuk, hogy p < 0.9995. A sejtés szerint ez az érték 8/9.
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Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,

amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
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mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.

Az iteracié: z «— z2 + ¢
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abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢



ITERALT FU VENYRENDSZ. M ANDELBRC

MANDELBROT HALMAZ BROWN-MOZGAs DIGITAI APORA

Mandelbrot-halmaz

T T

[Hiy

T

jfapt

=

Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
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iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,

amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,

=

mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.

Az iteracié: z «— z2 + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢



M ANDELBROT PERKOI

16

MANDELBROT HALMAZ BROWN-MOZGAS DIGITALIS NAPORA

Mandelbrot-halmaz

T

[Hiy

A(A

T

=

Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Ugyanez vektorokkal: z*
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amely kétszer akkora sz0-
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mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢



ITERALT FU VENYRENDSZ. M ANDELBRC

MANDELBROT HALMAZ BROWN-MOZGAs DIGITAI APORA

Mandelbrot-halmaz

/%

—

[Hiy

T

=
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Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
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tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢

DIGITALIS NAPORA
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Vegyiink egy legfeljebb 2
abszolttértéki ¢ komplex
szamot. Legyen z = ¢ és
tekintsiik a z «— 2% 4 ¢

iteraciot.

Ugyanez vektorokkal: z*
alatt azt a vektort érjiik,
amely kétszer akkora sz0-
get zar be az x tengellyel,
mint z, és a hossza z vek-
tor hosszanak négyzete.
Az iteracié: z — z° + ¢
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Minden ¢ vektorra kisza-
moljuk, hogy az itera-
cié mikor hagyja el a 2
2 -1 1 sugari kort. Az azonos
szamokat azonos szinnel
szinezziik.
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Xaos fraktdlrajzolo program

Ingyenes (letdlthetd a http://xaos.sourceforge.net/ cimrél)
Nyilt forraskoda.
A fraktalokrdl egész hosszii magyar leiras talalhaté benne.

Magyar fejlesztsk is dolgoznak a programon: Fekete Arpad,
Kovacs Zoltan, Kovacs Zsigmond.
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2 dimenzios Brown-mozgds

Ugy tartjak, hogy 1827-ben Robert Brown botanikus mikroszkép
alatt figyelte a vizben mozgé pollen részecskéket.

A pollen részecskék a vizmolekulakkal Gtkdznek. A molekulakat
nem latjuk mikroszképpal, ezért tiinik a pollen részecskék mozgasa
kuszanak, véletlenszer(inek.

Nagyitas és kicsinyités utan is Brown-mozgast kapunk.

2 dimenzids, de a teriilete 0.

A Brown-mozgas barmilyen kicsi id6 alatt metszi dnmagat.
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Koszénom a figyelmet!

Az el6adas anyaga elérheté a www.math.bme.hu/~morap oldalon.
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