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1. Parkettazo és spektralis halmazok

1.1. Bevezet

A dolgozatomban parkettaz6 és spektralis halmazokkal fogok foglalkozni. A parkettazé halma-
zok osztalya természetes modon mertil fel a matematika szamos tertletén, szamelméletben [7],
geometriaban [12], Fourier-analizisben [11]. A parkettazas definicioja elég természetes: azok a
halmazok parkettaznak, amelyeknek elcsusztatott (de el nem forgatott) példanyaival a ,téer” egy-
rétlien lefedhét (nullmértékli hézagoktdl eltekintve). Bar a fogalom kézenbelezamos kérdés

mertl fel parkettdzassal kapcsolatban, amelyeket egyaltalan nem olyan egyszer(i megvalaszolni,
sot tobb alapvei probléma maig nyitott. (llyen példaul a periddikus parkettazasi sejtés [9] és a
Hajés-féle kvaziperiodicitasi sejtés [8], amelyekre azonban nem fogowddtiben kitérni.)

A spektralis halmazok osztalyat eredetileg Euklideszi terekben vezette be Fuglede a '70-es
években. A fogalom I. E. Segal 1957-es kérdésével kapcsolatban merlt fel, nevezetesen, hogy
milyen) C R? esetén lehet aia% parcialis derivalas operatorokaf©(€2)-rél egymassal felcse-
rélhed L,(Q2)-beli nem korlatos dnadjungalt operatorokka kiterjeszteni. Fuglede [1] azt latta be,
hogy minden spetraliQ-nak megvan ez a tulajdonsaga. A spektralistas definicidja azonban, amint
azt kédbb latni fogjuk, nem tdl intuitiv, igy Fuglede eredménye kapcsan kézebfakkérdés,
hogyan tudjuk ,ranézésre” eldonteni, hogy egy adbsiketrdlis-e. Fuglede azt a sejtést fogalmaz-
ta meg, hogy) pontosan akkor spektralis, ha parkettaz. Noha a sejtés szamos specialis esetben
igaznak bizonyult, a kdzelmultban a sejtés mindkéet iranyat sikerult ellenpéldakkal megcafolni. [2],
[4]

A dolgozatot a kovetkdgképpen épitem fel:

Az el fejezetben bevezetem a sziikséges fogalmakat, megemlitek néhany korabbi eredményt
az irodalombdl, és vazolok néhany egyszeriibb tételt, amelyekéblézikségem lesz. A ma-
sodik fejezetben attekintem részletek nélkul Tao, valamint Kolountzakis és Matolcsi ellenpélda
konstrukciéit. A harmadik fejezetben ratérek a sajat eredményekre. Megcafolom Lagarias és Sza-
b6 egy az univerzalis spektrum létezésére vonatkozé sejtését, valamint leirom, hogy Matolcsi és
Farkas otletei nyoman milyen keresési feladat vezetett a Fuglede 3ejréenzios ellenpéldaja-
hoz. Megjegyzem, hogy a Fuglede sejté8 dimenzidban tovabbra is nyitott.



A dolgozatban a parkettdz6 és spektralis halmazok tulajdonséagainak vizsgalatara és a Mihail N.
Kolountzakis és Matolcsi Maté altal kidolgozott modszer elemzéséisaisan kombinatorikai és
Fourier-analizisbeli eszkdzoket hasznélok, mig a konkrét példdk megtalalasanal szamitdégépes pro-
gramokat hivok segitségil. Mivel a felmedikérdések tdbbségére nem ismert gyors algoritmus, a
programozasi feladatok megoldasa tavolrél sem trivialis. Végul a negyedik fejezetben emlitést te-
szek azokrdl a numerikus kisérletékis, amelyeket 1-dimenzidban végeztem a Fuglede sejtéssel
kapcsolatban.

1.2. Definiciok, jeldlések

Bevezetek néhany jeldlést, amiket a dolgozatomban hasznalni fogok. éd¢g halmaz egy tér-
ben, akkorSc-vel jeloldm a komplementerét. Altalabah + B-n a kovetked halmazt értem:
{a+b | ae€Abe B}, és értelemszerliefl — S = {s; —sy | s1,80€ S} (1,2,3,4)7-
tal az adott vektor transzponaltjat jel6ldm (azaz oszlopvektort). Ezt altalaban azért hasznalom,
mert oszlopvektorként tobb helyet foglal Gibrdul, hogy egy tételnél nem a legaltalanosabb alak-
jat mondom ki, csak annyit, amennyit Kb felhasznalok. Ha eg¥ tér egy halmazanak par-
kettazasi, illetve spektralis tulajdonsagat vizsgaljuk, és nem irom ki, hogy melyik térben, akkor
értelemszeriien arra a¥ térre gondolok, amelyet a halmaz definiciojanal emlitettem. A csoport
mUveleten altalaban az 6sszeadéast értem, ami természetesen kommutdiih&igaz esetéfr |
a H halmaz elemszamat vagy mértékét fogja jeldIni (aszerint, hogy diszkrét térben, vagy Euklide-
szi térben vagyunk)Z, = Z/nZ fogja jeldlni azn-edrendl ciklukus csoportot. Végéscsoport
dimenzidjan azt a legkisebbszamot értem, amelyi@ faktorcsoportjdZ-nek.

A parkettazo és spektralis halmazok osztalyasebrR?-ben definidljuk, hiszen Fuglede sej-
tése eredetile®®?-beli halmazokra vonatkozott.

1. Definicid. Azt mondjuk, hogy2? C R? korlatos nyilt halmazparkettaz ha le lehet fednR?-

t Q eltoltjaival egyrétlien nullmétrékli hézagoktdl eltekintve. EKRdr) egy komplemensének
nevezzlk, hd az a halmaz, amely elemeivel eltoljikt, azazU,crt + Q = R4\ N, ahol tehat
diszjunkt uniérdl van sz, €€ nullmértékl halmaz.

Megjegyezzik, hog{’ altalaban nem egyértelm, hiszen lehetséges, hioggl tobbfélekép-
pen is parkettazhatunk.

2. Definicid. Legyen2 C R™ korlatos nyilt halmaz. Azt mondjuk, ho@yspektralis ha IétezikA

részhalmaz®"-nek gy, hogy a{ ‘Q|11/2€2m‘<§,x> et e halmaz elemei egy ortonormalt bazisat

alkotjak L?(2)-nak. EkkorA-t Q2 spektrumanakevezzik.

Megjegyezzik, hogy-nak akar sok kilonbdzspektruma is lehet, igy nem egyértelm.

A fenti definiciokat lehetne altalanositani nyilt halmazok helyett pozitiv, véges mértéki halma-
zokra is, a tér pedig altalanos esetben lehet lokalisan kompakt Abel-csoport is. A dolgozatomban
azonban csak R?, Z¢, és véges Abel csoportok fognak szerepelni. Bar a definiciékban szerepel,
hogy lehet nullmértékli hézag, egyik tételben sem ez lesz a hangsulyos pont.



Példak:

1. Q = (0,1) parkettazzaR-et, példaulZ komplemensel. Mivel egy fuggvény Fourier sora
L*((0,1))-ben konvergens, ezéftspektruma i$2-nak.

2. Legyern) az egységnégyz&t’-ben. Az ebzbekhez hasonloan parkettazz&?-et, és spekt-
ralis is. ValaszthatjulZ?-t parkettazé komplemensnek és spektrumnak is.

3. R? parkettazasaira példak:

—d

1. 4bra.

B. Fuglede [1] 1974-ben azt a sejtést fogalmazta meg, hogy2egyR™ akkor és csakis akkor
parkettaz, ha spektralis (természetesen mindkét tulajdonRégan tekintjik). A sejtés latszoélag
két tavoli fogalmat kot 6ssze.

Parkettdzasok egy fontos osztalya a racsszer( parkettdzasok.

3. Definicio. Egy Y ¢ R¢ halmazt rAcsnak neveziink, la= A - Z4, ahol A egy teljes rangu
linearis transzformacio.

Latni fogjuk, hogy vannak olyan halmazok, amelyek parkettdznak ugyan, de semmiképpen sem
racsszerien.

Most ratériink a parkettazas és spektralitas definicidésaen, illetve véges Abel csoporto-
kon.

4. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy végdsC Z¢ parkettaz ha le lehet fednZd-t A eltoltjaival
egyrétiien. EkkoB-t A komplemensének nevezzikphaz a halmaz, amely elemeivel eltoljdk,
azazZ‘ minden eleme egyértelmiien all el6 etppeli és egyB-beli elem 6sszegeként. Ezt jelolés-
benA @ B = Z%nel fejezzik ki. Ugyanigy lehet definialni a parkettazo tulajdonsagot tetszéleges
G véges Abel csoport esetén is.

5. Definici6. LegyenG véges Abel csoport vagy = Z¢. Azt mondjuk, hogy egy végdsc G
halmaz spektralig5-ben, ha létezik & feletti csoportkaraktereknek olyan halmaza, amelye-
ket A-ra megszoritval?(A) (véges dimenzids) tér ortogondlis bazisat kapjuk. Azaz létezik
{71,...7%} C G, amelyre{i| 4 ... |4} azLy(A) tér ortogonélis bazisa.
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Specidlisan h&' = 74, akkorG elemeitd hosszu moad: oszlopvektorokkal(> elemeit pedig
mod n sorvektorokkal azonositjuk, ésc G ésx € G esetény(z) = */"¥) (ahol a skalar
szorzas mod is veheb).

6. Definicio. A C G eseténZ, fogja jeldIni az A halmazy, indikatorfiggvényének Fourier
transzforméaciojanak zér6 halmazat, azaz = {y € G : xa(7) = 0}. Specidlisan & csoport
tetszbleges részhalmazanak a Fourier zéréhalmaza (a tovabbiakban csak zérohatipaz)yz?,

aholk € Z, pontosan akkor, h&"__, e*™kx)/n = (),

7. Definicio. Egy nxn-es méatrixot Hadamard matrixnak neveziink, ha eletneiek és barmely
két sora ortogonalis egymasra. Ez a definicio altalanosithatd komplex esetrigs H komplex
ertékl matrixot Hadamard matrixnak nevezzik haninden eleme egységnyi abszolut értékd, és
HH* = nl (ahol I jeldli az egységmatrixot).

8. Definicio. Egynxn-es H matrixot log-Hadamard matrixnak nevezink, ha valos értékd, és
(e*mi)7._, egy Hadamard matrix (ahdl; ; jeldli H i. soranak;. elemét).

1.3. A sejtéssel kapcsolatos korabbi eredmények

Az alabbiakban a teljesség igénye nélkll felsorolom az irodalomban saexdgdig elért dbb
eredményeket.

1. Fuglede [1] bebizonyitotta, hogy a sejtése igaz, ha a spektrum vagy a komplemens egyike
rdcs. Pontosars2 akkor és csak akkor parkettaz egy= AZ raccsal, h&)-nak spektruma
Y= (A_l)TZd.

2. EgyT halmaz pontosan akkor spektruma egy egység kockanak, ha az egység kocka par-
kettazzaR"-et a7 halmazzal. Ezt majdnem egyszerre bizonyitotta be losevich-Pedersen,
Lagarias-Reeds-Wang, és Kolountzakis (1998). (A két és harom dimenzids eseteket Jorgen-
sen és Pedersen korabban belattak.)

3. Venkov [12] 1954-ben és P. McMullen [13] 1980-ban megmutattak, hody kanvex és
parkettazzaR"-et, akkor ez egy szimmetrikus politop, és van racsos parkettazasa. Fuglede
tételéldl kovetkezik, hogy spektralis.

4. Ha() parkettazz&kR* félegyeneset, akkor spektralis (Pedersen-Wang 1998).
5. A sejtés mindkét iranyban igaz, fiakét intervallum uniojaR-ben (Laba 2000).

Az eddig felsorolt eredmények mindegyike egy specidlis esetben igazolta, hogy a sejtés igaz. Ezek-
kel a dolgozatomban nem fogok foglalkozni. A teljesen altalanos eset azonban mindkét iranyban
nyitott volt egészen 2003-ig.

6 Terence Tao [2] 2003-ban mutatott egy 5 dimenzids halmazt (véges sok egységkocka unio-
jat), amely spektralis volt, de nem parkettazott. 8#s Terence Tao konstrukciéjan javitva
Mihail N. Kolountzakis és Matolcsi Maté [3] hasonlé tulajdonsagu halmazt tudtak adni 3
dimenzidban.



7 A sejtés masik iranyat szintén Mihail N. Kolountzakis és Matolcsi Maté tudta megcafolni
2004-ben: olyan 5 dimenzios halmazt konstrualtak, amely parkettdz, de nem spektralis [4]. A
moddszeriikkel késbb Farkas Balint és Révész Szilard 4 dimenzids ellenpéldat talalt. Jelenleg
ismert 3 dimenzios ellenpélda is, ennek a megtalalasaban vettem részt Farkas Balinttal és
Matolcsi Matéval [6].

1.4. Felhasznalt tételek

Az alabbiakban felsorolok néhany tételt, amelyeket hasznalni fogok.

1. Tétel. Egy G véges csoportnakl részhalmaza pontosan akkor paktettazzasoportot B
komplemenssel, hal| |B| = |G| és(A— A)n (B — B) = 0.

A tételt nem bizonyitom. Mindkét iranya egyszer0.

2. Tetel. Egy G veges csoportnakl részhalmaza pontosan akkor parkettazzacsoportot B
komplemenssel, hal| |B| = |G|, ésZ4 U Zg = G \ {0}.

Bizonyitds. A + B = G < x4 * xB = Xq, aholx-gal a konvolUlciot jel6lomy-vel pedig az
indikator flggvényt. Fourier transzformélva az egyenlet mindkét oldglék xz = ¢ < Y4 -
XB = Xqg- Vegyuk észre, hogy & fliggvényt pontosan ismerjuk:

. [ 1G] haz=0
X6=00 VeeGao#0
Azaz a kapott egyenlet ekvivalens azzal, hogy.a \ legalabb egyik tagja mindig, haz € G

ész # 0, illetve z = 0 esetben az ertek:|. Ezek a feltételek pont azt mondjak ki, hogy
ZaUZp =G\ {0} és|A||B| =|G|.

3. Tétel. Egy végess csoportT részhalmazanak pontosan akkor spektrusna (¢ halmaz, ha
S —SCZrn{0}eés|S| =T

Bizonyitas. A bizonyitas elég egyszerl{ GEE e2mils, x>} normaltsaga mindig fennall, és pon-
tosan akkor lesz ortogonalis, Ka;, s, kilénbdd S-beli elemekre fennall, hogy

5 1, 1 |
mi(s1,X) —27i(s2,x) __
(& —F€ =

zeT

Ez ekvivalens azzal, hogy — S C Zr U {0}. Ezen tulajdonsagy esetén pontosan akkor lesz

{mll 262”<57">}SES bazis isL?(T)-n, ha|S| = |T| (a dimenzi6 miatt).

4. Tétel (Szegedy[9]).Legyen’ egy véges csopoft, C G. Ha létezik eqy : G — H homomor-
fizmus agy, hogy injektivT'-n ésp(T) parkettdzzad -t T’ komplemenssel, akk@riis parkettazza
G-t o~ }(T") komplemenssel.



A tételt nem bizonyitom, egyszerlen adédik.

5. Tétel. LegyenH matrix olyank x k-es log-Hadamard matrix, amelynek minden eleiye
tobbszorése. HAT = nH modn, ahol L kxd, T dx k alakd egészértékli matrixok, akkbmatrix
oszlopvektorainak halmazanak, mirf-beli elemeknek, aZ matrix sorvektorainak halamaza
spektruma.

Bizonyitas. Jeldljuk az egyszerliség kedvééitvel T" matrix oszlopvektorainak halmazat;-

vel L sorvektorainak halmazat. TekintsUk{.?\T/ll—meZ”/”“”} halmazt, ahot € T. Ezek az
lel/

elemek aH halmaz log-Hadamard volta miatt ortonormaltakdb van beblik, azazL?(T)-nek
egy ortonormalt bazisat adjak.

2. Tao, Matolcsi és Kolountzakis eredményei

6. Tétel (Tao[2]). Ha egyd dimenzids véges csoportban létezik olyan halmaz, amely spektralis, de
nem parkettaz, akkor létezik hasonl6 tulajdonsagi halAfalzen ésR?-ben is.

Csak a bizonyitas otletét irom le. Jeldljea széban forgé halmazf; a d dimenzios véges
csoportot.; Z4-nek faktorcsoportja, tehat Ggy gondolhatunk ra, mint églimenzios diszkrét
JL€églara”. Ebben a téglaban tekintjlik reprezentansait. Ezutan tekintliink egy o6riasi, de véges
mértl Jadat” (lasd 2. 4bra) és telepakoljuk téglaval, €és minden téglaban tekintiégrezentan-
sait. Ezzel a modszerrél-t sokszorositottuk, és a kapott halmazmal jeléljik. Belathato, hogy
haT spektrélisG-ben, akkorT hullam is spektrali-ben, valamit hal’ nem parkettazz&:-t,
akkor megfeldéd szamu sokszorositas utdnsem parkettazza?-t. Ezutan al-beli racspontokra
d dimenzidsbeli egységkockakat illesztve olyamalmazt kapunk, ami spektrali’-ben, de nem
parkettazza azt.

e o e o e e e e e e e

2. abra.



Az el fejezet definicidinak és tételeinek, valamint a fenti tételnek kdszéahaninden a
keziinkben van, hogy készitsiink egy ellepéldat Fuglede sejtésének azon iranyara, miszerint min-
den spektralis halmaz parkettdz. Az ellenpéldat véges csoportban keressik. Itt egy log-Hadamard
matrix faktorizacidja lehéiséget ad egy olyan halmaz megtalalasara, amelynek ismert a spektru-
ma. Ha erdl a halmazrdl valamilyen meggondolas alapjan be tudnank latni, hogy nem parkettaz,
akkor Tao fenti tételét (6) felhasznalva készen lennénR%ellenpéldaval. Megjegyezziik, hogy
ha egyd dimenziéra talalunk ellenpéldat, akkor az kénnyen maga utan vonja,dagiynagyobb
dimenzidban is léteznek ellepéldak.

7. Tétel (Tao [2], Matolcsi [5]). d > 4 egészre létezik egységkockaknak véges unidjakent eldallo
olyanQ) ¢ R? halmaz, amely spektralis, de nem parkettaz.

Bizonyitas.Terence Tao a cikkjébenddzor6 x 6-0s H log-Hadamard méatrixot mutat, és konstrual
belble egy 6 dimenzids ellepéldat, majd kulonbamodszerekkel ezt alakitja at egy 5 dimenziés
halmazza. A matrix rangjd mod 3, igy nem az eredeti 6 dimenzids példat adom meg, hanem
Matolcsi Maté faktorizacios otletét felhasznalva eflyaz 4 dimenzios ellenpéldara térek (Tao
sokkal technikaiasabban jutott el adimenzios halmazig, ezért nem részletezem). A Terence Tao
altal talalt log-Hadamard matrix a kovetkiez

000000
0011 2 2
010221

H‘§012012
022101
021210

Egy lehetséges felbontasa a kdvetke¥! = LT mod3

000 0
01 1 2 01000 2
102 2 00100 2
L=11 901 T=lo0oo0 10 2
2210 00001 2
2 1 2 1]

Az 5. tétel miatfl” matrix oszlopvektorainak halmazanak, mifitbeli elemeknek, aZ matrix
sorvektorainak halamaza spektruma. A kérdés mar csak az,hawptrix oszlopvektorai parket-
tazzak-eZ3-t? Z3 elemszama*, mig T matrixnak 6 oszlopvektora van. igy oszthatdsagi okokbol
nem parkettazhat. A 6. tétel értelmébEmszlopvektoraibol képezhellenpéldaR*-ben a Fug-
lede sejtés azon irdnyara, miszerint minden spektralis halmaz parkettaz.

Ezutan egy masik log-Hadamard matrixot felhasznélva Kolountzakis és Matolcsi 3 dimenzi6-
ban is talalt ellenpéldat.



8. Tétel (Matolcsi, Kolountzakis). Létezik) C Z3 halmaz, amely spektralis, és nem parkettaz.

Kovetkezmény: A 6. tétel értelmében kovetkezik, hogy a sejtés ezen irdnya Hatdien is.

Eddig a Fuglede sejtés egyik iranyaval foglalkoztunk, és nem esett sz6 a masik iranyrél. Felme-
rul a kérdés, hogy minden parkettazd halmaz spektralis-e? A kérdés nyitott volt 2004-ig. Az eddig
felsorolt tételekBl nem kovetkezett semmi konkrétum ezzel kapcsolatban, azonban latva, hogy a
sejtés egyik iranya nem igaz, érdemes volt megvizsgalni a masik iranyt is.

A sejtés masik iranyanak megcéafolasadhoz sziikséglink lesz egy 0j definiciora. Ezt a definiciét
Jeffrey C. Lagarias és Y. Wang vezette be [11] cikkjiukben.

9. Definicié. Egy G véges csopoif2 részhalmazéara azt mondjuk, hogy létekik- G univerzalis
spektruma, hal spektruma? minden komplemensének.

Megjegyezzik, hogy az elnevezés kicsit félrevézbtszen egy\ univerzalis spektrum valo6-
jaban(2 komplemenseinek spektruma, nem maganaiak.

Legyen() C G parkettazé részhalmaz. A parkettdz6 komplemensei legyénék, 75, ... T..
Ha létezikQ2-nak univerzalis spektruma az pontosan azt jelenti, HBg¥s, T3, . . . T, halmazok
mindegyike nemcsak spektralis (azaz igaz mindegyikre a Fuglede sejtés ezen iranya), hanem még
az a feltétel is teljesil, hogy létezik egy kdzos spektumuk (erre utal az univerzalis sz0). Laga-
rias és Wang azt a sejtést fogalmaztak meg, hogy minden parkettazé halmaznak van univerzalis
spektruma. A fentiek értelmében edsebb, mint Fuglede sejtés azon iranya, miszerint minden
parkettazd halmaz spektralis is. Itt arr6l van sz@, hogy egy parkettadz6é halmaz nem csak spektralis,
hanem tetsdleges komplemensének van univerzalis spektruma, azadlezies komplemensének
0sszes komplemense (amibe a kiindulasi halmazunk természetesen beletartozik) rendelkezik egy
k6zos spektrummal.
2]
[

S

9. Tétel (Lagarias, Szabd).Legyen2 C Z¢ halmaz. Ha létezis C Zg, hogy|S| = és

S—-5C Zg \ Zq, akkor(2-nak létezik univerzalis spektruma.

Bizonyitas: Felhasznalva a 2. és a 3. tételt az allitas elég egyszerl. Léygpeott a fentiek
szerint, ég, Ty, ... T}, a parkettazd komplemensei. A 3. tétel szerint elég lenne belatni a tételben
lévd S halmazrol, hogys — S C Zp, U {0} teljestli = 1,2,...k-ra. Ez pedig nyilvan teljesdl,
hiszen a tétel feltételei szerigt— S C Z;g \ Zq, és mivelQ-nak T;-k parkettaz6 komplemensei,
ezérta 2. tétel szeridd, U Zr, = Zg\{()} igazi = 1,2,...k-ra.igyS—=S biztosarﬂf:1 Z7, U{0}-
ben van.

Jeffrey C. Lagarias €s Szab6 Sandor a tételik bizonyitasa mellett [10] cikkikben felvetették,
hogy a fenti feltétel nemcsak elégséges, de szikséges is. EZ{dmpli halmazzal sikerllt meg-
cafolnom. A szdmolasokat és a bizonyitast a 3. fejezetben fogom taglalni.

Megjegyzés:A tétel feltételeildl az is kovetkezik, hogys univerzélis komplemenge-nek,
azaz() minden spektruménak aZ halmaz komplemense. A bizonyitasat nem irom le, hasonl6
konnyedséggel adddik, mint aébi bizonyités.

Most ratérink olyan parkettazé halmaz konstrukciojara, amely nem spektralis. Fuglede ezen
irAnyara ebszor Matolcsi Maté és Mihail N. Kolountzakis talalt ellenpéldat, amit [4] cikkikben
publikaltak. E6szor visszavetjuk a problémat véges csoportokra Tao modszeréhez analég médon.
Megjegyezzik, hogy noha a két konstrukcié azonos, a bizonyitas teljesen mas otleteket igényel.
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10. Tetel (Matolcsi, Kolountzakis). Ha @ C Z,, x --- x Z,, parkettazo halmaz, amely nem
spektralis, akkof) sokszorositasaval eldallithatd halmaz parkettaz, de nem spektréaiié-ben.
Tovabbé, haB parkettaz, de nem spektralig-ben, akkorB + (0, 1) parkettaz, de nem spektralis
R?-ben.

Véges csoportokat vizsgalva pedig a kovetkar jutottak:

11. Tétel (Matolcsi, Kolountzakis). LétezikQ) C Z;; x Z} halmaz, amely parkettaz, de nincs
spektruma.

A bizonyitasnak csak az alapétletét irom le. Talaltak @gy Z2 parkettazé halmazt, amelyre

nem teljesult a 9. tétel feltétele, azaz nem rendelkezett cﬁyanm halmazzal, hogyS| = %

esS -5 C Z;il \ Zg, teljesulne. Ebbl még nem kovetkezik, hogi-nak nincs univerzalis spekt-
ruma, hiszerl, T, T3 . . . T)-val jel6lve 2 komplemenseit akar Iétezhetne egy olyaa G elem,
amelyreg € ﬂk Zr, ésg € Zq is teljesul. Matolcsi Maténak és M. Kolountzakisnak sikerult
megmutatniuk mlnde@ € Zg nem nulla elemre kulon- kulén, hogy Ieteﬂkkomplemenséz-
nak, hogy az adoy ¢ Zr-nek. IgyﬁZ | Z1,U{0} szukségképpen megegyeﬂg\ Zg-val. Innen
mar kdvetkezik, hog§2-nak nincs univerzalis spektrunZg-ben. A megfeld komplemensek fel-
hasznéalasaval konstrualtak egy halnfazt x Z2-ben, amely parkettazott, de nem volt spektralis.
Ez egy6 dimenziés ellepélda, dé,s-6t kicserélveZ,,-re Z,; x Z3-ben kaptak ellenpéldat. Ez a
csoport faktorcsoportja®-nek, igys dimenziés. (A Iényeg annyi volt, hogyr relativ prim6-hoz,
igy nem novelte meg a dimenziészamot.)

Kodvetkezmény: Ez a halmaz a 10. tétel értelmében ellenpéldahoz vezet Fuglede sejtésének
azon iranyara, hogy minden parketazé halmaz spektralis 5 dimenzidban.

Az egyik legfrissebb &ltalam ismert eredmény Matolcsi Maténak és Farkas Balintnak a kovet-
kez0 tétele. A tétel értelmében azbed tétel bizonyitdsdban felhasznalt konstrukcié (amelyben
parkettazd, de nem spektralis halmazt konstrualtak olyan parkettdzé halmazbdl, amelynek nem
volt univerzalis spektruma) nem véletlentl sikertlt egy konkrét példara.

12. Tetel (Matolcsi, Farkas). Mindend dimenzidra igaz, hogy pontosan akkor van mindeh-
menzios véges csoportban minden parkettazé halmaznak univerzalis spektruma, hadndinden
menzids véges csoportban minden parkettazo halmaz spektralis.

A tétel bizonyitasa a k6z6s cikkiinkben [6] talalhato.

3. Sajat eredmények

3.1. Lagarias és Szab0 tételének feltétele elégséges, de nem szikséges

2004 oktoberében mar ismert volt, hogy nem minden parkettdz6 halmaznak létezik univerzalis
spektruma. \Volt ellenpélda 5 dimenzioban, de alacsonyabb dimenzidkban nyitott volt. Arra sem
volt még ismert a valasz, hogy Jeffrey C. Lagarias és Szab6 Sandor [10] feltevése igaz-e, azaz

pontosan akkor van univerzalis spektrufdac Z:¢-nek, ha létezikS c Zd hogy |S| = | ”| és
S — 8 CZg.



Oktoberben egy analizis szeminarium keretében Matolcsi Maté mutatott egy 4 diméhziés
halmazt, amely parkettaz¥-t, de nem létezett hozza a fenti tulajdonsagokkal rendéliselzal-
maz. A kérdés az volt, hogy van-e ennek a halmaznak univerzalis spektruma. A sejtésiink az volt,
hogy nincs, é97 egy 4 dimenzios ellenpéldahoz vezetett volna Fuglede sejtésére. Eszrevettem
azonban, hogy az az eset is érdekes, ha létezik univerzalis spektrum: akkor ugymsdat szol-
galtat arra, hogy Lagarias és Szabo elégséges feltétele a 9. tételben nem feltétlendl szikséges.
A valasz tehat mindenképp érdekes volt. A kérdést végllis sikerilt eldontenem és megmutattam,
hogy H-nak létezik univerzalis spektruma. (Megjegyzem, hogy mas halmazokat haszndilh kés
mégis sikerillt Fuglede sejtésére 4, majd 3 dimenzids ellenpéldakat adni, ahogy ditilzdddsen
latni fogjuk.) A csoportZg volt, a halmaz pedig a kovetkézlemekidl allt:

0 1 0 0 0 2
0 0 1 0 0 2
H = ol'lo ' lol'la]|o]]| 2
0 0 0 0 1 2

Az egyszerliség kedvéért jeldljik , 75, . . . T-val H halmaz kilonbé@ komplemenseit. A
kovetkedHkben megmutatom, hogy ez a halmaz ellenpélda Jeffrey C. Lagarias és Szabd Sandor
feltevésére. Ehhez a kdvetkepontokat kell megmutatnom:

1. A H halmaz parkettaz. Az univerzalis spektrum létezésének kérdése csak igy értelmes.
~ 4 ~
2. Nem létezikS C Z¢§ halmaz, hogyS| = % = 6% ésS — S C Z¢ \ Zy teljestine.

3. A H halmaz univerzalis spektrumanak létezése lesziikithgR, 2, 4,4) vektor és a ko-
ordinatainak permutacioibdl kapott vektorok vizsgéalatara, nevezetesen, hogy ezek elemei-e
NZr,-nek.

4. (2,2,4,4) (és a koordinatainak permutacioibol kapott vektorok) elemse. -nek.

A H halmaz parkettazasi tulajdonsaganak bizonyitasahoz a 4. (Szegedy) tételt fogom felhasz-
nalni. Ennek értelmében elég taldlnom egy: 7§ — Zs homomorfizmust Ggy, hogy in-
jektiv legyen H-n ésp(H) parkettdzzaZs-t. Ez ap homomorfizmus legyen példayl(x) :=
((1,2,3,5)T,x). Ez kbnnyen elle@rizhet, hogy H-t a {0,1,2,3,4,5} halmazra képzi. Ennek
értelmébend! parkettazzaZg-t Ker, komplemenssel. A kébbiekben mutatni fogok egy abrat,
amely®l leolvashatd@{ egy masik komplemense.

A H halmazrdl lattuk, hogy parkettazZd-t. A 9. tétel utan tett megjegyzés szerint ha létezne

a fenti tulajdonsagokkal rendellk@# halmaz, akkorS parkettazn&.¢-et H minden spektrumaval.
Megmutatom azonban, hogy |étezik olyAmalmaz, amely spektrun¥d-nak, de nem parkettazza

Zg-t. (Zg elemeit sorvektorokkal reprezentaljuk.)
L ={(0,0,0,0),(0,2,2,4),(2,0,4,4),(2,4,0,2), (4,4,2,0), (4,2,4,2)}

Az L halmazH spektruma. Ezt nem fogom bizonyitani. Ehhez csak annyit kell belatni, hogy
L — L C Zy U{0} teljesul. Ez akar kézzel, akar szamitogéppel kdnnyen Gitemet. Vegyik
észre, hogyl. minden vektoranak minden koordinataja parégben a paros csupa paros koor-
dinataju vektorok3* elemszamu részcsoportot alkotndkennek a részcsoportnak részhalmaza,
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tehat hal, parkettazn&g-t, akkor specidlisan parkettazna ezt a részcsoportot is, ezt kdnny( belat-
ni. Ez azonban nem lehet, mditelemszama nem osztjd-ent. Ebldl kdvetkezik, hogyHd nem
rendelkezik a fenti tulajdonsagitihalmazzal.

A 3. pont belatasahoz megadunk egy jeloketiniverzalis spektrumard/ jo lesz univerzalis
spektrumnak, ahol

U= {(u1,uz,uz,ug) | g+ uz+us+ug=0mod6}

|U| = 63 = 216, ugyanisu,, uy, u3 vektort tetsblegesen megvalasztua determinalva lesz.
Vegyuk észre, hogy/ — U = U, hiszenU részcsoport. Pontosan akkor lesz teliainiverzalis
spektrumaH-nak, hall — U = U C Ny, U{0}. Bontsuk felU-t Uy = U N Zy ésU, = U N Z§,
diszjunkt uniéral/; C Zp, U {0} mindenT; parkettaz6 komplensérd-nak, ugyanis a 2. tétel
szerintZy U Zr, = G'\ {0} mindeni-re. Mik lesznekl/, elemei? Pontosan azok, amelyek elemei
U-nak, és a kovetkézodsszed-val egyend:

Z 6271'z'<u,h)/6 =1+ 627riu1/6 + 627riug/6 + 627riu3/6 + 627riu4/6 +1
heH

A fenti egyenbségben csakl elemeivel valo skalaris szorzast végeztem el. Kénnyen meg-
gondolhatd, hogy a fenti 6sszeg kétféleképpen lehet 0. Ennek az alapja az, hogy az dsszeg az
ismeretleneket nem tekint2g és4 db hatodik egységvektort hozzdadva vissza kell jutnubrba.

Az elsh lehebség: van két (-1)-es tag, példaul = u, = 3, és van kéti, amelyek dsszege
(ilyenkor az ebz6 jelolést kovetveus = uy + 3). Ebben az esetben nem lesz az elemek 0sszege
oszthat&-tal, vagyis nent/-beli elemet kapunk. A masik eset az, amikQrus, us, us a2, 2,4, 4
szamok valamilyen permutacioja. A tagokat megfiael csoportositva pont azt kapjuk, hogy egy
szabdlyos haromszdg mentén mozgunk a komplex sikon, melynek utolso |épésekéntlismét
jutunk. Tehatl, a (2, 2,4, 4) vektor permutéaciéjabol all. Ahhoz, hogy igazoljuk, hogyuniver-

zalis spektrumad-nak elég belatni, hogy2,2,4,4) € Zr, mindenT; komplemens eseténH(
szimmmetrikus volta miatt a permutécidkra is igaz lesz ez a tulajdonsag.)

A kovetkedkben felvazolok egy algoritmust, amellyel ki tudtam listaztdindsszes komp-
lemensét. Tudvan az dsszes komplemenst szamitogéppel tudtadriefiernogy a(2,2,4,4) €
NZr, teljesul-e. Ezt kovéten generaltam géppel egy bizonyitast, amely viszonylag révid, és papi-
ron ellerbrizhebvé teszi a fenti allitast.

3.2. Szemléletes parkettazas

H halmazhoz adok egy konkrét C Z{ parkettazé komplemensét. Lassuk be, hogy ennek mar

a leirasa is sok helyet venne igénybe, hiszen minden parkettazdé kompléifigns 6*/6 =

216 elemd. Ezért készitettem egy 4 dimenzids abrat, és azon prébalom meg szemléltetni. Noha a
tovabbiakban a bizonyitasban ez a szemléletes parkettazas nem fog szerepet jatszani, azert latom
fontosnak mégis megmutatni, mert a munkam soran nagyban segitette a halmazok elképzelését az,
hogy le tudtam rajzolni.
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A T halmaz, amit mutatni fogok @all " = K, + K, + K3 + K, alakban, ahol:

(/0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Kl— O ) 0 ) O 7K2— O 3 3
L\ o 2 4 0 0
(/0 0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5
K3_ O ’ 1 ) 2 ) O ) 1 ) 2 >
L\ o 1 0 1 0 1/
(/0O 1 2 3 4 5\ )
0 0 0 0 0 0
Ky = of'l21'l1|’lo |l 2]]1
0 1 0 1 0 1

\

A 3. abran4 dimenziéban abrazolom az elemeket. A ladimenzids, ezért egy kis trukkot
kell bevetniink. Ez egy alapjaban véve efy 6-0s nagy négyzetek allé racs, ahol minden
egyes nagy négyzet tartalmaz eg) 6-os kis négyzeteldi allé racsot. AT halmazt a 3. abra
reprezentalja, ahol pontosan azon a pozicién van egy x jel berajzolva(>akolanak indexe
a nagy racs szerint, x oszlopanak indexe a nagy racs szerint, x soranak indexe a koridotte lév
kis racsban, x oszlopanak indexe a korulottedldis racsbajf € 7. A szdmozast mindegyik
dimenzidbaro-tél inditjuk.

Neézziink egy konkrét példat. A 4. abran besatiroztam az egyik elemet. Ennek az elemnek a
koodinatai az dlbbi felirasbar{1, 0, 2,5)”. Ez elemel-nek, hiszenk-bél a (0,0, 0, 4)” vektort,
K,-b6l az (1,0,2,1)T vektort, aK,-bol és K3-bél a nullvektort valasztva épp@ll (1,0,2,5)7.
Ha H elemeit hozzaadjuk ehhez a vektorhoz, akkor pont a besatirozott elemet, és a kis kéroknek
megfeleb elemeket kapjuk. Szemléletesen: ha ezen a rajzon mindegyik ¥redemeit hozza-
adnank, akkor mindenhol kis kor vagy satirozott rész alina, és egyszeresen fednénk le mindent,
azaz minden kockadhoz pontosan egyszer nyulnank. A masik szemléletes jelentése az abranak a
periédikussaga. A ké&bbiekben részletezett bizonyitasnal kulcsfontossagu szerephez jut az, hogy
minden ilyen parkettazashoz vannak vektorok, amely mentén eltolva az elemeket ugyanazt a hal-
mazt kapjuk. Ezekre a tulajdonasagokra ilyen abrakat nézve jottemifé=A<, + Ko + K3 + K4
is kdnnyen elletrizhet. Példaul minden elemre igaz, hogy két kis oszloppal jobbra is van elem,
€s négy kis oszloppal jobbra is van elem. Ez jelképézszerepét az 6sszegben.

3.3. Szamitdgépes esetvizsgalat

A problémat szamitégépes programmal oldottam meg. Szimmetriai okok miat{2t&gl, 4)-
gyel foglalkozni. A H-nak egy tetsilegesT komplemensére géppel konnyen efieéani lehet,
hogy teljesil-€2,2,4,4) € Zr, azazy ; 225 _ () fenndll-e. Mindegyik kézzel papiron
talalt7 halmazra ez a tulajdonsag fennallt, a kérdés az volt, hogy igaz-e ez az 6sszes komplemens-
re.

A probléma nem volt egyszerl. Parkettazdé komplemens keresésére nem ismeriink polinom
idejd algoritmust. Ha egy egyszer( brute-force modszerrel (azaz végigprobaljuk az 6sszes lehet
séget) probaljuk meg kilistazni az 6sszes szdba et akkor az(323°) ~ 1.17 - 10%? esetet ad.
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3. 4bra.

A H halmaz valamilyen specidlis tuldonsagat ki kellett hasznalnom, kiilénben emie b édiil
nem futott volna le a feladat. &zor is vegyuk észre, hogy a csupalem feltehehen elemer -
nek. Logikus, hogy a program nem mehet végig az 6sszes eseten, a futas soran le kell vagni azokat
a futasi agait, amelyen valamilyen megfontolas miatt biztosan nem talalunk megoldast.

Elsd megkozelitésben irtam egy egyszerl brute force algoritmust. A program Iényege az volt,
hogy kezdetben UreE halmazzal indult, és sorban haladti296 elemen. Ha egx elemre igaz
volt, hogy hozzavéve az eddig meg¥' elemhez nem keriliink folytathatatlan helyzetbe, az-
az H + T nem fed le egyetlen elemet sem kétszer, akk@t hozzavettem az eddigi-hez. Ha
egy elemet mar legalabb kétszer lefedithk- T-vel, akkor a tovabbiakbah-hez j elemet véve
ez nem fog megjavulni, ezért az algoritmus minden lébé&gen végigmegy. Ezt a mdédszert addig
folytatom, amig tudom. Egy filutan az algoritmus végigér az elemeken. Ekkor megfogom az utol-
sonakT’-be vett elemet, jeloljok ezt-nal. Kiveszemy-t a7l halmazbdl, és utani elemek kozott
kezdtem el keresni azon elemeket, amelyeket megint beveliebek A moédszer biztosan megta-
lalja az 6sszes komplemenst. A futasi eredménye: egyet sem talélt, az elemek tébbsége rgzitett
volt, és par 6ra alatt csak az utolsé 10-20 elemet pakolgatta csak odébb.
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4. abra.

Logikus volt, hogy valamilyen tulajdonsagot ki kell hasznalni, csak azt nem tudtam milyet.
Magarol aH halmazrél el ranézésre semmilyen specidlis nem latszédik. (Emlékezziink csak a
hexagonos példara! Annal a halmazndl nyilvanvalo volt, hogy csak 1 féleképpen lehet lepakolni.)
Mindenképpen talalnom kellett olyan megfontolasokat, amelyek bizonyos esetekben garantaljak,
hogy egy konkréf” halmazt mar nem lehet folyatni. Ezt kétféleképpen tehettem volna meg:

1. nézem, hogy milyen halmazok jéhetnek sz6ba, és papiron probalok kifbebéieket vé-
gigszamolni. Itt lehet, hogy rajéttem volna bizonyos szabalyossagokra.

2. azt az elvet prébalom meg leprogramozni, hogy maga a program keressen raegfigel
kokat, amik garantaljak, hogy edyhalmaznak nincs folytatasa.

En ez utébbi mellett dontottem. Vegyiik észre, hogy nem igazan lehet tudni, hogy egy- egy mar
leprogramozott algoritmus milyen hatékony lehet, de az eredményeket remekil dssze lehet hason-
litani. Mivel brute-force médon végigmegyek az dsszes fiddgen alfabetikus sorrenben, ezért
vizsgalhatd, hogy az egyes maédszerek mikor lépnek at éug ebgzitett halmazt. igy gyorsabb-

nak tudtam mondani két algoritmus kozul az egyiket mar akkor is, ha még egyik sem talalt konkrét
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parkettazé komplemenst. Olyan 6-7. atiras, finomitas utan elfogadhaté futasi idejd algoritmust kap-
tam. Roviden leirom a program vazat. Az egyes konstansokat probalgatassal kisérleteztem ki. Az
alabbi felsorolds nem a futasi sorrendet jel6li, a pontok az elkildnités miatt vannak.

1. Ha 25 elemet hozzavettlidkhez az utolsé viszgalat 6ta, akkor alljunk meg, és kezdjik el
vizsgalni a konkrét halmazt ellentmondésok utan keresve.

2. Ellentmondéas keresése a kovetiezppen torténik. Egx elemet 6 helydl lehet lefedni,
pontosan ax — H halmazbdl. Keressik meg azarelemeket, amelyeket mar csak 1 féle-
képpen lehet lefedni, azaz— H halmazbdl 5 hely mar olyan, hogy lefedne olyan elemeket
is, amelyeket mar lefedtiink (azaz olyan, hogy biztosan nem lehetne hozzdvban). Ha
taldlunk egy olyan elemet, amelyet csak 1 féleképpen lehet lefedni, akkor nyugodtan hozza-
vehetjuk ,gondolatbanT'-hez, hiszen ha létezik-nek olyan folytatasa, amelyik -nak egy
parkettazé komplemense lesz, akkor az ezt a sz6ban forgd elemet mindenképp tartalmaznia
kell.

3. Ismételjik a 2. 1épést addig, amig talalunk ilyen 1 féleképpen lefédHemet. Tébbszor
is érdemes végigmenni a tablan, hiszen ha vesZithkz ,gondolatban” Uj elemeket, akkor
lehet, hogy Ujra talalunk csak 1 hebytefedheb elemet.

4. Mennjunk végig az 1296 elemen Ujra, és azon elemeket, amelyeket pontosan K tdtedyr
lefedni, azokat fedjik le 6kz6r az el§ hely®l, majd a masodikrél. Mindkét esetben keres-
stink Ujabb csak 1 hel§t lefedheb elemeket, és azt az egyféle lefedésiiket ,gondolatban”
vegyuk hozzdr-hez. (Fontos, hogy ilyenkor mar ne foglalkozzunk a két r#ligfedhed
elemekkel, ugyanis a tapasztalataim szerint az ismét sokat ront a futasiith a két eset
kozil egyik sem fut le ellentmondas nélkul, akkor biztosan nem lehet folytatni azZadott

5. Barmikor taladlunk olyan elemet, amelyet még nem fedttink le, de nem is lehet lefedni sehon-
nan, akkor ellentmondashoz jutottunk.

6. A vizsgalat végeén allitsuk vissza az eredétialmazt, vagyis azt, amihez gondolatban vet-
tiink plusz elemeket.

7. Amig ellentmondassal végdik a vizsgalat, addig mindig vegyik el az utoljdrehez vett
elemet, és inditsuk Gjra a vizsgalatot. Ha a vizsgalat valamikor nendbdégellentmondas-
sal, akkor folytassuk a brute-force eljarast abgdentot figyelembe véve.

A programban természetesen ahol csak lehetett kertltem a draga miveleteket (pl. osztas), és
felesleges memoriacimzéseket, helyettilk sok helyen bitmUveletekre tamaszkodtam. A mddszer
biztosan lehetne jobb is, de lefut, Ggyhogy a célnak megfelel: a program a Pentium 2,4 GHz-es gé-
pemen masfél éra alatt végzett. Csak azt a feltételt feltéve, hogy a csupa 0-bdl allé vektor €leme a
halmaznak (az eltolasinvariancia miatt ez egy természetes feltétel) kaptam 288 lehetséges komp-
lemenst. Az eredményf/-nak létezik univerzalis spektruma, ugyanis mindékomplemensre

1(2:24.4) ¢

teljesil, hogyd ", €™ s =0.
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3.4. Szamitogéppel generalt bizonyitas

A matematikusok kérében a 4-szin sejtés bizonyitasa 6ta vitatott téma, hogy a szamitogéppel vég-
zett bizonyitds mennyire nevezbdiizonyitdsnak. Abban azért egyetértenek, hogy a szamitégép-
pel bizonyitott allitas igaz, de a ,bizonyitas” jtanar néhanyan vonakodnak ra kimondani. Alta-
laban fenn &ll az a veszély, mint ahogyan az én esetemben is, hogy hibas a program, és béar valamit
nagyon szamol, de nem igazan azt, amit mi szeretnénk. Eppen ezen okok miatt elkezdtem papiron
is vizsgalni a problémat. Lényege®riom volt: tudtam, hogy melyik iranyt kell bizonyitani, to-
vabba barminem otletem tAmadflakomplemenseit illéien, pillanatok alatt tudtam ellérizni

az 6sszes halmazon. igy amikor a halmazok szabalyosséagait vizsgaltam, és 2-3 halmazon teljesiilt
valamilyen feltétel, akkor egy révid program segitségével megnéztem mindegyik halmazon.

A lehetséged’ komplemens halmazokat tanulmanyozva feltiint, hogy bizonyos komplemens
halmazok periédikusak s tébb periddusuk is van. Peridédikussag alatt azt értem, hogy adva van
egy x elem, hogy mindert € T-ret + x € T is teljesul (és természetesen- x € T, hiszen
minden elem rendje véges, konkrétan 6 osztdja). Ha visszaemlékeziink, dihiarkettazasi
tulajdonsagat bizonyitottam, a komplemerédt K, + K, + K3 + K, alakban, ahol

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Ki= of'lo]'|o e = o' 3
0 2 4 0 0
0 0
Ennek a halmaznak példaulfa 8 ésa g biztosan periodusa.
2 0

A kovetked észrevételt szamitogéppel tettem: minden halmaz peridédikus a most felsorolt ele-
mek mindegyikével, vagy azok valamelyik permutaciojaval: (az egyszerliség kedvéért csak a 6
rend( elemeket irom le)

o

0

N
AWER R
WNNN
o wN
AW

2
| 5 |
5
A vizsgalt tulajdonsag, azdy, ., ¢>" 5 = 0 azt jelenti, hogy}", ., w22t = 0 ahol
azw = e*™/3, azaz a harmadik egységgyok.tAc T elemeket 3 részre bonthatjuk aszerint,
hogy (1, 1,2,2) - t melyik maradékosztalyban van modul6 Vegyuk észre, hogy csak ez szé-
mit, vagyis az, hogw(:22)t melyikkel egyenb az alabbiak kozilw,w?, 1. Eppen ezért elég
megmutatnunk, hogy csak az szamit, hogyt az 7' kozul (1,1,2,2) - t moduld 3 vett maradé-
kosztalyok mindegyikében pontosan ugyanannyi elem helyezkedjen el. Vegyik észre, hogy ha a
(3,4,4,4)T vektor elemeit tetslegesen megpermutaljuk, és skalarisan szorozzuk 2, 2)-vel,
akkor modul@3 vagy 1-et vagy2-t kapunk. Ha be tudnank bizonyitani, hogy mindémalmaznak

a(3,4,4,4)T vagy valamelyik permutacioja periédusa, akkor azzal készen lennénk. Az indoklas
egyszerl: minden egyes= T eleme lenne egg-os ciklusnak, amely ciklus menteénb, ¢, a, b, ¢
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alakban pontosa® db elem lenne a skalaris szorzas utdn minden egyes mellékosztalybah mod
JeloljeP a(3,4,4,4)" vektor permutacidjaként @llé vektorok halmazat, azaz:

4 4
P =

A WH

3

4 4 4

4 |’ 1 3 ]| 4

4 4 3

A fenti feltevésnél (miszerint minden parkettdz6 komplemenshez létezikPelggli elem,

amely peridédusa) kevesebbet fogok belatni, de amit bizonyitok, az a célnak megfelel. Azt fogom
megmutatni, hogy

1. hat € T', akkor létezikx € P, hogyt + x € T'is teljesul.
2. hax € Peést, t +x € T, akkort + 2x € T is teljesul.
3. hax,y € Pést,t +x,t +y € T, akkorx ésy szukségszerlien megegyeznek.

Ezeket elég lesz belatni, ugyanis azoepontbol kdvetkezik, hogy mindethe T-re ¢ utédn a
periodus valahogy elindul. A masodik pont szerint ez utan egyértelmien folytatodik. Ez aglanc”
eleménél fog visszatérmnibe. Tehat minden € T' eleme lesz egy ilyefi-os lancnak. A harmadik
pont fogja garantalni, hogy mindenc 7" pontosan db 6 hosszu lanc tagja legyen. Mivel minden
lanc mentén teljesul az az allitas, hogy 1,2, 2) - t mod3 eredményei kozill pontosan 2 lesz
mindegyik mellékosztalyban, ezérta 2,4, 4) eleme lesZ” zéréhalmazanak.

Az elsh pont bizonyitasa egyszer(. Eltolasinvariancia miatt feltgheigyt = (0,0,0,0)7. A
parkettazas soranf halmazzal le kell fedniink egyszeresen az 6sszes elemet{dgy,d, 4)7 -t
is. Kell lennie egy elemneki komplemensében, amelyhéZzvalamelyik elemét hozzaadva pon-
tosan(4, 4,4, 4)”-t kapjuk. Melyik lehet ez? Csak a kovetkeglemek valamelyike:

4 3 4 4 4 2
4 4 3 4 4 2
al'lal' a3 4a]]2
4 4 4 4 3 2

Vegyuk észre, hogy a felsorolasbél azéeés az utolsé vektor nem johet szamitasba. Aa els
vektor lefedi a(0,0,0,0)” elemet, és igaz, hogy = (0,0,0,0)", és(0,0,0,0)T € H, azaz
azt az elemet mar lefedtiik. Hasonlé meggondolassal zarhat6 ki az utolsé veki®r2hn2)”-

t belevennénki/ komplemensébe, akkor @,2,2,2)7-t mar masodjara fednénk le. A maradék
vektorok valamelyikét kell valasztanunk, tehat belattuk aa ptntot.

A masodik pont bizonyitasa a legnehezebb (legtechnikasabb) Iépés. Papiron nem is nagyon
lattam esélyesnek megoldani, viszont volt mar egy programom. A szimmetria €s eltolasinvariancia
miatt feltehed, hogyt = (0,0,0,0)7, ésx = (3,4,4,4)T, azaz bizonyitandd, hog, 0, 0, 0)7,
(3,4,4,4)T € T-bbl kovetkezik, hogy(0,2,2,2)" € T (ez a(3,4,4,4)T vektor kétszerese). A
programomat a kovetkézhelyzettel inditottam(0, 0,0,0)7, (3,4,4,4)T € T teljesul, de tegyuk
fel indirekt, hogy(0, 2, 2,2)T ¢ T. Az eredmény: egy tizedmasodpercen bellil kiirta, hogy a mega-
dott feltételek mellett nem létezik-nak ilyen komplemense. A kérdés csak az volt, hogy ekdzben

17



a gép par esetet nézett-e végig, amelyek papiron isteildretek, vagy tébb milliét. Szerencsére
kidertilt, hogy csak oldalnyi eséirvan szé. Ujabb programozas utan sikeriilt az esetek szamat ki-
csit csokkentenem, tovdbba szimmetria miatt megharmadolni a bizonyitast. A kidekken fel-
sorolt esetek szamitogéppel generéltak. Mindenhol felteszem, (hoayd, 0)7, (3,4,4,4)T € T
és(0,2,2,2)" ¢ T teljestl. Minden elemet egyrétiien kell lefedntink. Amikor aZt-heli ele-
met keressik, amellyel egy konkréelemet le akarunk fedni, akkor értelemszerlien 6 elem johet
szamitasba. Ezek az elemek pontosafugz— H halmaz elemei.

A bizonyitas:

(1,2,2,2)"-t le kell fedni. Pontosan féleképpen lehet: 1., 2., 3. esettel.

1. (1,2,2,2)T-tlehet le lehet fedn{l, 1,2, 2)” felhasznalasaval.
(0,0,0,5)7-t le kell fedni. Pontosaf féleképpen lehet: 1a), 1b), 1c) esettel.

a) (0,0,0,5)T-tlehet le lehet fedn{o, 5,0, 5) felhasznalasaval.
z alabbiakat egymas utan kell belatni, azok egymésbdl kbvetkeznek:
,0,5,0)7-t csak(0,0,4,0)T felhasznalasaval lehet lefedni.
-t csak(2,0, 1,2)T felhasznalasaval lehet lefedni.
)T felhasznéalasaval lehet lefedni.
)T felhasznalasaval lehet lefedni.
)T felhasznalaséaval lehet lefedni.
)
)
)

) I Y

9 9 )

2,2,1,1
4,3,3,4
1,5,5,0
5,5,5,1)T felhasznalasaval lehet lefedni.
4,0,0,1)T felhasznalasaval lehet lefedni.
3,1,5,2)T felhasznalasaval lehet lefedni.
T—t csak(0, 3,2,4)" felhasznalasaval lehet lefedni.

T_t e kell fedni. Ezt nem lehet, ez ellentmondas.

,0,0,5)7-t lehet le lehet fedn(0, 0, 5, 5) felhasznalasaval.

Az alabbiakat egymas utan kell belatni, azok egyméasbdl kdvetkeznek:

,5,0,0)7-t csak(0,4,0,0)T felhasznalasaval lehet lefedni.
1,1,2)T-tcsak(2, 1,0,2)" felhasznalasaval lehet lefedni.

,2,1,2)T-t le kell fedni. Ezt nem lehet, ez ellentmondas.

,0,0,5)T-t lehet le lehet fedn(0, 0, 0, 4) felhasznalasaval.
Az alabbiakat egymas utan kell belatni, azok egymasbdl kévetkeznek:
,2,2,1)T-t csak(2,2, 1, 1)T felhasznalasaval lehet lefedni.

(
(
(
-tcsak(
(
(4,0,0,
(3,1,

.2,2,1)T-t csak(0, 2,2, 1)T felhasznalasaval lehet lefedni.
.2,1,2)T-t csak(1,2,0,2)" felhasznalasaval lehet lefedni.
Tt csak T felhasznalasaval lehet lefedni.

1,2,0,2
4,3,4,3
9,0,5,5
1,3,1,0)T felhasznalaséaval lehet lefedni.
5,1,0,5)T felhasznalasaval lehet lefedni.
5,5,1,5)T felhasznalasaval lehet lefedni.
Tt csak(4 3,5,4)T felhasznalasaval lehet lefedni.

Tt |le kell fedni. Ezt nem lehet, ez ellentmondas.

) 9

Y Y )

(
(
(
-t csak(
(
(
(

)
)
)
)T felhasznalasaval lehet lefedni.
)
)
)

2. (1,2,2,2)T-tlehet le lehet fedn(1, 2, 1, 2)T felhasznalasaval.
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3. (1,2,2,2)"-tlehet le lehet fedn(l, 2, 2, 1)T felnasznalasaval.

A 2. és a 3. eset megegyezik az 1. esettel, hiszen az utolsd6 harom koordinatat jogunk van
tetsdlegesen permutalni a szimmetria miatt (hiszen a feltételben minden vektornal az utolsé harom
koordinata megegyezik).

igy beléattuk, hogy ha ést + x € T, aholx € P, akkor sziikségszerlian+ 2x is eleme
T-nek. Most megmutatjuk, hogy hat + x,t +y € T teljesul, ahok,y € P, akkorx = y.

Tegylk fel, hogyx ésy kulonboznek. A szimmetria miatt feltetéethogyx = (3,4,4,4)7,y =
(4,3,4,4)T. Ekkor a(4, 4,4, 4)T-ot kétféleképpen is lefedtik, hiszéh 4,4, 4)T + (1,0,0,0)T =
(4,4,4,4)T = (4,3,4,4)T +(0,1,0,0,)T. Ez ellentmond annak, hogyt + x, t + y egyszerre
T-beli elemek.

A fentiekkel példat mutattam arra, hogy Jeffrey C. Lagarias és Szabd Sandor tételének a
~ 4
megforditasa, sejtésiikkel ellentétben, nem igaz, azaz nem I&tezikzZ;, hogy |S| = %, és

S—5cC Zg \ Zy, de H rendelkezik univerzalis spektrummal.

3.5. Fuglede sejtés cafolasa 3 dimenzidban

Az aldbbiakban mutatok egy halmazt, amely 3 dimenziés lesz, parkettaz, de nem lesz spektralis.
A munkaban segitettem Matolcsi Maténak és Farkas Balintnak, de a lIényeges @tligétesztr-
maznak. A fejezeten belll jel6lni fogom a sajat eredményeimet, értelemszerlien a tdbbi eredmény
Matolcsi Maténak és Farkas Balintnak tulajdonithato.

Az alapdtlet ugyanaz lesz, mint eddig: fogunk egy log-Hadamard matrixot, €s vizsgaljuk egy
felbontasat. igy kapunk két halmazt: az egyik spektruma a masik lesz. &bldie fogjuk latni,
bar parkettadz, de nincs univerzalis spektruma. A 12. tétel értelmében igy Fuglede sejtésének azon
irAnya, miszerint minden parkettdz6 halmaz spektralis nem igaz 3 dimenzidban.

Legyen aK, T ésL C Z3, a kovetked halmazok:

000000 0 0 0
04266 2 033 010 20 1 21 14
11024156 300

K=~ L= Cr=(02 3 2 2 7
81063 427 030 0 22 23 18 4 11
067 2 43 0 0 3
02651 4 21 3 3

Vegyiik észre, hogy log-Hadamard matrix, é1K = LT mod24 teljesiil. igyL sorvektorai
T oszlopvektorainak spektruma. Nem nehéz megmutatni, fioggrkettaz. A 4. (Szegedy) tétel
értelmében elegeddmutatnunk egyr homomorfizmus#,,-re, amelyT'-t sziirjektiven képezi le
egy parkettazd halmazra. Az aldbbiakban sok ilgerfogunk konstrudini.

Vegyuk észre, hogy. halmaz nem parkettaz, ugyanis az eleswenal oszthatéak, azaz ha
parkettazna, akkor parkettazig,-nek egys?® rend(i részcsoportjat is. Mivel 6 elemi, ez nem
lehetséges.

Tegyik fel, hogyT-nek letezik univerzalis spektruma. Legyen = 1, — 1;, aholl,, 1; le-
gyen tetsaleges sord.-nek. Ha sikerliine megmutatni, hogy mindep-hez létezikT-nek T},
komplemense, amelyre;; ¢ ZT,{J» akkor a bizonyitassal készen lennénk. Ugyanis ha létézne

nek S univerzalis spektruma, akkd® = |Z3,|/|T| ésS — S C NijZr;, U 0 teljestlne, emiatt
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S —SNL-—L=0isfennallna. Az azonban ekvivalens azzal, h6gi-lel parkettazz&s,-t, ami
ellentmondas (hiszeh egyaltaldn nem parkettaz).

Vizsgaljuk megk; — k; 0sszes leheséges kimenetelét ndpdhol k;, k; értékek X' matrix
sorain futnak végig. Jeldljulk — K-val azt a matrixot, amely sorait a fenti kivonasokkal kaptuk.
Most tekintsik/K — K-t Ugy, hogy az elemeit mog4 nézzuk. Ekkor médositani szeretnénk az
elemeket+8 vagy +16 hozzdadasaval ugy, hogy minden modositott sor parkettdzzat, és
ugyanakkor a létrejd@v P matrix rangja mod legyen< 3. (A kéHbbiekben vildgos lesz, hogy ez
miért j6.) llyen P matrix keresésével biztak meg engem. A feladatrdl kiderdlt, hogy jol és gyorsan
programozhatd, és Farkas Balint és én egymastdl fliggetlendl talaltunk a fenti feltételeketckielégit
P matrixot. A hasznalt keresési modszereket a bizonyitas utan részletezem. Most nézzik Farkas
Balint altal megtalalt matrixot:

16 2 4 12 14
16 12 2 14 4
16 12 14 2 4
16 14 12 4 2
2 1 14 12 13
2 12 1 13 14
2 13 12 14 1
2 14 13 1 12
1 13 11 23
12 2 22 14 10
12 11 1 23 13
12 13 23 1 11
12 .22 2 10 14
12 23 11 13 1
22 10 11 23 12
22 11 12 10 23
22 12 23 11 10
22 23 10 12 11

A bizonyitas szempontjabdP igen hasznos lesz a szamunkra. Jelen esetbematrix ren-
delkezik azzal a tulajdonaggal, hogy minden sora parkettazz&t aC; = {0, 3,6,9} vagy a
Cy = {0,1,6,7} komplemensek valamelyikével, tovabbalaz2., és4. sora p;, p2, p4) mod3
generalja a tobbi sort.

Vegylnk egy tetsalegesv;; vektort. Megmutatjuk, hogy létezik hozza megféldl;; komp-
lemensel’-nek. Az egyszerliség kedvéért nézziink egy konkrét példat: legyes 13 — 1; =
(3,0,0) — (0,0,0) = (3,0,0). Nézzuk avs;-nek megfeléd k;; ésps; sorokatK — K-ban és
P-ben (itt azokat a sorokat értem, amiket adats harmadik sor kiszamolasakor toltottlink fel):
ki3 = ks — k; = (0,2,4,1,5,6) ésps; = (0,2,12,1,13,14). Maga al’ halmaz specialisan lett
valasztva: minderp;; vektor eball linearis kombinacidjaként mosl Tekintsik azy;; 7" = p;;
egyenletet mod. 7" valasztasa olyan, hogy ez az egyenlet egyértelmien megolghate, hi-
szen a megoldas egyes komponenseigppgytltthatoi lesznek sorai altal kifejtve. Esetlinkben
y31 = (0,2,0) mod 3. Hasonlo egyenletet felirva matlazt kapjuk, hogy a megoldas egysze-
rilenv,;/3 lesz, azazys = (3,0,0)/3 = (1,0,0) mod8 (azért, mert; LT = 8K modg). A 8
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és3 relativ primek, igy a kinai maradéktétel szerint 1 maradékosztalyt hatdroznak megtmod
ys1 = (9,8,0) mod24.

Minden y;;-hez rendelhetink egy;; : Z3, — Zo, homomorfizmust a kovetkézmdédon:
wij(x) = (yij,z). Az y;; megkonstrualasa utan nem medlepa a7 halmaztp,;-be viszi.
Mindegyik p;; parkettazzaZ.,-et C;; = Ci-gyel, vagyC;; = C,-vel. Esetunkbery;;(T) =
{0,2,12,1,13,14}, ami aC3; = C; = {0, 3,6,9} komplemenssel parkettazZa,-et. A Szegedy
tétel (4) minden feltetele adott, igy; := ¢~ (C;;) egy komplemense lesz-nekZ3,-ben.

Az egyetlen nyitott dolog az maradt, hogy belassyk ¢ Zr, . Az egész fenti konstrukcio
lényege, hogy ki tudjuk szamolIniT;;(vi;) értéket.p;; szurjektiv, ez konnyen adodik. Ezért min-
denZs,,-beli elemnek24” 6sképe varZs,-ben. Mivel3y;; = v;; mod24, ezért minden: € T;;-re
(vij,x) € 3C;;. Jeloljep a8. primitiv egységgyokot, ekkor:

)A(irzlj(vzg) _ Z 627ri/24(vij,x> _ Z 627ri/24(3yij,x) _ Z 627ri/8<yij,a:> — 942 Z pk 7& 0.

z€T}) z€T}; z€T] keC;

Az utolsé 6sszeg mindig nem nulla, meft+ p® + p% + p #£ 0 ésp® + p' + p° + p7 #£ 0.

A T C Z3-nak nincs univerzdlis spektruma. Ezutan a 12. és a 10. tételeket hasznalva véges sok
3 dimenzids egységkocka oly&huniéjat nyerjik, amely parkettdz#s-at, de nem spektralis.

Itt utalunk vissza arra, hogy példal olyan parkettdzé halmaz, amelynek garantaltan nincs
racsszeri parkettdzasa (hiszen akk@pektralis is volna).

3.6. Megfeleb P méatrix keresése

A fenti bizonyitas egyik fontos pontja, hogy egyaltalan létezik-e megfaldhjdonsagdP mat-

rix, €s ha igen, akkor hogyan lehet azt megtalalni. A fenti métrixot Farkas Balint talalta; ebben a
részben leirom, hogyte fliggetlentl én milyen médszerrel taldltam megfelélmatrixokat. Ez

a feladat egyszerlbb volt, mint3a3-ban részletezett komplemens keresés. Azon tulajdonsagok,
amelyekkelP-nek rendelkeznie kellett:

1. P mod3 rangja< 3.
2. P =K — K mod8 (K — K-n afent definialt matrixot értem).
3. P minden sora parkettdzZa ,-et.

Az algoritmus 6nmagaban nem érdekes, inkabb az elv a fontos, hogy hogyan lehet egy ilyen
problémat megkdzeliteni. Kellett egy tAmadasi pont, amely keZelbeeszi a problémat. Példaul
nem indulhattam neki a feladatnak ugy, hogy veszem az 6$8xés0s matrixot, amelyek mod
legfeljebb3 ranguak, hiszen ezek kilistdzasa nem futott volna le elfogadhato beldl.

Megfeleb P matrix kereséséhédathematicat hasznaltam. Ez a matematikai programcsomag
a sok specidlis esetre kiterf@implementacionak kdszoniten Hleg numerikus mbdszereknél,
de egyéb szimbdlikus feladatoknal is, med@lep gyors tud lenni, mig a felhasznalé altal kézzel
megirt eljarasok, mint példaul parkettazé komplemens keresése, tapasztalataim szerint korul-beldl
10-szer lassabban futnak le, mint egy kioptimalizalt C kddban. Nem tudtam, hogy mennyire szami-
tasigényes a probléma, ezért reménykedve, hogy gyorsan szamidiatitématicaban kezdtem
dolgozni.
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El6szor irtam egy parkettdzo tulajdonsagot dilei eljarast. Nem térekedtem a sebességre,
hiszen Ugyis csak,-ben kellett hasznalnom. A harmadik feltétel értelmébeminden sora par-
kettdzzdZ,4-et. A masodik feltétel szerint minden keresésor csak® féle lehet, hiszen (felhasz-
nélva, hogyB és3 relativ primek) minden sor ugy all@&lhogy KX — K megfeleb sordnak minden
eleméhe®-t, 8-at, vagyl6-ot adunk. Bar a parkettazo6 algoritmusom nem volt a leggyorsabb, nem
tlint lehetetlen feladatnaks - 3°-szor lefuttatni. Konstrualjuk medl,, H,, ... His halmazokat.
Azokat a vektorokat raktam &, halmazba, amelyekdt — K i. sorabdl kaptam ugy, hogy min-
den elemhez hozzaadtait, 8-at, vagyl6-ot (ez dsszesesf lehetség), és az is teljesllt az igy
|étrejovd vektrorra, hogy parkettaztd,,-et. Ez meglefpen gyorsan, kevesebb, mint 1 perc alatt
lefutott.

Vegyuk észre, hogy mar csak azé@fsltétel nem teljesilt. A’ matrix még nem volt a kezem-
ben, de voltl8 db vektorokbdl &llé halmazom, és tudtam, hogy minden a fenti feltételeket ki@légit
P ugy all eb, hogy az. sora azH; halmaz egy eleme. Al; halmazok elég kicsik voltak, pontosan
12 darab halmazban voltelem, é$ darab halmazban vol89 elem. Mit jelent az, hogy mod a
matrix rangja legfeljebl3? Pont azt, hogy van legfeljel3ovektor, amely linearis kombinaciojaval
mod 3 minden elem d@all. Vettem3 darab halmazt, amely csaékelemet tartalmazott. Pakoljunk
0ssze egyP matrixot. Ezen3 darab halmazbdl valasszunk ki egy- egy elemet, jeldljuk ezeket
x,y,z-vel (ez6? variacid). Ezek felelnek me@ megfeleb soranak. Azt tapasztaltam (ez lehet,
hogy a halmazaim véalasztasaitdl fliggott), hegy, z vektorokat barhogy valasztottanBalore
kivalasztott halmazombol mindig linearisan fliggetlenek voltak Migdlifeladat most mar trivialis
volt: a még ki nem toltétt sorokba tetsieges elemet lehet valasztani az adott sorhoz tarkfhz6
halmazbal, amely ékllt az ebbb valasztott:, y, z elem linearis kombinaciojaként mad

A fenti eljdras nem csak talal egy megféldP matrixot, hanem megtalalja az 6sszeset. Meg-
néztem, hogy az egyds$; halmazokban hany olyan elem van, amely a kezdetben rogzitett:
vektor lineéris kombinacidjaként@ll mod3. Az dsszes kulonb@megoldasok szaméanak kisza-
molasahoz pont ezeket az elemszamokat kell 6sszeszorozni mindet faképnajd 6sszeadni az
0sszes lehetségesy, z valasztasra. Ez 10077696000000 Iéiség 6sszesen, ameblbarmelyi-
ket pillanatok alatt ki tudom szamoltatni.

Megjegyzem, hogy intuitiven talan nem mediepogy ha egyaltalan létezik megfdédaP mat-
rix, akkor nagyon sok is létezik. Az azonban vak szerencsének tlnik, hogy Hyegyaltalan
létezik (és a bizonyitas elakadna ilyEmatrix létezése nélkil).

4. Ellenpélda keresése 1 dimenzidban

Lattuk, hogy Fuglede sejtésének mindkét irAnya hadvés annél magasabb dimenzidkban. Fel-
mertl a kérdés, hogy mi a helyzeés2 dimenzioban. Nem tlnt tul remeényteljes feladatnak talalni
egy log-Hadamard matrixot, amelynek legfeljeblenne a rangja, igy masfelé kell probalkoznunk.
Ebben a fejezetben leirom hogyan probaltam megnenziéban ellenpéldat keresni a Fuglede sej-
tés egyik irAnyara. Eddig még nem talaltam, de folytatom a keresést. Az alabbiakban 6sszegzem
az eddigi tapasztalataimat, eredményeimet. A programozas teljes részét én csinaltam, de természe-
tesen jopar Otlet szarmazik Matolcsi Matétol.

Az elején el kellett donteniink, hogy mire is keressunk ellenpéldat. A valasztasunk a sejtés
azon allitasra esett, amely azt mondja ki, hogy mintieimenzids parkettazé halmaz spektralis
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is. Ennek a valasztasnak algoritmikus okai voltak: kénnyebbnek latszott, hogy parkettdzé halmazt
keresslnk, és ellénizzik a spektralis tulajdonségait, mint forditva. Felmertl a kérdés, hogy mi-
ért nem2 dimenziéban prébalkoztunk. A valasz egyszerl: a feladat programozasa, mint ahogy
az elkdvetkeékben részletezni fogom, mélgdimenzidban sem egyszer, értelemszerfiei
menzidban bonyolultabb lenne. Természetesen csak véges csoporttal probalkoztunk. A bizonyitas
menete mar ki volt dolgozva, igy egy véges csoportbeli ellenpélda maga utan vonta Vidhinee khz
ellenpéldat is.

A kereséssel kapcsolatban felmeriltek bizonyos probléméak. Ezek a kibletkaiak:

1. Lehet, hogy a sejtéisdimenzidéban igaz, igy a programom nem talalhat ellenpéldat.

2. Lehet, hogy van ellenpélda, csak a dds részletezett médszeriink (amely nem foglalja
magaba az 6sszes parkettdz6 halmazt) nem konstrudl ilyen halmazt.

3. Lehet, hogy talalok ellenpéldat, de az ellenpélda bizonyitasahoz be kell lathom, hogy nem
spektralis. A keresések soran sok olyan halmazzal talalkoztam, antdlyekn tudtam a
spektralitast belatni. Ezek akar esélyesek lehetnének ellenpéldara, de a csoport nagy elem-
szdma miatt ezt jelenleg nem tudom efeamni.

Ez idedig nem talaltam ellenpéldat, és nem tudok semmilyen konkrét eredményt felmutatni
(amely példaul garantélna, hogy egy bizonyos elemszamu halmazig nincs is). A programozas soran
elé6fordultak problémék, amely kezelése Uugy gondolom egyaltalan nem trividlis. Ezek kdzll egy
parat ismertetek, mert gy gondolom, hogy 6nmagukban is érdekesek, szépek. A leirt algoritmusok
nem mindegyike j0 minden esetre, de 1-2 modszer kombinalasa mar elég jo6 eredményhez szokott
vezetni. A tovabbiakban a konkrét futaséket nem fogok irni.

4.1. Parkettazo halmazok keresése

Az egyik altalam legnehezebbnek tartott probléma az, hogy hogyanZghitszes: elemi par-
kettazo részhalmazat megkeresni. Konkretizaljuk a példat, nézziiksszed 2 elemi parkettazo
halmazat. Nem ismerek ra j6 algoritmust. Az elején probalkoztam véletlenszeri( elemvalasztasok-
kal, de ezek segitségével csak par halmazt talaltam. Probaltam sorban haladni az 6sszes lehetséges
halmazon, de tobb, min0'® lehetiséget nem volt esélyem végignézni. Ez a médszer nagyabdl 10
parkettazé halmazhoz vezetett.

Kellett valamilyen konstrukcié, amely segitségével parkettdz6 halmazokat lehet épiteni. A
mobdszer kézenfeldwolt, Matolcsi Maté tobb cikkjében csinalt hasonlét, amikor univerzalis spekt-
rummal nem rendelkéezparkettazé halmazbdl készitett ellenpéldat Fuglede sejtésére.

13. Tétel. Ha A C Z, parkettdzz&.,.-et By, Bs, . .. B, (nem feltétlentl kilénb6z6) komplemen-
sekkel, akkot®_, (k - B; + i) parkettazni fogjéy.,.-et.

Bizonyitas.Megmutatom, hogy parkettaz, ehhez pedig elég megadnom a komplemensét. A komp-
lemensénelt - A jo lesz. Tulajdonképpen arrol van sz6, hagy, k-val oszthato elemei altal
generalt faktorcsoport minden tagaba egjyképe kertilt, igyA minden elemét beszorozvaval

U¥_ (k- B; + i) komplemense lesz.

23



A tétel segitségével rengeteg parkettaz6é halmazt lehet talalni. Az 6tlet az, hogy egy kis hal-
mazzal kezdek, ami trividlisan parkettdz egy kis elemszamu csoportot, €s a fenti tétel modszerét
alkalmazva folyamatosan névelem az elemszamot. Az egyes Iépések kdzben felcserélem a halma-
zok szerepét: hd parkettazz&.,-et B komplemenssel gy, hogy-t a fenti tétel szerint pakoltuk
0ssze, akkor mogB-nek keressuinkl;, A, ... A, komplemenseit, és azokkal dolgozzunk tovabb.

A modszer alkalmazésa soran szikségink van egy halmaz valamennyire véletlenszerl komple-
menseire. Nem j6, ha mindig ugyanazokbdl pakoljuk 6ssze az Ujabb halmazt, hiszen akkor ugyan-
azt fogjuk kapni. Jelenleg C Z, halmaz parkettdz6 komplemens keresésére az 1. tétel ekvivalen-
cigjat hasznalomtd = Z, \ (A — A) U {0} halmazban keresek/ | A| elemszam(B részhalmazt,
amelyre igaz, hogy3 — B C H. Hasonlo tulajdonsagu halmazt fogunk keresni a spektrum és
univerzalis spektrum keresésekor, igy ezt ott részletezem.

4.2. Spektralhalmaz keresése

A megtalalt parkettaz6 halmazoknabstor spetralhalmazt kerestem. Ahogy névekedett az elem-
szam ezt egyre nehezebb volt megtalalni. Eg@pithn attértem az univerzalis spektralitas vizsgala-
tara. Tudjuk a 12. tétel értelmében minden egyes dimenzidéban ha létezik parkettazé halmaz, amely
nem spektralis, akkor nem igaz, hogy minden halmaznak van univerzalis spektruma, és forditva.
A tétel nem ugyanarrol a halmazrol szol (vagyis egy teljesen mas feltételt vizsgaltam egy konkrét
halmazra), de az univerzalis spektralitas dllaése az esetek nagy részében gyorsabban lefutott.

A a 3. tétel értelmében elegemdolt megfeled elemszam(® halmazt keresni, amelynek ele-
meinek kilonbségéh képzett halmaz része spektralhalmaz keresésekar{0}-nak, univerzalis
spektralitas vizsgalatandl, \ Z4-nak. A feladat altalanosan: keresérttihalmaz, hogyS| adott,
€sS — S C T, aholT egy ebre rogzitett halmaz. (Zer6halmazt Kefpontossagu lebégontos
kozelitéssel gyorsan tudtam szamolni.)

Kis elemszam esetén a brute-force eset vizsgalat is eredményes, de nagyobb elemszamnal mar
tul sok variacio johetett szamitasba. Medglepddon a véletlenszeri valasztas még nagyobb elem-
szamu csoport esetén is elég jo aranyban talal iffbalmazt. Feltehét hogy a) elemeS-nek. X
elemeildl fogom S elemeit egymas utan véletlenszerlien kivalasztani. Kezdétberil". Minden
egyes ilyen valasztas utan kiveszéfelemeildl azokat, amelyek mar nem jéhetnek szamitasba:
ha egyX-beli elemnek az Gjonnan bevalasztott elemmel vett killdnbsége hibesn, akkor elta-
volitom X -b0l. Ezt az eljarast ismételtem addig, amigaelemei elfogytak, vagy sikeres esetben
S elemszama elérte a megfdéartéket. Ezt az eljardst nevezem ,véletlenszeriinek”.

Mindig igaz volt, hogy tudtam olyan nagy halmazb&llitani, amelyre nem tudtam az univer-
zalis spektruméanak Iétét ellérizni, igy ezen kellett a legtdbbet dolgozni. llyen halmazokhoz Ma-
tolcsi Matéval papiron prébaltunk meg megfélétt talalni. Bizonyos esetekben sikerilt. Ezutan
a papiron alkalmazott triikkok leprogramozéasa jétt. igy egy Uj eljarast kaptam, amit nevezhetiink
Jmnaradékosztalyosnak”. Jelenleg ott tartunk, hogy amit a véletlenszerii valasztason alapulé elja-
ras, €s ez az (j eljaras sem talél meg, azt mar mi sem talaljuk meg papiron. Lényegében a kézzel
valo szamitas 6sszes trikkjénéjéh valamilyen specialis szabalyossag, és ezek mar bele vannak
épitve a maradékosztalyos algoritmusba.

LegyenT C Z, és|S| = s. Az 6sszes éiforduld feladatbar|n fenndll, igy ez feltehét A
maradékosztalyos modszer lényege a kovétkez

1. Valasszulk:-t s egy osztéjanak.
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2. Feltehed, hogy0 € S. Vegyilink Ujabbs/k db kilonbod elemetT” N {k, 2k, 3k, ..n — k}
halmazbdl az 6sszes lehetséges modon, legyenekigzek . . . z,, .

3. Haletezik olyancy, zs, . .. 2,5, hOQY0, 21, 2, . . . 2,1 €lemek kozil barmely keitkilonb-
sége elemé&’-nek, akkor valasszunk mastkt kiindulasként. Nem tudtunk meg semmit.

4. Ha nincszy, s, . .. Tn/k, h0Qy 0,21, 29, . .. 2,1 €lemek kozil barmely keitkilonbsége
elemeT-nek, akkor igaz, hogy a feltételeket kielé&gft elemeitdl pontosars/k helyezkedik
el minden mellékosztalyban mdd Az indoklas egyszer(i: megprobaltunki + 1 elemet
betenni egy mellékosztalyba médde nem sikerdilt. Innen mar lehet inditani egy brute-force
algoritmust, amely az egyes mellékosztlyokat miagkarja kitdlteni a megfelélmaédon.

A fenti algoritmusts minden osztéjara érdemes elinditani, nagysag szerint csdldagrenben.
Az utolsé park értékre maga a teszt nem szokott lefutni, ezért érdemes égpridtot adni a
tesztelésre.

A sebességnovekedés azért jebsntmert minden mellékosztalybol kilon- kilén prébalunk
meg kivalasztani/k elemet, igy egy nagyobb feladatot visszavezettiink sok kisebb feladatra. A
lehethségek szama drasztikusan csokken, és raadasul ezek a mellékosztalyok kitoltésekor az ele-
mek hatnak a tobbi mellékoszalyra is. Ha adeaisellékosztalyba el lehet helyezg)ik elemetd
féleképpen, akkor lehet, hogy mire a masodik mellékosztalyra kerll a sor, akkobanelg-
kosztaly miattd-nél Iényegesen kevesebb lefwdg marad. Az eljaras masik naggmfe: elvileg
képes belatni egy halmazrol, hogy ellenpélda. Ezt a véletlenszeri valasztas nem tudta megtenni.

4.3. Zer6bhalmaz

Vegyuk észre, hogy a parkettdzé halmazok nem fordulndlaedzamoldsokban a megtalalasuk
utan. Az elején kiszamolom a zéréhalmazukat, és utana csak azokkal szamolok. A keresés soran
ha olyan parkettaz6 halmazt talalok, amellyel megegy&zdhalmazi halmazt mar talaltam, akkor
nem mentem el, mert nem hoz Uj lebeéget. Tulajdonképpen csak a zeréhalmazok az érdekesek,
a parkettdz6 halmazokat csak azért tarolom, hogy ha talalok ellenpéldat, akkor tudjam bizonyitani,
hogy az adott zér6halmaz parkettazé halmazé.

A parkettazas szemléletes tulajdonsag, de az, hogy valamilyen halmazbél képertiebsé-
gek része a zérohalmaznak, az mar nem annyira. A zéréhalmazok vizsgalatanal észrevettem, hogy
A C Z, esetén hdnko(k,n) = Inko(j,n), akkork € Z, <= j € Z4. Ennek a bizonyitdsa ko-
rosztasi polinomokkal torténik, nem nehéz. A programozas szempontjabdl viszont nagyon fontos:
a zéréhalmazokat elégosztéira vizsgalni, hiszen azok determinalnak mindent.

Az alabbi tablazatban dsszegeztem azt, hogy milyen elemszamu csoportban, milyen méreti
halmazt kerestem, mennyi parkettazé halmazt talaltam (ezek zer6halmaza karésiezek
koézal hanynal nem talaltam univerzalis spektrumot.
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csoport elemszamahalmaz mérete megtalalt halmazok szamanem talaltam univ.spek.:t
120 10 67 0
300 30 71 0
600 30 199 0
900 30 440 0
8100 90 594 0
16200 90 2145 0
27000 6 310 0
27000 30 1198 4
27000 900 595 0
44100 210 640 0
88200 210 1241 0
97200 30 873 2
97200 60 2739 16
108000 60 717 2
432000 60 356 1

5. Osszegzés

A dolgozatomban megprébéaltam atfogd képet adni a Fuglede sejtés jelenlegi allasarol, kiemel-
ve az elmult par év eredményét, és az ezekhez nyujtott sajat hozzajarulasomat. Igyekeztem ugy
Osszedllitani a fenti munkat, hogy mindkét irdnyanak céafolatéra adjak egy vazlato8rieliet
bizonyitast, ahol felvonultatom a terilileten hasznalt eszkdzoket, médszereket. A sejtés mér tobb,
mint 30 éves, és a specialis esetekben elért szamos pozitiv eredmény utan az elmult két évben
szilettek a fent vazolt ellenpéldak.

A kozeljovbben az utolso fejezetben leirt algoritmusokat fogom tokéletesiteni, és keresek to-
vabb ellenpéldat dimenziéban. Az eddigi eredményeket nézve a dimezidészadm csokkenésével az
eléfordul6 ellenpéldak mind nagyobb és nagyobb rend(i csoportban forditakle¢pzelhginek
tartom, hogy vari dimenzidban ellenpélda, csak olyan nagy elemszamu csoportban, amelyet nem
tudunk papiron kézzel ellénizni. Ebben az esetben pedig van remény egy szamitdgépes bizonyi-
tasnak, esetleg a 3. fejezetben leirtakhoz hasonlé papiroidetieet bizonyitds generalasanak.

Az 1 dimenziés eset azért is latszik kilondsen érdekesnek, mert egy esetleges ellenpélda megca-
folnd Coven és Meyerowitz egy szamelméleti sejtését is [7]. Megjegyzem, hogy a méar ineglév
algoritmusok, illetve adatbazis mas nyitott problémak vizsgalatanal is hasznosak lehetnek majd.
llyen példaul a Hajos-féle kvaziperiodicitasi sejtés, illetve hosszu peridédusu parkettdzasok kereseé-
se, amelyekkel szintén tervezek foglalkozni.
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