KJK — matematika a3 1. zh 2018. marc. 23.

1. a) Adja meg az aldbbi hatvanysor b) Mennyi az alabbi sor 6sszege, ha van neki?
konvergenciakorének sugarat és kozéppontjat! (4 pont)
(6 pont)
> 3\" N (3+4i\"
N — . _ - n ¢
Z;)z (1+n> (z—2i+1) ;_:()( 6

2. Oldja meg a sinz = 37 egyenletet a komplex szdmok halmazéan! (10 pont)

3. a) Hol differencidlhat6 és hol regularis az aldbbi ~ b) Differencidlhaté-e a zg = 0 pontban az
komplex fiiggvény? (6 pont) alabbi komplex fiiggvény? (4 pont)
flz+iy) =2> -y ((z,y) e R?) F(2) = z - Re(2?)

4. Keresse meg az  u = x2 —y?> + e Ycosz fiiggvény azon v harmonikus tarsat, mellyel f = u + iv
regularis és f(0) = 3i + 1 teljesiil! (10 pont)

5. Szamitsa ki az f(z) = Z fliggvény integraljat arra a gorbére, mely a |z| = 4 egyenletd kor
Re(z) < 0 egyenl6tlenséget teljesitd pozitivan iranyitott ivébdl, majd az ehhez hozzafizott [—44; 4]
irdnyitott egyenes szakaszbol all! (10 pont)
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6. Szamitsa ki a kovetkezd lntegrélt' (10 pont) Izi:; m dz
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2. Oldja meg a sinz = 37 egyenletet a komplex szdmok halmazén! (10 pont)

3. a) Hol differencidlhat6 és hol regularis az alabbi ~ b) Differencialhaté-e a 2z = 0 pontban az
komplex fliggvény? (6 pont) alabbi komplex fliggvény? (4 pont)
fletiy)=2* -y ((z,y) € R?) f(z) = 2 Re(z*)

4. Keresse meg az  u = 22 —y?> + e Ycosx fliggvény azon v harmonikus tarsat, mellyel f = u + v
regularis és f(0) = 3¢ + 1 teljesiil! (10 pont)

5. Szamitsa ki az f(z) = Z fliggvény integraljat arra a gorbére, mely a |z| = 4 egyenletd kor
Re(z) < 0 egyenl6tlenséget teljesits pozitivan iranyitott ivébdl, majd az ehhez hozzafizott [—4i;4]
iranyitott egyenes szakaszbol all! (10 pont)
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6. Szamitsa ki a kovetkezs integralt! (10 pont ———dz
gralt! (10 pont) |Zi3 (= +20)(22 + 4)



a) Kozéppont: zg = 2i — 1.

3\
i”~<1+>
n

n

2
n 3\" 3\"
= <1+> <1+) — ~ R=¢e?
2 pont n n 3 pont 1 pont

b)
3+4i V32442 5
= = - < 1~ konvergens
6 6 6 2 pont
i(:ﬂ@) 16 184240
1348 345 25
n=0 6 2 pont
2.
sinz = 31
eiziefiz ]
5
3 pont _
e _ o7 = _g
e =w
w? +6w—1=0
—6+ /36 —4(-1 —6 + 210
w12 = ( ) = =-3+V10
’ 2 2
3 pont

= =34+ 10 ~ €tz = (VI0-3) , iz = 2ik + In(v/10 — 3) ~ 2 = 27k — iIn(v/10 — 3) (k € Z)
2 pont. € = —3—/10 ~» ¢'* = ™ HI(VI0H) o — ritrik+In(v/1043) ~ 2 = mi—i In(v/10+3)+27k
(ke Z)
2 pont.
3. a) flx +iy) = 2% — 9% ~ u =23 v=—1% (1 pont)

ul, =, 31?2 = -2y
{f— v ~ {0—0
y = "V =

3 pont. Tehat az —%xQ = y parabola pontjaiban teljesiilnek a C—R-egyenletek, és mivel u, v folytonosan
differencialhato, ezért ezekben a pontokban f differencidlhaté. 1 pont. Viszont sehol sem reguléris,
mert nincs olyan pont, melynek teljes kornyezetében f differencidlhato lenne. 1 pont.

b) A derivalhatosag definicidja szerint:

Re(2?) — 0 Re(22
lim 2Re(27) = lim 2Re(2%) = lim Re(zQ) = lim 2?2—9¢? =
2—0 z—0 2z—0 z 2 pont z—0 (z,y)—(0,0) 1 pont

Tehat a fiiggvény a 0 pontban differencidlhaté. 1 pont.

4. u=2?>—y>+e VYcoszx

ul, =2x —e Vsinx ~ul, =2—e Ycosx
I — 9y — e Y - _ Yy
y_ 2y —e cosa:«»uyy— 2+e COS .

Uy, + uy, =0 mindenhol, azaz C-n van harmonikus tirsa. 2 pont (ez akkor is megkaphat6, ha kideriil
a megoldasbol, hogy van w-nak harmonikus tarsa)

v; =2r —e Ysinx

vy, = —uy, - v, =2y+eYcosx — wv=2zy+e Ysinz+ C(y)
vy

(2zy + e Vsinz 4+ C(y)), =2z —e Ysinz

2z —e Ysinw + C'(y) =2x — e Ysinz

Cly) =0~C(y)=c (ceR)



v=2xy+e Ysinx + c-vel f =wu+ iv regularis. 5 pont.
flx+iy) =2® —y* + e Ycosx +i(2xy +e Ysina + c)
14+3i=f0+0i)=0%—0%+¢ecos0+i(2- 04 e’sin0+¢) =1+ci
c=3

flx+iy) = 2% —y?> + e Ycosz +i(2xy + e ¥sinx +3). 3 pont.
5. Az els6 gorbeiv paraméterezése: z(t) = 4e't, t € [r, 27| 2 pont

27 27 27
/ 4eiz - 4ie™tdt = / 47 . die™tdt = / 167 = 167i
t=m T T

3 pont.
Az els6 gorbeiv paraméterezése: z(t) = —4i + (4i + 4)t = 4t — 4é + 4¢i, ¢ € [0,1] 2 pont.

1
/4t—4z—|—4tz (4i+4)d (4t + 4i — 4¢1) - (i 4+ 4)dt =

O\H

1
= (4i —|—4)/4t + 4i — Ati dt = (4 + 4)[2t% — 4it — 2t%4]5 = (40 +4)(2 — i — 4i) = 28 — 12i
0
Az integral: 16mi + 28 — 12¢ = 28 + (167 — 12). 3 pont.

6.
1 1
(z +2i)2
dz = ——=—d ——dz =
7{ (z + 21) 22+4 % (z+24)2 2721) i ]{ (z+22) at 7{ %
z|=3 |=3 |z42i|=0,5 |z—24|=0,5
14242 pont, a szamlalok regularisak a korlapokon 1 pont.
RS L] B 1 L] 0
S \z—-2) | (z+2i)2|,_,,  (2—20)2|_ 5 (2+20)2|,_,

4 pont.



