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1. Bevezetés

,Ha az agyunk olyan egyszerd lenne,

hogy az emberiség mai tudasaval

tokéletesen le tudnank irni a miikodését,

akkor ezzel az egyszeri biologiai szerkezettel,
méar nem lennénk képesek felfogni a miikodését.”

1.1. Metalogika

A téma, amit koriiljarunk David Hilbert elnevezésével élve a metamatematika®, de
teljesen jogos lenne a metalogika® kifejezés hasznalata is. Ma ezeket a kifejezéseket
nem hasznéljak gyakran, ehelyett talan a bizonyitdselmélet elemei és alkalmazdsainak
nevezhetnénk a jegyzet tartalmat. Emellett a jegyzetben olyan témék is szereplenek,
amik a bizonyitaselmélethez abban az értelemben kapcsolodnak, hogy vagy torténeti
el6zménynek tekinthetGk, vagy alkalmazésai olyan modszereknek, amiket a korai
bizonyitaselmélet is hasznalt.

Mig a sziiken értelmezett ,jiskolai logika” a klasszikus kétértékid logikaval foglalkozik,
addig a metalogika egyszerre tobb logikai rendszert kisérel meg &sszehasonlitani,
kozos keretelméletben vizsgalni. Ezt a kozos keretelméletet nem vazoljuk, egyszertien
csak megvaltoztatjuk a klasszikus logika konstansainak jelentését és megnézziik, mit
eredményeznek ezek a valtoztatdsok. A metalogika eltér a modellelméletsl is. A
modellelmélet, legaldbb is a bevezetd egyetemi matematikai logika kurzusokon, az
Osszes matematikai elméletek kozos keretelméleteként értelmezhets. A modellelmélet
vizsgalodésanak targyai a matematikai struktiarak, példaul azok a miiveletekkel ellatott
halmazok, amik a természetes szamok, a valés szamok, a komplex szamok koérének
vagy vektortereknek felelhetnek meg. Mindezen vizsalatokat a modellelmélet — els6
kozelitésben — a klasszikus kétértékd logikara alapozza. Egy modell alaphalmaza
modellrgl-modellre valtozhat, valtozhatnak a rajta értelmezett (matematikai) miveletek,
relaciok és konstansok, am az olyan logikai kifejezések mint a konjunkciéé, alternacioé,
kondicionalisé vagy a negacioé, illetve a kvantoroké nem véaltozik. Ezzel szemben a
metalogika targyai lényegében maguk a logikdk illetve a modellelméletben valtozatlan
logikai konstansok.

Hilbert
2Ruzsa tarski 14.o.



1.2. Klasszikus logika

Az, hogy a matematikai logika alapveté aga, a modellelmélet (elsG kozelitésben) a
klasszikus logikara épiil, nem pusztan torténeti okokra vezethet§ vissza. Elég erGs
érvek szolnak amellett, hogy maga a ,logikai” terminus jelentése definidlhat6 tgy, hogy
a metalogikai fogalmak koziil csak a klasszikus logikai fogalmak értelmezheték logikai
fogalmakként. Ez Alfred Tarskinak a Melyek a logikai fogalmak?? cimi cikkében szerepls
tézisbol kovetkezik, mely azt allitja, hogy

a logikai fogalmak azok a fogalmak, melyeket a targyaldsi univerzum minden
sajat magara képez6 kolesonosen egyértelmi leképezése invaridnsan hagy.

Természetesen nem kell elfogadnunk Tarski ezen tézisét, mar csak azért sem, mert a
modallis logika rendszereire egészen biztosan nem igaz. Am, ha elfogadjuk, akkor (az S5
modalis logikan kiviil?) csak a modellelmélet lesz logikai keretrendszer.

Egy maésik érv a modellelméletnek a matematikai logikan beliili kitiintetett szerepének
alatdmasztasara a matematikai gyakorlatban keresendS. Pontosan Tarski volt az a nagy
hatast matematikai logikus, aki kés6bbi kutatohelyén, Berkeleyben egy olyan kutatasi
programot vezetett, mely alapjaiban megvaltoztatta a matematikai logikanak a Hilbert
és kore altal rajzolt képét. Tarski kore kialakitotta azt az j megkozelitést, amit ma
a modellelmélet vilagdnak nevezhetiink. Modszerei olyan gyiimolesozéek voltak, hogy
a korai tudoményos programokat, példaul Russell Principia Matemathicidjat, Hilbert
metamatematikijat és Brouwer intuicionista iskolajat egyértelmtien hattérbe szoritotta.
Mindazonaltal ezek a kezdeményezések korant sem sziintek meg hatni.

Ez a jegyzet a legkisebb mértékben tartalmaz csak modellelméleti gondolatmeneteket.
Ezt a csekély mértéket azonban nem keriilhetjiik ki, mert bizonyos pontokon a jo
érthet6ség kedvéért a modellelmétet kell segitségiil hivnunk magyarazé elméletként.
Természetesen szigorian {igyeliink arra, hogy a bizonyitaelméleti gondolatmenetekbe ne
vegyiiljenek ilyen, a témaban nem megengedett érvelési formék.

1.3. Nem-formalis deduktiv rendszerek

A deduktiv targyalasmodot csaknem készen kapta az utokor Eukleidész Elemek cimii
miivében.’ Ebben a szerzé a matematikai téméakat az axiomak, alapfogalmak és definiciok
felsorolasaval kezdi, majd tételek sorat mondja ki és bizonyitja be. Ez nagyon hasonlé
modszer a mai axiomatikus targyalashoz. Eukleidész matematikai szoveggytijteményében
vannak nagyon régi részletek is. Ezekbdl tudhatdé, hogy a modszer mar régebben
kialakulhatott, feltehetGen az eleai filozofia kordban. A legrégibb deduktiv matematikai
szOveg, a paros és paratlan szamokrol szolo elmélet olvasasakor felttinhet, hogy gyakran

3| Tarski] 391-412.

1Maté-Ruzsa 285. o.

SEz a kijelentés annyira nem nyilvanvalo, hogy a matematikatorténeti szakmunakban az 1960-as
évekig a deduktiv modszer lassi, folyamatos fejlédésérsl beszéltek. Még a W. és M. Kneale A logika
fejlodése c. Osszefoglalo munkajaban mindenféle indoklas nélkiil allitjak a szerzék, hogy a piithagoreusuk
valoszindleg nem ismerhették a Pithagoraszt-tételnek azt a részletes bizonyitasat, amit Eukleidésznél
olvashatunk [Kneale] 16. o. Szabé Arpad azonban érveket szolgaltatott amellett, hogy a deduktiv
modszert készen kaptdk a kor matematikusai az 6gorok érvels filozofiatél, elsGsorban az eleataktol.



hasznalatos az indirekt bizonyitas modszere.® Egyaltalan, felttinhet, hogy ismétlsds
technikdk alkalmazéaséval zajlanak a bizonyitasok. Kiemeliink két jellegzetes ilyen
eljarast:

Ha A, akkor C.

De ha B, akkor is C.
Viszont A vagy B.
Tehat C.

Ha nem A, akkor C' sem.
De ha nem A, akkor C.
Tehat A.

Az els6 az indirekt bizonyitas, a masodik az esetszétvalasztas szabalyanak leggyengébb
fajtaja. Az Elemek bizonyitdsaiban az axiomdak igazsagat ezek és még mas érvelési
panelek tovabbitjak a tételek felé. Az alapigazsagok, vagy axiomak az arisztotelész
altal vazolt deduktiv mddszerben evidensnek, mindenki altal elfogadhaténak tekinthetd
igazsagoknak kell lenniiik, hiszen a tételek igazsiga az axiomak konszenzuélis igazsdgin
alapulnak.” Ma mar azt gondoljuk, hogy egy axiémarendszer illetve deduktiv rendszernek
nem kell feltétleniil evidens igazsagokra épiilniiik, b&ven elég, ha az axidomarendszer
szerkeszt6i valahogy indokoljak, hogy az éppen ugy Osszedllitott axiomak miért
tarthatnak szamot érdeklGdésre a matematikuskozosség szamdara. Mindazonaltal az
arisztotelészi szemlélet egészen a XIX. szazad végéig makacsul tartotta magat. Még
az axiomatikdhoz jelentGsen hozzajarulé kutatok kozott is gondoltdk néhanyan, hogy
pl. a hiperbolikus geometria értéktelen, hiszen — szerintiik — a kozvetlen tapasztalat
nem igazolja az axiomait.® Bolyai és Lobacsevszki pont ennek az Arisztotelészre
visszamutogat6 tudomanyfelfogasnak a megtorése miatt tekinthetd attorének.”

1.3.1. Ellentmondasmentesség, helyesség, negacioteljesség

Axiomatikus-deduktiv vagy részben deduktiv médon sok tudoményt ki lehet fejteni, de
nem mindegyikkel szemben vetédnek fel a ,deduktiv korrektség” bizonyos kritériumai.
Egy elég evidens deduktiv korrektségi kritérium, hogy ne lehessen beléle logikai
ellentmondésra jutni. Egy maéasik josagi kritérium, hogy nem szeretnénk, ha a
szemléletnek ellentmondo tételt lehetne levezetni a rendszerbdl (ennek a jol-definialt,
formélis verziojat helyességnek nevezziik). Az arisztotelészi tudoméanymetodologiabol,
ami pl. az euklideszi modszertant is leirni szindékozik az kovetkezik, hogy a
tudoméanyos modszer akkor jo, ha magyarazza a vilagot és nem akkor, ha cafolja a
tapasztalatot. Egy harmadik kritérium, hogy a rendszer tudjon helyes valaszt adni
minden nem nyilvanval6 eldontendd kérdésre. Ezek mindegyikének sériilésére lehet példat
talalni a tudoménytorténetben. A végtelen kicsiny mennyiségekkel néha nullaként,
néha nem nullaként szamoltak. Ez logikai ellentmondéishoz vezetett.!® Az elméleti
fizika is tartogatott meglepetéseket. Bar az euklideszi geometria evidens a szemlélet

6Szabo

"|Beth] p. 82, [Szab¢]

8Gottlob Frege: ,attol, még, hogy a hiperbolikus geometria ellentmondasmentes még nem kovetkezik,
hogy létezik.” [Frege]

9T6th

0A7 analizis aritmetizalasa (epszilon-deltds definiciok bevezetése) alkalmasnak tiint a végtelen
kicsinyek okozta ellentmondasok kikiiszobolésére.



szamaéra, szamos modern fizikai jelenséget nem lehetett pusztéan az euklideszi geometria
segitségével lefrni. Mint kideriilt el kellett rugaszkodni az euklideszi tér fogalmétol, hogy
a kisérleti eremények Osszhangba keriiljenek a fizikai elméletekkel. Szintén az euklideszi
geometria bizonytalanul hagyott egy lényeges kérdést. A pdrhuzamossdgi azioma'®
korant sem evidens allitas, axiomaként valo felvétele tehat (arisztotelészi értelemben)
nem indokolt, am torlésével, a maradék axriomdk segitségével sem igazolni, sem céafolni
nem lehetett. A geometria torténete egészen Bolyai Janosig probalkozott elddnteni
a levezethetség-cafolhatosag kérdését, mignem kideriilt, hogy mind a parhuzamossagi
axioma, mint ennek tagadasa fiiggetlen a maradék axiomarendszertdl (azaz az euklideszi
geometria nem teljes).

1.3.2. A nem-formaAlis felépitések hatarozatlansaga

Egy nem-formalis axiomatikus-deduktiv felépitésben a modszertani fogalmak nem
szigoruan koriilhataroltak. Amikor egy nem formalis felépitésben allitasokat tesziink,
akkor metafizikai (sem érzékeinkkel, sem gondolatainkkal fel nem foghato) targyakrol
probalunk allitdsokat megfogalmazni az axiémakban rogzitett tulajdonsigai alapjan.
Jellemz4, hogy a nem-formalis targyalasmodban a voltaképpeni szamokrol, egyenesekrdl,
halmazokrol, stb. beszéliink, mintha ilyen targyakat csak egyetlen moédon lehetne
elképzelni. Nem beszéliink arrol, hogy a leirni kivant témakornek lenne sokféle modellje,
sokféle struktira eleget tehet az axéoméknak. Ha mégis beszéliink ilyesmirdl, akkor az
mar egy félig formalis targyalasmod.

A targyalds modszertanilag még abbdl a szempontbdl is bizonytalan, hogy nem elére
meghatarozott, hogy a tételek bizonyitasihoz milyen technikdkat lehet hasznélni. Ez
onmagaban egyéaltalin nem baj. A walddi matematikiban (ez Godel kifejezése a
matematikai gyakorlatban a kutatok keze ala keriil§ elméletekre) nem korlatozhatjuk
indokolatlanul a problémamegoldasi modszereinket, mert azzal egyiitt az emberi
kreativitds is korlatoznank, ami azonban nem &llhat szandékunkban. A nem-formaélis
targyalasmod egyaltalan nem elvetend6 matematikai megismerési stratégia. Magat a
halmazelméletet is Georg Cantor nem-formalis elméletének kdszonhetjiik. Természetesen
sziikséges Ovatosan hozzéfogni az 1j modszerek alkalmazasahoz, mert nem vart
kellemetlen kévetkezmények bukkanhatnak fel, mint az el6bbi elméletben a hires Russell-
paradoxon.

1.4. Formalis axiomatikus-deduktiv rendszerek

P

a felismerés, hogy a helyesnek elfogadott kovetkeztetési szabélyokat a kovetkezetésben
szerepld mondatok alakja egyértelmtien meghatéirozza. Ez a fordulat Gottlob
Frege nevéhez kapcsolodik, de folytatodott Russell, Hilbert, Gentzen, Tarski, Godel
munkassagaval és olyan, az intuicionista logika olyan nyelvkézponti dganak képviselGivel
is mint Heyting, Prawitz és Dummett. Gottlob Freget egyben a modern analitikus
nyelvfilozofia els6 képviselGjének is tartjdk és nem csak a matematika és a logika

1A parhuzamossagi axioma leegyszertibb megfogalmazasban azt mondja, ki, hogy a sikon egy
egyenessel egy arra nem illeszked$ ponton 4t egy és csak egy parhuzamos egyenes rajzolhato.



modszertananak megalapozojat latjuk benne, hanem tobb lényeges analitikus filozofai
kérdés megfogalmazojat.  Frege és kovetsi (kozvetett vagy kozvetlen) hatasara a
nem-formalis axiomatikus-deduktiv targyalasmoédot, mely hatarozatlan, elérhetelen
metafizikai targyaktol beszél felvaltja egy formalis, nyelvkozponti, nyelvi szerkezetek
vizsgalataval dolgoz6é modszertan.

A nyelvkdzponta formdlis-deduktiv targyalasmodban a logikai vizsgalodas targyat
nyelvi objektumok képezik. Ez a nyelv minden esetben szimbolikus és mesterséges.
Természetesen az, hogy mesterséges nem jelenti azt, hogy nincs koze a természetes
nyelvhez. El6fordjul, hogy a formalizidcié tgy valésul meg, hogy a természetes nyelv
egy jol behatarolt toredékét (fragmentumat) illetve annak modelljét tekintjiik a vzsgalat
targyava valo nyelvnek vagy formalis nyelvnek.

Az el6bb emlitett formalis nyelvre, mely a természetes nyelv egy fragmentumat modellezi
kitiintetett példa a propoziciondlis logika (jelben: PC) formalis nyelve. PC nyelve a
termeészetes (magyar) nyelv 68", .vagy”, ;ha ... akkor”, ,nem” szavaibol, szerkezeteibdl,
azaz a logikai szavakbdl (logikai konnektivumokbdl vagy funktorokbol) allo kifejezéseket
szimbolizalja.

Azt, hogy milyen kijelenté mondatok levezethetGk az axiomakbol a formélis-deduktiv
targyaldban el6re pontosan definialt szabalyok mondjak meg. Az axiémak nem
metafizikai targyakra vonatkozo allitasok, hanem olyan kijelenté mondatok, melyekben a
vizsgalni kivint dolgok nevei szerepelnek. Mindezekbdl kovetkezik, hogy ha be kivanjuk
vezetni a levezetés, axidbma, levezetett tétel, stb. metalogikai fogalmakat, akkor sziikséges
szétvalasztani a tdrgynyelvet, aminek a nyelvi szerkezeteire vonatkoznak a fenti definiciok
és a metanyelvet, amelyben megfogalmazodnak a fenti fogalmak definicioi. Mindamellett
az is sziikséges, hogy a metanyelv felett legyen egy a targynyelv vizsgélatara alkalmas
metaelmélet, azaz rogzitve legyenek benne azok az szabélyok, amik lehet6vé teszik, hogy
a metalogikai fogalmakkal kapcsolatban tételeket fogalmazzunk meg. A metanyelvnek
tehat egyfeldl tartalmaznia kell a targynyelvi kifejezések strukturdlis-leiré neveit, amikkel
hivatkozni tudunk a targynyelv kifejezéseire, masfel6l olyan kifejezéseket, melyek mér a
targynyelven is megfogalmazhatok, azaz ezek forditasait.

A logika fejlédése soran lényeges volt donteni arrél, hogy a metanyelvi levezetésfogalma
miféle. A matematika egésznek ellentmondasmentességét bizonyitani szandékozo6 Hilbert-
program péld4ul fontosnak tartotta, hogy a metanyelvi érvelések finit (véges-konstruktiv)
érvelések legynek. A modellelméletet valaszté Tarski a metaelmélet levezetésfogalmat
klasszikusnak valasztotta, Brouwer pedig az indirekt egzisztenciabizonyitasokat mellGzte.
Els6 kozelitésben persze nem kell, hogy formalizalva legyen a metanyelv, hiszen nem 6t
tessziik vizsgalat targyéava.



2. Levezetés

2.1. Klasszikus propozicionalis logikak
2.1.1. Targynyelvek.
Legyen At = {A,}ic; az atomi mondatok halmaza (I # ), és tekintsiik a

Sm;L = <At ’ <&,\/, D7N>>

generalt szabadalgebrat (ez a Heyting-algebra tipusa feletti algebra, melynek miiveleti
jelei: (&,V,D,~)), azaz a propoziciondlis logika formulaalgebrdjit a b&vebb jelkészlet
felett. Hasonloképpen legyen

Smpr, = (At | (O, ~))

generalt szabadalgebra (a (~, D) tipus felett) a propoziciondlis logika formulaalgebrdja a
sziikebb jelkészlet felett.

2.1.1.1. Megjegyzés. Itt a generalast gy értjiik, mint ahogy a sik vektorait elGallitja
két nemparhuzamos a és b vektor a + dsszeadas és a A. szdmmal valo szorzas segitségével,
azaz a sik vektorai elGallnak ebbdl a két vektorbol a miiveletek véges sokszori alkalmazasa
segitségével: R? = ({a,b} | (+,\.)),cr- Itt persze nem elhanyagolhat6 az a kiilonbség,
hogy a A. miiveletbdl pont annyi van, ahany valés szam, mig a logikai operatorok jelenleg
véges sokan vannak. Tovabba, hogy a formulaalgebraban (1évén szabadalgebra) pl. A D
B és B D A nem azonos, mig a vektorok tulajdonsigaibol adodik, hogy a+ b és b+ a
azonos.

2.1.1.2. Megjegyzés. A formalis nyelvekkel foglalkozo6 irodalomban szokasos médon
rekurzivan definialt formulaosztaly az alabbi jeloléssel is definidlhato:

Fm" = At | Fm*&Fm" | Fm* V Fm™ | Fm* D Fm™ |~ Fm*

illetve
Fm™ == At |Fm™ D Fm™ |~ Fm~

2.1.2. LevezethetSség.

Figyelve a targynyelv kifejezéseit, azaz a formulakat, azok kozott kitiintetett
kapcsolatokat fogunk definialni.

Definicié (Altaldnos levezethetdség) Legyen m = (X | O) az O operatorok segitségével
az X elemei altal kifeszitett generalt formulaalgebra, Ax C Fm tetszélegesen rogzitett
részhalmaza a formuldknak (ezeket axioméknak nevezziik) és In = {Iy,..., [,,} Fm-beli

relaciok egy halmaza, melyeknél (A, ..., Ajyq) € = € In-t A;jl;f—vel jeloljiik (és mely



relaciokat kovetkeztetési szabalyoknak nevezziik). Ekkor tetszéleges I' U {A} C Fm-ra

o

I (gmm,ax) A L Yoterik olyan (A4i,...,A,) € {1-n}Pm, hogy minden k € {1...n}-ra

A, = A, és Ay € I'U Ax vagy léteznek 1 <iy,...,7; < k szdmok és
e A, Ay
— € In, amire A—k

2.1.2.1. Jel6lés. Ekkor a fenti (Ay,..., Ay)-re (A1,..., Ay) € Ded(zmmax (I'; A)

2.1.2.2. Elnevezés. I' I (znmax A fenndllasa esetén azt mondjuk, hogy az A formula
levezethetd a T' formulahalmazbol az Ax axiomék feltevésével, az In kovetkeztetési
szabalyok segitségével. Az elgbbi (A4, ..., A,) formulasorozatot az A egy levezetésének
nevezziikk (a T' formulakbol, az Ax axiémék feltevésével, az In kovetkezési szabalyok
alkalmazésaval).

2.1.2.3. Megjegyzés. Nyilvan, ha (A;,..., A,) € Dedgmmax(I'; A), akkor minden
ke {l.n}ra (A, ..., Ar) € Ded(gmm,ax(I'; Ax) is all, azaz egy levezetés elsé k eleme
levezetése a levezetés k-adik formulajanak. A I' U Ax elemeinek az iires formulasorozat
levezetése I'-bol.

2.1.3. Hilbert-féle levezetési redszerek.

Ekkor In egyelemt, csak a modus ponens (a levilasztas szabélya) az egyetlen levezetési

szabalya:
A ADDB

B

(kvantorok szereplésekor, azaz az elsérendii nyelvekben ezen kiviil még az univerzalis
generalizacio is megengedett. Lasd késébb.)
2.1.4. Természetes levezetési rendszerek.

Ekkor Ax iires, nincsenek axiomak, csak kovetkeztetési szabalyok.

2.1.5. Propozicionilis logika Hilbert-féle levezetéssel, a §my; nyelven
Axiomai:
Ax(PCT)={ AD(BDA),

(AD(BDC)D((ADB)D(AD()),
(~AD~B)D(BDA) }4,B,ceFm—(PL)

H
Jelblés: Fpo-



2.1.5.1. Elnevezés. Az axiéméakat a kovetkezSképpen nevezhetjilkk el — mindenféle
részletesebb magyarazat nélkiil — rendre:

— ,,az igaz barmibdl kovetkezik”,

— ,beszorzas”,

— ,kontrapozici6”
ezek az elnevezések helytelenek, de nulladik kozelitésben elfogadhatok. ~-et negécionak,
D-et kondicionalisnak nevezziik.
2.1.6. Propozicionalis logika Hilbert-féle levezetéssel, a gm}; nyelven
Axiémai:

AX(PC+) = AX(PCi) U {A&B % ~ (A o B),A vV B % (N AD B)}A,BeFm"‘(PL)

H

Jelblés: Fpo+. & konjunkeio, V alternacio, = (A = B definicio szerint (A D B)&(B D
A)) a bikondicionélis.
2.2. Levetezési technikak, alapvetd levezetési szabalyok, levezetésfa.

2.2.1. Modus ponens (a levalasztas szabélya).

Ha F |_Pczl: A D) B akkor F U {A} |_ch: B

Bizonyitas. Ha (A;,...,A4,,A D B) € Ded(I',; A D B), akkor a modus ponens miatt
(Ay,...,A,,AJAD B,B) € Ded(T' U {A}, B).

2.2.2. Modus ponens (altalanosabb)

Ha P l_ch: A éS F l_ch: A D) B, akkor F l_ B

Bizonyitas. Ha (Ay,..., A, A) € Ded(I', A), és (By, ..., Bn, A D B) € Ded(I', A D B),
akkor a modus ponens miatt.

(A1,...,An, A, By,...,Bn, AD B, B) € Ded(T, B)

2.2.3. Levezetésfa.

Ez utobbi tulajdonsag miatt grafikus reprezentaciora is attérhetiink, ha neheziinkre esik
a sorozatokkal dolgozas. Ha elegendd azt tudni, hogy van levezetése egy formulanak,
akkor folyamodhatunk a kovetkezs levezetéskészits eljarashoz:

S1 € Ded(I', A) Sy € Ded(I'; A D B)

S,78y™(B) € Ded (T, B)
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ahol S;7 Sy (B) azt jelenti, hogy a levezetés sorozatokat egymas utan flizziik. Azt, hogy
ez az eljaras helyes, azt el6z6 lemmabol tudjuk.

Ha egy olyan fat tekintiink, ahol a fenti eljarasok az elégazasok és a levelek a I' elemeibdl,
vagy az axiomakbol allnak, akkor a levezetésfahoz jutunk. Ha adott egy levezetésta, akkor
ebbdl a fenti konstrukcioval legyarthato a levezetés.

2.2.3.1. Definici6. Legyen (§m,In, Ax) levezetési rendszer, I' C Fm és II olyan fa,
melynek csticsai §m-beli formuldkkal vannak cimkézve és

1. levelei a I' formulahalmaz vagy az Ax halmaz elemeivel vannak cimkézve és

2. ha az Ay, ..., A, formuldkkal cimkézett csicsokbol kifutd élek az A formuléval
cimkézett csucs Osszes befutod éle, akkor (Ai,...,A,, A) az In halmaz valamely
I elemének esete (azaz az A kovetkezménye az Ay, ..., A, formuldknak az I
kovetkeztetés altal)

akkor IT egy levezetésfa (Fm, In, Ax)-ban I'-bol. Ezt a fat ilyenkor

]

(Em, In, Ax)

jeloli (azaz a fenti [['] arra utal, hogy a levelek honnan johetnek az axiomakon kiviil.)
Ha II olyan fa, melynek gyokérpontja A és az A feletti liget rendre a IIy,...II, fakbol
all, akkor TI-t még ([[']Iy, ..., [[]I,/A)-val is jeloljiik, illk azt rajzoljuk, hogy

] ]
(Fm,In, Ax) I, ... II,
A

2.2.3.2. Eljaras. Halllevezetésfa (§m, In, Ax)-ban I'-bol, akkor IT gyokérformulajanak
levezetését tigy készitjiik el, hogy

1. ha egy levél cimkéje A, akkor ezt felvessziik egy egyelemi sorozatba: Sy, = (A)
sorozatba,

2. ha az A csiicsa folotti részfa

] ]
(Fm,In,Ax) I, ... II,
A
alaka és [I']Ii-hez, ..., [[|ll,-hez mar hozzarendeltiikk rendre az Si,...,S,

sorozatokat, akkor legyen az A-hoz rendelt S sorozat: S, ... S5, (A)

2.2.3.3. Tény. A fentiek esetén II gyokérformulajahoz rendelt sorozat valéban a
gyokérformula egy levezetése I'-bol.



2.2.4. Példa: ,,Ami szép, az szép” (Fpcr A D A)
Bizonyitas.

AD((ADA)DA) (AD((ADA)DA))D((AD(ADA)D(ADA)

(AD(ADA)D(AD A AD(ADA)

ADA

Hletve A1 = (A D ((AD A) D A)) ez az els6 axiémaséma egy esete,
Ay=(AD((ADA)DA))D((AD(ADA) D(ADA)) amasodik axiomaséma egy
esete,

A3 =(AD(ADA)) D (ADA) modusz ponensszel levonva,

Ay =AD (ADA) az els6 axibmaséma egy esete,

As = A D A modusz ponensszel levonva.

Ekkor (Al, AQ, Ag, A4, A5) bizonyitasa A D A-nak.

2.2.5. Lancszabaly
{ADB,BD>C}Fper ADC

Levezetésftaval:
(BODC)D(AD(BD () B>C
AD(BD>CQC) [AD(BD>CO)D[(ADB)D(ADCO)
ASB (ADB)D(ADC)
ADC

2.3. Direkt referencialis jelentéselmélet

Eddig vajmi kevés értelemet (jelentést) lehetett a fenti nyelvhez rendelni, most
bemutatunk egy jelentéselméletet hozzé, melyet mi — Dummett utan — a direkt referencia
eljardsanak neveziink. Eszerint a jeleknek a metaelméletben megadjuk a referenciajat
(faktualis értékét), majd a kompozicionalitas elve alapjan az Osszetett kifejezéseknek
az Osszetétel modja szerint automatikusan szarmaztatjuk a referenciajat (faktualis
miikddését és megnézziik, hogy miben all a direkt referenciélis jelentéselméletban egy-egy
metaelméleti fogalom szintaktikai és szemantikai szerepe.!?

2.3.1. Forditas és strukturalis-leird név

Mint emlitettiik, PC nyelve (ill. pl. PCT nyelve) modellezi a természetes nyelv azon
fragmentumdt, melyet Ggy kapunk, hogy a nyelv mondatait logikai konnektivumokra
(logikai szavakra: ,6s”, wvagy”, ,nem”, 'ha ..., akkor ...”) és az altaluk Osszekapcsolt
mondatrészekre bontjuk. PC formalis nyelve tehat logikai konnektivumok jeleibdl és
tovabb nem bontott mondatok jeleib&l all. Ez a tdrgynyelv.

A metanyelv legyen a természetes nyelv. Most két fogalmat kell tisztaznunk:

12A szintaktika ilyen stilust felépitését a késébbiekben csak bizonyos esetekben (az e-logikdban és
a Principia Mathematica targyaldsédnal) fogjuk kovetni, a tébbi helyen megmaradunk a fenti, generalt
formulahalmazokkal valé megkdzelitésnél.
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— targynyelv egy mondatanak metanyelvi forditdsdt és

— a targynyelv egy kifejezésének strukturdlis-leiro nevét

Mindkett6 metanyelvi kifejezés, az els§ egy metanyelvi mondat. A masodik egy név,
azaz nincs predikativ jellege, nem mondat, annak ellenére, hogy targynyelvi formulét ir
le; viszont lehet rola allitani valamit.

2.3.1.1. Definicio.

1. A forditést a targynyelvi formulak szerkezetére vonatkozo indukciéval definialjuk.

(a)

(b)

PC* atomi formuldinak At = {A; | i} halmazat. Ekkor PC* egy forditdsa
egy olyan T : At — NatLangSent fiiggvény, mely minden A € At-hoz a
természetes nyelv egy T'(A) € NatLangSent kijelenté mondatat rendeli.

Ha A, B targynyelvi formuldkhoz mar rendeltiink forditast, akkor legyen

T(A&B) = ,T(A) és T(B)”
T(AV B) = ,T(A) vagy T(B)”
T(A D B) = ,ha T(A), akkor T'(B)”
)

= ,nem T'(B)”

2. A targynyelv formuldinak strukturdlis-leiré neve a kovetkezd.

(a)
(b)
(c)

()

«; a strukturdlis-leird neve az i-edik atomi formulajelnek (azaz ha z = A;),
ahol 7 > 0 természetes szam,;

n, ¢, a, i, Ip és rp a strukturdlis-leiré neve rendre a targynyelvi z = ~
, &, Vv, D, (, ) jeleknek;

xy a strukturdlis-leiro neve annak a karaktersorozatnak, mely az x és y
strukturalis-leir6 nevil karaktersorozat ilyen sorrendben vett egymas mellé
irasaval keletkezik,

ha x és y karaktersorozatok nevei, akkor Negz, x Cony, x Alty, x Impy
roviditi az aldbbi strukturdlis-leiro neveket:

nlp Tz rp
Ip" a7 rp ¢ lpT Yy rp
Ip7 " rp~a"Ip Yy rp

c~

Ip" 2" rp i lp Yy rp

Az A targynyelvi karatersorozat strukturélis-leiré nevét

LA7

jeloli.
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Hogy a targynyelv mely szimbélumsorozata formula az tulajdonképpen egy metaelméleti
szintatikai fogalom. Ennek tényét pusztan a karaktersorozatban szereplé karakterek
elrendezése hatarozza meg. PCT formuldinak halmaza, azaz Fm(PC™) egy a kifejezések
felépitésére vonatkozo indukcioval definialhato!® osztaly.

2.3.1.2. Formula (mondat), 0j definici6. Az S targynyelvi kifejezés formula, ha
1. °S” = o; valamely ¢ > 0 természetes szadmra.

2. Ha B,C € Fm(PC") &s ‘S” a kovetkezGk valamelyikével azonos: Neg‘A’,
‘A Con‘B’, ‘A’ Alt‘B’, ‘A’ Tmp ‘B’

A tovabbiakban a formuldkat mondatoknak nevezziik és osztalyukat Sent-tel.

2.3.1.3. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a targynyelv egy S mondata igaz a T forditéis
szerint, ha

‘S = q; valamely i-re és T(A;), (M

‘S” = Neg ‘A’ és ‘A’ nem igaz,

‘S>=‘A"Con‘B’ és ‘A’ és ‘B’ is igaz,

‘ST =‘A"Alt‘B’ és ‘A’ és ‘B’ koziil legalabb az egyik igaz,
‘S’ =‘A’Imp ‘B’ és ha ‘A’ igaz, akkor ‘B’ is az.

Ezt az igaz fogalmat tehat a targynyelv mondataival kapcsolatban hasznaljuk.

Megjegyzés. A definicio (1) jellel jelolt sora erésen magyarazatra szorul. A metanyelven
beszéliink, tehat amikor feltételt adunk S igazsagara vonatkozoan, ez a feltétel a T'(S)
metamondat, azaz nem szabad az igaz sz6t hasznélni, vagy ha igen, akkor az nem
ugyanazon jelentést sz6, mint amit az S-re definidlunk éppen, az a sz6 meta-metanyelvi
igaz lenne.

2.3.1.4. Tétel (Tarski-féle T-séma) Legyen T a PCT egy forditasa, S targynyelvi
mondat és igaz; a T-hez az el6bbeikben definidlt igazsagfogalom. FEkkor az alabbi
természetes nyelvi mondat fennall:

‘S’ igazy akkor és csak akkor, ha T'(.S).

Magyarazat. A metanyelvben értelmes modon kell formalnunk a mondatokat ezért
a targynyelvi mondatokat meg kell benne nevezniink. A tagynyelven a mondatok
predikativak: &llitanak valamit. Ugyanezekre a mondatokra a metanyelvben, mint
objektumokra, targyakra hivatkozunk, a nekik megfelel6 metanyelvi megnevezésikkel.

13Maga, az, hogy létezik a targynyelvi kifejezésk felépitésére vonatkozo indukci6 az is a metaelmélet
el6feltevéseinek a része. Ennek axiomatizalasat Tarski adta meg elGszor, mindazonaltal, hogy ez lézetik
ez egy hihets feltételezés.

1Az € jelet addig, amig nem mondunk mast csak az ,eleme” sz6 réviditéseként hasznaljuk.
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A T-séméba nem szerepelhet targynyelvi mondat csak annak strukturalis-leir6 nevét.
Példaként vegylik a a;3Conas strukturaju targynyelvi mondatot és legyen T'(A;) =
a ho fehér és T'(As) = a fli z6ld. Ekkor a Tarski-féle T-séméba helyettesitve azt kapjuk,

hogy

Az a;Con ay strukturaji mondat igaz, akkor és csak akkor, ha a ho fehér és a fii zold.

Mindez akkor valik érthetévé, ha egy altalanosabb értelemben a természetes nyelvre
alkalmazzuk mindezeket a definiciokat. Ha tehat a targynyelv a természetes nyelv, akkor
igaz lesz az alabbi metanyelvi mondat:

Az a mondat, mely a kovetkez§ karakterek egymasutanjabol 4ll:
A ho fehér és a fd z61d,
akkor és csak akkor igaz, ha a ho fehér és a fi zold.

Bizonyitas. Az S mondat szerkezetésre vonatkozo strukturélis indukcioval igazoljuk a
tételt. Megjegyezziik, hogy az, hogy a strukturalis-indukcié a metaelmélet egy eljarasa,
a tételhez fel kell tenni (Tarski utan), hogy ilyen létezik a metaelméletben. Kovessiik

<0,

végig az igazsag rekurziv definiciojat.

Megjegyzés. Tehat a T-séma jelen esetben a logikai konektivumok direkt referenciélis
jelentését adja meg az igazsag definiciojan keresztiil.
2.3.2. Logikai sziikségszertiiség

2.3.2.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a metanyelv mondatainak egy T forditasa
kielégiti az S € Sent(PC™) targynyelvi mondatot, ha

‘ST =q,; és T(A;), "

‘S’ = Neg ‘A’ és T nem elégiti ki A-t

‘S"="'A"Con‘B’ és T A-t és B-t is kielégiti,

‘ST =AAlt‘B’ és T A-t vagy B-t is kielégiti,

‘S’ =‘AImp ‘B’ és T ha A-t kielégiti, akkor B-t is kielégiti.

Definici6é. Azt mondjuk, hogy a targynyelv S mondata logikailag sziikségszerd, ha S-et
minden T metanyelvi forditas kielégiti.

2.3.2.2. Tétel. Legyen T forditas és ‘S’ az S targynyelvi mondat strukturalis leird
neve. Ekkor a

Ha az ‘S’ strukturaju targynyelvi mondat logikailag sziikségszerii, akkor T'(.S).

metanyelvi mondat igaz.

Bizonyitas. Legyen T tetsz6leges forditas. Az S felépitésére vonatkozo indukcidval
belatjuk, hogy S-t pontosan akkor elégiti ki T, ha T'(.5).
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Elgszor legyen *S” = ;. Mar most, ha T kielégiti A;-t, akkor T'(.S) és ha T'(A;), akkor T
kielégiti a;-t.

Tegyiik fel, hogy a S Osszetett és hogy S minden OsszetevGjére igaz az allitds. Példaként
csak az S = ‘A’ Con ‘B’ 6sszetételt nézziik meg, a tébbi ugyanigy megy. Tegyiik fel, hogy
T kielégiti S-t. Ez definici6 szerint pontosan azt jelenti, hogy A-t és B-t is kielégiti. De
ekkor T'(A) és T(B), ami pont az S forditasa.

Megjegyzés. A legegyszertibb, ha konkrét példan magyarédzzuk meg. Legyen T a
kovetkezd forditas:

T(A;) = a Mikulas Lappfoldon lakik, T'(As) = ..., ...
és legyen ‘S’ = oy Imp a;. Ekkor a tétel allitasa:

Ha a ap Imp aq, strukturdju targynyelvi mondat logikailag sziikszégszeri,
akkor ha a Mikulas Lappfoldén lakik, akkor a Mikulas Lappfoldon lakik.

Ami nem egy tokéletes forditas, de teljesen érthetd, szandéklaink szerint a kovetkezd
metanyelvi mondatot kapjuk:

Ha a targynyelvi a; Imp ay mondat logikailag sziikségszerii, akkor a Mikulas
Lappfoldon lakik, feltéve, hogy a Mikulads Lappfoldén lakik.

Megjegyzés. Most mar kezdiink nagyon kozel lenni témankhoz, ahhoz a logikdhoz,
amit PC modellez. A logikai axiomék azt biztositjak, hogy a fenti mondatokrol
pusztan strukturdlisan eldonthetd legyen, hogy logikai sziikségszertiségek-e. Szemben
a szemantikailag definialt (direkt referenciat felhasznélo) logikai sziikségszertiséggel.
Lényegében tehat arrél van sz6, hogy tugy keriiljiik ki a szemantikai definiciét, hogy
a metaelméleti axidomakat probaljok visszaforditani a targynyelv szintjére. Ez egyaltalan
nem biztos, hogy sikeriil. Vannak nagyon zavarbaejté esetek a logikdban, amikor erre
egyszer( targynyelv esetén nincs lehetdség.

2.3.2.3. Szemantikai kovetkezmény, helyesség, teljesség. Ha a logikai sziikség-
szerliséget a természetes nyelvtsl fiiggetleniil, de egy kell6en gazdag metanyelvre
vonatkozoan definialjuk, akkor fennéll az a szoros kapcsolat (a Kalmdr-féle teljességi
tétel, lasd [Krist]), hogy F A pontosan akkor, ha A logikai sziikszégszertiség. Ezt a
fogalmat altalanosithatjuk. Legyen I' = A igaz, ha minden olyan T forditas esetén, ami
szerint I' minden eleme igaz, akkor ezek szerint a forditasok szerint A is igaz. Ezzel a
szemantikai fogalommal teljesiil, az alabbi kett& megallapitas:

1. HaT F A, akkor I' = A (azaz a b relacié helyes a = relaciora nézve)
2. HaI' = A, akkor I' - A (azaz a b relacio teljes a |= relaciéra nézve)

Ez a tétel (az itt nem definialt értékelésekkel kimondott megfelel6je'®) a legtobb
matematikai logikai alapozo kényvben megtaldlhaté. Az I' = A relaciot szemantikai

1A T forditassal szemben egy v értékelés az atomi fomuldkhoz nem metamondatokat, hanem
igazsagértékeket rendel, azaz az i, h értékeket rendeli. Ez a késGbbiekben a kételemii Boole-algebra
értékeit felvevels algebrai értékelésnek fog megfelelni.
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kovetkezménynek nevezziik. A bizonyitaselméleti jelentéselméletnek nem targya a
szintaktikai és szemantikai kovetkeztetés ezen kapcsolatanak kiilondsebb feltarasa. Az a
matematikai logika feladata. A bizonyitaselmélet legfébb feladatai egyfeldl a logikak kozti
kapcsolatok feltarasa, masfel6l normalizicios tételek bizonyitasa. A bizonyitaselméleti
jelentéselmélet feladata pedig a kalkulkusok jelentéselméletének feltdrasa a formalis
nyelvek hasznélatelméleti jelentéselmélete feldl.

2.4. Hasznalatelméleti jelentéselmélet, bizonyitaselméleti szemantika

Egy masik stratégiat fogunk latni jelentéselmélet megalkotasara. Eddig a logikai
konnektivumok jelentését kozvetleniil egy metanyelvi szora vezettiik vissza. Most a
metanyelvi hasznélattal fogjuk kapcsolatba hozni.

2.4.1. Dedukcio6tétel.
Ha T'U{A} Fpex B, akkor I'pex A D B.

Bizonyitas. Legyen (By,...,B,_1,B,) € Ded(I'U{A}, B). k-ra vonatkoz6 indukcioval
belatjuk, hogy minden k-ra, ha 1 < k <n, akkor ' - A D Bj.

Legyen k = 1, azaz B; = B. A levezethetGség definiciojabol kovetkezik, hogy B csak
['U {A} eleme lehet vagy axioma, mert levezetési szabélyt csak akkor hasznalhatnank,
ha lenne elGtte tag a sorozatban.

Ha B € AxUT, akkor az ,jigaz barmibdl kivetkezik” miatt

B B> (ADB)

+
(PC7) ADB

levezetésfaja A O B-nak.

Ha B = A, akkor I' = A D A mivel az el6z6ek miatt ) = A D A is igaz, azaz a levezetése
ugyanaz, mint (-b6l.

Legyen 1 < k < n olyan, hogy minden 1 <i < k-ra' - A D B;. Két eset van.

B, € AxUT'. Ekkor

By, BkD(ADBk)
AD By

(PC¥)

levezetésfija A D Bj-nek I'-bol.
Ha Bj-ra a levezetési szabdly egy alkalmazasaval kovetkeztettiink, azaz vannak 7,5 < k
hogy B; = B; D Bj-vel, akkor az indukcios feltétel miatt

[E} .
I
(PC*) 4> (Bi > By) e — (A (Bi D By) D (AD Bi) D (AD By) AEB
D B;) D OB D Db
: ADBk

levezetésfa és ebbdl elkészithets a sziikséges bizonyitas, ahol IT és ¥ ligetek az indukcios
feléttelek miatt vannak.
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2.4.1.1. Megjegyzés. Az els6ként igazolt modusz ponensz szabaly és az el6bb
bizonyitott dedukciotétel alapjan mondjhatjuk, hogy

I'U{A} B akkor és csak akkor, haT'A D B

vagy iires [' esetén
A+ B akkor és csak akkor, ha A D B

(vagyis az, hogy az A feltétellel B levezethets pontosan azt jelenti, hogy A D B). Ez a
jellemzés (ekvivalencia) megadja a D logikai konnektivum bizonyitaselméleti jelentését.
A jellemzés két irdnya két jelentésrészt tartalmaz. A pragmatista jelentésrész azt
mondja meg, hogy az A D B alaku kifejezésbdl mire lehet kovetkeztetni, hogyan lehet
tovabbhaladni egy bizonyitasban, ha tudjuk, hogy I' = A D B, azaz mire haszndlhato
egy ilyen allitdas. A werifikacionista jelentésrész azt mondja meg, hogy az ' H A D B
allitasanak mi a feltétele, mivel lehet igazolni, hogy egy ilyen alaku allitas fennall, mikor
haszndlhato egy ilyen allitas.

2.4.1.2. Megjegyzés. Felvetddik a kérdés, hogy milyen kapcsolatban van a jha ...,
akkor...” szerkezet a bizonyitaselmélet szerint a D funktorral. Mondhaté-e példaul, hogy
az alabbi allitas (az altalanos modusz ponensz és a dedukciotétel miatt)

I' H A D B akkor és csak akkor, ha I' - A esetén ' - B

fennall? A balrél jobbra irany biztosan teljesiil az altalanosabb modusz ponensz miatt.
Visszafelé teljesiil? Klasszikusan a ,ha I' = A, akkor I' = B” metanyelvi mondat
ekvivalens a ,[' I/ A vagy I' = B” mondattal. Az esetszétvalasztas szabélyat alkalmazva,
ha I' b B, akkor persze igaz I' U {A} F B, amibél a ' - A D B. De I' I/ A esetén
nem kovetkezik a bal oldal (nem A vagy B). T I/ A (természetesen) nem ugyanaz,
mint T' F~ A. Az utobbibol kévetkezne a bal oldal (ez késébb lathato lesz). Ha ezt
megkovetelnénk, az a negacidteljességgel lenne ekvivalens, ami pont téméank centralis
kérdése (ti. Godel tételének konklizioja a bizonyos koriilmények kozott az aritmetikaban
fennallo nemteljesség). Tehat klasszikusan biztosan nem all fenn a fenti allités.

A kérdés tehat, hogy valamilyen szigorubb értelemben igaz-e. Az egyik lehetdség,
valamilyen mddon, valami szigorti modalitasban igaz a feltételes allitas, van-e kitiintetett
levezetése B-nek, ha A-nak van. Pl értheté-e ugy a ,ha I' B A, akkor I' - B”
mondat, hogy minden esetben, amikor A-nak van levezetése, akkor B-nek is van
(azaz intuicionista/konstruktivista értelemben)? Vagy egy még szigoribb értelmet kell
talalnunk? Kell-e B-nek olyan levezetése is van, mely A-n athaladva bizonyitja B-t,
hiszen ebbdl is kovetkezne a bal oldal (relevdns logika).

2.4.1.3. Tarski-féle forditas Teljesen mas a helyzet, ha a [' F metanyelvi
predikdtumot az ,igaz’-ra cseréljiik. Ekkor ugyanis fennéll a fenti ekvivalencia.
Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a klasszikus logika az igaz-hamis logika de nem a
levezethetGség logikdja. De akkor mi a levezethetdség logikdja? A nemklasszikus logikak
fejezet erre probal majd valaszt adni.
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2.4.1.4. A D-re vonatkozo els6 két axioma jelentése A direkt referencialis elmélet
szerint az axiomak elég olvashatatlanok a természetes nyelvi forditasukban:

» A D (B D A) igaz, akkor és csak akkor, ha ha A, akkor ha B, akkor A.”
L, (CD(ADB))D((C>A)D(C D B)) igaz, akkor és csak akkor, ha ha
ha C, akkor ha A, akkor B, akkor ha ha C, akkor A, akkor ha C', akkor B.”

Ennél lényegesen attekinthetébb a bizonyitaselméleti jellemzés, amit kdvetkeztetéses
(pontosabban szekvens kalkulusos) szimbolikaval fogunk jelolni. Az els§ axioma

{A,B} - A
FAD(BDA)

FAD(BDA)
{A,B}+ A

Es a masodik

{C,CD>ACD>ADB)}FB
F(CD>(ADB))D((CD>A) D(CDB))

F(CD>(ADB))D((CD>A) D(CDB))
{C,CD>ACD(ADB)}FB

2.5. Beagyazasi és reprezenticios tételek

A sziikebb jelrendszert propoziciondlis logika triviadlis médon bedgyazhaté” a bévebbe.
A (~, D) altal generélt klasszikus mondatkalkulus ¢dredéke a (~, D, &, V) altal generalt
klasszikus mondatkalkulusnak, a levezetheté mondatok a téredékben ugyanazok, mint
bévebb rendszerben levezethetdk.

2.5.1. PC~ beagyazasa PC'-ba

2.5.1.1. Tény - PC~ bedgyazdsa PC*-ba — Tekintsiik a h : Fmp, — Fmp; A — A
homomorfizmust (mely az Fmp; és Fmp; | 5 algebrdk kozott halad). Ekkor T'U {A} C
Fmp; esetén 1)
H H
r l_pcf A = h(F) l_pc+ h(A)

2) Ha h(A)-nak van olyan bizonyitésa h(T')-bol, mely elkeriili az "TA&B § ~ (A D~
B)", TAVB S (~ A D B)" axiomasémékat (nem szerepelnek a bizonyitasban ezek
elemei, mint olyan formuldk, amikre mint axiémak hivatkozunk), akkor

H
T Fpo A

Ui.: a bizonyitasok azonosak.

17



2.5.1.2. Erésebb beagyazas. Egy kicsit erGsebb, de még mindig trividlis bedgyazas
a kovetkezd. A (~,D,&,V) altal generalt klasszikus mondatkalkulus reduktuma a
(~, D) miveletekre olyan klasszikus mondatkalkulust alkot, melyben a levezethetd
mondatok ugyanazok, mint b&vebb rendszerben az & és V-t tartalmaz6 axidméakat
kihagyo levezetéssel rendelkezék. Legyen (Fmp; ) x az a formulaalgebra, amit ugy kapunk,
hogy egyfelsl At = {A, }icr-ot kibovitjiik a kovetkezd X mondatkonstans halmazzal:

X ={A&B, AVB|A,B € Fm{;}
majd vessziik a
(Fmpp)x = (AtUX | (D,~))
generalt szabadalgebrat. Legyen PCy az a levezetési rendszer, melynek axiémasémai
legyenek a PC'~ axidmasémai (az a harom) és hilberti a levezetése. Vegyiik észre, hogy a

(Fmpp ) x és Fmp, algebrak alaphalmaza ugyanaz, csak a mifveleteik méasok. Ekkor igaz
a kovetkezd

Tény - PCy bedgyazdsa PCT-ba — Legyen h : (Fmpp)x — Fmj; az a homomorfizmus,
mely A € X UAt esetén h(A) = A és minden A, B € (Fmp ) x-re
h(~ A) =~ h(A) ilL
h(A D B) =h(A) D h(B)

(ez az ,elfelejtés” homomorfizmus (Fmpy ) x-b6l Fmp; |~ 5-be). Ha T U {A} C (Fmpy)x,
akkor
1)
H H
[hpe A = (L) Fper h(A)

2) és ha h(A)-nak van h(T')-bol olyan bizonyitésa, mely ,elkeriili” az "A&B § ~ (A D~
B)", TAVBS (~ A D B)" axiomasémékat, akkor
H
I'Fpey, A

Ui. 1) Ami itt bizonyités, az ott is az. 2) Az a bizonyitas, ott is az.

2.5.2. PCT reprezentaciéja PC -ban

Vilagos, hogy a sziikebb jelkészletli logika bedgyazhat6o a bgvebbe. De ez furcsamod
forditva is igaz, azaz a sziikebben megtalalhato a b&vebb.

2.5.2.1. Tétel — PC" reprezentdcidja PC™-ban — Legyen h : Fmj; — Fmp; az a
homomorfizmus, melyre h(A) = A, ha A € At és



ha A, B € Fmj;. Ekkor

H H
I'Fper A = h(F) Fpo- h(A)

(Méasképpen, ha van A-nak bizonyitasa [-bol, akkor van h(A)-nak olyan bizonyitasa
h(I')-bol, mely végig Fmp, -ban halad.)

2.5.2.2. Bizonyitas. 1.) El6szér is minden A € Fmp,-ra h(h(A)) = h(A), melyet
strukturalis indukcioval kénnyen igazolhatunk. Ha A atomi, akkor h(h(A)) = h(A) = A.
Ha pedig A Osszetett, akkor h definicioja és az indukcios feltevés (IF) alapjan:

h(h(~ A)) = h(~ h(A))

2.) Most belatjuk a tételt. Legyen Il az A-nak egy levezetésfaja I'-bol. A fa méretére
vonatkozo indukcioval belatjuk, hogy II-bél konstrualhatd h(a)-nak ¥ levezetésfaja h(I)-
bol:

[T [1(T")]
(PCY) I ~ (PC) %
A h(A)
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a) Legyen A axioma PCT-ban vagy T' eleme. Ekkor A vagy PCT els6 harom axiomaja
koziil keriil ki és akkor h(A) axiéméja PC-nak, vagy I' eleme és akkor h(A) € h(T)
miatt trivialisan teljesiil:

[T [1(T")]
(PCY) T ~  (PC) %
A h(A)

Ha pedig A a PCT &-t és V-t definidlo axioméaja, akkor h ezeket az axiomakat
h(B) D h(h(B)) alaka formulédkba viszik at, amik azonosak h(B) D h(B)-vel, amik
pedig levezetheték barmib6l PC™-ban. Emiatt ezekkel a levezetésekkel kiegészitve A
bizonyitasat kapjuk:

)y

P 7~ OO Gmsam)

A

ahol SRy levezetéstija h(B) D h(B)-nak.
b) Az egyetlen levezetési szabédly a modusz ponensz mindkét rendszerben. Legyen A

bizonyitasa

L] [T
(PCT) BHDl a %2
a

Ekkor az indukciés hipotézis szerint 1léteznek PC~™-ban olyan ¥, és Y, levezetésligetek,
melyekre teljesiilnek, hogy

[A(I)] [A(I")]
(PCT) % (PC) %
h(A > B) h(B)

De mivel h(A D B) azonos h(A) D h(B), ezért £, /h(A D B) azonos ¥1/h(A) D h(B)-vel

és
[A(I)]
(PC™) 21
h(A) D h(B)
azaz h(A) D h(B) levezethets PC~-ben. Ekkor a modusz ponenszt hasznalva teljesiil,
hogy

g] [EF]
PC) SBSHA A
h(A)

2.6. A ~-re vonatkoz6 kovetkeztetési szabalyok ill. bizonyitasi
eljarasok
A harmadik axiomat a kontrapozicié elvének is nevezhetjik. Az Gsszes ilyen axiomat

osszefoghatjuk egy séméba: a "(~ A D~ B) D (B D A)". Ennek természetes nyelvi
forditasardl beszél az alabbi tétel.
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2.6.1. A kontrapozicié metanyelvi forditasa.

HaT'U{~ A} F~ B, akkor ' U{B} I A.
Ui.:

ru{~A}+-~ 1B
I'F(~A) D(~B)
'-(~A)D(~B)D(BDA)
'-BD>A
Fru{B}F A

2.6.2. A kettss tagadas torlése.
F(~~A) D A. Tlletve ~~ At A.

Ui.: az eléz6 alkalmazasaval

dedukciotétel
axioma
levalasztas (érv. kov.)

levalasztéas (érv. biz. elj.)

(o AU {~ A} Frome A

{~o~ A~ AV E A

F(~~ A) D A

2.6.3. A kettsSs tagadas szabalya.
FAD(~~A). llletve A~~~ A.

Ui.: az el6z6 alkalmazasaval és kontrapozicioval:

Ab~~ A

2.6.4. A kontrapozicié6 mindkét iranya. (De Morgan-szabaly)

I' U{A} F B pontosan akkor, ha I'U {~ B} -~ A.
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ru{A}+nB
'-ADB
['F (~~A) D A (a kettds tagadas torlése)
' (~~A)D B (lancszabaly: HF)
TU{~~ A} B
rd{~~A}tr~~B
rv{~B}F~ A

Lancszabélyon a kovetkezét értjiilk: haI'F AD BésT'H B D C,akkor ' A D C.
2.6.5. A hamisb6l minden kévetkezik — Ex falso quodlibet.

{B,~ B} -+ A.

Ugyanis {~ B,~ A} b~ B és ebbdl De Morgannal {~ B, B} - A.

Ertelmes tehat bevezetniink az ellentmondésmentesség fogalmat.

2.6.6. Ellentmondasmentes formulaosztaly

Azt mondjuk, hogy a I' formulaosztaly ellentmonddsos, ha van olyan A formula, hogy
'-Aés T F~ A

[’ ellentmonddsmentes, ha nem ellentmondasos, azaz minden A formulara I' I/ A illetve
[' i/~ A koziil legalabb az egyik teljesiil.

2.6.6.1. Hamisb6l minden kovetkezik. Ha I ellentmondéasos formulaosztaly, akkor
minden A formulara

r-A
Ui.: Legyen B olyan formula, hogy I' - B és I' -~ B. Tudjuk, hogy

{B,~B}+F A
azaz a dedukcitotétel kétszeri alkalmazasaval:
{B}F~BD> A

FBD>(~BD>A)

vildgos, hogy ekkor
I'FB>(~BD>A)
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de tudjuk, hogy I' - B, azért a modusz ponensz miatt:
'-~BD>A
és azt is tudjuk, hogy I' F~ B, azért a modusz ponensz miatt:

r-A

2.6.6.2. Az ellentmondasmentesség jellemzése. I ellentmondasmentes formulaosztaly,
pontosan akkor, ha van olyan A formula, melyre [' I/ A.

Ui.: 1) Legyen A tetszéleges formula, ekkor T' I/ A illetve I' i/~ A koziil legalabb az
egyik teljesiil, ezért van nem levezethets formula.

2) Ha A olyan formula, melyre I" I/ A, akkor nem lehet I' ellentmondésos, mert
ellentmondéasos formulaosztalybol minden levezethetd, igy A is.

2.6.6.3. Ellentmondasmentesség igazolasa Avzt, hogy egy formulaosztaly ellentmondasmentes
egyfeldl konnyd megmutatni: talalni kell egy olyan formulat, ami nem levezethets. Erre
egy kivalo jelolt az

ADA

formul, hiszen ez levezethet, és ezért csak azt kell megmutatni, hogy
'~ (ADA)

Nem levezethetGséget igazolni azonban nagyon nehéz feladat, hiszen azt kell belatni,
hogy akarhogy is vesziink egy s bizonyitést, az nem bizonyitasa ~ (A D A)-nak.

2.7. Algebrai szemantika

A bizonyitaselméletnek nem dolga halmazelméleti szemantika keresése. De néha jo
szolgalatot tesz kitekinteni a modellelméleti szemantikara, egyfelsl, hogy képet kapjunk
a logikai kalkulusokrol (a levezetési rendszerekrél) egy masféle szemszoghdl, méasfeldl,
hogy konstruktiv (tkp. a véges, rekurziv vagy megszamlalhat6) modelleket felhasznalva
megoldhassunk bizonyitaselméleti feladatokat, f6képpen bizonyithatatlansag igazolasat.
A klasszikus (propoziciondlis) logikdhoz olyan halmazelméleti szemantika rendelhetd,
mely egy egész algebraosztalyt elGtérbe allit, ez a Boole-algebra.

2.7.1. Boole-algebra

A%B = (B,,+,—,0,1) modell a B halmaz feletti -,+,—,0,1 miveletekkel (-, +
kétvaltozos, — egyvaltozos, 0, 1 konstansok) ellatva Boole-algebra, ha

1. - és + kommutativ, asszociativ és egymésra nézve disztributiv,
2. - neutralis eleme 1, + neutralis eleme 0,

3. a4+ (—a)=1¢ésa-(—a) =0 minden a € B-re.
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2.7.2. Példak Boole-algebrara

a halmazalgebrdk, azaz a (B,N,U, X \ ... 0, X) rendszerek, ahol B C P(X)
valamely nemiires X halmazra és B elemei teljesitik a fenti axioméikat a megfelel§
halmazmiiveletekkel és konstansokkal. Vagy az igazsidgértékek. Halmazalgebrédkra példak
valamely nem iires X halmaz esetén

1. P(X) (az X osszes részhalmazainak halmaza), ha X nem tires.
2. 2={0,X}

3. {A C X | A véges vagy A komplementere véges}

2.7.3. Algebrai szemantika

A PCT egy algebrai szemantikdjan a kovetkezdket értjiik. Legyen At a PCT atomi
formulainak halmaza és B egy Boole-algebra. Boole-értéki értékelésnek neveziink (vagy
csak értékelésnek, ha vilagos, hogy milyen algebrabol jonnek az értékei) minden v :
At — B fiiggvényt. Az alabbiakban adott v értékelésre az Fm — B; A — [A], leképezést
rekurzivan definialjuk és [A],-t az A € Fm formula v értékelés melletti faktualis értékének
nevezziik:

1. [A], = v(A), ha A € At
= [B]. + [C].,
&Cl, = [B]. - [C].,
l. = (=[B].) + [Cl.
~ B], = —[B]..

Azon, hogy ' algebrai szemantikai kovetkezménye A (jelekben: T' = A) azt értjiik, hogy
minden olyan v értékelés esetén, melyre minden B € I'-ra v(B) = 1 teljesiil, igaz, hogy
v(A) = 1.

2. [BVC],

S

;
;
3. ]
4. [BDC
5. [~ Bl

2.7.4. Helyesség, teljesség, adekvatsag

F helyes a |= relaciora nézve, ha

'-A = I'E=A,
minden I'U {A} C Fm-re.
F teljes a |= relaciora nézve, ha

A = TFA

minden I'U{A} C Fm-re.
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F adekvdt a |= relaciora nézve, ha helyes is és teljes is.

PC helyes és teljes az algebrai szemantikara nézve, de ebbdl minket béven elég, ha a
helyesség érdekel. Ezt szintén a formulak szerkezetére vonatkozo strukturalis indukcidval
lehet belatni.

Feladat. a) Igazoljuk, hogy a kételemdi 2 Boole-algebra esetén vonatkozoan
helyes PC! (Utmutatds: az axiomik igazak és a modusz ponensz atorokiti az
igazsagot.) b) Igazoljuk, hogy minden B Boole-halmazalgebra (ezekben a miiveletek
a halmazmiiveletek) esetén a B értékii algebrai szemantikara nézve helyes PC!

2.8. Nem feltétleniil klasszikus logikak: természetes levezetés

A természetes levezetési rendszerek valamiképpen komplementer jellegtiek a hilberti
levezetési rendszerekhez viszonyitva.  Nincsenek logikai axiomaik, csak levezetési
szabalyaik. Tekintsiik az

sm = (At | (&,V, D))

generalt formulaalgebrat és az alabbi szabalyokat

A B AYB  A&B

Y LB — B

&+ B

A B (AV B) °C *C
VIV B AvEB VE C

AD
*B A ADB
o1 —— SE 222

2.8.1. Megjegyzések.

1) Lényegében ezek alkotjak az ugy nevezett pozitiv logikat. Az ebben valo levezetést
Fp-vel jeldljiik.

3) A pozitiv logika lényegében a kozépiskolaban tanult direkt bizonyitdsoknak felel meg.
Ahogy tanultuk, egy direkt bizonyitasban egy A O B kovetkeztetést tgy latunk be, hogy
A-bol kovetkeztetiink A’-re, majd A”, majd és igy tovabb a végén B-re.

2) A VE (esetszétvilasztas szabalya) és DI (dedukciotétel) nem kovetkeztetési szabalyok
abban az értelemben, ahogy korabban definidltuk. Ezeket bizonyitasi eljarasoknak
(deduction rules) nevezziik, mig a tobbi rendes szabalyt valoédi kovetkeztetési
szabalynak (proper inference rules).
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Most, miel6tt a levezetést tjradefinialnank, néhany példan meglatjuk, hogy mihez is
fogunk hozza.

2.8.2. Példa
A&(BV C) p (A&B) V (A&C).

Rétegezett levezetési irasmoddal:

A&(BV Q)

A

BvC
B (lokalis feltevés)
A&B
(A&B) V (A&C)
C (lokalis felteveés)
A&C
(A&B) V (A&C)

(A&B) V (A&C)

Fa-reprezentacioval:

A&(BV C) A&(BV C)
A B~ A c”

A&(BV Q) A& B A&C
(BVvC) "(A&B) V (A&C) "(A&B) V (A&C)

(A& B) V (A&D)

2.8.3. Definicio
Minden I'1, Ty, I's C Fm™ és A, B,C € Fm™-re:

<F17 A \% B)? <F27 C>7 <F3a C>
(TF1u @2\ {4}) u (Ts\ {B}),C)

itt Ayg((I'1, AV B),(I's,C),(I's,C)) = I't U (T \ {A}) U (I's \ {B}) az ,eldobhato
feltételeket” definidlo hozzarendelés.

VE

Hasonloképpen, minden I' C Fm™ és A, B € Fm™-re:

(L, 4)
(T\{4},A > B)

itt A-;((I'; A)) =T'\ {A} az ,eldobhato feltételeket” definialo hozzarendelése.

Dl

Eldobhaté premissza a VE szabalyban az A és B, a D I-ban A. Ezeket a konklazi6
feltételhalmazédba nem kell beletenniink, azaz ezek elhagyhatok a feltételhalmazbol.
llyenkor azt mondjuk, hogy ezeket az eldobhatdé premisszékat az a levezetési szabaly
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dobja el, melyben szerepelnek.

Természetesen a kovetkeztetési szabélyokat és hasonloképpen tudjuk definidlni, de ott
nem fog sziikiilni a feltételhalmaz. P1. Hasonloképpen, minden I' C Fm™ és A, B € Fm™-
re:

(I, 4)

I av e

itt Ayi((T', A)) =T.

2.8.4. Altalanos levezethetSség

Az S természetes levezetési rendszert levezetési szabalyai definiadljak. Ezek mind olyan
= reldciok, melyekben n + 1 argumentum &ll relacioban egymassal, éspedig

(<F1,A1>, <F2,A2>, cee <Fn’An>, <A,B>) c _

melynek jelolése:
<F17 A1>7 <F27 A2>7 ey <Pn7 An>

(A, B)
ahol I'y,...T,,,ACFm", Ay,...,A,,B€Fm".

Definici6. Legyen A € Fm. Minden I' C Fm-re egyszerre fogjuk rekurziéval definidlni
azt a relaciot, hogy az s formulasorozat az A levezetése I'-bdl, jelekben az

s € Dedr(A)
relaciot.
1. Ha A €T, akkor az egyelemi (A) sorozat levezetése A-nak I'-bol.
2. (a) Ha A € I, az s sorozat utolso eleme B és s levezetése B-nek I'-bdl, akkor

s (A) levezetése A-nak I'-bol.

(b) Ha sq,...s, levezetései A;,..., A,-nek rendre T'y,...T,-b6l, akkor s =

—~

s1 ... s, (A) levezetése A-nak a A-bol, ha = olyan kovetkeztetési vagy

levezetési szabaly, hogy

(T, Ay, (Do, As), oy (T An)
(A, 4)

ahol
A= A— (<F17 A1>7 <F27 A2>7 SR <FTL7 An>)

Azt, hogy az A € Fm-nak I' C Fm-bol létezik levezetése igy jeloljiik:

r-A
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Természetesen ezt a levezethetGséget is lehet fakkal Abrazolni, ha minden egyen csiicshoz
hozzarendeljiik, hogy mely levezetési szaballyal jott ki és mely halmazbol levezetés a

cstucsformulaja. Paldaul az
{AVA}FA

levezetének fa-reprezentacidja a pozitiv logikaban:

{AVA}AVA)  ({AVAALA)  ({AVA A} A)
({AV A}, A)

Ez azonban eléggé attekinthetetlen csakigy, mint a beldle készithets levezetés: (A V
A, A, A, A) mert nehezen lehet kévetni a premisszahalmazok feltiintetése nélkiil, hogy mi
a feltételhalmaz melyik pontban. Erre taladltdk ki az eldobhato premisszak cimkézését,
amelyet a kévetkez6 pontban mutatunk be.

2.8.5. Schrdder-Heister-féle levezetésfak

Hogy az eldobhaté premisszakat szamon tartsuk két fiiggvényt fogunk definidlni a
levezetésfa cstucsain. Az eldobofiiggvényt és a szabalyfiiggvényt. Fz egyszerdsiti a
jelolésmodot, kovethetGvé teszi a bizonyitast, megenged szémos altalanositast. Példaul
vizsgalni tudunk majd olyan allitasokat, hogy egy adott formula levezethetG-e egy
formulahalmazbol feltéve, hogy bizonyos uj szabdlyokat megengediink. De sajnos a
premisszahalmazok feltiintetése nélkiil el is vesznek olyan alkalmazési teriiletek, melyek
azokkal kezelhet6k voltak, pl. nem tudunk majd beszélni arrél, hogy a premisszikat
eltérd feltételhalmazokbol vezettiik le (azaz a levezetési szabélyokban szerepls I'y, ..., T,
halmazok az eldobhatoé feltételektdl kiillonbozs elemekben is kiilonbéznek). Példaul nem
tudjuk kifejezni majd benne azt, hogy az alabbi levezetésben az A premisszdk az AV A
feltétel nélkiil is levezethets az A-t szerepeltetd agban.

({AavayAava)  ({AL4 ({414
({AV A}, 4)

«, 0,

A levezetési szabéalyok fa reprezentacidja most az alabbi alakiak lesznek (azonos
feltételhalmazokkal)

(A1) (An)
Iy 11,
B
ahol Iy, ... II, tetszGleges ligetek, az [A], ...[A,] jelolések a ligetek felett pedig

azt jelentik, hogy ezek az adott (II;/B;) faban az A; premissza eldobhatd (a kozos T’
feltételhalmaz elemeitdl kiilonbozhetnek) és legitim modon szerepelhetnek a fa levelein.

Definici6. Ha II tetszéleges formulafa, akkor a csiicsain értelmezett f fiiggvényt eldobo
figgvénynek nevezziik, ha f értékei a II csicsai (formulael6fordulasai) és ha A egy
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formulaeléfordulas, akkor f(A) vagy az A, vagy egy ez alatti formulael6fordulas.

Definici6é. Ha II tetszéleges formulafa és ennek f ledobofiiggvénye, akkor a csicsain
értelmezett ¢ fliggvényt szabdlyfiggvénynek nevezziik, amennyiben g(A) minden A
formulael6fordulasra egy fa, mely a kovetkezé:

1. ha A levél, akkor g(A) = A

2. ha A egy levél alatti cstcs, akkor felette g(A) az a fa, melynek gyokérpontja A,

azaz
B ... B,
9(A) = 1
ha A f6lott csak a By, ..., B, levelek vannak
3. ha az A folotti rész:
1L II; 1L,
B, B ... B,
A
akkor / / /
1L 15; 1L,
B, ... B ... B,
A

ahol minden i-re II; = {¢(C) | f(C) = B;}

Definici6é. Azt mondjuk, hogy A levezethet6 a I' formulahalmazbol egy S levezetési
rendszerben (I' Fg A), ha van olyan II formulafa és ennek f eldobo fiiggvénye és g
szabalyfiiggvénye, hogy

1. II gyokérformulaja A,

2. minden B csucsra, ha f(B) = A, akkor g(B) vagy ' eleme, vagy egy levezetési
szabaly egy esete.

Ez a definici6 kiterjeszthetd azzal, hogy nem csak formulakat engediink meg
premisszaként, hanem levezetési szabalyokat is (akar sémakat, akar egyedi formulafakat).
llyenkor a ,I' eleme” kifejezésbe beleértjiik, hogy definicioban szerepls g(B) egy a
feltételek kozott szerepld szabaly egy esete legyen.

2.8.6. Példak
AD(BDO>C)F(ADB)D(ADCO)
Levezetésta:
A AD D" A AD(BDO)*
B* B D> C*
<1c>l<
A D C*
*ADB)D (ADO)*

Itt az eldobofiiggvény:
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fx) = c*
A szabélyfiiggvény:
g(A) = A
g(ADB)=ADB
g(AD(BDC)=AD(BDC(O)
A ADB
A AD(BDC)
B
9(B>0C) B>C
B BDOC
9(C) 8
A A
c
A pu—
9(A>C) ===
ADB
J((AD>B)>(ADC)) = ADC

(ADB)D(ADC(C)

A pozitiv logikdban érvényes az érvényes alabbi kovetkeztetés, az altalanos Schroder-
Heister-levezetés szerint:

X&(Y VZ)
(X&Y) Vv (X&Z)

{A&(B v O, } - (A&B) V (A&C)

ahol XY, Z formulakat jelol6 sémabetiik. Ennek levezetése a pozitiv logikaban:

A&(BV C)
(A&B) V (A&C)

2.9. pre-Kripke szemantika

Most egy az algebraitol kiillonboéz6 szemantikat definidlunk, ami nem algebra értéki
értékelés lesz, hanem az igazsagot rendezési (részbenrendezési) relaciora hivatkozva adja
meg. Részbenrendezésnek nevezziik a (P, <) strukturat, ha < a P halmazon értelmezett
kétvaltozos predikatum (relécio), melyre a kovetkezok teljestilnek:

1. minden p € P-re p < p (reflexiv),
2. minden p,q,r € P-re ha p < q és q < r, akkor p < r (tranzitiv),

3. minden p,q € P-re ha p < q és ¢ < p, akkor p = ¢ (antiszimmetrikus)
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Példak részben rendezésre:

1. P tetszéleges halmazrendszer és < a C relacio,
2. P = N esetén < kivételesen az a | b oszthatosag relacio,

3. P egy L lineéris tér Osszes alterének halmaza és K < M, ha K linedris altere
M-nek L-ben.

2.9.1. Definicio

Azt mondjuk, hogy a C = (C,<,IF) az Fm formulahalmaz fol6tt (mely az Fm™ nyelv
toredéke) pre-Kripke szemantika, ha < részben rendezés C {6l6tt és ¢ IF A olyan relacio,
melynek elsé argumentuma ¢ € ', a masodik argumentuma A € Fm és minden ¢y, ¢, € C
és A € Fm-re:

c1 < cgéscrlE A, akkor o IF A

llyenkor C-t ismeret reprezentdcionak vagy ismeretdllapotok halmazdnak is nevezziik és
c IF A azt jelenti, hogy az A kijelentést tudjuk a c allapotban. Ha tehat c¢; korabbi
ismeretallapot co-nél és c;-ben tudtuk A-t, akkor ce-ben sem fogjuk elfelejteni. (Ez
kétség kiviil egy elég naiv ismetermodell.)

2.9.2. Linearis tér pre-Kripke szemantikaja

Tekintsiink egy L skalarszorzatos linearis teret és ennek Osszes lineéris altereinek Sub(L)
halmazat! Legyen tovabbéa h : Fm — Sub(L) olyan leképezés, hogy minden A, B € Fm-re

1. h(~ A) = h(A)*
. h(A&B) = h(A) N h(B)
3. h(AV B) = h(A) + h(B)
4. h(AD B) = h(A)* + (h(A) N h(B))
ahol K+ a K térre mercleges altér, K + M a K és M altal kifeszitett altér.

[\]

A kovetkezs példaknal béven elég a jol ismert R? és R3 terekre gondolnunk.

2.9.2.1. Tény. Ekkor (Cy,<,IF,) az alabbi
C={T|T CFmeésTI véges }
halmaz felett a részhalmazrendezéssel és a
Lk, A & Nh(I') < h(A)

relacioval pre-Kripke szemantika.

Ugyanis, tegyiik fel, hogy I'y C T’y és I'y I, A, azaz
NA(I'1) < h(A)
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Ekkor NA(T'y) C NA(T'y) ezért
AB(TS) < () < h(A)

miatt

Iy lk, A

2.9.2.2. Nem disztribual. (C}, <,IF;)-ben nem igaz a disztributiv szabaly, az alabbi

értelemben:
{A&(BV C)} Iy, (A&B) v (A&C)

Elég beldtni, hogy pl. az L = R? térben valamely e, f, g alterekre nem teljesiil eN(f+g) <
(eN f)+ (eNg). Es valoban legyen e = {y = z}, f = {x =0}, g = {y = 0}. Ekkor

e=e&(f+g) Z (e&f)+ (e&kg) =0

2.9.3. Topologikus tér pre-Kripke szemantikaja

Tekintstink egy T topologikus teret az X halmaz felett! Ez azt jelenti, hogy T' C P(X)
olyan halmazrendszer, melyre teljesiil, hogy

1. minden U, UbeT-reUNU, €T

2. akarhany U; € T-re (ha i € I és I tetsz6leges), akkor |JU; € T
i€l

3. 8, XeT

Ilyenkor T' elemeit X nyilt halmazainak is szoktuk nevezni.

Legyen tovabba f : Fm — T olyan leképezés, hogy minden A, B € Fm-re

~ A) = ext(f(A))

f(A&B) = f(A) N f(B)

AV B) = f(A) U f(B)

f(AD B) = ext(f(A)) U f(B)

ahol ext(U) az U kiilseje, azaz a legbdvebb nyilt halmaz, ami diszjunkt U-hoz.

A
it
it
i

A kovetkezs példaknal boven elég a jol ismert R és R? terekre gondolnunk.
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2.9.3.1. Tény. Ekkor (Cy,<,lFy) az alabbi
C={T|I'CFmeésT véges }
halmaz felett a részhalmazrendezéssel és a
IiFp A & Nf(T) C f(A)

reldcioval pre-Kripke szemantika.

Ugyanis, tegyiik fel, hogy I'y C I'y és I'y Iy A, azaz
Nf(y) < f(A4)
Ekkor Nf(I'y) C Nf(I'1) ezért
Nf(T2) € Nf(T) € h(A)

miatt

Tyl A

2.9.3.2. Nem torli a kettds tagadast. (C),, <,IF,)-ben nem igaz a kettds tagadas
torlése, az egyik de Morgan-szabaly, a kondiciondlis szokasos tagadasa, az alabbi
értelemben:

{~~ ALl A
{~ (A&B)} Wy (~ A) v (~ B)
(~(A> B} If; Ak ~ B

Ugyanis, legven X = R és a topologia a szokasos nyilt halmazok R-ben. (Ezek azok
az U C R halmazok, melyek minden egyes u € U pontjanak van olyan (u — §,u + 0)
kornyezete (6 > 0), hogy (u — 0, u + 6) C U.) Belatjuk, hogy van olyan U nyilt halmaz,
hogy extextU C U nem teljesiil. Legyen U = R\ {0}. Ekkor = ext(ext(U)) = ext(&) =
R. Es ekkor nem igaz

R CR\ {0}

Tovabba, legyen U = (—00,0), V = (0, +00). Belatjuk, hogy ekkor ext(U N B) C extU U
extV Ekkor ext(U NV) = ext(&) = R és extU UextV = (0,400) U (—00,0) = R\ {0},
azaz nem teljesiil

R C R\ {0}

Végiil, hasonloképpen legyen U = R\ {0}, V = &. Ekkor konnyen ellenérizhets, hogy a
harmadik allitasnak megfelel6 kivant tartalmazas nem teljesiil.

2.10. Boévités, definidlhatosag, fliggetlenség, konzervativ bévités

Amikor PC™-t beagyazzuk PCT-ba levezetésmegsrzé modon akkor a bévités fogalmara
bukkantunk ra.
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2.10.1. Definicio

Az (Fmy, Axy,Ing) levezetési rendszernek bovitése (Fmo, Axo,Ing), ha 1) az Fmy
formulahalmaz része Fmy-nek, 2) Ax; C Axy 3) Iny C Iny, akkor bévitésrsl beszéliink
és (Fmy, Axq,Ing) C (Fmy, Axy, Ing)-t irunk. Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy
(Fmy, Axg, Iny) toredéke (Fmy, Axy, Ing)-nek.

Ha a toredéket tugy definialjuk, hogy az Fmy, = (X |t) formulaalgebra t funktorai
koziil elfelejtiik néhanyat és a sziikebb s funktorrendszerre tériink at, akkor ezt az 1j
(X | s) formulaalgebrat (az X folott) §my | s-fel jeloljiik. Ha most Axy és Ing koziil
is elfelejtjiik azokat az axiomasémakat és levezetési szabalyokat, melyekben s-en kiviili
elemek is szerepelnek, akkor kapjuk a (Fms,, Axy, Iny) [ s toredék levezetési rendszert.

Ekkor trivialisan minden I' U {A} C Fm; esetén, ha I' -y A, akkor I' ko A. Ez azt
jelenti, hogy a bévités levezetésmegdrzd.
2.10.2. Definicid

Ha a (§m, Ax, In) levezetési rendszer nyelvében szerepel a D kétvaltozos mondatfunktor
és a (Fm, Ax,In) [D toredék olyan, hogy

l.haT' H5 AésT'H5 A D Besetén I' H5 B (minden I' U {A, B} C Fm [D-re)
|[modusz ponensz|

2. ha TU{A} H- B, akkor I' H5 A D B (minden I' U {A, B} C Fm [D-re)
|dedukciotétel]

akkor azt mondjuk, hogy (Fm, Ax,In) [D az (Fm, Ax, In) implikdcios toredéke, illetve,
hogy (Fm, Ax, In) -nek van implikacios toredéke.
2.10.3. Definici6

Ha az implikacios toredékkel rendelkezs (§m, Ax,In) levezetési rendszer olyan, hogy
Fm' C Fm és v egy n valtozos funktor Fm-ben, akkor azt mondjuk, hogy v definidlhato
(m, Ax, In)-ben az Fm' toredéken kereszil, ha minden Ay, ... A, € Fm' esetén létezik
B € Fm', hogy

1. F (AL, ... A) D B és

Ennek megfelelGen vildgos, hogy PC™T reprezentalhatosaga PC™-ban maga utan vonja,
hogy & és V definidlhato PCT-nak az &-t és V-ot nem tartalmazo toredékén keresztiil.

Lathato, hogy ez a konstrukciobol adodik, tehat PCT pont tgy lett definialva, hogy
benne & és V reprezentalhato legyen PC™-on keresztiil. Erre is van egy tulajdonség.
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2.10.4. Definicio

Legyen (§my, Axy,In;) olyan levezetési rendszer, amelynek van implikacionalis toredéke
és legyen (Fmy, Axy, Ing) C (Fmy, Axo, Ing). Ekkor (Fmy, Axo, Ing) definiciondlis bévitése
(§my, Axq, Ing)-nek, ha minden funktor definidlhaté Fm;-en keresztiil.

2.10.5. Definicio

Legyen (§m, Ax, In) olyan levezetési rendszer, amelynek van implikacionalis toredéke. A
~ mondatfunktor figgetlen, ha nem definidlhatd (Fm, Ax, In)-bol a -t nem tartalmazo
toredéken keresztiil.

A fiiggetlenséghdl kdvetkezik az ellentmondésmentesség, amit még nem veséztiink ki,
ezért inkdbb kés6bbre halasztjuk ezt a vizsgalodast.

A bévités a bizonyitaselméleti szemantika szaméra elégtelen fogalom, mert ugyan a régi
rendszerben érvényes mondatok levezethet&ségét biztositja, de a funktorok jelentésének
megorzését nem feltétleniil. Egy antirealista jelentéselméletben egy funktor jelentésének
egészen biztosan része az, hogy milyen érvényes kovetkeztetésekben szerepel. Ha
megvaltozik az érvényes kovetkeztetések azon kore, melyek tartalmazzak a funktort,
akkor a jelentése is mevaltozik a bovitéskor. Persze, bdvitéskor mindenképpen valtozik
a rendszer egészének jelentéselmélete, a kérdés inkadbb az, hogy ez a jelentésvaltozas
harmonizal-e a korabbi jelentéselmélettel.

2.10.6. Definicio

A (Fmy, Axq, Ing) C (Fmy, Axo, Ing) bovités konzervitiv, ha minden I' U {A} C Fmj-re,
I' 5 A akkor és csak akkor, ha I' F; A is teljesiil.

A definicion4lis bévitések konzervativok, ez kis szamolgatassal igazolhat6. Nyilvan PC™-
ban & és V pont azért nem fiiggetlen (a kordbban a kozépiskolaban tanult moédon értve
a nem fiiggetlenséget, kifejezhetéséget) mert definialhatoak.

A reprezentacios tételbsl szintén kovetkezik (HF), hogy PCT nem tud olyan
kovetkeztetést mondani, amit PC~-ban a megfelel6 forditdsban érvényesnek ne
gondolnank. Teh&dt a bovités harmonikus. A PC -r6l PCT-ra torténd
attérés jelentésmeg6rzé modon zajlott. Latunk majd példat jelentésvaltoztato, de
levezetésmeg6rz6, azaz nem konzervativ bévitésre is.

2.11. Mindenféle logikik
2.11.1. Nem harmonikus bévités, kvantumlogika

A porzitiv logika kapcsan rogton tudunk mondani egy érdekes nem harmonikus bévitést.
Tekintsiik az
gm = (At | (&, +,—))
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generalt formulaalgebrat és benne a kdvetkezd szigorubb szabélyokat: &I, &E a szokasos,
+I legyen a VI-vel azonos, de +E legyen a szigorubb, kozvetett hipotéziseket meg
nem engedd szabély, tovabba a kondicionalis is legyen butabb (tulajdonképpen a
kondicionalisra a példahoz nem lesz majd sziikségiink). Tehat

A B
I A B B A+B C C
Y AYB A+ + c
A
B A A— B
— 1 158 —E — 5

Megjegyezziik, hogy +E pontositasra szorul, hiszen ez egy bizonyitasi eljaras, éspedig

(I, A+ B), ({4}, €), {({B}, C)
(I, C)

+E

tovabba
| ({A}.B)
(0, A — B)

Legyen ez a rendszer a QL, logika (a kvantumlogika pozitiv része). Most, ha a
rendszert a V funktorral és a szokésos szabélyokkal bévitjiik (QL;), akkor a bévités nem
lesz konzervativ, mert a disztributiv szabaly a bévitésben a +-ra is igaz lesz, mikozben
a sziikebben nem igaz.

A& (B + C) A& (B + C)

A&(B + C) B” c® A B A e
(B+C) *BvC °*BVC A& B A&C

BV () I(A&B) + (A&C)  I(A&B) + (A&C)

(A&B) + (A&C)

Most belatjuk, hogy QL,-ben eredetileg nem levezethetd a disztributiv szabaly, feltéve
hogy a halmazelmélet ellentmondasmentes. Ehhez azt kell érteniink, hogy tetszéleges
L linearis térben, h : Fm™ — L leképezéssel, ha (C,<,lky,) az L tér egy pre-Kripke-
szemantikija, akkor teljesiil, hogy

azaz szemantikailag érvénytelen kovetkeztetést nem lehet levezetni. Ehhez elég elatni,
hogy a levezethetGség szabalyai meg6rzik az érvényes szemantikai kovetkezményeket. Ezt
mind nem fogjuk belatni, csak példaképpen a +-ra:

Elgszor legyen tetszéleges L linearis térben Dy, ..., D, < L és A, B < L (azaz alterek).
A + bevezetési szabalyadhoz azt kell belatnunk, hogy

Din---NnD, <A = Din---NnD, <A+ B

36



ami trividlisan igaz.
A + kikiisz6bdlési szabalyahoz azt kell belatnunk, hogy tetszéleges C' < L-re

Din---ND,<A+BétsA<(Cés B<(C = Din---NnD, <C

Mivel C' zart a vektorOsszeadasra, ezért az A és B-beliek Osszege is C-beli, azaz
A+ B < C, amibdl adodik, hogy minden altere is C-beli.

Vildgo, hogy ekkor szemantikailag érvénytelen &llitds nem vezetheté le ()LP-ben,
mérpedig azt tudjuk, hogy + nem disztribudl a --ra nézve a linearis pre-Kripke
szemantikaban.

Ez utobbi nem teljesiil az erGsebb (okosabb) V-ra. Ekkor VE megérzésébdl kovetkezne

pl.
D<A+Bé&sANELSCé BNELSC = DNELC

de ha e, f, g hdrom péaronként nem parhuzamos origon athalado egyenes, akkor e = D =
E, A= f, B=gés C = {0} esetén a feltételek teljesiilnek, de e < {0} természetesen
nem.

2.11.1.1. Megjegyzés. 1) A késébbi negaciora vonatkozd klasszikus szabalyok a
kvantumlogikiban érvényesek lesznek. A mercleges kiegészitére ugyanis (AT)T = A
teljesiil.

2) Ez a példa azért érdekes, mert annak ellenére kaptunk jelentésvaltoztatdé (nem
konzervativ) bovitést, hogy a bévitéskor a korabbi funktorokra vonatkozo szabalyokat
nem valtoztattuk és nem vezettiink be rajuk 1j szabalyokat. Azzal piszkaltunk bele a
rendszerbe, hogy beletettiink egy az addigi egyik funtor bevezetési szabalyaval teljesen
megegyezé masik funktort.

2.11.2. Minimalis vagy derivativ logika

Az alabbi harom logika a pozitiv logika bévitései. A ~ funktorra vonatkozo szabélyok
lesznek benniik egyre tobb kovetkeztetésre feljogositok.

Az M logikdban ~-re a
A AP

“~B *B
~ A
redukcio ad abszurdum szabalyt teszik fol, ez csak bevezetési szabaly. M-ben csak negativ
kijelentésre lehet indirekt moédon kdvetkeztetni. A pontosabb definici6é a kdvetkez6:

~ I

(I'y,~ B),(l'y, B)
(TyuTy) \ {A},~ A)
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2.11.3. Intuicionista logika
Az 1 logikdban ~-re a
Av AP

DNB I>B NA A
NA ) I B

szabalyokat teszik fol, azaz a redukcié ad abszurdumot és az ex falso quodlibetet. I-ben
is igaz az, hogy csak negativ kijelentésre lehet indirekt moédon kovetkeztetni. ~E-rél azt
szoktak mondani, hogy olyan, mint a pokol kapujanak a kulcsa. Lehet, hogy a keziinkben
van, de vajon ki szeretné hasznalni?

2.11.3.1. Kolmogorov-féle feladatinterpretacio.

A& B: ,mutatni egy megoldasat mind az A, mind a B feladatnak”
AV B: mutatni egy megoldasat az A és B feladat koziil az egyiknek”
A D B: ,az A feladat megoldasara visszavezetni a B-t”

~ A: A hipotetikus megoldasabol ellentmondast levezetni”

2.11.3.2. Néhany érvényes kijelentés I-ben.
1. Ao~~ A
2. (ADB) D (~BD>~A)
3. (ADB) D>~ (A& ~ B)
4. (~ AV ~ B) D~ (A&B)

Bizonyitasuk:
. N AD B? A*
~ A A »B ~ B|>
> o A
A D~ A T~ Bo~ A

(ADB)D(~B>~A)
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(~ AV ~ B)
~ A
A& B
(AD B) A
A& ~ B ~ A
A ~ (A& B)
~ B ~ B
B A& B
~ (A& ~ B) B
(AD B) O~ (A& ~ B) ~ B
~ (A& B)
~ (A& B)

(~ AV ~ B) o~ (ALDB)

2.11.3.3. I-ben nem bizonyithaték. Méarmint relative nem bizonyithatok.
~ (A&B) D (~ AV ~ B)
~ (A& ~ B) D (A D B)

Lasd topologikus interpretacio.

2.11.4. Klasszikus logika.
Az C logikdban ~-re a
AY AP

I>NB I>B NNA

NA Y C A

szabalyokat teszik fol, azaz a redukci6 ad abszurdumot és a kettds tagadés torlésének
szabalyat. C-ben mar korldtozatlanul érvényes az indirekt bizonyitas elve:

~ AP~ AP

*~B °B
A

Ez a két fenti szabalybol nyilvanvaléan kovetkezik.

2.11.4.1. Tétel - C és PC ekvivalensek — Ha I'U {A} C Fm},;, akkor
I' Fpe A < T Fc A.

Bizonyitds. Legyen T'U {A, B,C'} C Fm},;. 1) Ez I-ben is igaz lesz.
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A
B
A
BD>A
AD(BDA)

2) HF, I-ben is kijén
(AD(BDC)D((ADB)D(AD())

3) A ~-re vonatkozo axioma egy feltételes verziojat igazoljuk, I-ben, amib6l azonnal kijon
PC 3. axiémaja. Azt latjuk be ugyanis, hogy (~~ A D> A) D ((~ AD~ B) D (B D A))

~~ADA

(~ A D~ B)

B

~ A

~ B

~~ A

A

B DA

(~AD~B)D(BDA)
(~~ADA)D((~AD~B)D(BDA)

Forditva, PC-ben C 0Osszes kovetkeztetési szabalya érvényes. Ezt HF igazolni, csak
levezetgetéseket kell gyartani.

2.11.4.2. Tétel - C nem konzervativ bévitése I-nek — C nem konzervativ bévitése I-
nek, feltéve, hogy a halmazelmélet ellentmondasmentes.

Bizonyitds. Csak annyit kell bel&tni, hogy van olyan koévetkeztetés, ami I-ben nem
érvényes, C-ben igen. Erre kett6t mutatunk. 1) Fe~~ A D A és2) o (~ A)V A 1)
Dedukciotétellel kovetkezik C-ben, 2) pedig a kovetkezd levezetéssel igazolhato. ElGszor
belatjuk, hogy Fi~~ ((~ A) V A).
~ ((~A)V A)

(~A)v 4 TRAVA ~((~ AV Ay
~ A vagy "

(~4)vA > ((~ A) VAP S~ A)VA

Ay A S~ AVA)

A topologikus pre-Kripke semantika szerint, f(A) = R\ {0} esetén f(~~ A) = R és
R ¢ A. De hasonloképpen f((~ A)Vv A) =R\ {0} #R.

Megjegyzés. Ez nem annyira megleps, hiszen a intuicionista ~ funktor kikiiszobolési
szabalyat modositottuk, egy kicsit erGsebbre cseréltiik.
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2.11.5. Beagyazasi és reprezentacios tételek 1 és C kozott

2.11.5.1. Tétel —1és M beagyazasa C-be — Legyen ' U{A} C Fm},. Ekkor

Fl_IA = Fi‘cA

2.11.5.2. Bizonyitas. Csak azt kell belatni, hogy C-ben igazolhaté ~ Ej. Mivel a PC-
ben a hamisbol minden kovetkezik érvényes, ezért C-ben is. Tehat minden bizonyitas
[-ben és M-ben bizonyitéas lesz C-ben is.

2.11.5.3. Definicié - negativ formula — Azt mondjuk, hogy az N € Fm}, negativ,
ha minden olyan esetben, amikor N-ben szerepel egy A atomi formula, akkor A el6tt a
~ jel is szerepel (azaz csak ~ A szerepel benne) és N-ben nem szerepel V.

2.11.5.4. A kettds tagadas. A kettds tagadas sem a minimalis, sem az intuicionista
logikdban nem teljesiil. Ennek ellenére redukcié ad abszurdummal igazolhat6 a negativ
formulakra. Errél beszél az alabbi lemma.

2.11.5.5. Lemma - negativ kifejezések kettds tagadisa M-ben — Minden N negativ
formulara by N =~~ N.

2.11.5.6. Bizonyitas. ElGszor is egy csomé Osszefiiggést kell igazolni a minimalis
logikaban. Ezek mindegyike fennéall:

(1) Ao~~ A, (2) ~~~ ADN A
(1)-et igazoltuk, (2) pedig kontrapozicioval jon ki (1)-bol:

}_[ A Doy A
Fr (A D~~~ A) D (v A D A)
Frrroe A D~ A

Tovabbé:
(3) ~~ (A&B) D (~~ A& ~~ B)
~ A" ~ B"
[~ AV ~ B| [~ AV ~ B|
by by
"~ (A&B) ~~ (A&D) "~ (A&B) ~~ (A&D)
~~ A ~~ B
~e~ A& ~~ B
Ahol ¥ a ~ AV ~ B F;~ (A& B) levezetastaja.

(4) ~~(ADB)D (~~AD~~DB), (5)(~~AD~~B)D(AD~~ B)
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ez hazi feladat.

Vilagos, hogy az (1) sszefliggés miatt elég csak a ~~ N D N-t belatni. Az N negativ
formula felépitésre vonatkozo indukcioval belatjuk, hogy teljesiil az allitas. Legyen N =~
P atomi tagadés. Erre az elsG Osszefiiggés miatt teljesiil az allitas. Legyen rendre N =~
B, N = B&(C, N = B D C. Az els6 eset az els6 Osszefiiggés miatt kész a ~ P-hez
hasonléan. A masodik esetben rétegezett levezetéssel:

~~ (B&C)
oo B& oo C
~~ B

oo O

B

C

B&C

D-nél hasonloképpen kell eljarni, ez HF.

2.11.5.7. Definici6 - Gdidel-Gentzen-forditis — Godel-Gentzen-forditasnak nevezziik
a kovetkezd formula-homomorfizmust:

g(P) =~~ P (P atomi)
9(A&B) = g(A)&g(B)

9(AD B)=g(A) D g(B)

g(AV B) =~ (~ g(A)& ~ g(B))

A —
A =
2.11.5.8. Tétel - C reprezentdcidja I-ben és M-ben —Legyen TU{A} C Fm},;. Ekkor
I'te A < g() Fiv g(A).

Bizonyitds. Indukcioval kell bizonyitani, hogy a Godel-Gentzen-forditas megérzi a
levezetési szabalyokat, igy a levezetéseket is. HF.

2.11.5.9. Kévetkezmény - C reprezentdcidja I-ben (mdsik) — Legyen A € Fm},
negativ formula. Ekkor
l_C A = I_LM A.

Ez a tétel lényegében azt mondja, hogy ha a klasszikus logika megtalalhato
az intuicionista logikdban, a Godel-Gentzen-forditas képének részeként. Ugy is
fogalmazhatunk, hogy az I és M logika negativ toredékét C negativ toredékéve kibévitve
konzervativ (jelentésmegdrzd) bovitést kapunk.

Bizonyitds. A Godel-Gentzen-forditas invariansan hagyja a negativ formulakat.
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2.11.5.10. Definici6 - Kolmogorov-forditdis — Kolmogorov-forditasnak nevezzik a
kovetkezd formula-homomorfizmust:

k(P) =~~ P (P atomi)
k(A&B) =~~~ (k(A)&k(B))
k(AV B) =~~ (k(A) V k(B))
k(A D B) =~~ (k(A) D k(B))

Megjegyzés. 1 g(A) = k(A) minden A formulara.

2.12. Kripke-szemantika

A topologikus terek Heyting-algebrava alakithatok és a Heyting-algebrak pedig az
intuicionista logika algebrai szemantikiit szolgaltatjak. Az el6z6 szakaszban a kettés
tagadas elvét sérté szemantika tehat gyantsan intuicionista logikat mutat.

2.12.0.1. Definicié6 Azt mondjuk, hogy a C = (C, <,IF) az Fm formulahalmaz {616tt
(mely az Fm™ nyelv toredéke) Kripke-szemantika, ha < részben rendezés C folott és
¢ I A olyan relacid, melynek els§ argumentuma ¢ € C, a masodik argumentuma A € At
(atomi formula) és minden ¢;,c5 € C és A € At-ra:

c1 < cgéscplF A, akkor cp IF A

Kripke-szemantikdban a formuldk igazsaga a ¢ 4allapotban szarmaztathaté a
kompozicionalitasi elvbdl. ¢ IF A-t tetszéleges A € Fm-re a kovetkezdk definialjak:

1. ¢lF~ A, ha minden ¢ > cre ¢ If A
2. clF A&B,hacl- Aéscl- B
3. clFAV B, hacl- Avagycl- B

4. ¢l A D B, ha minden olyan esetben, amikor ¢ > ¢ és ¢’ IF A, akkor ¢ I- B

Erdemes a tagadast és a kondicionalist ismeretreprezentacits interpretaciéban
végiggondolni. Pl. ¢ IF~ A nem azt jelenti, hogy a ¢ allapotban nem tudjuk A-t,
hanem azt, hogy tudjuk, hogy ~ A. Es egy késébbi ¢ id6pontban nem fogjuk tudni A-t.

Ebben a szemantikdban érdemes bevezetni a szemantikai igazsag fogalmat:

ClFA<EL minden ¢ € Core cIF A

és a szemantikai kovetkezmény fogalmat:

TIFALYS minden C-re és minden B € I'-ra, ha C I+ B, akkor C I A

Hazi feladat: igazoljuk, hogy minden Kripke-szemantika egyben pre-Kripke-szemantika
is, de forditva ez mar nem igaz. (Utmutatds: az els§ 4llitds indukcioval kell igazolni,
a masodikhoz a linearis tér pre-Kripke szemantikdjanak disztributiv szabalyt sérté
tulajdonsagat kell felhasznalni.)
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2.13. A bevezetési és Kkikiiszobolési szabalyok harmoéniaja és
egyenstlya

A bizonyitaselméleti jelentéselméletben a funktorok jelentését a bevezetési és
kikiiszobolési szabalyok adjak. A kikiiszobolési szabdlyok azt mondjak meg, hogy
mire lehet kdvetkeztetni egy adott funktorral, mint f6 funktorral felirt mondatbdl,
azaz mik a kovetkezményei. Kz a pragmatista jelentésrész. A bevezetési szabalyok
azt mondjak meg, hogy mik egy adott funktorral, mint f6 funktorral felirt mondat
allitasanak feltételei.  Milyen feltételeknek kell érvényesiilniiik, hogy allithassuk a
mondatot. FEz a wverifikacionista jelentésrész. Az alabbiakban megnézziik, hogy a
bizonyitaselméleti jelentéselméletben mindkét jelentésrészre sziikség van-e vagy ezek
valamelyest Osszefiiggenek.

Mindez elvileg &ltalanosithatdé, nem csak a logika nyelvének hanem méas nyelvek
antirealista jelentéselméletére is. Egy szo6 jelentése hasznalataban rejlik (pragmatizmus),
egy mondat jelentésének tartalmaznia kell azt, hogy milyen koriilmények kozott
allithatjuk (verifikacionizmus).

2.13.0.1. Definicié - kikiiszdbdlési szabdlyok harmonidja — Azt mondjuk, hogy a

)y
A*B II
E(b—C'
kikiiszObolési szabaly harmonikus, ha minden olyan esetben, amikor ez C-nek olyan

levezetése, amikor A*B-t bevezetési szabaly el6zi meg, akkor IT és X ligetek. elemeibdl
és ezek egymas utan flizésébdl is megkonstrualhato C' egy levezetése.

2.13.0.2. Tény - Az intuicionista logika pozitiv kévetkeztetési szabdlyai harmonikusak
- &E
2 2o
A& B - A B - Xy
A A&B A
A
VE
Al [B] X [A] [B] R
5% . A %% @A
AvB C C AvB C C(C >
C C C
OE (atomi A-val)
4] o
P —
A ADB §2
B
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2.13.0.3. Megjegyzés. Osszetett formuldkra kozvetleniil nem alkalmazhato a fenti
modszer, ezért ki kell terjeszteniink, ha alkalmazni akarjuk.

2.13.0.4. Definici6 - mdsodrendid harmdnia — Azt mondjuk, hogy egy utols6 két
lépésében bevezetési szabélyt alkalmazo I1/E/F fa masodrendii harmonikus, ha minden
olyan esetben, amikor F'-nek levezetése, akkor F-nek van olyan levezetése is, ami a II
liget elemeibdl is Gsszetehets.

2.13.0.5. Példak. Az alabbi kovetkeztetés masodrendd Gentzen-tulajdonsagu, ezért
az M! redszerben érvényes, ha van az el6z6 definicioban emlitett Altalanositott felss
lezartja a premisszajanak.

by
; 5

A&(BV O) o s . A B

™
)

(A&B) Vv (A&C) ALB

(Aﬁgli YAQC) ARIERO

2.13.0.6. Negacid. A negacio kikiiszobolési szabalya nem Gentzen tulajdonsagi. Sem
a klasszikus, sem az intuicionista logikaban. A klasszikus logikdban vilagos, hisz nem
tartalmazza a fels@ lezart a konklizié egy bizonyitésat:

[~ A] [~ 4]
2 2o
B ~B

 ~~ A
~Ec P

Az intuicionistanal pedig szintén nem torlédik a kikészobolési szabaly:

[A] [A] Y3 X3
2 2, [A]  [A]
B ~B Y Y Y
~ A A B ~B
~E > - =
! C C

Ellenben a bevezetési szabély eltiint. Ez a jelenség motivalja a kovetkeztetések also
lezartjanak fogalmat.

2.13.0.7. Példak. A pozitiv logika Osszes bevezetési szabalya harmonikus a
kikiiszobolésire nézve.

2.13.0.8. Definici6 — egyensily — Egy funktor kikiiszobolési és bevezetési szabalya
egyensulyban van, ha egymésra nézve harmonikusak.
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2.13.0.9. Megjegyzés. Felvetddik a kérdés, hogy lehet-e iigyesebben csinalni a
negaciot? A valasz igenls. Bévitsiik az intuicionista logika nyelvét a A nullavaltozos
funktorral és a levezetési szabalyait a r4 vonatkozé alabbi szabalyokkal:

B ~B

A
Aj—— A E—
7 A

Ez a ketts egyenstlyban van egyméssal a negacioé bevezetési szabalyan keresztiil:

2 2

B ~ B
A

A

Innen a kozéps6 A torolhets. Forditva, A barmi lehet.

Ekkor azonban a ~ és a A Osszekeveredik, nem A bevezetési szabaly nem egycélu.
Egy = bevezetési szabédlya a c konstansnak, ha benne a premisszak kozott szerepel egy
¢ mint f6funktor, de a konklaziéban f&funktorként nem. = kikiiszobolési szabalya a
f6funktorként nem.  FEgycélu egy szabdly, ha csak egy funktornak bhevezetési ill.
kikiiszObolési szabalya.

Jobbitasi szandékkal attérhetiink a (&,V, D, A) miiveletekre és ~-et definalt jelnek

tekinthetjiik:
def.

~A = AD A

Ekkor viszont a modus ponensbdl adodik Aly, igy egyetlen intuicionista tagadasi szabaly
marad:

A
AEIE

A klasszikus logika esetén A  kikiiszobolési szabélya
AD A

A

A

AE¢

Ekkor ugyanoda jutottunk, a A bevezetési szabalya nem egycéli. Osszekeveredik a D
szabdalyaval és a levezetésekben kétféleképpen tud viselkedni. Tekintve tehat, hogy Alj-t
méasképpen viselkedik mint a tébbi bevezetési szabaly, még az intuicionista logikaban
sem tekintik kiilon szimon tartott bevezetési szabalynak. Az AE;-t pedig — parja nem
lévén — nem tekintik kikiiszobolési szabalynak.

2.13.0.10. Inverziés elv A porzitiv logika kikiisz6bolési szabalyainak harmonikus
tulajdonsidga alkalmas arra, hogy a felesleges kovetkeztetéseket kimetsziik a
levezetésekbdl. A levezetés egy olyan pontjat, ahol kikiiszobolési szabaly kovet
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bevezetésit inverzidnak nevezziikk. A célunk olyan bizonyitasok készitése, melyben
nincsenek inverziok.

Inverziés elv. Ha egy formula levezethet6 egy formulahalmazbol, akkor olyan
bizonyitasa is van bel6le, melyben nem kovet bevezetési szabalyt kozvetleniil
kikiiszObolési szabaly.

2.14. Normalizaciés tétel az implikacionalis toredékre és ennek
kovetkezményei
Az inverzios elv az implikacionalis toredékére is igaz, azaz arra a logikara, melynek

nyelvében csak a D funktor (Fm-) és levezetési rendszerében csak a ra vontkozo két
szabaly szerepel (Fm-,F-).

2.14.1. Definicio

1. Azt mondjuk, hogy egy II levezetés egy A O B alaku formulael6fordulasa inverzid
(vagy mazimum formula, vagy lokdlis maximum), ha a kovetkezd kornyezetben
forul el6:

4]
¥y
X1 B
n. A ADB
<§)

itt [A] azt jelenti, hogy a X levelein a premisszakon kiviil az A eldobhatd feltétel
is megjelenhet (amelyet jelen esetben az A O B 616tti B formulaeléfordulas torol),
(B) pedig azt jelenti, hogy a X3 fa egy levelén B szerepel.

2. Az A D B-nél torténé D-redukcionak nevezzik a

[A] 5
DN =
o B [A]
A ADB ~> )
= B
@) (23)
23
2

attérést. Itt [ A| azt jelenti, hogy 31 a ¥s olyan leveleihez csatlakozik, amelyeken
A all és annyi példanyban, ahany ilyen levél van.

3. Normdlnak neveziink egy levezetést, ha nincs benne inverzio.
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2.14.1.1. Megjegyzés. A lokilis maximum elnevezés arra utal, hogy a formula
fokszama (a benne szereplé D funktorok szama) a kozvetlen kornyezetéhez képest (A, B,
B) eggyel nagyobb.

2.14.2. Normalizacios tétel (§m-,--)-re

Tétel. Minden valamely formulahalmazbol levezetheté formulanak van normaél
levezetése is az adott formulahalmazbol.

A bizonyitas kulcsa, hogy a redukcios lépések tugy 6rzik meg a levezethetdséget, hogy
a faban 1év6 formuldk foka nem ng. (A formula foka a benne szereplé D funktorok
szama.)

2.14.2.1. Bizonyitas. A fakban 1év§ inverziok maximalis n fokara vonatkozo
indukcioval belatjuk, hogy ha a tetszéleges ([I']II/A) levezetés esetén ez a fok n, akkor
letezik ([T']IT'/A) normal levezetés is.

Legyen tehat
n = max{deg F' | F inverzi6 ([['|II/A)-ben}

ahol deg F' az F-ben 1év§ D el6fordulasok szama.
Legyen n = 0. Ekkor nincs inverzié a faban és a levezetés normal.

Legyen n tetszéleges. Ekkor véges sok n-ed foku inverzi6 van a faban. Az eljaras, mellyel
ezeket felszamoljuk, a kdvetkezs. Létezik olyan n-ed foka C' O D inverzio, melyre teljesiil,

hogy a
C C>D

D
-beli D el6fordulashoz tartozé részfaban mar nincs rajta kiviil n-ed fokd inverzid
(ellenkezs esetben végtelen sok n-ed foku inverzi6 lenne a faban). Ezt a D-redukcios
lépéssel megsziintetjiik. Ezzel az n-ed foku inverziok szama eggyel csokkent. Az eljaras
véges lépésben véget ér és kapunk egy ([I']II'/A) levezetést 6j I’ faval n-ed foku inverziok
nélkiil. Az indukcios feltevést hasznalva ekkor ([I']II'/A)-b6l mar készithetd ([I']I17/A)
normél levezetés is.

2.14.3. Normal levezetések alakja

Lassunk néhany alapvetd fogalmat, ami a bizonyitasokban szerepel. A szalak a levelektl
a gyokerekig haladé, kozvetleniil egymés alatt 1év6é formulael6fordulasok sorozata. Az
agak pedig szalak olyan kezdeti szakaszai, melyek rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal,

«,0 .

azt tiltjuk le, hogy a szal egy
C C>OB

B
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elagazasban a C-bél a B-be haladjon tovabb. Ekkor ugyanis B és C egyike sem feltétleniil
részformulaja a masiknak. A D bevezetési szabalyaval a szalaknél nincs baj, mert

Al>

>
ADB

elagazasoknal nem sériil a részformulasag.

2.14.3.1. Definicié6 Legyen Il az A formula levezetésfaja a (Fm-,F-)

1. A II fa formulael6fordulasainak egy A;,..., A, sorozatit a Il fa egy szdldnak
(thread) nevezziik, ha A; levél, A, a gyokérformula és minden i < n-re A; 4
kozvetleniil az A; alatt van.

2. A II fa formulael6forduldsainak egy A;,..., Ay sorozatat a Il fa egy dgdnak
(branch) nevezziik, ha A; levél, minden i < k-ra A;;; kozvetlenill az A; alatt

van, és
(a) Apaz Ay, ..., Ap-t tartalmazo szalon feliilrgl az elss olyan fomula, ami modusz
ponensz mellékpremisszaja, azaz ha a szalon az elsé olyan formulael6fordulés,
ami
Ay A, DB
B

alakua kovetkeztetésnek mellékpremisszabeli eleme, ha van ilyen és
(b) Ax = A, ha nincs ezen a szalon ilyen.
3. Az az 4g, ami szal is az fddyg.
4. ATl fa B aganak o(f) rendje a kovetkezd.
(a) o(B) =0, ha g f64g, és
(b) o(B) =n+1,haa ff=(A;,...,A;) dgban az A; formulaeléfordulas a

Ay, A, DB
B

kovetkeztetésnek eleme, ahol B egy n + 1 rendi agban van.

2.14.3.2. Példa
AD(BDO>C)F(ADB)D(ADCO)
Levezetéstaja:
" A ADBY *A AD(BDC(O)

B BoC
~C'
ADC
(ADB)D(ADCQC)
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Agai:

Az 4gak rendje: o(7) =0,0( ) =1, 0(f3) =1, o(5s) =2

2.14.3.3. Agtétel. Normal levezetésben minden 8 = (Ai,..., A) g esetén létezik
olyan AM tagja B-nak, mely a kovetkezSképpen tagolja 6t ketté: = BE" MBI, ahol

1. BF esetleg iires és minden eleme E- f6premisszaja és a kovetkezd formulat
részformulaként tartalmazza,

2. BM egyelemii és ha nem az utols6 elem [-ban, akkor egy I~ szabaly premisszaja és

3. B! esetleg iires és minden eleme egy I szabaly premisszaja, ha nem az utolso elem
és részformulaja a kovetkezd elemnek, ha van ilyen.

Ilyenkor az M elemet minimum elemnek vagy lokdlis minimumnak nevezziik.

2.14.3.4. Megjegyzés. FEzek szerint az altalanos eseten kiviil harom specialis eset
van:

3 B] D B”
1 E— y
M pgM 5 B By D (B, D M)
(5) :
i (B, o (... (B, > BM)..)
BE _ 51 —( 29
B =0
Yin B, (...(BiD>pM)...)
by 21 Bl D) /7)1\1
M > B BM
B
Bl =10
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2.14.3.5. Bizonyitas. Legyen (3 4g egy normadl bizonyitasban.
Ha [ egyelemi, akkor vagy a gyokérformula és akkor nem premissza, vagy F-
mellékpremisszaja és akkor se nem E- se nem [ f6premisszaja, de trividlisan teljesiti a
2. feltételt, azaz ilyenkor M = 3.
Legyen [ nem egyelemii:

Bi

Birt
1) Ha I5 van $3-ban alkalmazva, akkor legyen 3™ ezek koziil az els6 premisszaja.

a) Ha vannak M felett elemei S-nak, akkor ezek nem lehetnek I~ premisszai, mert
BM az elsd ilyen. De akkor ezek csak E~ premisszai lehetnek, 4m, mivel itt 4grol van sz6,
ezért ezek nem lehetnek mellékpremisszak, tehat csak E- f&premisszai lehetnek mind.
Es igy felfelé haladva a felsének részformulaja az also.

b) BM alatt kdzvetleniil nem lehet F- premisszdja, mert a levezetés normal. Ugyanigy
az ezalatti sem lehet F- premisszaja és igy tovabb, csak I--é. Es igy lefelé haladva a
fels6 részformulaja az alsonak.

R

2) Ha nincs I5 alkalmazva, akkor f-ban csak E--k vannak és ezek fGpremisszai, az
utolsé formulat kivéve. Legyen S az utolso formula. Ekkor felfelé haladva a formuldkon
részformulaja az alsg a folsGnek.

2.14.3.6. Részformula tétel. ([[']II/A) normal levezetés minden formulajaa TU{A}
formulahalmaz elemeinek részformulaibol all.

2.14.3.7. Bizonyitas. Az agak n rendjére vonatkozé indukcioval belatjuk, hogy az n
hosszisagn dgak minden formuldja vagy a feltételekben szerepld formulak részformuléi
vagy a konkluzié részformuldja.

Ha n = 0, akkor az 4g egyben szal is és levélformulaja vagy ' eleme, vagy egy olyan C'
formula, melyet egy
[C]
/B/
b
C>D

alakd I5 szabaly torol. Ekkor tehdt C' a C' D D részformuldja és ez az agtétel szerint
részformulaja a gyokérformulanak. Tovabba az agtétel szerint az 4g minden formuléja
vagy a levél- vagy a gyokérformula részformulaja (a lokalis minimumig a levélé a minimum
utan a gyokére).

Tegyiik fel, hogy minden n rendi agra igaz, hogy minden eleme a I'U{A} formulahalmaz
elemeinek részformulaibol all. Legyen § egy n + 1-ed rendi ag. Ekkor a 3, levélformula
vagy I eleme vagy egy a 3! részben 1évé C' O D premisszaji szabaly altal torslt C.

legals6 formulaja egy
F F>G

G
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alaku kovetkeztetés alformuldja, ahol F' D G egy n rendid agba tartozik. Tehat az
indukcios feltevés miatt ' D G a I' U {A} formulahalmaz elemeinek egy részformuléja.
Ebbél adodik, hogy C' a C' D D és ezzel egyiitt I' O G részformuldja, igy az Osszes
formula vagy I' egy elemének részformulaja, vagy A részformulaja.

2.14.4. Nempozitiv implikaciés logika
Bevezethetjiik a A konstansot a nyelvbe és bevezethetjiik az implikacionalis logikaba a

N A

"A

szabalyt, melynek kikotése, célszerti okokbol A # A. Végigkdvethetd, hogy ekkor a fenti
tételek igazak, feltéve, hogy még egy redukcios 1épéssel toroljiik az A-t kovetd inverziokat

— A-redukcié:

D g o)

A Py Al A 2y X
B 5 oy I
II II

Ekkor az agtételben feltessziik, hogy a minimumformula a A; szabdly premisszaja is
lehet. A normél levezetésekben az agak tehat (37)~(8M)~p! alaktiak lehetnek, ahol
BM esetleg A; premisszaja is lehet, de a tobbi formula nem. Ekkor két érdekes tételt
kapunk.

2.14.4.1. Ellentmondasmentesség /5, A.

Ha ugyanis -5 , A lenne, akkor ennek lenne normal levezetése, melyben lenne egy szal,
aminek A lenne a minimumformuldja és mivel 6t alatta semmilyen D; nem torli, ezért
ez csak a I' eleme lehet, ami viszont iires.

2.15. Intuicionaista normalizacid

Azt fogjuk belatni, hogy az intuicionista és miniméalis logika rendelkezik az inverzits
elvben megfogalmazott tulajdonsiggal. Az inverzié szempontjabol jo levezetések lesznek
ismét a normél levezetések. Megjegyezziik, hogy ez a klasszikusra csak megszoritasokkal
igaz: az intuicionista D, ~ toredékre kell alkalmazni pl. kombindalva a Goédel-Gentzen-
forditason keresztiil.

A tételt arra a nyelvre és logikara alkalmazzuk, melyben a legkevesebb szabaly van,
azaz a
~A=AD A\
hasznaljuk a tagadasra, és a ~ szabalyai helyett a
A

AIZ
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szabalyt vezetjiik be (ez se nem bevezetési, se nem kikiiszobolési szabaly), melynek
kikotése, hogy A nem lehet A a redundancidk elkeriilése végett. (Azt lattuk, hogy
a tagadassal és abszurditassal eleve problémék vannak, az egyensily és az egycélisag
egyike legalabb nem teljesiil).

2.15.1. Redukcids 1épések

A megismert egyszertisitési 1épéseket, melyekkel a premisszék levezetéseibdl elGallithato
a konklazi6 levezetése rendre &-, V-, D-redukcionak nevezziik. Redukciés torekvéseink
szamara gondot okoz a negaci6 és gondot okoz még az, hogy a V kikiiszobolési szabalyat
egymés utan alkalmazva a mellékpremisszakon a formuldk — mint ki fog deriilni,
feleslegesen — feltorlodhatnak. Ezt az aldbbi példan mutatjuk be és bemutatjuk azt
is, hogy milyen moédon lehet kikiiszobolni, tomériteni az ilyen ismétlgdéseket.

Példa. Tekintsiik a {AV B,ADC,BD>C,C D FE,D D E} - E alabbi levezetését!

ADC A B>C B°

C C
(AVvBy |CvD] [CvD] C>E C° D>DE D
[cv D], E E

E

Lathato, hogy a ’C\/D‘l — ’C’\/D‘1 és |CV D], —|CVD| elsfordulassorozatok
feleslegesek, mert V bevezetési szabdlyt kovetnek am V kikiiszobolési szaballyal
végzddnek. Sajnos az elsG el6fordulasok nem a V {Gpremisszdjaban, hanem
mellékpremisszajidban vannak, azaz nem alkalmazhaté rajuk a Vv harmonikus
tulajdonsagakor emliett redukcios lépés. Erre egy j eljarast kell alkalmaznunk, ami
a mellékpremisszékban 1év6 V tobb szereplését tomoriti.

2.15.1.1. Szegmentumok tomoritése

X1 e X3 Yy s
AVB F F Y1 F W F Y
F pI ~> AV B C C

(C) (©)
1 I

(itt a (g) jelolés azt jelenti, hogy a C' formula a I fa egy top-formuléja).

Ekkor az el6z6 példa 6sszezuhandasa a kovetkez6képpen megy végbe.
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Példa — folytatds —

ADC A B>C B
c, ¢oE ¢ DoE D° ¢, ¢oE ¢ DoE D*
[CvD] E E cCvD] E E
(Av B)” E E
E

itt a bedobozolt helyek lokalis maximumok fellépését mutatjak, melyeket ki tudunk
kiiszobolni:

ADC A BH>C B”
C COFE C COFE
(AvV B)~ E E

2.15.1.2. Felesleges V alkalmazasok torlése Felesleges (redunddins) az A V B
f6premisszaju VE alkalmazas a [['|X levezetésfaban, ha [[')X

[A]  [B]
A Y, Y
AvB C C
(©)
i

alakt, ha 1) A vagy B nem szerepel rendre a Yo vagy 33 levelein, 2) az A vagy B formulak
[ elemei vagy 3) ha A vagy B torlendd premisszak, de rendre vagy nem a 3,/C-beli C
vagy nem a Y3/C-beli C el6fordulas torli Sket (azaz f(A) # C vagy f(B) # C, ahol f a
levezetésfa eldobo fiiggvénye).

Ekkor a kévetkezGképpen szabadulunk meg téle:

[B]
2, Y, 3
AVB C C (Z(ig)
()
¢ I

2.15.1.3. A; redukcié Ha A; alkalmazasat kikiiszobolési szabaly kovet, akkor az
alabbi modon lehet a bizonyitasbol a kikdszobolési szabaly alkalmazasat tordlni:

2 54 (8 )
x = LD % = L% =
AKB ~ -~ . AVB C C ~ -~ A5B A ~
(B) ©) (B)
(B) s (©) ¢ (B) 5
II 11 I1
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2.15.1.4. &-, V-, D-redukcié
&-redukcio

2 2y
A& B A B 3
A A& B A
A
V-redukcio
4] (B S 4] (8] bl
R T S
AvB C (C AvB C (C 1
C C C
D-redukeid
A .
P —
A 458 f; -5 L s B ~ [;”
A ADB §2
B
2.15.1.5. Definicié Legyen ([[']II/A) levezetésfa.
1. A fabeli egymast kovets C, .. ., C, formulasorozatot szegmentumnak nevezziik, ha
(a) Cj nem kovetkezménye VE-nek,
(b) minden i < n-re C; a VE egy alpremisszaja,
(¢) C, nem alpremisszija VE-nek.
2. Azt mondjuk, hogy a C,...,C, szegmentum inverzid (ill. mazimum vagy lokdlis

mazimum), ha
(a) Cy valamely &I, VI, DI, Ay kovetkezménye és
(b) C, valamely &E, VE, DE f6premisszaja.

3. Il normdl, ha nincs benne maximalis szegmentum és nincs benne VE olyan
alkalmazasa, ahol nem keriil sor feltétel torlésére.

Tény - egyelemd mazimdlis szegmentum — Az egyelemid maximéalis szegmentumok
olyan formuldk, amelyek vagy ugyanannak a funtornak a bevezetési szabélydnak a
kovetkezménye és kikiiszobolési szabalyanak f6 premisszaja vagy Al kovetkezménye és
egy kikiiszobolési szabaly {6 premisszaja.

2.15.2. Normalizacios tétel

2.15.2.1. Tétel Ha I' Fyy A, akkor létezik A-nak normal levezetése is rendre a
minimalis vagy az intuicionlista logikaban I'-bol.
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2.15.2.2. Bizonyitas. 1. Elgszor a ([I']II/A) levezetésfaban szerepls felesleges VE
alkalmazasokat toroljiik. Legyen

n = max{deg(P V Q) | PV @ f6premisszija egy felesleges VE alkalmazéasnak.}

ha van egyaltalan felesleges VE alkalmazas és n = 0 kiilénben. Belatjuk az n-re
vonatkozo indukcioval, hogy létezik ([I']II'/A) levezetésfa, amiben mar nincs felesleges
VE alkalmazas. Ha n = 0, akkor az allitas trividlisan teljesiil. Most tegyiik fel, hogy n-re
igaz és ([I'|]II/A)-ben van n + 1-ed foku premisszaji VE redundancia. Ekkor ezek koziil
van olyan P V () premisszaji, hogy a

[Pl 1]
o} IS o
PVQ C C
(€)
1

faban mar nincs rajta kiviil tobb redundans VE alkalmazas, melynek f6rpemisszajanak
foka n+ 1. Ekkor az 6sszes ilyen megsziintetve, majd az eljarast folytatva véges 1épésben
elérhetjiik, hogy ne legyenek n + 1-ed fokt redundenciak.

Ha nem lenne ilyen redundancia, akkor az azt jelentené, hogy végtelen sok van, ami
ellentmond annak, hogy a levezetésfa véges.

I1. Az o inverzidkra egy indukciés paramétert vezetiink be, n = (d,[)-t, ahol d a o
szegmentum formuldjanak fokszama, [ = |o| pedig a hossza. Az indukcios paraméter
rendezési relacidja legyen: (dy,ly) < (da,ls), ha di < dy vagy di = dy, de [} < l. Legyen
([C]IT/A) levezetésfa és legyen

n = (d,l) ahol d = max{dego | o € ([['|lI/A)}, és | = max{|o| | dego =d, o € ([[']II/A)}

ha van inverzi6 a levezetésben és n = (0,0), ha nincs. Az n-re vonatkozo6 indukcioval
belatjuk, hogy minden n-re létezik ([I']II'/A) levezetésta, hogy ([[']II'/A)-ban mar nincs
n indukcids értékd szegmentum.

Ha n = (0,0) akkor nincs maximalis szegmentum, igy trivialisan teljesiil, hogy nincs a
levezetéstaban inverzio.

Legyen n = (d, 1) tetszoleges. Es tegyiik fel, hogy minden n-nél kisebb indukciés foki
([CJIT/A) fahoz méar létezik olyan I, hogy ([[|II'/A) levezetésfa. Ha [ = 1, akkor a
redukcits 1épésekkel megsziintethetGk az d-foku inverzidk véges lépésben, az 1. pontban
vazolt eljarashoz hasonléan. Ha [ > 1, akkor a legfels6 ilyen inverziokkal kezdve
eggyel csokkenthetd [ a szegmentumtomoritési eljarassal. Ezzel az indukcios paramétert
lecsokkentettiik és az indukcios feltevés szerint mar lesz ([[|IT'/A) levezetésfa, melyben
mAar nincs inverzio.

IT1. Végiil vegyiik észre, hogy az I-ben emlitett eljards nem noveli sem a formulak

fokat, sem a szegmensek hosszat. Ezért az felesleges alternacié alkalmazasokat barmikor
torolhetjiik, melyel normal levezetést kapunk.
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2.15.3. Utak a normal levezetésekben

Az implikacionélis logika normal bizonyitasaiban szerepld ,ag” fogalmaz most gy kell
modositanunk, hogy az 0j szabalyok végrehajtédsa a formulatartalmazast a sorozatban
ne rontsdk el. Vilagos, hogy megallna az ag a VE szabalyoknal, a f6premisszakon, de ha
nem agakban, hanem utakban gondolkodunk és folytatjuk az utat a feltételekkel, akkor
a tartalamzasi relacio folytathato.

2.15.3.1. Definicié Azt mondjuk, hogy a Il normal levezetésben az Ay, ..., A, ut, ha
1. Ay egy VE altal nem torolt levél,

2. A; minden 7 < n-re nem alpremisszaja DE-nek és

(a) vagy nem féremisszaja VE-nek és a kovetkezs (A;41) pont alatta van,

(b) vagy f6premisszaja VE-nek és a kovetkezs (A;11) pont a torolt kezdd premissza

3. A, vagy a DE alpremisszaja vagy a levezetés végformulaja.

Példa.
A&(BV C) A&(BV C)
A B A c*
A&(BV C) A& B A&C
BvC° "(A&B) V (A&C) (A& B) V (A&C)
(A&B) V (A&C)
A&(BV () A& (B Vv C)
A B~ A C”
A&(BV C) A& B A&C
Bv(C° "(A&B) v (A&C) "(A&B) v (A&C)

(AL B) V (A&D)

Mind a °-kal Gsszekapcsolt piros, mind a kék formulasorozat egy-egy 1t a (normaél)
levezetésben és az als6 két formuldjuk azonos az alternacié kikiiszobolési szabalyanak
ismétls tulajdonsadga miatt. Ez a két ugyanolyan formuldabol all6 utszakasz a
szegmentum.  Vegyiik észre tovabbd, hogy a levezetés utolsé szegmentuma nem
egyértelmi, azaz két szegmentumban is végzdédik.

2.15.3.2. Tétel Normaél levezetésben minden 7 Gt szegmentumok egy sorozata, mely

7 =7 7™M 7l alaka, ahol

1. ¥ esetleg iires és minden szegmentuma kikiiszobolési szabalyok fépremisszai és

benne minden szegmentum a kévetkezt részformulaként tartalmazza
)
2. M 1 1 k lyv b 6si bal 1SSZ4]
. ™" egyszegmentumi Utszakasz, mely bevezetési szabaly premisszaja vagy Aj
premisszaja,

3. m! esetleg iires és minden szegmentuma bevezetési szabaly premisszéija, az utolsot
kivéve és a szegmentumok a kovetkezd szegmentum részformulai, kivéve az utolsot.
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2.15.3.3. Bizonyitas. Legyen 7 it egy norméal bizonyitasban.

Ha 7 egy szegmentumi, akkor ennek legals6 formulaja vagy a gyokérformula és akkor nem
premissza, vagy FE- mellékpremisszaja, de akkor nem méas premisszaja, igy trividlisan
teljesiti a 2. feltételt, azaz ilyenkor 7 = 7.

Legyen 7 nem egyszegmentumu:

1) Ha valamely I vagy A; van m-ban alkalmazva, akkor legyen a m™ szegmentum a
m-nek azzal az F' formulaelGfordulassal végz6d6 szegmentuma, mely az elsé premisszéja

valamely I vagy A alkalmazasanak.
PVvQ a F

.

G

ahol R az valamely [ vagy Aj.

a) Ha vannak 7 felett elemei m-nek, akkor ezek nem lehetnek valamely I vagy A
premisszai, mert 7 az elsS ilyen. De akkor ezek csak valamely E premisszai lehetnek,
am, mivel itt atrél van szo6, ezért ezek nem lehetnek F- mellékpremisszai, tehat csak F
fépremisszai lehetnek mind. Es igy felfelé haladva a felsének részformuléja minden alsé.
b) M alatt kozvetleniil nem lehet valamely E premisszéja, mert a levezetés normal.
Csak valamelyik I vagy A;. De nem kovethet egymast két A a A szabaly kikotése
miatt és /-t koklizioja se lehet A, mert az nem &sszetett. Ugyanigy az ezalatti sem lehet
valamely F premisszaja ill. A és igy tovabb, csak valamely I-é. Es igy lefelé haladva
ennek az utszakasznak fels6 formuldja részformulaja minden alsonak.

2) Ha nincs valamely I vagy A; alkalmazva, akkor m-ben csak E-k vannak alkalmazva
és a formulai ezek f6premisszai. Legyen 7™ az utols6 formula. Ekkor felfelé haladva a
formuldk mentén részformuldja az als6 a félsének.

2.15.4. Szelektiv vagy

Az intuicionista és minimalis logikai V szelektiv tulajdonsagt, melyet elGszor Godel és
Gentzen bizonyitott.

2.15.4.1. Tétel Haly AVB, akkor by A és by B koziil legalabb az egyik teljesiil.
2.15.4.2. Bizonyitas.

2.15.4.3. Megjegyzés. FEz az eredmény nagyon érdekes, mert ramutat arra, hogy az
intuicionaista logika mégsem Osszehasonlithato a klasszikussal. Egyfeldl

(*) sHa 1 AV B, akkor 1 A és by B koziil legalabb az egyik teljestil.”
egy a targynyelvre lefordithatatan szojaték. Ugyanis. 1) lehet ez a
F(AVB)D(AVB)
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és akkor mindkét rendszerben trivialisan teljestil, ami furcsa, vagy 2) lehet a forditas a
(**) F((AVB)DA)V(AVB)DB)

de akkor a klasszikusban igaz, az intuicionistaban nem (ezt ellendrizziik levezetéssel és
az intuicionista logika topologikus Kripke-szemantikajanak alkalmazaséaval!)

Vegyiik észre, hogy ha feltessziik, hogy (**) a (*) forditasa, ezért abbdl, hogy (**) igaz
metatétel az intuicionista logika metaelméletében és hamis metakijelentés a klasszikus
logika metaelméletében, ezért a klasszikus logika metaelmélete intuicionista és az
intuicionista logika metaelmélete klasszikus. De azt, hogy (**) a (*) forditasa, azt nem
kell feltétleniil elfogadnunk, és akkor a tézis nem igaz.

>I<>I<)

3. Deskripcidk, nevek, kvantoreliminici6

3.1. A természetes nyelv modellezése tipusos lambda-formalizmussal

Az alabbi nagyon egyszeri kalkulus szoros kapcsolatban van az implikacionalis
toredékkel. Legyen U az alapkategoridk halmaza (néha tipusvaltozoknak is nevezik Gket)

T:=U|T(T)
aminek az elemei a tipusok.

U most kételemt: U = {i,0}: ¢ a nevek és o a mondatok tipusa (kategoridja), de
lehet U végtelen is, erre is lesz példa.

Ezen kiviil legyen a valtozok halmaza V' és tekintsiik definidljuk rekurzivan a
E:=V|(A\)E |EE) .ev

nyelvet, mely elemei a lambda kalkulus kifejezéser.

3.1.0.1. Példak

(1) ,Pisti talan direkt szorakozik veled.”

mondatban egy lehetséges funkcionalis felbontasat.

Lexikon:
Pisti pisti’ € Cat(r)
talan taldn’ € Cat(o(¢))
direkt direkt’ € Cat(¢)
szorakozik -val/vel szorakozik-val /vel’ € Cat((o(1))(r))
(te) te’ € Cat(r)

szorakozik-val /vel’(pisti”)(te’)
Példa:
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(2) ,,Pisti szorakozik veled.”

mondatot felbontani. Ttt a szérakozik” szot egy /o(¢))(¢) tipusi konstanssal modellezziik:
szorakozik’ € Cat((o(¢))(¢)). Ez a konstans kétbemeneti, ha az els6 konvenciot
hasznéljuk kétszer, akkor két individummvaltozoval egy o kategoriaju kifejezést kapunk,
ami két szabad valtozot tartalmaz:

szorakozik’(x)(y)
Ha ezeket lekotjiik a lambdéakkal, akkor djra (o(¢))(¢) tipusu kifejezést kapunk:
(A\x)(Ay)szdrakozik’ (x)(y)

Most, ezekkel az elsé szabdly szerint a Pisti” és veled’ szavakkal elkészitjiik a veliik valo

s,

(Ax)(Ay)szorakozik’ (x)(y)(Pisti”) (veled”)

Ez a formula azt is kodolja, hogy milyen lépésekkel keletkezett. Szemben az ezzel
szemantikailag szinonim, de felépitésére nézve més

szorakozik’ Pisti’ veled’

formulaval. A szemantikai szinonimitast a lambdakonverzi6 szabalya mutatja.
(3) ,Pisti direkt szorakozik veled.”

Itt a direkt egy olyan tipusi kifejezés, mely egy predikdtumot, konkrétan itt diadikus
predikdtumot bant:
(direkt’ szorakozik’) Pisti’ veled’

((Af)direkt’ f)((Ax)(Ny)szorakozik’zy))(Pisti’) (veled”)

sz0 a legbonyolultabb szerkezeti. Két bemenete egy név és egy igei kifejezés:
xtalan’y

az igei kifejezés is Osszetett, melynek bemenete szintén egy igei kifejezés
direkt’z

ami mar egy predikatum
xszorakozik y-nal’
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3.1.0.2. Szabad és ko6tott valtozok. Legyen A, B € Exp és x € Var.

1. z-nek az A-beli valamely eléforduldisa kétott, ha A-nak egy (A\x)C alaku
részkifejezésébe esik. Ellenkez6 esetben szabad.

2. x, szabad B,-ra mézve az A-ban, ha x szabad valtozoja A-nak és B minden
y szabad valtozdja esetén x-nek nincs szabad eldforulasa A-nak a (A\y)C alakd
részkifejezéseiben.

3. Ha z, szabad A-ban B,-re nézve, akkor A[B/x] jeloli azt a szimbolumsorozatot,
amit ugy kapunk, hogy = szabad el6fordulasaiba B-t helyettesitjiik, melyet igy
definidlunk:

(a) Ha A = z, akkor x[B/z] = x.

(b) Ha A =y és x # y, akkor y[B/x] = y.

(c) Ha A = C(D), akkor C(D)[B/z| = C[B/z|(D[B/x])

(d) Ha A = (Ay)C és z # y, akkor ((Ay)C)[B/z] = ((Ay)(A[B/x]).
3.1.0.3. Szintaktikai helyettesitési lemma. Ha A kifejezés, akkor A[B/x] is
kifejezés.

Ezt teljes indukcioval lehet igazolni a helyettesités fenti definlcioja alapjan.

3.1.1. Lambda kalkulus és implikacionélis logika

Az alabbiakban feltessziik, hogy a tipusvaltozok U halmaza végetelen és nem is
kifejezetten a grammatikai kategoridkra utal, csak egy absztrakt végtelen halmaz.

A kontextus nevi halmazok a V' x T Descartes-szorzat véges részhalmazai:
C:={E:I)CVXT|(Z:T) véges és p # 1, ha (z,¢), (z,v) € (E:T) }

Azt, hogy (x,¢p) € (2 : I') agy is jeloljiik, hogy (z : ¢) € (2 :T). A
kedvéért hasznéljuk a

N

egyszeriség

E:D)(x:p)=E :T)U{(z: )}

zardjel elhagyasi konvenciot. Ha félreértést nem okoz, (z : ) helyett = : p-t frunk.

A C x E x T-beli & tipizdlhatdsdgi (tipusba soroldsi) relacio a kovetkezd

=Z:D),(z:)FM:p (Z2:T)FN:9 (Z2:T)FM:p)
E:T)(x:p) bz (2:T)F (Az)M : () (Z2:T)F M(N): ¢
ahol az els6 két levezetésben = ¢ =. Sokszor a
p(¥)
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tipust
Y=
-val is jelolik, aminek a kovetkezd az indoka. Ha csak a kettGspont utani részeket

nézziik és ¢(1) helyett v — -t irunk, azaz a I' - ¢ relaciora koncentralunk, akkor
az implikacionélis logika bevezetési és kikiiszobolési szabalyait fedezhetjiik fel:

Ly koe I'Ey 'Y —op
'y — o 'k

Fennéll tehat a kovetkez6 Gsszefiiggeés:

15
E:T)FM:p & I levezetés §m--ben
¥

— =

ahol ¢ € Fm~. Ezt hivjuk Curry-Howard-korreszpondencidnak (vagy izomorfizmusnak).
Mi t6bb, az is lathato, hogy a kettdspont el6tti rész a bizonyitast kodolja. Es valoban.
Tekintsiik a kissé redundans:

3.1.1.1. Béta redukcié és helyettesitési lemma [-redukcionak nevezziik a
(Ax)M)(N) — M[N/z] egyszertisitést.
3.2. Els6rendi nyelv, els6rendi struktira és lehetséges vilagok

Az elsérendii nyelvekben csak két kategoria van, a termek és a formuldk. A tipusok ekkor
szandékoltan Osszecstisznak. A termek az ((«), a formulak o(«) tipusu kifejezések, ahol
a barmilyen tipus lehet.

3.2.1. Elsérendi nyelv
3.2.1.1. Definici6é (csak kvantorok).

Tm = <Var U Const | <fz>z€[>

At = {t =s,7;(t1,... ,ty,) | t,5,t1...t,, € Var U Const}
gm = (At | (Ly, (Qi7))kek icL aevar)

Maris lathato, hogy a definicio szétvalasztja a formuldkon beliili viltozokat: z egy
szereplése kotott, ha (Qx) hatokorén beliili”, egyébként szabad.
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3.2.1.2. Megjegyzés. Kvantorokra vonatkozé levezetési szabalyok. Mivel
ebben a jegyzetben a bizonyitéselméleti targyaldsmod az elsédleges, ezért a két nevezetes
kvantor jelentését (bizonyitaselméleti jelentését) a bevzetési és kikiiszobolési szabalyok
megadéasaval adjuk meg. Természetsen az elsérend(i struktirdk azaz a modellelméleti
szemantika alapjan is meg fogjuk hatarozni a jelentésiiket. Az univerzalis kvantor
kikiiszobolési szabalya (univerzalis instanciacio)

(T, (Vo) A)
VE —_
(I, [t/x]A)
tetszéleges t termre. Az univerzéalis kvantor bevezetési szabalya (univerzalis
generalizacio)
(T, 4)
A4 —_—
(I, (V) A)

ahol z nem szerepel szabadon a I' egyetlen egy elemében sem. Ez a megszoritas azért
fontos, mert ha nem tennénk fel, akkor a kdvetkezd6 nyilvanvaloan széndékolatlan dolgot
latnank. Tegyiik fel, hogy létezik az egyenlGség relacio, a ¢ és d névkonstans a nyelvben

és legyen I' = {z = ¢,d # ¢}
r=c

(Vx)z =c
d=c d+#c
A
Az egzisztencialis kvantor bevezetési szabalya (egzisztencialis generalizacio)

[t/x] A
(3x)A

T

tetszéleges t termre. Es az egzisztencidlis kvantor kikiiszobolési szabalya (egzisztencialis
instanciacio)

(I'1, (32)A4), (I'y, B)

(yu (I, = {A}), B)

ha x nem szerepel szabadon B-ben és nem szerepel I'y elemeiben, kivéve A-t. Ez utobbi
feltevés azért kell, mert ellenkezs esetben az alabbi szandékolatlan kovetkeztetésekbe
titkbznénk. Egyfel6l, ha B szabadon tartalmazza x-et, pl. T' = {¢ = ¢,d # ¢}, (B =

(= c))

Je

c=c
(Fz)(x = ¢) r=c
T=c
(Vz)(x = ¢)
d=c
Masfelsl, haT' = {c=c,x =d,(r=c&xr=dDc=d),d+#c}
¢ =c rx=d
r=c&xr=d
(Fz)(x = ¢) pp—




3.2.1.3. Definici6 (funkcionalokkal). Vannak olyan valtozot lek6té operatorok
is, melyek ¢(o(¢)) (és varidnsai) tipustak, vagy ad abszurdum ¢(¢(¢)) tipustak, ekkor a
termek és formulak generalt algebraja Osszekeveredik és egyiitt generaljak a nyelvet.

Exp=TmUFm ::=
VarTm ’

| Constry, |

3.2.2. Elsé6rendii struktiarak, modelleleméleti szemantika

Hasznos dolog mas szemszoghdl is megnézni az elsérendd nyelvek jelentéselméletét,
éspedig a kovetkezSkben azt a direkt referencialis'® felépitést adjuk meg, mely Tarskira
vezethetd vissza. Egyfel6l a ma hasznélatos halmazelméleti interpretaciot ismertetjiik,
masfelsl a targyalas végén egy kicsit foglalkozunk azzal a metanyelvi forditasra alapuld

e

felépitésre, amelyet méar az el6z6 fejezetben is lattunk a propozicionalis logikanal.

Egy
M = <M Cm M fk; ,<c“rj,fk,\/ar ~, D \/ & v E|>>zEI,j€Jk:€K

717]7

rendszert az els6rendi nyelv egy modelljének nevezziik, ha
M#0

Me M
zm C Mes)

S MU 5 M

azaz M mnemiires halmaz (a targyaldsi univerzum, vagy a modell univerzuma), ¢ az

M egy eleme (individuum), r; az M egy o(r;) valtozos relacioja, fi egy o(fy) valtozos
figgvény. Az (c;,rj, fr, Var,~, D, V,&,V,3) nyelv megadasa, ha az egyértelmd, akkor
sziikségtelen. A r;, fi jelek mindegyikéhez rogziteni kell, hogy 6k hanyvaltozos relaciok

(o(r;)) vagy fiiggvények (o(fi)).

16 A direkt referencilis” elnevezés nem a matematikai logika szakkifejezése, hanem Dummett
hasznalja az olyan jelentéselméletekre, melyek &ttoljdk a metanyelvbe a targynyelvi kifejezések
jelentésének megadéasat. Ebben a szohasznalatban semmi pejorativ nincs. A direkt teferencilis
elméletek klasszikusan nagyon hasznos talalmanyok. FElsGsorban lehet&séget nytjtanak arra, hogy a
targynyelvi kifejezések igazsaga definidlhatd legyen az adekvat és szabatos modon. Persze vannak
bizonyos elvi akadalyok, amikor ez nem lehetséges, példaul akkor, amikor a targynyelv legalabb annyire
erGs kifejezGképességgel rendelkezik, mint a metanyelv.
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Altalaban egy elsérenddi A formula szemantikai értékét (faktudlis értékét) egy modell
nem hatarozza meg egyértelmten. Ezt csak egy rogzitett valtozoértékelés mellett tujuk
megtenni. Legyen

v:Var = M

fiiggvény.  Ezt egy 9M-beli wvdltozoértékelésnek vagy egyszertien csak értékelésnek
nevezziik. A szemantikai értékek ezutan ( az (9%, v) modell, értékelés par rogzitésével)
a Tarski-féle jelentéselmélet korabb leirt szellemében egyértelmiien szarmaznak. Minden

nyelvi ¢ termnek lesz egy
tMv] € M

forditdsa és az A formuldk forditasai a metanyelv
M = Alv]

roviditésd allitasai lesznek. Ezek definicidja teljesen érthetGen, a 2. fejezetben
elmondottak alapjan:

2™ [v] = v(x) x € Var
] =™ el
Fitns - 1)) = P, ) o) =njed
M= rilty, .. t)v] & @G0, 60 0]) €]t o(ry) =n,k e K
M = (A&B)[v] & M= Alv] és M = Bly]
ME=(AV B)v] & M= Aly] vagy M = By
M E= (AD B)[v] & ha M= Afv] esetén M = Blv]
M= (~ A] = M Ay
M = (Ir)Afv] < van olyan b € M, hogy M = A[v?]
M = (Va)A[v] < minden b € M esetén M = Af0?)

ahol
v(y) y#=x

vi:Var%M;vi(y):{
b y==x

b

azaz v, az az értékelés (v azon modositasa,) mely az x valtozohoz a b-t rendeli, minden

més valtozohoz ugyanazt, mint v.

3.2.2.1. Példak. Elemi sikgeometria nyelvének egy modellje:
Beo = <R2, b6207p0520>
ahol b és p relaciojelek, o(b) = 3, o(p) = 4,

b PQR BES @ a PR egyenesén van és () a PR kozott van
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p®°PQRS ¥ PQ egyenese parhuzamos az RS egyenesével

Az aritmetika nyelvének egy modellje (az un. sztenderd modellje)
Ari = <w OQlti SQlti +Qlti _Qlti)

ahol 0 konstansjel, S, +, - fiiggvényjelek, o(S) = 1, o(+) = 2, o(+) = 2,

0 =0¢ecw
S¥(n) =n+1
Ari

n+-"m=n+mecw
n¥m=n-mecw

ahol w a természetes szamok halmaza (a véges Neumann-rendszamok halmaza).

3.2.3. Lehetséges vilagok

Legyen M nemiires halmaz és legyen £ az
<ci7 rj? fk7 <Var> ~, Dv \/, &7 V, 3>>i€1,j€],kEK
nyelv és M egy L tipusi modell (|9] = M) Ekkor

)
W ={N| N =M, "=c" Negy L tipusa struktira}

7

Ekkor Wiy elemeit lehetséges vilagoknak nevezziik. A nyelvet érdemes kib&viteniink a O
és O, azaz a ,sziikségszert” és a ,lehetséges” mondatfunktorokkal, melyeknek a faktualis
értékei egy adott w vilagban egy adott v értékelés szerint:

w = OA[v] & minden w' € Wap-re ¢ = A[v]

w = QA[v] & létezik w' € Wy, hogy ¢ = Alv]

tetszéleges v értékelésre.

3.2.4. Extenzid és intenzi6
Adott w lehetséges vilagban értelmezziik az A formula extenzidjat, mint fiiggvényt a
kovetkezéképpen:

: by ... by
w = Al ]

Lin

h w i~ Alvg! =5 ]

Tjn

Exd/Uw:Ai”—%{hh}ﬂbh..wbn)H>{

ahol az A formula szabad valtozéi zj, . ..z;,. Hasonloképpen egy termre:

Ljy-Tjn

66



ahol a t term szabad valtozéi z;, ...x;,. Megjegyyzendd, hogy zart formuldkra és
termekre az extenziok konstansok, ezért azonosithatok egy rogzitett igazsagértékkel vagy
individuummal. Ha S mondat, akkor

i, wl S

Ext(S), = {h w I S

és ha t egy zart term, akkor
Ext(t), = t*[v]

A modellelméleti jelentéselmélet képes a magasebbrendd jelentést (kb. —azt, amit
Frege értelemnek nevezett) modellezni. Ezt intenziénak nevezziik és lényegében az
a hozzarendelés, mely minden lehetséges vilaghoz az abban a vildgban 1év6 extenziot
rendeli:

Int(A) : Wan = | {Ext(A)u}; ws Ext(A)  Int(t)y : Wan = [ {Ext(t)w}; w > Ext(t),,
weWan weWan
3.2.5. Tarski-igazsag, Tarski-referencia

Tarski tézise egy-az-egyben megfogalmazhaté az els6rendd strukturakra, ha S zért
formula, azaz nem szerepel benne szabad valtoz6. Minden nehézség nélkiil a formulak
felépitésére vonatkozo indukcioval igazolhato, hogy ha vy, ve értékelés, akkor

M = Slui] < M = Slos)]

illetve zart termekre:
tm[Ul] = tm[l)g]

Jogos tehat ezeket a metakifejezéseket egyszertien 9 = S-vel és t7-vel jelolni. Tarski
definidlta egy adott targynyelv metanyelvén az igazsiag fogalmat olymédon, hogy minden
targynyelvi S mondat esetén S és ~ S koztiil pontosan az egyik igaz. Teljesiil tovabba
a Tarski-séma, vagyis minden targynyelvi S mondat esetén érvényes a metanyelv

TS igaz, akkor és csak akkor, ha T'(9)

mondata, ahol "S™ az S mondat strukturalis-leiro neve, T'(S) pedig a mondat metanyelvi
forditasa.

Jelen esetben ezek a fogalmak a kdvetkez&képpen néznek ki. Rogzitsiink egy 99T modellt.
Azt mondjuk, hogy S igazey, ha minden v értékelés esetén

M = Svl.

Ez persze pont azt jelenti, hogy
M= S

A T forditas definiciojanal a problémat az jelenti, hogy a metanyelvben is sziikségiink lesz
valtozokra és kvantorokra. Fz azt jelenti, hogy a metanyelvi kifejezéseket is szimbolikus
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modon kell reprezentalnunk. Ha viszont ezt megtessziik, mér nyilvanvalo lesz a forditas.
Legyenek a meta-individuumvaltozok

V1, V2« e ey Uy - - -
Ekkor a forditas:
T(x;) = v
T(rjty...ta) =TT (t1),.... T(tn))
ahol T'(r%) pontosan az az o(r;) valtozos predikatum neve, melyre
TN (t),..., T(t,) < (..., 60 €r

A jelenség a kovetkezSképpen néz ki két természetes nyelv esetén, ha a targynyelv a
német nyelv, a metanyelv a magyar.

,Der Schnee ist weiss.”

Ennek a mondatnak a felbontasa: a ,,Der Schnee” névbdl és az ,,. . .ist weiss” monadikus
predikdtumbol all. Ezek magyar forditasa: ,A ho” és a ,,...fehér". Innen a mondat
forditasa:

A ho fehér.”

A Tarski-séma szerint érvényes a kovetkezd metanyelvi mondat:
A Der Schnee ist weiss.” akkor és csak akkor igaz, ha a ho fehér.

Hasonloképpen a termekkel kapcsolatban is megfogalmazhato egy sajatos séma, mely
rendkiviil hasonlé a T-sémahoz, pontosabban annak egy specialis esetével azonosithato.
Szeretnénk a

A | Der Schnee” a hoéra referal.

alaki metanyelvi igazsigokat arra hasznalni, hogy a targynyelvi termek faktuélis
értékéhez eljuthassunk a metanyelv segitségével. Sajnos eleve gyandis a metanyelven
megfolalmazott referdl” relacié, mert a targynyelven ilyen nincs, vagy legaldbb is nem
nyilvanval6, hogy mi az. Viszont az azonossigot felhasznalhatjuk a referalas valamilyen
interpretélasara. Legyen x az elsé targynyelvi individuumvaltoz6, C' a metanyelv egy
individuumneve, valamint elegyen ¢ targynyelvi zart term és T'(¢) ennek forditasa.

A C pontosan akkor és csak akkor elégiti ki az ,o = t” formulat, ha C azonos
T(t)-vel.

Altalaban is definidlhatjuk a referalas fogalmat, a kovetkezdképpen.

A t név C-re referdl, ha C' akkor és csak akkor elégiti ki az ,x = t” formulat,
ha C azonos T'(t)-vel.

Alapvetd kovetelményiink a referalasra vonatkozoan, hogy ha a ¢t név C-re referél, akkor
minden A(x) targynyelvi formulara teljesiil, hogy

Az A(t) monndat igaz, akkor és csak akkor, ha T'(A)(C).
Ez a definici6 kovetkezménye lesz. Pl.

Az Paris is the capital of France” mondat igaz, akkor és csak akkor, ha Parizs
bb ) )
Franciaroszag févarosa.
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3.3. Deskripciok kikiiszobolése és a nevek jelentése

A logikai grammatika a nyelvi kifejezéseket két alapkategoriaba osztja: a nevek (¢) és
a mondatok (0). A neveket két tovabbi kategoridba oszthatjk. Az individuumnevek
(névkonstansok), pl. ,Arisztotelész” és az individuumleirdsok (vagy deskripciok), pl. ,a
Nagy Séandort nevel6 filozofus”. A hatdrozott deskripcicknak a természetes nyelvben a

kovetkezd alapformajuk van:
saz F7

ahol F' egy egyvaltozos tulajdonsidg (monadikus predikdtum vagy nyitott mondat). Egy
deskripcionak mi a megszokott értelme, hogy annak a dolgonak a neve, ami F. Ekkor
azonnal egy szemantikai problémaba iitkoziink: van-e minden esetben egy hatarozott
leirasnak jelolete, jelentése és ha igen, akkor mi az.

Megjegyezziik, hogy ha tgy definiadltuk volna a deskriptort, hogy

,az az egyetlen dolog, ami F”

vagy
az F7

ahol F' olyan egyvaltozos tulajdonsag, melyet pontosan egy dolog tesz igazza, akkor
ez szemantikai furcsasdgot eredményezne. Ez a kiovetkez§. Ha egy nyelvi szerkezetet
szemantikailag definidlunk, akkor a nyelvi kategéridk definici6jaba nyelvileg idegen
fogalmakat is felhasznélunk, mintha a vektorialis szorzéas definici6janal a jobb keziinkre
vagy a Sarkesillagra hivatkoznank (ami meg is torténik :) ). Pl az akadémiai helyesiras
szerint a ,vajas kenyér”,  lekvaros kenyér”, stb. szerkezeteket kiilon kell irni, de a
wzsiroskenyér” egybe frandd, mert a proletar szdmara ez sajatos jelentéssel bir6 fogalom.
Kevéssé problémés, am mégis értelmes lett volna igy definidlni:

,az az egyetlen dolog, amire F' igaz”

Ekkor a targynyelvbeli igaz terminust alkalmazzuk, ami elvezethet az Onreferencia (a
nyelvi 6nhivatkozés) probléméjahoz.

Egyes nyelvfilozofiai irdnyzatok szerint, mivel a deskripciok szemantikai bonyodalmat
okoznak ezért meg kell szabadulni t6liikk. Meg is mondjak, hogy milyen moédon lehet 6ket
kiiktatni a nyelvbél (Russell). Ez a deskriptor eliminéacio, mely a kvatorok segitségével
torténik. Hogy miért kvatorokkal, az nemsokara kideriil. A deskriptor eliminaciénak
van matematikai alkalmazasa is, pl. fliggvényeket és konstansokat lehet definidlni
kvantorokkal és relaciokkal.

Mas megkozelitések szerint a kvantorok okoznak — matematikailag is megtapasztalhato
— problémaékat ezért Gket kell kikiiszobolni (Hilbert). Ezt hatarozott vagy hatarozatlan
deskriptorokkal vagy feltételes deskriptorokkal teszik. Ennek egyik hasznos folyomanya
ellentmondésmentesség igazolasa kvantoreliminacioval bizonyos rendszereknél.

A deskripciok kikiiszobdlése és a kvantoreliminécio két egymaéssal szembe mend torekvés.
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3.3.1. Tarski tézise

Legyen M tetsz6leges nemiires halmaz. Fqy fogalom logikai, ha a tdrgyaldst univerzum
minden permutdcioja invaridnsan hagyja.

Példak. Azonossdg és kiilonbozdség. Legyen p : M — M kolcsonodsen egyértelmii
leképezés, mely raképez M-re. Ha valmely x € M-re x = y, akkor p(z) = p(y). (Ez a
diagonalizacio.) Illetve ha x # y, akkor p(x) # p(y).

Negdcio. Legyen
n:PM)—PM), H— M\ H
Ekkor p(M \ H) = M \ p(H), mert
yep(M\H) ~  ply) e M\H, yepH)~p'(y)eH ~| ~yeM\pH)
Es forditva. Tehat p(n(H)) = p(M \ H) = M \ p(H) = n(p(H)).

FEqgzisztencidlis kvantifikdcio. (Cilindrifikacio.)

M, haH#0D

f:T(M)—>iP(M),Hr—>{®, b 1T 0

Ekkor, ha H # 0, akkor p(f(H)) = p(M) = M = f(p(H)), ha H = (), akkor
p(f(H)) =p(0) =0 = f(p(H))

Univerzalis kvantifikdcio. (A cilindrifikdcio dudlisa.) Legyen

M, haH=M

g: P(M) — P(M), HH{@7 b H 2 A1

g(H) = M\ f(M\ H), tehat p(g(H)) = M\p(f(M\H)) = M\ f(M\p(H)) = g(p(H)).

3.3.2. Russell-javaslata
A hatarozott deskriptor szimbolikus jelolése:
(ex)A(x)

ahol A(x) egy monadikus predikitum. Ennek sziandékaink szerint a jelolete (faktualis
értéke) a kovetkezo pracidlisan értelmezett fiiggvény:

D:{{a}|ae M} —- M, {a} = a

Vegyiik észre, hogy ez egy olyan fiiggvény, mely invaridns a téargyalasi univerzum

c s

p(D({a})) = pla) = D({p(a)}) = D(p({a})).
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Amit allitasként tudunk megfogalmazni, hogy mi a D({a}) € H metanylevi forditasa
mondat atfogalmazésa logikai operatorokkal. Hogy ez valoban a deskripciot tartalmazo
mondat olvasata az tézis (azaz nem levezethetd allitas). Russell tézise szerint a
hatarozott individuumleirasok

1) nem valodi nyelvi kifejezések, azaz csak kontextusban léteznek és
2) szereplésiik az alabbi kontextussal helyettesitendd:

() A(z) /2] B(z) = (Bx)(Alx) & B(x) & (Vy)([y/2]A(z) Dy = ))

Matematikai példa. A tézist hasznaljak a matematikusok is. Tegyiik fel, hogy a
valos szamok formalis axiomatikus elméletében a nullat a koévetkezs axioman keresztiil
definialjuk:

Fy)(Vr)(z+y=x=y+1)

Ekkor igazolhatd, hogy csak egyetlen nulla van, azaz
Gw)(Vz)(z +y =2 =y +1)
azt, hogy a nullaval szorozva minden nulla lesz a kovetkezGképpen fogalmazhato meg:
(Ve)(0-z = 0) = (Fy)((V2)(z4y = 2z = z+y) & (Va)(y-x = y) & (Vo) ([v/y](V2)(24y =y = 2+y) D v =

Tisztan algebrai operaci6. Russell javaslata alapjan, tisztan logikai az az operacio,
mely egy B(x) formulaban az z helyére az (vx) A(z) deskripciot helyettesiti. Ez a tézisbdl
kovetkezik, amennyiben a helyettesités is tisztan logikai operaci6. De az, mert

ly/x]A(x) = (Fr)(x =y & A(x))

A jelenlegi francia kiraly problémaja. Russell szerint a deskripcidk a kovetkezdk
miatt nem valédi nevek. Senki se mondané, hogy a jelenlegi francia kiraly kopasz, mert
ha az lenne, akkor a jelenlegi francia kiraly megtalalhato lenne a kopaszok halmazaban,
ahol viszont nem taldlhat6 meg. De az sem igaz, hogy a jelenlegi francia kirdly nem
kopasz, mert a nem kopaszok kozott sem fordul els a jelenlegi francia kiraly. Am, ekkor
a

LA jelenlegi francia kirdly kopasz” = [(wx)F(z)/x]B(z) = B((wx)F(z))

»A jelenlegi francia kirdly nem kopasz” =~ [(1z)F(x)/z|B(x) =~ B((1x)F(z))

mondatok koziil mindketté hamis, ami ellentmond az ellentmondasmentesség
torvényének. Russell a fenti atfogalmazassal oldotta meg az iménti paradoxont. A
deskripciok szerinte ugyanis nem igazi nevek, és az alabbiak koziil egyik olvasat sem
rejt magaban ellentmondast:

Sztik hatokord negacio: L [(/,x)F(x)/x]é(x) = (Jx)(F(z) & ~ B(z) & (Yy)(ly/z]F(x) Dy =x))
!

A\

™~

Tag hatokord negacio: L [(tx)F(z)/z]B(x) =~ (3x)(F(x) & ~ B(z) & (Vy)([y/z]F(z) Dy =x))

A Waverley szerzdségének probléméaja. Egy Frege altal felvetett és Russell altal
atfogalmazott probléma a kovetkezd.
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V. Gyorgy kiradly szeretné tudni, hogy vajon Scott-e a Waverley szerzGje.”

mivel tujuk, hogy Sir Walter Scott a Waverley szerzGje, ezért az azonossag miatt és a
Leibniz-torvény miatt a fenti mondat ugyanaz mint:

V. Gyorgy kirdly szeretné tudni, hogy vajon Scott-e Scott.”

Lathato, hogy a két mondat nem ugyazat jelenti. A probléma feloldasa Russell szerint,
hogy az ,,a Waverley szerzGje” nem helyettesithato Scott-tal, mert az el6bbi nem valodi
név. Valojaban ugyanis a szoéban forgd mondat igy szol:

»LV. Gyorgy kirdly szeretné tudni, hogy vajon létezik-e olyan ember, aki azzal a
tulajdonsaggal rendelkezik, hogy szerzGje a Waverleynek, egyetlen szerzdje a
Waverleynek és Scottal azonos.”

Strawson kritikdja. Strawson szerint a nem létez§ dolgokra utaldo deskripciot
tartalmazd mondat se nem igaz, se nem hamis. Viszont a nem egyértelmtien utald
(inkomplett) deskripci6 ,Az asztalt konyvek boritjak.” (amikor tobb asztal is van)
igaz lehet, ha a beszélg egy konkrét asztalra gondol kozben, vagy a szovegkornyezet
ezt egyértelmisiti.

Donnellan kritikdja. A deskripciot tartalmazé mondatoknak lehet attributiv és
referencidlis olvasata. A ,Smith gyilkosa &riilt.” mondat mést jelent, ha a feliigyel6
a brutalisan meggyilkolt Smith holttestére nézve mondja, és mast jelent, ha a hamisan
Smith meggyilkolasaval megvadolt Jones-t magaban motyogni 1at6 riporter mondja. Az
elébbi attributiv és ugyanaz az értelme, mint Russellé az utobbi referenciélis és Jonesra
vonatkozik.

3.3.2.1. Az azonossag problémaja. Frege eredeti problémaja a kovetkezd volt.

»A Hajnalcsillag (Phoszphorosz) a Nap altal megvilagitott égitest.”
»Az Alkonycsillag (Heszperosz) a Nap altal megvilagitott égitest.”

Mivel mindketté név a Vénusz bolygora vonatkozik, azért ezek egyenlGk. Meégis, ha
valaki nincs tisztaban ezzel, az gondolhatja, hogy az els§ igaz, a masodik nem. Vagyis a
két név jelolete ugyan azonos, de jelentése nem. Mikdzben a

,Hajnalcsillag azonos a Hajnalcsillaggal.”

mondat analitikusan igaz.

A fenti probléméara egy valasz a nevek Frege—Russell-féle jelentéselmélete vagy
leiraselmélet.  Eszerint a nevek valdojaban individuumleirasok roviditései (pl. a
Hajnalcsillag az égen utoljara lathato csillag, az Alkonycsillag az égen elGszor feltling
csillag). Ennek megfeleléen az ¢ = a mondat analitikus (matematikai szohasznalattal
trivialis) igazsagot fejez ki, mig a ,Heszperosz azonos Phoszphorosszal” igazsagat csak
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empirikus kutatassal lehet megéllapitani, és — a kanti osztalyozas — szerint egy poszteriori
allitas nem lehet analitikus. Az elmélet szerint a nevek jelentése a definialo fogalmuk,
ami miatt valoban van kiilonbség a fenti két kijelentés kozott.

3.3.2.2. Kaplan és a demonstrativumok. Maér Strawson és Donnellan is pedzegette
az inklomplett vagy iires leirdsok referalé tulajdonsagat, azaz, hogy vagy a kontextusbol
adodoan vagy a beszél§ széndékai miatt kompletté tehet6k az inkomplett és referalok
lehetnek az iires leirasok. A demonstrativumok ennek megoldasara tett kisérlet. Az én,
te, 6, az, ... szavak kijelolnek egy dolgot, a leirasok pedig szintén ramutatasi aktussal
rogritik a referenciat. (A demonstrativ ,az” a kaplani dthat.)

3.3.2.3. Descartes modalis érve

El tudom képzelni, hogy én létezem, de a testem nem.

En nem vagyok azonos a testemmel.

Ennek az érvnek az érvényességét a lehetséges vilagok szemantikaja alapjan vizsgaljuk
meg. Az el tudom képzelni” intenzionalis funktort ,lehetségesnek” forditjuk.
Emlékeztetiink arra hogy lehetséges vilag egy vilagleiras, azaz ugyanazok az objektumok,
csak masok a tulajdonsagaik.

O ~ (dz)(x = a testem)
én # a testem

A Frege—Russell-jelentéselmélet szerint ez nem érvényes érvelés, mert attol még, hogy a
testem egy lehetséges vildgban nem létezik, attol még az aktualis vilagban lehet egyenld
a testemmel. Ellenben érvényes az alabbi gyengitett forméaban:

O ~ (Jz)(xr = a testem)
~ Oén = a testem

Masik ellenpélda: lehetett volna, hogy Csukas Istvian nem haszalja azt a kifejezést, hogy
, hires egyfeji”. Ebb6l nem kovetkezik, hogy a mi aktualis vildgunkban a Siisii ne lenne
a hires egyfej.

Kaplan demonstartivumaival. A demonstrativum az aktudlis vilagban jeldli ki a jeloletet,
ami ott a jeldlet, az az Gsszes lehetséges vilaghan is az:

O(32)(z én vagyok)& ~ (Jz)(x = (ez az y)(y a testem)
(ez az z)(z én vagyok) # (ez az y)(y a testem)

Ekkor az érv érvényes. Ugyanis, ha az aktualis vilagban ugyanarra mutattam, akkor
ha az alomvilaghan nincs test, akkor én sem vagyok. Tehit masra mutattam. Csak
ez lehet tehat, hogy az én és a testem kiilonbozik. A zavart az okozhatja, hogy
nehéz Ggy ramutatnom az énemre és a testemre, hogy az ne ugyanaz legyen. Ekkor a
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ramutatasi aktusok Osszekeverednek, inkomplett demonstrativumokkal allunk szemben,
episztemologiai a probléma jelenik meg.

Kripke, oksdgi-torténeti elmélet. Kripke szerint a nevek merev jelolék, azaz a nevek
jelolete nem valtozik vilagrol vilagra. Ez amiatt van, hogy a nevek egy keresztelési
eljarasban kapjak a jeloletiiket, éspedig ekkor a névhez egy referenciat rendel valaki.
Késébb ez a hasznalat 6roklédik és a név arra referal, amire a névado referalt. Ennek
fényében az érv a kovetkezd alakot olti.

O ~ (Jz)(x = a testem)
Oén # a testem

Es ez egy érvényes kivetkeztetés. Az els§ kontraintuitiv érzésiink a merev jelolok
feltételezésével intuitivva, bar talan tul eréssé valik. A kérdés, hogy miért érezziik ezt?

3.3.2.4. Kripke megoldasa Frege problémajara. Kripke szerint Heszperosz és
Phoszphorosz azonossaga sziikségszerii (analitikus) annak ellenére, hogy aposzteriori
igazsaggal van dolgunk. Kant tiltdsa nem megalapozhato, ha analitikussagon
sziikségszertiséget értiink. Nincs tehat jelentésbeli eltérés a ,Heszperosz az Phoszphorosz”
és a ,Heszperosz az Heszperosz” mondatok kozott, Frege paradoxona feloldodik az
oksagi torténeti elméletben. A feloldas centralis 1épése, hogy komolyan vegyiik, hogy
az azonossag nem nevek kozotti relacio, hanem dolgok kdzotti. Ahogy a 0 < 1 sem nevek
kozotti relacio, hanem a jelolt dolgok kozotti relacio.

3.4. Hilbert szimbolumai

Hilbert a kévetkezd operatorokat vezette be a logika nyelvébe.

3.4.0.1. A hatarozott individuumleiras:
(tz)A

Ennek szandékolt jelentése: az a dolog, ami A tulajdonsagi. Ezt a termet csak akkor
lehet hasznalni ennek a jelentésnek megfelel§ értelemben, ha teljesiil a

= @) (A& (vy)(ly/2]A Dy = 7))

szemantikai (értsd: bizonyitaselméleti jelentéselméleti) feltétel, ellenkezs esetben (1x)A
nem fejezi ki a szandékolt jelentését. Ha ez az egzisztenciafeltétel teljesiil, akkor a ra
vonatkozo6 axiomat fel kell venni az axiomak kozé

[(cx)A/2] A & (Vy)([y/x]A Dy = (ex)A)

amely tehat rogziti, hogy mi a (wx)A bizonyitaselméleti jelentése és innentdl legitim
modon, azaz a szandékolt jelentésével 6sszhangban hasznalhatd a term.
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3.4.0.2. A hatarozatlan individuumleiras:

(nx)A

Ennek szandékolt jelentése: egy dolog, amely A tulajdonsagti. Ezt a termet csak
akkor lehet hasznalni ennek a jelentésnek megfelelg értelemben, ha teljesiil a

F(dx)A

feltétel, ellenkezé esetben (nr)A nem fejezi ki a szédndékolt jelentését. Ha ez az
egzisztenciafeltétel teljesiil, akkor a ra vonatkozé axiomat fel kell venni az axiémék kozé

[(nx)A/x]A

amely tehat rogziti, hogy mi a (nx)A bizonyitdselméleti jelentése és innentdl legitim
modon, azaz a szandékolt jelentésével 6sszhangban hasznalhato a term.

Vilagos, hogy (1z)A és (nx)A modellelméleti szemantikailag csak parcidlisan értelmezett
operatorok lehetnek és csak akkor hasznalhatok a szandékolt modon, amikor az
egzisztencia-unicitas formulajuk illetve az egzisztenciaformuldjuk bizonyitottak. Hilbert
bevezetett még két operatort, melyeknek az egzisztenciafeltétele klasszikusan mindig
teljesiil és modellelméleti faktualis értékiik is mindig értelmezettek (értelmezettek tudnak
lenni).

3.4.0.3. A feltételes hatarozatlan individuumleiras
(ex)A

szandékolt jelentése: egy olyan dolog, mely A tulajdonsagii, ha van egyaltalan
A tulajdonsagi dolog. Egrisztenciaformuldja ez lenne:

Fo (32)(((Fy)ly/2]A) > A)

ami a klasszikus logikdban trividlisan teljesiil. Valoban! Modellelméleti szemantikailag
igazolva. Tegyiik fel, hogy van A tulajdonsagi x. Ekkor (Jy)[y/z|A igaz és A is azaz
(Fy)y/z]A) D Ais igaz, azaz (3x)(((Jy)[y/z]A) D A) igaz. Ha nincs A tulajdonsagi z,
akkor (Jy)[y/z|A hamis és abbol minden kovetkezik.

Intuicionista logikdban azonban nem levezethetd a fenti allitds. Ha felvessziik az alabbi
axiomat, melyet az elsé epszilon axiémanak neveziink

(e1) (Fz)A D [(ex)A/x]A
akkor a (ex)A-t a sajat szandékolt jelentésének megfelelGen hasznalatjuk, és ennek nincs

semmi szemantikai el6feltétele, pusztan az axioma megkdvetelésével adodik.

Megjegyezziik, hogy ha bévitjiikk a nyelvet (ex)A-vel és feltessziik az intuicionista
logikaban (£1)-t, akkor az egzisztencialis kvantor kovetkeztetési szabélyai miatt teljestilni
fog:

by (3x)A = [(ex)A/z]A
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3.4.0.4. Hilbert-féle 7 operator
(tx)A

szandékolt jelentése: egy olyan dolog, amely ha A tulajdonsigi, akkor minden
dolog A tulajdonsagu egzisztenciaformulaja ez lenne:

Fo (32)(A O (Vy)ly/z]A)

Ami szintén triviadlisan teljesiil a klasszikus logikdban, de az intuicionistdban nem. Es a
hozza tartozo axioma, transzfinit axiéma,

[(t2)A/z]A D (Vx)A

Es persze

Fr[(rx)A/z]A = (Vx)A

3.5. A Heyting-aritmetika és Hilbert két epszilon axiémaja

Az alabbi két tétel alapvets jelentGsségl az intuicionista aritmetikdra, azaz a Heyting-
aritmetikdra vonatkozolag. A Peano-(Heyting-)aritmetika (egy) nyelve: a konstans
nulla, a rakovetkezést egyvaltozos fiiggvényjele, és két kétvaltozos fiiggvényjel (osszeadas,
SZOTZ4s)

0 S() +
Axiémai:
(Vo) (Vy)(S(z) = S(y) = v =y), (Vz)(S(x)#0),
(Vo) +0==x), (Vo)(Vy)(z+S(y) =Sz +y)),
(Vz)(z-0=0), (Vz)(Vy)(z-S(y) = (z-y) + )
([0/2]A & (V2)(A D [S(z)/2]A) ) D ((Vz)A)

Ez a klasszikus logikaval ellatva a Peano-aritmetikat (PA-t) adja, az intuicionista
logikaval a Heyting-eritmetikat (HA-t).

3.5.0.1. Megjegyzés. Most két intuicionista logikai tételt igazolunk, amint
bevezetjiik az epszilon szimboélumokat és elGszor az elsé majd mindkét epszilon axidomat.
[+¢ az els6 epszilon axiomaval bévitett intuicionista logikat jeloli. A tételek azt allitjak,
hogy ha HA-ban felvessziik az els6 epszilon axiémaét, akkor ez HA-t majdnem klasszikussa
teszi (mindegyik De-Morgan-azonossag teljesiilni fog). Ha pedig a masodik epszilon
axiomat (extzenzionalitasi axiomat), azaz a

(Vz)(A= B) D (ex)A = (ex)B

sémat is felvesszilk HA axiomai kozé, akkor ez teljesen klasszikussé, azaz PA-va teszi
HA-t. Nincs tehat extenzionalis epszilon kalkulusra épitett HA, csak PA.
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3.5.1. Tétel
— Bell - Ha a és b konstansjelek, B, C' formuldk, akkor

{(Vz)(x =aVz#a)aib}be(~(B&C))D((~B)V(~0))

3.5.1.1. Bizonyitas. Legyen
Alz)=(x=a& B)V (x #a& C)
Ekkor
l_I A(CL) B
H A(b) =C
Fim A = ((z=aD~B) & (z #a D~ ())

Ez utébbi amiatt, hogy Fi~ A =~ (z = a& B)& ~ (z # a& C). Ebbdl indirekt
bizonyitassal jon ki midkét irdny. Most, mivel a kontrapozici6 a koévetkezd formaban
igaz: (E D F) D (~ F D~ E), ezért igaz (E=F) D (~ E =~ F) is. Axiéma az, hogy

Fi~ A(a) =~ A((ex) ~ A)
Fin A(b) =~ A((ex) ~ A)
Az alabbi pedig a kontrapozicié miatt igaz:
Fi~ A((ex) ~ A) =~ B
Fi~ A((ex) ~ A) =~ C
amibd6l nekiink most csak ez kell:
Fi~ B D~ A((ex) ~ A)
i~ C D~ A((ex) ~ A)
Most ~-et megint nem tordlhetiink, igy ebbdl kdvetkezik
~r~ A((ex) ~ A) bi~~ B

~~ A((ez) ~ A) Fio~ O

azaz

~~ Al(ex) ~ A) From B~ C

azaz

~r~ A((ex) ~ A) Fi~~ (B & C)
~~ A((ex) ~ A) Fi~~ (B & O)

Amit Gjra kontraponalva

~roro (B & C) Fromo A((ex) ~ A)
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azaz

~ (B & C) i~ A((ex) ~ A)
Most behelyettesitjiik ~ A(z)-be (cx) ~ A-t, és kapjuk:
~(B&O) I ((ex) ~A=a>~B) & ((ex) ~A#£a >~ C)
Mivel pedig tudjuk, hogy
Fi (en)(~ Ax) =a V ()(~ A(2)) £ a
ezért

~(B&C)Fi(~B) vV (~C)

3.5.1.2. Extenzionalitas. A maéasik érdekes eredmény az extenzionalitidsi axidoma
kovetkezménye, mely az alabbi. A méasodik epszilon axiéma, vagy extenzionalitasi
axiéma

(V)(A = B) O (ex)A = (ex) B

I4-¢ + Ext jeloli az els6 és mésodik epszilon axiomaval b&vitett intuicionista logikat.

3.5.2. Tétel

— Bell — Ha a és b konstansjelek és A(x) akarhany valtozos formula, akkor
{a # b} Fricima A(Z)V ~ A(z)

3.5.2.1. Bizonyitas. Legyen valamely nem x-beli y valtozora
B(z,y) = (y =a) V Alz)

Clz,y) = (y=b) vV A(z)

Belatjuk, hogy az A(z) feltétel mellett B(z,y) és C(z,y) az y-ban ekvivalensek. T. f.,
hogy

Alz) F (y =a) v Alz)

ekkor persze
Alz) F (y =b) v A(z)

és forditva. Tehét

Alz) F (vy)(((y = a) vV A(z)) = ((y = b) V A(z))

Ekkor az extenzionalitasi axidma miatt, azaz

= (Vy)(B(z,y) = C(z,y)) D (ey)B = (ey)C

miatt

A(z) F (ey)B = (ey)C
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azaz kontrapoziciéval:

(ey)B # (ey)C kb~ A(z)
Vilagos, hogy a és b teljesiti B-t és C-t, azaz
F B(z,a)
= C(z,b)
Ezért az epszilon axidomak miatt
= [(ey) B/ylB(z,y)

= [(ey)C/ylC(z,y)

Azaz
F(ey)B=a VvV A2)) & ((ey)C =b VvV A(z))

Ez a disztributiv szabaly miatt
- (ey)B=a & (ey)C = b) V Alx)
Esetszétvalasztassal haladunk tovabb
- A(z)

esetén

FA(z) vV ~ Az)
Fey)B=a& (ey)C =b
esetén pedig az egyenlGség axidméi miatt
= (ey)B # (ey)C
Ellenkez6 esetben ellentmondasra jutnank. Tehat

F~ A(z)

amibdl

FA() v ~ Az)

3.5.2.2. Megjegyzés. HA-ban igazolhat6 minden a termre, hogy (Vz)(x = aVx # a),
ezt ugy mondjuk, hogy az x = a formula eldonthetd az intuicionista logikdban. Tovabba

minden a termre HA F a # S(a).

Mindennek van egy lényeges kovetkezménye. Bell fenti két tétele HA-ban érvényes, ha
bevezetjiik HA-ba az epszilon axioméakat. Eppen ezért HA dtmegy PA-ba, ha a nyelvet
kvantorelimindljuk az epszilon axiomdkkal.
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3.6. Primitiv rekurziv szamelméleti fiiggvények

A kovetkez6kben defindljuk egyfel6l, hogy PA-ban melyek a primitiv rekurziv
termek (¢(v; ...v,)-ek, melyek a névkonstansokbol és a réakovetkezésbdl iteracioval és
helyettesitéssel definidlhatoak), és a primitiv rekurziv szamelméleti fiiggvények (melyek
a reprezentalhatoak PA-ban primitiv rekurziv modon).

A tovabbikaban
t(’Ul e Un)

jeloljik az olyan ¢ termeket, melyek szabad valtozoi a vy,...,v, koziil keriilnek ki, de
nem feltétleniil mindegyik.

3.6.1. Definici6
Tetsz6leges I' C Sent(PA) mondatosztaly és (v ... v,) term kozott definidlunk egy
r ‘PR t(Ul e Un)

relaciot, melyre gy fogunk utalni, hogy a I' feltételekkel ¢(v; ...v,) primitiv rekurziv
term. Ennek levezetési szabdlyai a kévetkezok:

[ :pr k I :pr S(vi)
ahol k£ kannonikus term, vagyik az
KT = {0, 5(0), S(S(0)), ..}

halmaz eleme, és v; tetszéleges valtozd (a konstansok primitiv rekurziv termek, a
rakovetkezés primitiv rekurziv term).

I':pr 7’(112,---7%) I' :pr 5(“1;---,Un+1)
ru Fr,s7t ‘PR t(Ul ce Un)

ahol v;-k tetszGleges valtozok, r(ve,...,...v,) és s(v1,...,Uye1) termek,

Frose=1{ (Yuo)...(VYu,) t(0,v9,...,0,) = r(va...0,),
(Vvg) ... (Vo) t(S(k),va...v,) = s(k,ve, ..., 0, t(k,vo, ..., V) brekT

¢s KT = {0,5(0), S(S(0)),...}

3.7. A Hilbert-program és mddszerei
3.7.1. Kvantormentes aritmetika

1920 nyaran vette kezdetét az a kutatdsi program, melynek célja a matematika
ellentmondéasmentességének igazolasa volt ennek els6 eredménye a propozicionalis logika
ellentmondéasmentességének igazolasa, majd az aritmetika egy igen gyenge elméletének
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ellentmondésmentes megalapozasa. Ezt a jellegzetes elméletet mutatjuk be most.
Tekintsiik a kdvetkezs nyelvet:

Termek: 1, t + s, ha t, s termek.
Formuldk: t = s, ha t, s termek, A = B, ha A, B formulék.

Axiémak:
1=1
t=s = t+1=s+1
t+1=s+1 = t=s

t=s = (t=r = s=r)

“ .0,

Kovetkeztetési szabaly, a modusz ponensz:

A A= B
B

Ez a rendszer ellentmondasmentes, ugyanis az 141 = 1 formula nem levezethetd. Legyen
ugyanis egy A formula korrekt, a kovetkezs esetben: 1) ha A elemi formula és t = t
alaka korrekt, ha nem t = t alakd, akkor inkorrekt. 2) Ha A azonos egy B = C
alakd formuléval, akkor A legyen inkorrekt, ha B korrekt és C' inkorrekt, a tobbi esetben
korrekt:

B C B=C
korrekt korrekt korrekt
korrekt | inkorrekt | inkorrekt

inkorrekt | korrekt korrekt
inkorrekt | inkorrekt | korrekt

Most ellenérzéssel beldthatjuk, hogy minden axiéma korrekt, tovabba, hogy a MP
megorzi a korrektséget. Kovetkezésképpen minden levezetheté mondat korrekt. Ha tehat
van inkorrekt mondat, az nem levezethet6. Marpedig az 1 + 1 = 1 inkorrekt.

Lathato, hogy itt az értékelés szintaktikus (grafikus) kritériumok alapjan ment, tehat
fiiggetleniil attol, hogy mi a szandékolt jelentése a mondatnak. Pl. (1+1)+1 = 14+(1+1)
sem korrekt (igy nem is levezethet$) pedig igaznak gondoljuk. Ez a formalis modszer
alapvetének mondhat6é a Hilbert-programban, ahol formdlison pontosan ezt a nem
szemantikust, jelentésmentes értékelési modot értjiik.
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3.7.1.1. Megjegyzés. Az abszolut konzisztenciabizonyitdsoknak nem csak ez az
egyetlen stratégiaja. Az intuicionista logika normalizacids tételének egy kivetkezménye
a részformula tétel, mely szerint a intiucionista logikaban egy A formula I'-bol valo
normal levezetése olyan, hogy az abban el6fordulé formuldk vagy az A-nak vagy a I’
elemeinek részformulai. Kovetkezésképpen, ha van A-nek levezetése (F; A), azaz van
normal levezetése, akkor ennek levezetése az egyelemit (A) sorozat. Ez viszont nem
bizonyitas.

Mivel a bizonyitaselméletnek van kiterjedt szemantikdja (jelentéselmélete) ezért
egyaltalan nem mondhatjuk, hogy a normalizaciora hivatkozé ellentmondasmentességi
bizonyitasok formalisak lennének a fenti értelemeben, hiszen a normalizécids tétel vilagos
jeletéssel bir (éspedig ez a kovetkezd: mivel a bevezetési szabalyok részben igazoljak a
kikiiszobolési szabalyokat, ezért sziikségtelen inverzio (E-szabalyt megel6z6 I-szabéaly)
szereplése a bizonyitasokban).

3.7.2. A Bourbaki-logika nyelve és elmélete

3.7.2.1. A Hilbert-féle epszilon szimbdélum formalis nyelvi alkalmazasai
Ugyan a Hilbert-féle epszilon szimbolum a konzisztenciabizonyitasok eszkozeként
lett bevezetve, szamos alkalmazasara lelhetiink a matematikai logika (choice-logic),
a matematika formalizacioja (Bourbaki-féle formalis nyelv), a nyelvészet (donkey
sentences), nyelvfilozofia (hatarozatlan individuumleirasok) teriiletein. Mindenképpen
érdekes (és bizonyitaselméletileg hasznos) nyelvi konyezetbe dgyazza a halmazelméletet,
ha a formalizicidjat a Bourbaki-féle formalis nyelvén prezentaljuk.

3.7.2.2. Definici6 A logikai jelek és segédszimbolumok ebben a nyelvben
\V — = IS O

itt O nem a sziikségszeriiség jele, hanem egy grafikus manipulaciokban hasznalando
szmbolum. Ezeken kiviil vannak valtozok: z,y, z, ..., relaciojelek (predikatumjelek):
r,p,q, ..., figgvényjelek f,g,s,... ez utébbi kett6hoz egy természetes szam is rendelve
van, ami a relacio- ill. fiiggvényjel aritasat, valtozoszamat adja. A termek és formulak
egyszerre vannak definidlva:

1. a valtozok és konstansok (nulla valtozos fiiggvényjelek) termek.

2. ha tq,...,t, termek, akkor egy n valtozos f fiiggvényjellel

ftb s 7tn
term (atomi termek). Jele: f(ty,...,t,).

3. ha ty, ... t, termek, akkor egy n valtozos r relacidjellel
T‘tl, PN ,tn
formula (atomi formula), jele r(ty,...,t,), ha t,s term, akkor
=1s

formula (atomi formula), jele t = s
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4. ha A, B formulak, akkor
—-A VvV AB

formulak, jeleik rendre —=A és AV B

5. ha A formula és z valtozo, akkor az a szimbélumsor, melyet tgy kapunk, hogy az
A-ban az x Osszes szereplése helyére a O-ot tessziik, az igy nyert formula elejére a
e-t helyezziik és ezt a karakterlanc f616tt haladé vonalla az imént behelyettesitett
O-okkal Gsszekotjitk az egy term. Jele: (ex)A.

Tovabbi metajelolések, ha A, B formulak:
AANB:=-V-A-B
A= B:=V-AB
A B:=(A= B)AN(B=A)

a zardjelek metanyelvi szimbolumok és nem targynyelviek.

Helyettesités: [t/z]A az a kifejezés, melyet ugy nyeriink, hogy az A-ban az x helyére
mindenhol egyszerre a t termet tessziik (A lehet term is). Az egyszerre kitételnek akkor
van jelentGssége, ha t-ben is szerepel x.

(Fz)A = [(ex)A/x]A
(Vo)A = —[(ex)(—A)/z](—A)
Példak. Ha r, p kétvaltozos relaciojelek, akkor

o

(ex)(r(z,y) Vp(z,2)) = \/pﬁyrﬁz

o o |
(E)(r(,9)) = [(ea)rag) fal(ray) = rbribyy
Az egy epszilonos szerepléses kifejezések egyszertien rekonstrualhatok. A két epszilonos
szereplésesek mar problémat jelenthetnek:

(3x)p(x pzspﬁlﬁ 5p&lﬁ

lehetne-e rekonstruélni ezt két valtozoval:

p(ey) (pyy)(e2)(pz2)

Igen, igy is keletkezhetett ez a formula, de ez azonos, azaz minden tekintetben ugyanak,
mint p(ey)(pyy)(ey)(pyy). A metajelolés azt sugallja, hogy a két formula nem azonos,
pedig az.

Ll
(Vy)(3z)(r(z,y)) = ﬂﬂrerﬁe—'rerﬁﬁﬁ eﬂrerﬁﬁﬁ
Ennek is lehet mas rekonstrukcioja, de attél még a két formula azonos. A
(Vy)(3z)(r(x,y)) nem a formula kanonikus rekonstrukcioja (a formula-term definicio

értelmében), hanem egy grafikus manipulacio, mely azonosat ad egy kanonikus
rekonstrukcioval.
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3.7.3. A Bourbaki-logika logikai axiémai és levezetés

Hilbert—Ackermann-axiomarendszer. Minden A, B, C formuléra axiéoma az aldbbi Osszes
formula

(AVA)=A
A= (AV B)
(AVB)= (BVA)
(A= B)= ((CVA) = (CVB))
Az els§ epszilon axiéma (transzfinit axioma). Minden ¢ termre, = véltozora és A
formulara axioma az aldbbi Osszes formula

([t/z]A) = (3z)A

A maésodik epszilon axiéma (extenzionalitisi axiéma). Minden x véltozora, A és B
formulara axiéma az aldbbi sszes formula

(Vz)(A < B)) = ((ex)A = (ex)B)

A Leibniz-szabaly. Minden ¢ és s termre, x valtozoéra és A formulara axioma az alabbi
Osszes formula

(t =s) = (([t/z]A) & ([s/z]A))

A fenti hét formulaosztaly formulaséma, azaz a benne szerepld jelek A, B,C,t,s,x

A

formulaosztalyon beliili formulat kapunk.

Levezethetd egy A formula egy I' formulahalmazbol, ha a Hilbert-féle levezetési
rendszerek definicioja értelmében a modus ponensszel

A A= B
B

, mint egyetlen kdvetkeztetési szabéllyal levezethetd.

3.7.3.1. Megjegyzendd, hogy nem levezetési szabidly a rendszerben az univerzalis
generalizicio

A
(Vz)A

(a V bevezetési szabélya), mert nem is mondhato ki: nincsenek szabad és kotott valtozok.

A centrélis fogalom a formulaosztalyok (formulasémak) helyettesités-invariancidja. Az S
formulaséma helyettesités-invarians ha minden x valtozo, t term és A formula esetén, ha
A az S eleme, akkor [t/x]A szintén S eleme. Ez a szemantikaban is lényeges szerepet fog
jatszani. Faradtsagos munkaval kimutathato, hogy a fenti axiémasémék helyettesités-
invaridnsak. Ehelyett két, a kvantorokkal kapcsolatos nagyon érdekes tételt emlitiink.
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3.7.3.2. Az egzisztencidlis kvantor epszilonos alaptulajdonsaga. Legyen I’
formulahalmaz, A formula és x valtozo.

I'F(dz)A = ha wan olyan t term, amivel I' - [t/x]A

Ugyanis, visszafelé az els6 epszilon axioma miatt igaz, odafelé pedig a (Jz)A =
[(ex)A/z] A definicio miatt trivialis.

3.7.3.3. Az univerzalis kvantor epszilonos alaptulajdonsaga. Legyen I
formulahalmaz, A formula és z valtozo.

['F (Vz)A = ha minden t termre I' - [t/x] A

Tudjuk (Vo)A = [(ex)(—=A)/z]-—A, ami a kettSs tagadas torvénye miatt ekvivalens
[(ex)(—A)/z]A-val. Tehat jobbrél balra, ha minden termre I' - [t/x]A, akkor I'
[(ex)(—A)/z]A-ra is, azaz ' = (Vz)A. Balrél jobbra. Axiéma, hogy minden t¢-
re [t/x]-A = (Jz)-A, azaz [t/z]-A = |[(ex)(—)/x]-A. De a De-Morgan-szabaly
miatt ekkor - —[(ex)(—A)/z]-A = [t/x]-—A, azaz a kettSs tagadas torlése miatt
F=l(ex)(mA)/x]-A = [t/z]A. Kész.

3.7.4. A halmazelmélet és két részelmélete

Setg

A halmazelmélet szimbolumai a Bourbaki-logikaban:
- V € O = €

Az epszilonos Lset . nyelv egyetlen nemlogikai jele tehat a kétvaltozos € szimbélum. Ha
t, s termek, akkor t € s olvasata:

,a t halmaz eleme az s halmaznak”.

Set( jeloli az Lset . nyelv feletti epszilonos predikdtumkalkulust, azaz a halmazelmélet
tisztan logikai részét. Ha tehat egy A formuléra:

l_Seto A
akkor az azt jelenti, hogy csak a logikai axiomakbol levezethets A, azaz logikai tétel.

Az epszilonos halmazelmélet legfontosabb forgalma a kollektivizalé formula.
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3.7.4.1. Definici6 - x-ben kollektivizdlo formula — Azt mondjuk, hogy az alabbi
formula kifejezi, hogy az Lset. nyelv A formuldja kollektivizaloé az x valtozoban, ha y
tetszbleges x-t6l kiilonbozd valtozo

(Fy)(Vr)(r €y & A)

Ezt a formulat coll,(A)-val jeloljiik. (Ez a formula azt jelenti, hogy van olyan y halmaz,
mely azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy v elemének lenni pontosan azt jelenti, mint
az A tulajdonsagnak eleget tenni. Azaz hogy van az a halmaz, mely pontosan az A-t
teljesité halmazokbol all.)

3.7.4.2. Tény. Hat barmilyen z-t6l kiilonb6z6 term, akkor x € ¢t mindig kollektivizalo
z-ben, azaz
Fset, coll(z € 1)

(A tétel azt mondja, ki, hogy ha ¢ halmaz, akkor # € ¢ mindig kollektivizalé formula
az x-ben, azaz ha t halmaz, akkor mindig létezik azaz halmaz, mely pontosan azokat az
elemeket tartalmazza, melyre z € ¢ teljesiil. Példaul a

(ey)(Vz)(zr €y & x €1L)

termmel jelolt halmaz biztosan az. Még nem tudjuk Setyp-ban, hogy ez egyenlG-e t-vel,
azt csak a meghatarozottsagi axioma megkovetelésével deriil ki.) Bizonyitas: trivialis
logikai tétel.

3.7.4.3. Tény — z-ben kollektivizdlo formula dltal meghatdrozott halmaz — Ha Fse,
coll,(A), akkor az {x | A}-val jelolt (cy)(Vz)(z € y < A) term olyan, melyre:

Fset, (Vz)(2x € {2 | A} & A)

(Ebben a logikdban a {x | A} szimbolum a nyelv része, hisz ez egy epsilon-term.) Biz.:
trivialis logikai tétel.

3.7.4.4. Tény — Russell-tétel — Ha x tetszbleges valtozo, akkor
Fset, —coll,(x & )
azaz Fser, 7(Jy)Va)(x €y & = € x)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy valamely ¢ termmel: Fse, (V2)(z € t < x & x). Ekkor
persze x-be t-t helyettesitve:
Foey tEL < Lt

Azaz indirekt feltevésiink ellentmondéasra vezetett.

Setc

86



Jeloljiik Seto-vel azt az elmétetet az Lset . nyelv felett, melynek egyetlen axidmasémaja
(a korlatozatlan komprehenzivitas axiomaja) "coll (A)7, azaz

Fy)(X)(xcy < A)

azaz X,y valtozé kategoridju egymastol kiillonbo6z6 sémavéltozok, A formula kategoridja
sémavaltozo.

3.7.4.5. Tény — Russell-antindmia — Setc ellentmondésos elmélet.

Bizonyitds.  Fse, —coll,(x ¢ ), mikézben a coll,(x ¢ z) a korlatozatlan
komprehenzivitas axiomasémajanak egy esete.

Set,

Jeloljiik Set,-gal azt az elméletet az Lse . nyelv felett, melynek egyetlen axiémasémaja
(a részhalmaz aziomaséma vagy a korlatozott komprehenzivitas axiomasémaja) a

(sub) (Vx)(A = (x € t)) = collx(A)
(ahol x nem szerepel t-ben) és egyetlen explicit axiomaja (a meghatdrozottsdgi arioma)
(ext)  (Vo)(Vy)((V2)((z € 2) & (2 € y)) = (z = y))

Az egyetlen formulabdl 4ll6 axiomakat explicit axiomdknak szoktuk nevezni, szemben az
ugyanolyan alaki formuldk sokasagabol allo axiomasémakkal.

3.7.4.6. Tény — Az iires halmaz létezése Set,-ban —
Fset, coll,(z # x)
Bizonyitas. Ugyanis ha t tetszGleges term, amely nem tartalmazza x-et, akkor
(Vz)(x #x = (x €t)) = coll,(z # z)
a részhalmaz axiomaséma egy esete és mivel
Fset, (V2)(x # 2 = (x €1))

ezért

Fset, colly(z # x)
Legyen () az (cy)(x € y < x # x).

87



3.7.4.7. Tétel — A komprehenziv rész abszolut ellentmonddsmentessége —  Set,
ellentmondasmentes.

Bizonyitas. I.) A halmazelmélet nyelvének szintaktikus értékelésének nevezziik azt az
alabbi fiiggvényeket
w“(:) =1, wii(E) =1
)

win(=) =1, win(€
(wWhi(=) =h,  wni(€) =1
whh(:) =h, whh(E) = h)
Ezeket kiterjeszthetjiik a formulakra a kdévetkez6 moédon: ha A azonos —B-val, akkor
w(A) = i pontosan akkor, ha w(B) = h, ha A azonos B V C-vel, akkor w(A) = h
pontosan akkor, ha w(B) =i és w(B) = h. Vilagos, hogy 1) az értékelések megérzik a
modusz ponenszet, 2) helyettesitésinvariansak a kovetkezs értelemben: ha w szintaktikus
értékelés, akkor

w([t/x]A) = w(A)

I1.) Az értékelések mindegyike a Hilbert—Ackermann-axiomasémak az els§ epszilon
axiomasémahoz és a Leibniz-szabaly minden eleméhez az i-t rendeli, koziiliik az w;; és wyy,
a masodik epszilon axiomasémahoz rendeli az i-t. Elegendd a harom utolsét megvizsgalni.

w(t/z]A = [(ex)A/z]A) =w(A= A) =i
wt=s= (t/x]A < [s/z]A) =w(t=s= (A< A)) =1
wis((Vz)(A < B) = (ex)A = (ex)B) =i
mert az ¢ mindenbdl kévetkezik és wi. ((ex)A = (ex)B) =i

Belatjuk, hogy az axiomakhoz w;, az igazat rendeli. A meghatarozottsagi axiémahoz
azért rendeli az i-t, mert az igaz mindenbdl kévetkezik.

A részhalmaz axiémahoz pedig azért rendeli az igazat, mert:
win(Vx)(A = (x €t)) = collk(A)) =wi (A= h)= (he A) =i

Tehat minden olyan formula, melyhez w;, hamisat rendel nem levezethets: pl. t # s
vagy t € s. De ilyen a paraxiéma, a hatvanyhalmaz axiém vagy a végtelenségi axioma
is.

Az aldbbiakat rendre paraxidoménak, hatvanyhalmaz axiéomanak ill.  végtelenségi
axiomanak nevezziik:

(cou) (Vz)(Vy)coll,(z = x V 2z = y)

(pow) (Vz)coll,(Vy)(y € z = y € 1))
(inf) (Fx) (D ex)A(Vy)lyex =y €x)
ahol y* =y U {y}
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3.7.4.8. Megjegyezziik, hogy ha Set,-hoz hozzavesszilk az uni6é axidomat és a
kivalasztasi axiomat, akkor ellentmondésmentes marad (ez Set,.). Itt az uni6 axiéma:

(uni) (Vz)coll.((Fy)(z €y = y € x)
Set”

Jeloljiik Set"-gal azt az elméletet az Lser. nyelv felett, melynek explicit axiomai a
meghatarozottsagi axidma, a paraxioma, a hatvanyhalmaz axiéma, az uni6é axiéma és a
végtelenségi axioma:

Set* = ext cou pow uni inf

3.7.4.9. Tétel — Az iterativ rész abszolit ellentmonddsmentessége —  Set”
ellentmondésmentes.

Bizonyitas. Csak azt kell ellenérizni, hogy a w;; az axiémakhoz az i értéket rendeli.
Ekkor minden pl. t # s alakd formula nem levezethets. De fiiggetlen a Russell-kijelentés:
coll,(z & ) és a részhalmaz axiéma egy esete is.

3.7.4.10. Megjegyezziik, hogy ha Set*-hoz hozzavessziik a kivalasztasi axiomat,
akkor ellentmondésmentes marad.

3.7.4.11. Megjegyzés. Az el6bbikét tétel nagy jelentGsségii a matematikafilozofisban.
Ezek szerint a halmazelmélet, mely az alabb axiomakbol all:

Set;r = sub ext cou pow uni inf

két jellegzetes részelmélete abszolut ellentmondasmentes, mikézben maganak a
halmazelméletnek az abszolit ellentmonddsmentességét még nem tudjuk jelenleg
igazolni. Az egyik részelmélet a

Set, = sub ext

komprehenziv rész, melynek az alapotlete, hogy halmazokat tulajdonsagokkal
definialunk. Masfeldl a
Set*) = cou pow uni inf

(itt az ext sziikségtelen is), mely az iterativ rész, ami abban nyilvanul meg, hogy
a halmazokat épitgetéssel definidlunk és nem tulajdonsigokkal. A két elmélet
komplementer jellegli abban az értelemben, hogy az els6nek csak egyetlen explicit
axiomaja van, mig a mésodiknak nincs egyaltalan axidémasémaéaja, de van sok explicit
axiémaja.

Ezt alatamaszto eredményre jutott Boolos is, aki a Még egyszer az iterdciordl c.
cikkében kifejti, hogy mindkét szemlélet valamiféle halmazelméletet hataroz meg, de
egyik sem kitiintetett a mésikhoz képest, azaz nem alapozhaté csak az egyikre a teljes
halmazelmélet. Mi itt azt lattuk be, hogy mindkét alapszemlélet legitim, azaz barmelyik
onmagaban ellentmondasmentes rendszert alkot, bar hogy egyiitt mit csindlnak, azt nem
tudjuk még.
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4. Godel-tételkor

4.1. Cantor diagonalis érve

Mind a Godel-tételek, mind a logikai ellentmondésok egy térél, a diagondalis érvelésrél
fakadnak. Legvilagosabban ezt a Cantor-tétel bizonyitasabol olvashatjuk ki.

Cantor-tétel — Ha H halmaz és P(H) az Osszes részhalmazanak halmaza, akkor nem
létezik bijekcio H-bol P(H )-ba, azaz olyan f : H — P(H) fiiggvény, melyre tejesiil, hogy
minden értéket csak egyszer vesz fel és minden P(H)-beli K esetén van olyan k € H,
hogy f(k) = K.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van ilyen f. Vegyiik a kovetkez6 halmazt:
M:={reH|x¢f(z)}

Ekkor M € f(M) & M ¢ f(M). Antorpomorf interpretacioban (Smullyan), egy
univerzumban végtelen sok tudatos lény van. A lények nagyon szeretnek bizottsagokat
alapitani: minden lehetséges modon véalasztott részhalmazuk bizottsagot alkot. Pl. az
iires halmaz is bizottsag, ebben éles vitdkra nem kell szamitani. Egy jegyz6 szeretné
szambavenni ezeket, és mivel végtelen sok lény van, reményt taplal arra vonatkozoan,
hogy ezt gy tegye meg, hogy minden egyes bizottsagot egy lényrél és csakis egyrdl
nevez meg. Sikerrel fog-e jarni (ha van annyi ideje, amennyire sziiksége lehet ehhez)?
Legyen M a szerények bizottsidga, azaz mindazoké, akik nem a sajat magukrol elnevezett
bizottsagnak a tagjai. Szerény-e a szerények bizottsaganak névadoja?

Russell nevéhez fliz6dik az impredikabilis predikdtum paradoxona, mely a Russell-
paradoxon rokona.

Az impredikabilis predikdatum paradoxona - Legyen Impr az a predikdtumokon
értelmezett mondat kimenetd funktor, mely pontosan akkor igaz egy predikdtumra, ha
az nem igaz sajat magara:

Impr(p) =, p nem igaz p-re”
Tehéat

Impr(p) <~ p(p)

Itt helyettesitsiink p helyére Impr-t:

Impr(Impr) <~ Impr(Impr)

Ennek a halmazelméleti megjelenése a Russell-antinémia:

R ={{z|pl)} |~p{z [plx)})} = {z [p(2)} [{z [p(2)} & {z | p(z)}}

Nyilvidn mindkettd feloldédsa a ,kereszthivatkozas” letiltasa predikatumok, predikatum
bemenett funktorok és nevek kozott. Ha letiltjuk, hogy az € jel bal és jobb oldaldn
ugyanaz szerepelhessen, akkor feloldottuk az Osszes eddigi paradoxont. (Am, a
paradoxonok természetéhez hozzatartozik, hogy ha kirtugjuk az ajton, bejon az ablakon.)
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4.2. Russell-tipuselmélete

Russell a Mathematical logic as based on the Theory of Types cikkében majd a
Whiteheaddel kozosen irt Principia Mathematica konyvében fejti ki a tipuselmélet
sziikségességét és felépitését. Lényegében a kiovetkezd tipusba sorolja a formadlis nyelvi
kifejezéseket: ¢: nevek, o: mondatok, ezek iteraciojaval: «f...): funktorok. Pl.

~ A o(0)

AV B 0(00)
p(z) o)
(co)ple) (ol)
(Va)p(z, y) o(o(1t))

tipusuak.

Lathato, hogy igy kikiiszobdlhet az impredikabilitas problémaja:
Impr o(o(t))

Ezért Impr(Impr) olyan kifejezés, mely formalhatd, de nem sorolhatd be tipusba.
Az ilyet nem szignifikdins (jelentésnélkiili) kifejezésnek nevezi Russell (1908). Russell
rendszerében a ~, V, (Yv) alapvetd logikai operatorok, de a tobbit, még az azonossagot
is definialni lehet: ha x,y; individuumvaltozok, akkor 1 = y; ugyanis azonos a

(V) (w2(21) D 22(y1))

formuléval.

4.2.1. Godel (technikai) valtoztatasai a Principia Mathematican

Godel a tipusokat egyetlen, a halmazelméletben jol ismert, fogéssal egyszertisitette. A
kezd§ tipus ¢, azaz (1) a kovetkezd a o(¢) tipus, melyet azonositani lehet az individuumok
osztéalyaival (2), a kovetkezs, Russellnél is szerepld eliminécios javaslattal: ha Zp(zx)
jeloli az {x | p(z)} osztalyt, akkor az y € @p(x) kifejezés csak kontextuélisnak szerepel
a formalis kifejezéskeben (azaz a deskripcidokhoz hasonloéan Zp(x) nem wvalddi nevek),
éspedig a kikiiszobolésiik

y € ip(z) < p(y)

A kovetkezd tipus o(o(t)) azaz az individuumok osztalyainak osztalyai (3) ... Nincs
szitkség a kétvaltozos o(we)-ra, mert ez osztalyok osztalyaibol elgallithato: {{a}, {a,b}}
alaku osztalyok osztilya. A vegyes tipusok a vegyes valtozokkal, vagy a halmazelméleti
fiiggvénydefinicioval allithato eld.

A helyettesités axiéoméi. A Subst a(Z) azt a grafikus manipulaciot jelenti, amikor az
a formulaban v helyére a c-t tessziik:

((Vo)a) > (Subst a(Z))
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(Vo)bVa DbV (Vv)a

ahol v nem szerepel szabadon b-ben. A reducibilitas vagy a (tipusonként korlatozatlan)
komprehenzivitas axiomaja:
(Fu)(Vo)(u(v) = a)

feltéve, hogy a-ban nem szerepel v. A meghatarozottsagi axiéma:

(Vz1)(z2(1) = (1)) D (T2 = 12)

4.3. w-konzisztencia és w-teljesség

Godel mutatott ra arra a tényre, (ez centralis jelentGsségii a munkajaban) hogy az
aritmetikdban az (egyszert) inkonzisztencian kiviil van egy formalisan artalmatlan, de
érdekes és nyugtalanité szemantikai inkonzisztencia, az w-inkonzisztencia. ElGszor is
ismételjiik at az ellentmondasmentesség (konzisztencia) és a telnesség fogalmét!

4.3.0.1. Definicié. Legyen £ elsérendd nyelv és £* ennek olyan toredéke, hogy {D
,~} CL* C L éslegyen T C Sent(L¥).

1. Azt mondjuk, hogy T inkonzisztens, ha van olyan A € Sent(L*), hogy T+ A és
Tk~ A.

2. T teljes, ha minden A € Sent(L*)-re T - A vagy T F~ A.

4.3.0.2. Definicié. Legyen £ elsérendd nyelv és £* ennek olyan toredéke, hogy {D
,~,V} C L* C L (elég, ha V valamilyen adekvat értelemben kifejezhets) és legyen
T C Sent(L*). ny,ng,...,nk,... végtelen sok kitintetett zart term.

1. Azt mondjuk, hogy T (az ni,nsg,...,ng,... -ra vonatkoztatva) w-inkonzisztens,
ha van olyan A(z) formula, hogy T'F A(ny), minden k-ra és T' F~ (Vz)A(x).

2. Azt mondjuk, hogy T (az ny,na, ..., ny, ... -ra vonatkoztatva) w-teljes, ha minden
A(z) formulara, ha T+ A(ng), minden k-ra, akkor 7'+ (Vx)A(x).

Vilagos, hogy ha T w-konzisztens, akkor (egyszertien) konzisztens is, hiszen van
nem levezethetG mondata. Az w-inkonzisztencidb6l azonban nem kovetkezik az
inkonzisztencia, erre Tarski mutatott is példat.

Vilagosak tovabbé az ellenkez6 tulajdonsagok:

1. T (az ny,ng,...,ng,... -ra vonatkoztatva) w-konzisztens, ha minden A(x)
formulara vagy T't/ A(ny), valamely k-ra vagy T t/~ (Vz)A(z).

2. T (az ny,ng,...,ny,... -ra vonatkoztatva) w-nemteljes, ha van olyan A(x)
formula, hogy bar T'+ A(ny), minden k-ra, de TV (Vz)A(x).
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4.3.0.3. Példak. 1) Erdekes példat tudunk mondani az epszilonos logika kérébél.
Ott, (Vx)A(x) pontosan akkor levezethet§, ha minden ¢ termre A(t) levezethetd,
hiszen a (ex)(——A(z)) ilyen term. Tehat ha egy epszilonos T' elmélet konzisztens egy

megszamlalhato nyelven, akkor az Osszes zart termek ¢4, £o, ... sorozatara vonatkozoan T’
w-konzisztens. Hiszen, minden A(z)-re az A(t;), A(t2), ...pontosan akkor levezethetd,

ha (Vx)A(x) levezethets. Azaz ha A(ty), A(t2), ... mindegyikének levezethetdsége mellett
~ (Vx)A(x) is levezethets lenne, akkor inkonzisztens lenne az elmélet.

2) A PA nyelvén ez a fogalom mindig a 0,5(0),S(S(0)),... termekre vonatkozik.
Szemantikai ellentmondas 1évén modellelméleti szemantikai példat érdemes mondani,
éspedig mutatunk egy relativ konzisztens, relativ w-inkonzisztens elméletet.

Bovitsiik a ¢ individuumkonstanssal PA nyelvét és tegyiik fel rd a ¢ # n axidmasémat,
ahol n végigfut az 0,5(0),5(5(0)),... kanonikus termeken. FEz az elmélet relativ
konzisztens (Set-re nézve), mert PA nemsztenderd mondelljei neki is modelljei, de w-
inkonzisztens, mert a x # c-ba mindegyik 0, S(0), S(S(0)), .. .-t helyettesitve levezethets
formulat kapunk, de ~ (Vx)(z # c) is levezethetd, hisz (Vz)(z # ¢) cafolhato az v = ¢
helyettesitéssel. Ez az elmélet w-nemhelyes, ami definici6 szerint azt jelenti, hogy w nem
modellje.

A Godel-bizonyitasban felvet&dik egy masik furcsasig is, ez az a fogalom, ami aztén
Tarskit kezdte érdekelni és w-nemteljességnek nevezett le.

4.3.0.4. Példak. 1) Lehet egy elmélet teljes, de nem w-teljes. Ilyen elméletre szintén
Tarski adott példat (osztalykalkulus egy verzija).

2) Készitiink egy abszolut konzisztens, w-nemteljes, w-helyes elméletet. Hilbert elsé
axiomarendszerét vessziik egy kis modositassal: Termek: 1, £ + s, ha t, s termek.
Formulak: t = s, ha t,s termek, ~ A J/A = B, ha A, B formulak.

Axiomak:
1=1
t=s = t+1=s+1
t+l=s+1 = t=s
t=s = (t=r = s=r)
Legyen a kanonikus (természetes szamjelek) termhalmaza: 1,1+ 1,(1 4+ 1) + 1,....
Tovabba legyen egy 4j axiéma séma:

1+(14+1)=14+(1+1) = t=t

Ez a (7z)(x = x) = 1+ (14 1) esetet jelentené, ha lenne ilyen. Azt kell belatnunk, hogy
van olyan ,,A(t)” formula séma, hogy ezt minden kanonikus term teljesiti az elméleten
beliil, de az univerzalis allitds nem teljesiil. Igen, k£ kanokikus termre k& = k levezethet6
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indukcioval, de az univrzalis allitds: 1+ (1 +1) = 1+ (1 + 1) nem teljesiil a szigort
értékeléssel, azaz azzal, hogy csak a k = k atomi formulak igazak, ahol k kanonikus
term.

3) Erdemes konstrualni egy abszolit konzisztens, w-inkonzisztens, nem w-helyes elméletet
is az el6bbi elméletb6l. Most Hilbert elsé axidomarendszerét az

I+(1+1)#A1+(1+1)

axioméval és a

I+(1+1)=1+(1+1) = t=t
univerzalis kvantifikaciot bohockodd axidmaséméval bévitjiik. Ezzel a szigoribb, csak a
kanonikus k-ra a k = k-hez igazat rendelG értékelés szerint az axiomak igazak. Az, x = z”
sémaban a kanonikus termeket helyettesitve levezetheté mondatokat kapunk, konzisztens
is, mert pl. 1+ (14 1) =1+ (1 + 1) nem levezethets, mikozben ,~ (Vz)(x = x)”, azaz
1+ (1+1)# 1+ (1+1) axiéma, azaz levezethetd.

4) Egy érdekes 1j fogalom lenne az, ami a negacidteljesség w parja. Egy T elmélet
erésen w-teljes, ha minden A(x) formulara az alabbiak koziil legaldbb az egyik teljestil:
a) T'+ A(n) minden n kanonikus termre,

b) T F~ (Vz)A(x)

¢és nem erdsen w-teljes, ha van olyan A(x) formula és n kanonikus term, hogy Tt/ A(n)
és kozben T t/~ (Vz)A(x). Ha egy elmélet teljes, akkor w-negacioteljes is. Ha nem erdsen
w-teljes, akkor konzisztens az elmélet.

Kissé erdltetet példat tudunk adni (konzisztens) nem erdsen w-teljes, de nem w-helyes
elméletre a hilberti elsg axiémarendszerrel. Legyen egy 1j axidoma séma:

1+(1+1)=1+(141) = I+t=1+t

Itt tehat 1+ (1 4+ 1) = 1+ (1 + 1) azt a szerepet jatssza, mintha az ,1 +x = 1+
x” formula univerzalis lezartja lenne, azaz ,(Vx)(1 + x = 1+ x)” (vagy helyettesitéses
olvasatban: (tx)(1 4+ x = 14 x) = 1 + 1), hiszen parhuzamba éllithato az univerzalis
kvantor kikiiszobolési szabalyaval:

Vz)(14+2z=1+2x) 1+(1+1)=1+(1+1)
1+t=1+¢t 1+t=1+t

Most adunk két értékelést azzal a céllal, hogy belassuk, hogy az ,1+x = 1+2” valamelyik
kanonikus termre nem vezethetd le, de a ,~ (Vx)(1 4+ 2 =1+ x)” sem.

Egyfel6l az az értékelés, mely az atomi ¢t = ¢ formulakhoz rendeli az igazat, egyébként a
hamisat. Ez igazza teszi az axiomaékat, és modusz ponenszre zart. Ezzel az értékeléssel
a,~ V) (1+z=1+2)" azaz 1 + (1 + 1) # 1 4 (1 + 1) hamis, vagyis nem levezethetd
az axiomakbol.

94



Masfeldl legyen az értékelés az, hogy csak az k = k alakt kanonikus termekhez rendeli az
igazat, a tobbihez a hamisat. Ez igazza teszi az axiémékat, és modusz ponenszre zart.
Ezzel az értékeléssel a ,1 +x = 1+ 2”7, az x = 1 4+ 1 helyettesitéssel mar hamis azaz
1+ (1+1)=1+(1+1) nem levezethets az axiomakbol.

Néhany lényeges kapcsolat.

Ha T teljes, és nem erésen w-teljes, akkor

Tt A(n;) és T b~ (Vx)A(x)
akkor T'F~ A(n;) és T+ (Vx)A(x), azaz inkonzisztens. De ha T teljes, csak nem w-teljes,
akkor csak arra kovetkeztethetiink, hogy van A(x), hogy T' F (3x) ~ A(x), mikozben
T -~ A(n;) minden i-re.
A PM szintaxisa és aritmetizalasa

Jelek:
0 f ~ VvV V¥V (valojaban: IT) ( )

Véltozok (végtelen hierarchiaja, azaz végtelen szorti nyelv):

T1,Y1,21 - - -

(individuumvaltozok, 1. tipust valtozok)
T, Yo, 72 . . .(0sztalyvaltozok, 2. tipusi valtozok)
(
(

T3, Y3, 23 . . .(harmadrendi osztalyvaltozok, 3. tipust valtozok)
(w)
Jelolje Char az 0sszes szibmolum halmazat, azaz

Char:{07f7N7v7v7(7)7‘1:173/17217"-7x27y27227"'7x37y37’237"'}

Szintaxis (angolszasz):
Elsé tipusi termek (els6 tipust jelek)

a fa ffa

ahol a a 0 vagy individuumvaltozo (1. tipust valtozo). Az n-edik tipusi termek az n-edik
tipusa valtozok, ha n > 1.

Elemi formuldk az

a(b)

alaku kifejezések, ha a egy n + 1l-edik tipusi term, és b egy n-edik tipusi term.

Osszetett formuldk a

~(a) (a)V(b) (Yv)(a) (valojaban: vll(a))



alakt (ahol v akarmilyen valtozd). Itt egy formuldban a valtozok kotott és szabad
szereplésének szintaktikus fogalma a szokdsos modon értelmezhetSk. Szarmaztatott
formulak .(azaz & azaz és ), D, =, (Ez),=.

A helyettesités, mint grafikus operacio:

Subst a (Z)

jeloli azt a formulat, amit dgy kapunk, hogy az a formulaban a v minden szabad
szereplésébe egyszerre a v tipusaval azonos tipusi b termek helyettesitjik. Grafikus
manipulicié még a tipusemelés, azaz amikor egy a formuldban az Gsszes szabad valtozo
tipusat ugyanazzal az m szadmmal megemeljiik (ha az értelmes).

PM + Ari axiémai:
~ (fz1=0)
(fz1 = fr2) D (21 = 22)
22(0)-(Va1)(22(21) D 22(y1)) D (V1) (22(21)))
Tovabba a Hilbert—Ackermann propozicionalis logikai axiéoméak, a helyettesités

(szintaktikus) axiomai, a reducibilitas (tipusonkénti komprehenzio) és az extenzionalitas
(tipusonkénti meghatarozottsagi axioma).

Kovetkeztetési szabaly, logikai bizonyithatosag: ca b és a b D c kozvetlen kovetkezménye

a, bDc

Y

Cc

tovabba (Vv)a az a kozvetlen kovetkezménye:

(Vv)a

a logikailag bizonyithaté formuldk az axiomakat tartalmazo6 legsziikebb halmaz, amely
zart a kozvetlen kovekezményre.

Aritmetizalas. Definidlunk a nyelvi kifejezések véges sorozatain értelmezett N-be
képezs injektiv @ : L — N fliggvényt.

Karakterek:
0 f ~ v vay) ( )

13 5 7 9 11 13

1 Y1 o~
17 19 23

T2 Y2 22
172 192 232

T3 Ys Z3
173 193 233
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Karaktersorozatok: ha (chy,cha, ..., chy) karaktersorozat, akkor
®((chy,chy, ..., chy)) = 2%(h)3elcha) . -pE(Chk)
ahol py a k-adik primszam.

Megjegyzés. Legyen R’ olyan relacio, mely karaktersorozatok kozott értelmezett
(azaz R C (Char~®)", pl. legyen R'(a,b) az, hogy b az a univerzélis lezartja a v
valtozoban), akkor ehhez van egy R C N” szamelméleti relacio, melyre teljesiil, hogy
ha (a1,...,a,) € R, akkor és csak akkor, ha (®(ay),...,®P(a,)) € R. Speciel, minden
K’ C Char™* osztélyra létezik olyan K C N, hogy a € K’ pontosan akkor, ha ®(a) € K.
Az R'-h6z rendelt R, a K'-hoz rendelt K-kat a vessz6s megnevezésének kiskapitalis
irdsaval jelojiik. Példaul az abbdl a relaciobdl késziilt szamelméleti relaciot, hogy az
@ egy elsd tipusd valtozo” gy jeldljiik, hogy n EGY ELSO TIPUSU VALTOZO. és

n EGY ELSO TIPUSU VALTOZO < n € {17,19,23,...}

4.4. Godel els6 nemteljességi tétele

Definicié - Reprezentdlhatisdg — Legyen R egy n valtozos szémelméleti relacio (R C
N™). Azt mondjuk, hogy R P-reprezenralhat6, ha létezik olyan a P nyelvén felirt
formula, hogy minden (x1,...,z,) természetes szam n-esre:

R(x1,...,2,) = PF (Subsaz ... %)

ahol uq, ..., u, az a valtozoi és =7, . . ., T,, kanonikus szdmjelek, melyek pont az x1, ..., z,-
eket jelolik.

R teljesen P-reprezentalhatd, ha emellett még az is igaz, hogy
“R(x1,...,2,) = PF —(Subsag ... %)

Egy szamelméleti relaciot primitiv rekurzivnak neveziink, ha karakterisztikus fiiggvénye
primitiv rekurziv.

Lemma - Reprezentdlhatosdg — Minden primitiv rekurziv szamelméleti relacio teljesen
P-reprezentalhato.

A nulla” konstans, a ,rakévetkezés” és a ,projekcid” teljesen reprezentalhatok,
tovabba a kompozici6 a helyettesitéssel, a primitiv rekurzié az indukcié segitségével

reprezentalhato.

Megjegyzések: a korlatos kvantifikicio, mint szamelméleti reldcié primitiv rekurzivak,
a fenti lemma kiterjeszthets a kovetkezdképpen:
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Lemma — binumerdlis reprezentdlhatosig — Ha R primitiv rekurziv szamelméleti relacio,
akkor van olyan r OSZTALYJEL, hogy

R(z1,...,x0) = (SbT 7021y - - - 7(r)) € Cn(P)
(N"\ R)(z1,...,2n) = Neg(Sb7 70z, - .. 7(r)) € Cn(P)

ahol uq,...,u, az r SZABAD VALTOZOL.

Lényeges, hogy megfogalmazzuk néhény metanyelvi fogalom forditésat. Ak
FORMULAOSZTALY w-KONZISZTENS, ha minden a FORMULARA, melynek EGYETLEN
SZABAD VALTOZOJA az x az teljesiil, hogy

ha minden n természetes szamra Sb(az(n) ) € Cn(k), akkor Neg(z Gena) ¢ Cn(x)

Tudjuk, hogy FORMULAK k osztalya primitiv rekurziv, ha az n € &k relacio
karakterisztikus fiiggvénye primitiv rekurziv fiiggvény (azaz korlatos futasi ideji program
eldonti, hogy n € Kk vagy sem).

Tétel - Gddel elsd nemteljességi tétele — FORMULAK k primitiv rekurziv w-
KONZISZTENS halmazara létezik olyan r OSZTALYJEL, hogy

vGenr & Cn(k) és Neg(v Genr) & Cn(k)
ahol v az r SZABAD VALTOZOJA.
Bizonyitéas.

Most megkiséreljiik megszerkeszteni a hazug paradoxnanak alabbi verzi6janak
bizonyithatdsaggal elmondott verziojat:

(Liar) LA formula, amit gy kapunk, hogy az ,A formula, amit ugy
kapunk, hogy az y formula nevét a benne szerepls egyetlen valtozoja helyére
helyettesitjiik hamis’ formula nevét a benne szereplé egyetlen valtozdja
helyére helyettesitjiik hamis.”

Megjegyzések.

1) Egy formula nevén Tarski 6ta a formula strukturdlis-leirc nevét értjik, azaz egy olyan
véges grafikus eljarast, ami megmondja, hogy miképpen all Ossze a jelekbdl a formula.
Ebben a strukturalis-leir6 névben mar nincs valtozoé, mert az csak grafikus jelvaltozo
lenne (pl. ide és ide egy akarmilyen jelet tehetiink).

2) Ha ezt az utasitast végrehajtjuk, akkor sajat magét a formulat kapjuk.

3) Tehat ez a formula mondat.
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4) Pontosan a hazug paradoxonat rekonstruélja.

5) A Godel-szamozas egy formulahoz egy szamot rendel, melynek dekodolasaval a formula
strukturalis-leir nevét kapjuk.

Qr,y) &€ —(aProv,[Sb(y5,)])

mivel a xProv,y szamelméleti relacio és a Sb(yég(y))] szamelméleti fiiggvény primitiv
rekurziv, ezért Q(z,y) is az. Ezért van olyan ¢ RELACIOJEL, mely a 17 és 19 SZABAD
VALTOZOKAT tartalmazza, hogy

def
Q(z,y) & ~(zProvi[Sb(yy,)]) = Prov.(Sba sl ()

—Q(r,y) <« xProvR[Sb(yIZQ(y))] = Prov,(Neg quzl(;) 20

LA formula, amit tugy kapunk, hogy az

LA formula, amit gy kapunk, hogy az y Legyen p a kovetkezo

) . EGYVALTOZOS, a 19-et
formula nevét a benne szereplG egyetlen . . )
) . , e SZABAD VALTOZOT tartalmazo
valtozdja  helyére  helyettesitjik nem p
, ., OSZTALYJEL:
levezethetd” formula nevét a benne szerepls
egyetlen valtozoja helyére helyettesitjiik p=17Ceng

nem levezethets.”

»A formula, amit ugy kapunk, hogy az
A formula, amit tgy kapunk, hogy az y Es legyen 17-et, mint SZABAD
formula nevét a valtozojaba helyettesitjiik vVALTOZOT tartalmazo OSZTALYJEL

nem levezethets.’ formula nevét az
egyetlen valtozoja helyére helyettesitjiik r=Sb(q4))

nem levezethet§ az x bizonyitassal.”

JA formula, amit agy kapunk, hogy az y
formula nevét a valtozdjaba helyettesitjiik
nem levezethetd.’ g=17Cenr

Ennek GENERALIZACIOJA:

Ekkor:
g =17Genr = 17 Gen Sb(q Zl(?,)) = Sb((17 Gen q) Zl(?,)) = Sbh(p Zl(?,))

Tovabba:
Sb(q zl(;) zl(;?a)) = Sb(r zl(;))
Nyilvan y helyére p-t tesziink:

—(2Prov,g) = Prov,(Sb(r 41y ))
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(zProv,g) = Prov,(NegSb(r Zl(;) ))
Amibdl kovetkezik, hogy 1) g & Cn,.

g€Cn; ~  nProvgg~ Prov, (Neg Sb(r ZI(ZL) )
Jétezik n

Masrészt g-nek, azaz 17 Gen r-nek KOZVETLEN KOVETKEZMENYE, az
17
Sb(?” Z(n) )
hiszen itt az 17 kodu valtozoba helyettesitettiink egy tetszéleges szamot. Emiatt

g€Cn; ~ nProv,g~ Prov,(Sb(r Zl(ZL) ))
Hétezik n

azaz Kk INKONZISZTENS.
2) Most belatjuk, hogy Negg & Cn,. 1)-ben belattuk, hogy g ¢ Cn,, azaz minden

n szamra
—(n Prov, g),

amibdl a binumerdlis reprezentdcid miatt minden n-re
Prov, (Sb(r Z%ZL) )

Ha most Negg € Cn, lenne, azaz (17Genr) € Cn, lenne, akkor az r egy olyan
17-et SZABAD VALTOZOKENT TARTALMAZO FORMULA lenne, ami minden n ERTEK
BEHELYETTESITESEVEL LEVEZETHETO lenne x-BOL, mikozben a GENERALIZACIOJA
CAFOLHATO K-BAN. Ez lehetetlen, mert x w-KONZISZTENS. O

4.5. Absztrakt Godel-tételkor

S = (Sent,~, D, f,0) onreferencialis rendszer, ha levezetési szabély a amodus ponens,
benne a Hilbert—Ackermann-axiomak levezethetdk, = f O p minden p-re (f a hamis) és
Op minden p-re egy mondat.

Egy ilyen rendszer stabil, ha
FOp ~ Fop

Tétel - Gddel I. — Legyen S olyan onreferencidlis rendszer, melyben létezik olyan G
mondat, hogy
FG =~ 0G

és minden p mondatra,
Fp ~ EOp

Ekkor,

1. ha - G, akkor S inkonzisztens,
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2. ha F~ @, akkor S inkonzisztens, vagy instabil.

Bizonyitds. 1.

FG ~ F~OG ~ FOG ~ b

F~ G ~ FOG

ha tehat konzisztens, akkor t/ GG, azaz GG az instabil itdst mutaté mondat.

Tétel - Rosser — Legyen S olyan Onreferencialis rendszer, melyben létezik olyan R
mondat, hogy
F R =nrv DRR

és minden p mondatra,

F~p ~ F~DOgp
Ekkor,

ha - R vagy F~ R, akkor S inkonzisztens.

Bizonyilds.
FR ~ F~0OgrR ~ FORR ~ K f
}_NR o "NDRR > "DRR > "f

Tétel - Godel II. — Legyen S olyan Onreferencialis rendszer, melyben létezik olyan G
mondat, hogy
FG=~0G

és minden p mondatra,
Fp ~ FOp

'Ep>gq ~ THOpD0Og
Ekkor H/~ Of

Bizonyitds. Kell: F~0Of D G.

Ekkor
{~0Of,~G}F~Of

{~Of,~G}F~G
{~O0f,~G}FGDf
{~0Of,~GtHEDOGDOf
{~0Of,~G} F~0Of D~ 0OG
{~Of,~ G} F~OG
{~Of,~G}FG
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5. Kleene, Church, MRDP

5.0.1. Rekurziv felsorolhatésag, eldonthet&ség

f + w¥ — w primitiv rekurziv, ha elgillithato az alabbiak véges sokszori
alkalmazasaval, éspedig

1. konstans fiiggvényekként,

2. rakovetkezésként,

3. véges sorozatok projekcidjaként,

4. korabb definialt primitiv rekurziv fiiggvényekbdl helyettesitéssel (f = g(hy, ha, ...))

5. korabb definialt primitiv rekurziv fiiggvényekbdl primitiv rekurzioval (f(0,...) =

h(.), fln+1,.) = g(f(n,...),..)

f :wV > w parcialis rekurziv, ha a fentiekkel és az gy nevezett u opericioval all
els, azaz

f() = (p)g(z, ..)

ahol (ux)g(z,...) az a legkisebb n szam, melyre

(Ilyenkor g olyan mintha predikatum lenne az z valtozoval és a 0 itt az jgaz” érték.)
Ebben az esetben f nem feltétleniil mindehol értelmezett.

f:wY — w totalis rekurziv, vagy altalanos rekurziv, ha f promitiv rekurziv, azaz
f olyan w? >— w parcialis rekurziv fiiggvény, mely a w” minden pontjaban értelmezett.
Ezt ugy is meg lehet fogalmazni, hogy f(y) = (ux)g(z,y) altalanos rekurziv, ha minden

y-ra (Jz)g(z,y) = 0.

5.0.1.1. Felsorolhat6é halmazok. Azt mondjuk, hogy a H C w halmaz rekurzivan
felsorolhat6, ha van olyan f :w — w altalanos rekurziv fiiggvény, hogy az

5.0.1.2. Megjegyzés. Legyen H felsorolhato. Ha n € H (a varazslo ezt megmondja),
akkor ez a tény véges szamitassal igazolhato. (Ha n € H gaz”, akkor n € H
,bizonyithat6”.) Am, ha n ¢ H, akkor ez a tény a fenti felsorolassal nem bizonyithato.
(Ha n € H ,hamis”, akkor n ¢ H nem ,bizonyithatd” feltétlentil.)

5.0.1.3. Eld6nthetd halmazok. Azt mondjuk, hogy a H C w halmaz eldénthetd,
ha van olyan f :w — w altalanos rekurziv fiiggvény, hogy minden n € H-ra

neH< f(n)=0
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5.0.1.4. Megjegyzés. Legyven H eldonthets. Ekkor n € H (ezt a varazslo
megmondja) esetén ez a tény véges szamitassal igazolhato és ha hamis, akkor ez is.
(Ha n € H igaz”, akkor n € H ,bizonyithat6”, ha n € H ,hamis”, akkor n ¢ H
sbizonyithato”.)

5.0.1.5. Megjegyzés. Ha H és w\ H is rekurzivan felsorolhato, akkor H eldénthetd.
Valoban, ha H-t f, w\ H-t pedig g sorolja fel, akkor legyen az az eljaras, hogy rendre
elkezdjiik kiszamitani az

£(0),4(0), f(1),g(1), ...

sorozatot. Ha n € H (ezt a varazslo mondja meg), akkor a sorozatban, az f(...)-ok
kozott el fog fordulni n, azaz véges lépésben elériink, ahhoz, hogy igazoljuk n € H. Ha
pedig Ha n ¢ H (ezt is a varazslé mondja meg), akkor a sorozatban el§ fog fordulni n a
g(...)-k kozott, azaz véges lépésben elériink, ahhoz is, hogy igazoljuk n ¢ H.

5.0.1.6. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ez utobbi eljaras véget ér, de nem tudjuk
mikor. Nincs egy olyan k altalanos rekurziv (vagy primitiv rekurziv fiiggvény), mely
k(n)-t véges lépésben kiszamitja és megmondja hogy n € H a k(n) lépésben eldsl. Hazi
feladat végiggondolni, hogy igaz-e (tehat ez egy projektfeladat), hogy ha pontosan akkor
primitiv rekurziv az f fiiggvény, ha van olyan k primitiv rekurziv fiiggény, hogy f(n)
legfeljebb k(n) lépésben kiszamithato.

5.0.2. Eldonthetetlenségi tétel

5.0.2.1. Minden bogar rovar. Minden eldéntheté halmaz felsorolhato. Mert el kell
kezdeni kiszamitani a karakterisztikus fiiggvényét és figyelni hogy igazat vagy hamisat ad.
Ha igazat ad, akkor leirjuk azt a szamot, ha hamisat, akkor nem. A logikai fiiggvények
primitiv rekurziv fiiggvényekkel megvalosithato (ahogy azt a Godel-tétel bizonyitasaban
lattuk) ezért az eredmény egy rekurziv felsorolas lesz.

5.0.2.2. Kleene normaélforma. Van olyan pr. rekurziv U(z) és T'(e,n,x), hogy
minden f fiiggvényre, ha f koédja e, akkor

f(n) = U((uz)T(e,n, ))

azaz értelmezési tartomanyuk azonos, és ahol értelmezettek, ott egyenl6k.
U((px)T(e,n,x)) tehat parcialisan rekurziv. Intuitiv jelentésiik:

T(e,n,x) =0 < az e kodu gép az n bemeneten az = kodu teljes szamitési torténetet produkalja

U(x)visszaadja az x kodu szamitasi torténet eredményét.

(a Normalforma Tétel tulajdonképpen egy trivialitds.) Ha rekurziv fliggvényekkel
akarjuk elmondani, akkor ez azt jelenti, hogy az e kodu rekurziv fiiggény konstrukcios
fajat y(...) kodolja és x = y(n) az a lépéssorozat, mely az y konstrukeios fabol kiszamitja,
hogy az n helyen mit vesz {6l y.
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5.0.2.3. Nem minden rovar bogar. Van rekurzivan felsorolhat6 halmaz, ami
rekurzivan nem eldonthetd.

K ={e| (3z)T(e,e,z) =0}
K elsall a K,-ek uni6jaként:

K, ={e| 3z <n)T(e,e,xz) =0}

ami eldonthetd, mert ha rogzitjiik e-e, akkor az 6szes © < n-re az T'(e, e, x) kiszamitasa
véges lépésben megadja, hogy teljesiil-e valamilyen 2 < n-re T vagy sem. Igy a K-
ek egy-egy végtelen sorozatba rekurzivan felsorolhatok és ezekezt a szokasos cikk-cakk
elrendezésben kiszamitva és felsorolva s(k)-val kapjuk, hogy ha valami benne van Ran(s)-
ben, akkor K-ban is, ha pedig nincs benne a Ran(s)-ben akkor a K-ban sincs.

Viszont K nem eldonthets. Legyen f. az az fliggvény, melynek a kodja e. Vegyiik
ugyanis a kovetkezd fliggvényt:

g(e) =0, haedg K
gle) = fe(e)+1, haee K

Ez is totalisan rekurziv, legyen g kodja eg, tehat f., = g. Mivel g totalisan rekurziv,
ezért eg € K. De ekkor

feo(€0) = gleo) = fe(e0) + 1

5.0.2.4. Megjegyzés. Rendesebben is megadhato ez a g fiiggvény. Azt kell feltenni,
hogy az
g(e) ~ U((u)T (e, e,) = 0) + 1

normél alakban adott parciélis rekurziv fiiggvény totélisan értelmezett.

5.0.3. Matyijaszevics—Robinson—Davis—Putnam-tétel

5.0.3.1. Megjegyzés. Mivel D(ky,...,k,) = 0 primitiv rekurzivan reprezentalhato,
ezért
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