1.

Az instabilitas az 6nreferencialis rendszerek egy tulajdonasga, melyet Smullyan ve-
zett be a nemteljességi tételekrol szolé tanulmanyaban!. Egy énreferencidlis rend-
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Az instabilitas matematikai logikai fogalmanak segitségével mutatok be két
logikafilozofiai kérdést. El6adasom els6 felében réviden kitérek az onreferen-
cialis rendszerek instabilitasanak egy lehetséges forrasara, majd ramutatok az
instabilitasra vonatkozo tételek és Goédel masodik nemteljességi tételének szo-
ros analogiaira. Kevésbé formalis targyalasra térve olyan hétkoéznapi példakat
sorolok fel, melyekbdl ki fog kerekedni a klasszikus levezethet6ség fogalmanak
két nemklasszikus alternativaja (az intuicionista €s a relevans logika). Fog-
lalkozom azzal a kérdéssel, hogy lehetséges-e ti.n. erds ellenpéldakat talalni
a nemklasszikus logikakat igazolando. Javaslok egy megoldast, ami szerint ha
ezeket a logikakat a Gentzen-féle természetes levezetési rendszerben hasonlitjuk
0ssze, akkor csak ,gyenge” ellenpéldakat talalhatunk. A szituaciot laza parhu-
zamba allitom Smullyan ,instabil érvel6inek” magatartasaval és a Putnam altal
elemzett liberalizalt intuicionista allasponttal.

Az instabilitas fogalma és motivacidja

szer olyan elsérendui elmélet melyet egy

rendszer reprezental, ahol § a mondatok halmaza, PC a propozicionalis logika
szerint érvényes mondatok halmaza, f a hamis mondat jele, - egyargumentumu
relacio a mondatok felett, melyet levezethet6ségnek mondunk és O mondatokbol
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mondatokat készit6 leképezés, az ugy nevezett targynyelvi levezethetéség, melyekre
igazak az alabbiak:
(taut) FPC
(norm) Fp o~ FOp

azaz S-ben a propozicionalis logika érvényes mondatai levezethetok és ha egy mon-
dat levezethet6, akkor targynyelvben megfogalmazott levezethetésége is levezethet6.

Példaként a Peano-aritmetikat hozzuk, ahol O a ‘Lev’ mondatfunktor felel meg,
melynek adekvat jelentése:

jelenti

‘Levp’ ”‘p’ levezethet6”

Ezesetben a (norm) tulajdonsag interpretacioja az, hogy .p levezetése igazolja, p le-
vezethetoségének levezethetdségét”, ugyanis PA - p esetén? p levetezése kodolhato
magaban PA nyelvében és igy levezethet6 lesz a ,létezik olyan £ szam, mely p leve-
zetését kodolja” jelentést ‘k Lev p’ mondat.

A (norm) megforditasa a stabilitas.

1. DEFINICIO — Stabilitas, instabilitas — S stabil, ha
FOp ~ bFp
és instabil, ha

létezik olyan p, hogy bar - Op, de t/ p

Vilagos, hogy ha S instabil, akkor konzisztens. Ugyanis ellentmondésos elméleben
minden mondat levezethet6. Ha tehat — példaul az instabilitas okan — létezik olyan
mondat, mely nem levezethetd, akkor bizotos, hogy nem inkonzisztens. Eppen ezért
mondhatjuk, hogy az instabilitas a konzisztencia egy er6sebb (vagy ha ugy tetszik
szigorubb) valtozata.

Honnan a fogalom? Ezt az alabbi tétel bizonyitasabol olvashatjuk Kki.

1. TETEL - Absztrakt Gdédel-tétel — Legyen S olyan negacioteljes rendszer, mely-
ben van olyan G mondat, hogy

-G =~0G |[diag]

Ekkor S vagy inkonzisztens vagy instabil.

2PA a Peano-aritmetika kodja.



Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy S konzisztens.

[diag]
~>

1. Tf. F G. F~o06 & voo

[norm]

~> FOG

~» ilyen eset nincs.

o, WFCellged 4 =n0g
T~ G, R bog 8 va

Az instabilitast okozé mondat: G. B

2. PA instabilitasanak kérdése

2.1. Negativ eredmények

El6szor nézziikk meg a bizonyitaselmélet fel6l, tud-e instabil lenni PA. Van-e p, hogy
PA t/ p, de PA + (3k)(k Levp)

Tegytik fel, hogy PA instabil. Ha a (Jk)(k Lev p) mondat levezetésének utolsé 1épése
konstruktiv, azaz efféle:
ko Lev p
(3k)(k Levp)’

akkor ky a p egy bizonyitasanak kodolja. Ha tehat tudjuk mi k,, akkor ez egy bi-
zonyitast kodol, amit visszafordithatva a metanyelvre kapjuk p egy levezetését, ami
ellentmond annak, hogy p nem levezethet6. Arra jutottunk tehat, hogy megfogal-
mazhatjuk:

SEJTES - PA instabilitasat nem mutathatja ,konstruktiv” bizonyitas.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy ha a metaelmélet konzisztens, akkor konstruktiv mo-
don nem igazolhat6 az instabilitasa. Ugyanis, amint ,meglatnank” az instabilitast
okozo mondat Godel-szamat, a metaelmélet azonnal inkonzisztenssé valna. Emiatt
egy konzisztens metaelmélet — mintegy a fekete lyukak eseményhorizontjahoz ha-
sonléan - elfedi el6liink az instabilitast okozé mondatot.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy modellelméleti értelemben inkonstruktiv bizo-
nyitas mégugy sem igazolhatja az instabilitast. Tegyuk fel ugyani, hogy a halmaz-
elmeélet ellentmondasmentes. Ekkor, minthogy w modellje PA-nak, PA konzisztens.



Tegyuk fel most is, hogy PA F (3k)(k Lev p). EKKkor az w-helyesség® miatt
w = (3k)(k Levp)

de ekkor ott van w-ban az a kj, melyet visszafejtve megkapjuk p levezetését és ezzel
ellentmondasra jutunk. (Megjegyezziik, hogy az w-helyesség felhasznalasaval PA
stabilitasa direkt uton is igazolhato.)

SEJTES — PA relativ stabilitasa — PA konzisztenciajat az instabilitas megmutata-
saval a halmazelmélet nem tudja igazolni.

Ez a sejtés rokonithato Godel masodik nemteljességi tételével. Mi okozza ezt a
szoros parhuzamot? Tegytuk fel, hogy PA w-konzisztens, azaz

ha PA I (3z)p(z), akkor létezik olyan n, hogy PA  ¢(n)

Ekkor vilagos, hogy létezik — azaz konstruktivan létezik — az a ky, melyre kq Lev p,
azaz ekkor PA stabil. Ez lenne az w-konzisztenciara hivatkozo stabilitasbizonyitas.

2.2. Példa relativ instabil elméletre

Eddig lattunk relativ stabil elméletet. Most lassunk biztosan relativ instabil elmé-
letet.

2. TETEL - Példa relativ instabil elméletre — PA+4+ ~ G instabil, ha a halmazel-
mélet ellentmondasmentes.

Bizonyitas. PA+~G -~ G trivialis.
R pAr~GrOG TR pArLGHG

Itt tehat az instabilitast okozo mondat: G. B

EbbOl persze az is kovetkezik, hogy PA+ ~ G modelljei nem w-helyesek. Igazolhato,
hogy w = G, ezért ha PA olymoédon lenne ellentmondasmentes, hogy G-instabil
lenne (azaz instabilitasat a -~ G €s I/ O ~ G kijelentések okoznak), akkor a halmaz-
elmélet ellentmondasos lenne, hisz az w = PA-b6l w ==~ G is kovetkezne.

2.3. Tovabbi megjegyzések

Tovabb erodsithetjuk a Godel tételek €s az instabilitasra vonatkozo tételek parhuza-
mat, ha megfogalmazzuk az insabilitas targynyelvbeli megfelel6jét. Vegyuk a kovet-
kez6 mondatot: ot

Inst(G) = 00G & (~ OG)

3Az aritmetika nyelvének egy I' elmélete w-helyes, ha w = T, azaz ha I' minden mondata igaz a
természtes szamok halmazaban.



Ez annak a metanyelvi mondatnak a forditasa, hogy ,G a rendszer instabilitasat
okozza”.

3. TETEL - Az instabilitas bizonyithatatlansaga — Ha PA ellentmondasmentes,
akkor

1. Inst(G) nem bizonyithat6é PA-ban.
2. Inst(G) nem bizonyithaté PA + (~ G)-ben.

Ugyanis, PA F Inst(G) D G, mert PA F~ OG = G. Tehat ha Inst(G) levezethet6
lenne, akkor G is. 2. Ha PA + (~ G) + Inst(G) lenne, akkor PA - OG =~ G miatt
PA + (~ G) - OG lenne, ami ellentmondast jelentene a metaelméletben.

Megjegyzések. Az 1. eset csak a levezethetetlen mondatok sorat béviti. Konk-
rétan mondhato, hogy Inst(G) nem igaz w-ban, igy szerencsére nem is levezethetd.
A 2. eset mar inkabb godeli. PA + (~ () ugyanis instabil, ha PA ellentmondasmen-
tes, marpedig ekkor az a mondat, hogy ‘G a rendszer instabilitasat okozza’ ekkor
nem lesz levezethetd, hasonatosan az ellentmondasmentes PA-beli, a konziszten-
ciat kifejez6 mondattal®.

3. Instabilitas az informalis logikaban

Instabilitasokat kerestink a hétkéznapi érvelések kozott, a kovetkezd program sze-
rint. A p instabilitast a kovetkezoképpen interpretaljuk:

~Tud arrol a kényszerképzetérol, hogy p érvényes, bar nem tartja meggy6zonek p-t”

Tehat kerestetik olyan érveld, aki hisz valamilyen kévetkeztetsben, bar nincs meg-
gyo6zodve arrol, hogy az biztosan helyes-e. Illetve vannak-e olyan kovetkeztetési
szabalyok, melyek érvényesek, de nem meggydzoek? Ilyen furcsasag® példaul Epi-
menidész paradoxonabodl szarmaztathato.

1. példa. Tegyuk fel, hogy hajonkkal kikotiink Kréta szigetén. Semmi nincs a
parton, csak egy kunyho, ahol Epimenidész lakik. Mikor odalépiink hozza ezzel
az allitassal fogad minket: ,Minden krétai hazudik.” Igazat mond-e Epimenidész
(elhiggytik-e, amit mond), ha tudjuk, hogy krétai?

4Azaz a Cons &~ Of targynyelvi mondattal.

SFurcsasagokat és nem ellentmondasokat, az igazsag és hamissag eldéntésben mutatkozo ,insta-
bilitasokat” €s nem inkonzisztenciat kerestink. Ennél fogva a hazug antinémiaja nem fog szerepelni
a példak kozott.



Vagy igazat mond, vagy hazudik. Igazat nem mondhat, mert ebben az esetben — 1é-
vén krétai — hazudik. Ha viszont hazudik, akkor allitasnak tagadasa all, azaz ,Van
olyan krétai, aki igazat mond”. De Epimenidész nem mond igazat, igy kell, hogy
legyen még egy krétai rajta kiviil is a szigeten, akir6l raadasul még azt is tudjuk,
hogy igazat mond. Egyeseknek felttinhet, hogy anélkiil tudjuk, hogy Kréta lakos-
saga legalabb két {6, hogy lattunk volna egy masik krétait. Ugy tinik, mintha a
logikanak olyan kényszerit6 ereje lenne a valosagra vonatkozoan, hogy képes pusz-
tan nyelvi okokkal igazolni egy krétai polgar létezését. Aki ezt elfogadja, de azért
némileg zavarja az ,igazsagérzetét”, az maris az instabil logikusok kozé sorolhatja
magat.

Tekintstink egy matematikai példat.

2. példa. Van n darab skatulya, amelyekbe elhelyeztiink 6sszesen n + 1 darab
golyot. Igaz-e, hogy van olyan skatulya, amiben legalabb két goly6 van?

Hat persze, hogy igaz. Hiszen ezt mondja ki a skatulyaelv. De még igazolni sem
nehéz, csak indirekt okoskodashoz kell folyamodnunk. Tegytik fel, hogy nincs ilyen
doboz. Ekkor minden dobozban legfeljebb csak egy goly6 van, azaz az 6sszes do-
bozban legfeljebb n. Ez persze ellentmond annak, hogy a dobozokba 6sszesen n + 1
golyot helyeztunk el. Létezik tehat olyan skatulya, amiben legalabb két golyo van,
de vajon melyik doboz ilyen?

Az el6z6 két példaban egy dolog létezését indirekt egzisztenciabizonyitassal mu-
tattuk ki, azaz bebizonytottuk, hogy a dolog nem létezése lehetetlen. Ezt a sémat
hasznaltuk:

Ha (Vz)~A(z) lehetetlen, akkor (3z)A(x)

Szubjektiv benyomasaink alapjan mondhatjuk, hogy az indirekt egzisztenciabizo-
nyitas kevésbé akkora meggy6z6 erdével hat rank, mint példaul a modus ponens®.
Azok a logikusok, akik igazoltnak lattak azt, hogy az elébbi kévetkeztetés helytelen,
elonyben részesitik az intuicionista logikat.

Gyanus, hogy a skatulyas példaban a véges skatulyaszam miatt lehetséges konst-
ruktiv modon is megtalalni a keresett dobozt.

3. példa. Ugyanaz a szituacio, mint a 2. példaban, de a feladat ez: mutassunk
olyan skatulyat, melyben legalabb két golyo van!

Szamozzuk be a skatulyakat és nézziink bele az els6be. Ha ott legalabb két go-
ly6 van, akkor kész, megtalaltuk. Ha nem, nézziik a masodikat! Ha ott mar leg-
alabb kett6 van, akkor véget ért az eljaras, ha nem, nézziunk bele a kovetkezo

6A modus ponens sémaja: "A D B, de A, tehat B™.
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dobozokba... Ha az n-edik skatulyaig nem talaltunk legalabb két golyot, akkor be-
lenézntik az utolsoba és nagyon csodalkoznank, ha nem lenne benne legalabb két
golyo, mert akkor csak n darab goly6é maradt volna 6sszesen. Bar ez az utolso lé-
pés indirekt, a bizonyitas maga konstruktiv. Mindazonltal az utolso lépésben lehet
némi bizonytalansag bennunk, valami irracionalis félelem attol, hogy talan még-
sem lesznek meg abban a skatulyaban a maradék golyok. Kicsit izgulhatunk azeért,
hogy a logikanak ebben az esetben is legyen a valosgra vonatkozo kényszerito ereje.

Szellemes példaért bizvast fordulhatunk Smullyanhez. A most koévetkezd ugyan
sz0 szerint nem szerepel a kényvben, de annak utmutatasai alapjan, egy benne
1év6 feladatbol mutatis mutandis nyerhetjuk.”

4. példa. Egy Portia nevii new yorki lany® elhatarozta, hogy kérojét Kicsit meg-
tréfalja, és azt mondta neki, hogy csak akkor megy hozza, ha kitalalja, hogy az
altala feliratozott harom ladikaban elrejtett képe melyikben van. A ladikk egyikébe
bele is tette a képet. A szelencékre ez volt irva:

A kép az A kép az A harom allitas
aranyladikaban van eziistladikaban van kozul ketté hamis
A’ . arany B’ ezust 'O’: 6lom

Melyikben van a kép?

Jeldljuk az aranyladika feliratat (,A kép az aranyladikaban van”) A-val, az ezist-
ladika feliratat (,A kép az ezustladikaban van”) E-vel és az 6lomladika feliratat (,A
harom allitas kozul kett6 hamis”) O-val. A kér6 el6szor igy okoskodott. Belatjuk,
hogy az ‘A Vv FE Vv O’ Kijelentés teljestil. Ha ugyanis a kép az aranyladikaban van,
akkor A igaz. Ha a kép az ezustben van, akkor F igaz, ha pedig az olomldikaban
van, akkor sem A, sem E nem igaz, ezért O feliratanak megfelel6en legalabb két
hamis allitasunk van, azaz O teljesul. Ezutan a kér6 belatta, hogy lehetetlen, hogy
A igaz legyen (azaz ‘~ A’ teljestil). Tegyuik fel ugyanis, hogy A igaz, azaz a kép az
aranyladikaban van. Ekkor £ hamis €s igy O jelentésére tekintettel, amennyiben O
igaz, akkor két hamis allitasnak kellene lennie, mikézben csak egy ilyen van (ami
ellentmondas), ha pedig O hamis, akkor pedig két hamis kijelentéstink van, az O
tagadasa altal megkivant kett6tél kiilénb6z6 szamu hamis kijelentéssel szemben
(szintén ellentmondas). Ugyanilyen indokokbdl F is lehetetlen. Nincs mas hatra,
O-nak kell igaznak lennie és a kép az o6lomldikban van - jelentette ki a kér. Fel-
nyitotta az olomladikat és megrokonyddéssel konstatalta, hogy a kép nincs ott.
Miutan mérgében feltépte a tébbi lada fedelét is, azt talalta, hogy a kép az aranyla-
dikban volt. Portia a vadak ellenére valtig allitotta, hogy nem hazudott, mégis csak
Smullyannel tudta megértetni, hogy ez hogy is lehet.

“A [Smul88] kényv 69. oldalanak 69c. szamu Cellini-Bellini-s feladatat ugy kellett modositani,
hogy a 71. oldalon 1évé ,meglep6” szituaciova alakuljon at.
8Az eltorténet megtalalhaté a [Smul88] kényvben a 65. oldalon.
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Nézzik meg ismét a feladatot, a skatulyak konstruktiv megtalalasakor is kisebb
bizonytalansagot eredményez6 indirektszerti bizonyitssal kapcsolatban! A kovet-
keztetési forma, amit hasznaltunk, a diszjunktiv szillogizmus volt

Ha P Vv Q, de ~P, akkor Q

Nem lenne jo ez a kovetkeztetés?9

4. Kovetkeztetési rendszerek cafolhatésaga

Ahhoz, hogy megvizsgaljuk, hogy ez el6z6 szakaszbeli bizonytalan érvek honnan
szarmaznak, rendszeres modon kell 6sszehasonlitanunk a logikakat. Ez a példak-
tol fliggetlenil azért is fontos, mert érdemes megvizsgalni, hogy hogyan értékeljuk
jelentésségiikben az intuicionista logika mellett felhozott és a klasszikus logikat
kétségbe vono eros €s gyenge ellenpéldakat, valamint a relevans logika kételyeit a
klasszikus logikaval szemben. Ezt megtehetjiik példaul a Gentzen-féle természetes
levezetések stilusaban. Ez a forma bevezetési és kikiiszobolési szabalyok alapjan
definialja a logikai konnektivumok mukédését.!9 Példaul a V-re vonatkozo beveze-
tési és kiktiszobolési szabaly:

][]
@ U, J, 0V,
oV 9

Definialjuk egy ilyen rendszerben az 6sszes €érvényes kovetkeztetés osztalyat:

def

Inf(G) = {(I', @) | T : ¢}

Két (azonos nyelv feletti) levezetési rendszer 6sszehasonlithatosagat definialjuk a
kovetkezOképpen:

2. DEFINicI0 — Osszehasonlithatésdg — G, 6sszehasonlithaté G,-vel, ha Inf(G;) C
IHf(Gg) vagy IIlf(Gg) - Inf<G1>

Vizsgaljuk meg ennek a definicionak a fényében, hogy ha Inf(G;) C Inf(G,) akkor
cafolhatja-e a szigorubb G; a masikat? A cafolatnak két fajtajat érdemes tekin-
teni:!!

3. DEFINICIO - Erés és gyenge ellenpéldcdlk —

9B6vebben lasd itt: [Inst].

10[Ruzs].

1Az er6s ellenpélda fogalmaval Dummett foglalkozott a [Dumm] kényvben a logikai térvények
igazolasa és biralata fejezetben. pp. 193-5.



e Gyenge ellenpélda: T’ o de I’ é ©

e Erds ellenpélda: T’ a¢ €s Fé 1l,del :~gp

Az el6z6 két definiciobol trivialisan kovetkezo tény:
TENY. Ha G; 6sszehasonlithato G,-vel, akkor er6s ellenpélda nincs.

Specialisan: Ggiasszikus-t €M a Giptuicionista S€M A Grelevarns N€M cafolhatja erésen
(nincs igazi ellenpélda). Azaz ha elhagyunk levezetési vagy kikiiszobolési szabalyo-
kat, akkor olyan rendszereket kapunk, melyek szigorubbak ugyan, de nem cafoljak
erosen a gyengébb rendszert.

5. Instabilitasok a logikafiloz6fiaban

Az el6zd szakaszbeli tényt ugy is interpretalhatjuk, hogy ellentmondast okozo el-
lenpéldat ugyan nem talalhatunk, de instabilitast okozot, gyenge ellenpéldat talan
igen. Ezzel azonban nem szandékozunk azt allitani, hogy a klasszikus logika el-
sObbséget €lvez a tobbi logikaval szemben. Alabb belatjuk, hogy ha két levezetési
rendszer 6sszehasonlithato, akkor bizonyos értelemben mindkett6 instabil.

Instabilitasokat kerestink a kovetkeztetési rendszerek kozott a kovetkezd program
szerint. Ugy tekintjiik, hogy a p kovetkeztetés instabilitast okoz a rendszerben, ha:

~elfogadhato racionalis indoklasa p-nek, bar nem érvényes p”

Erre két példa:

1. Liberalizalt intuicionista. Megmutatjuk, hogy egy intuicionista, ha szamon-
tartja a klasszikus érvel6k kovetkeztetéseit, akkor instabil. Ha p egy indirekt disz-
junktiv kévetkeztetés, akkor p ¢ GI, bar Op € GI ahol Op-ben p-t fogalmazzuk meg
csak az & és ~-mel azaz a PC-nek GI-be torténé beagyazasal? segitségével.!® Ekkor
GI egy liberalizalt intuicionista, aki szamontartja, hogy egy kovetkeztetése soran a

121 asd [Ruzs] 179. o.
13pgldaul ¢ legyen az
~(~A& ~B)
AV B
kovetkeztetése, mely a klasszikus logikaban érvényes, az intuicionistaban azonban nem. Az intui-
cionista logikaban nem lehet ilyen indirekt moédon bevezetni a diszjunkciot. Ebben a példaban Op a
kovetkezo:

~(~A& ~B)
~(~A& ~B)

ami trivialisan érvényes mindkét rendszerben.




diszjunkcio szelektiv-e vagy sem.

2. Mérsékelt klasszikus érvelo. Megmutatjuk, hogy egy klasszikus érveld, ha
szamontartja az intuicionistak aggalyait, akkor instabilla valik. Ebben az esetben
lazabban kell értelmeznunk a program eloirasait. Legyen p az a Kijelentés, hogy ,az
indirekt egzisztenciakdvetkeztetés nem érvényes”. Ha a klasszikus érvel6 jogosnak
érzi ezt a kételyt, azaz szamol azzal, hogy mikor szelektiv az egzisztenciatétel és
mikor nem, nevezzilk nem keményvonalas klasszikus érvelének. Természetesen
ez egy instabil allapot, hisz p-nek létezik racionalis indoklasa, de elfogadni p-t a
klasszikus érvel6 nem fogja.

Megjegyezziik, hogy a [Putn] cikkben Putnam hasonlé fogalmakat hasznalt, de egé-
szen maskeént érvelt amellett, hogy a nem keményvonalas realista (nalunk mérsé-
kelt klasszikus érvelé) allaspontja nyelvfilozofiai ellentmondast rejt. O ott amellett
érvelt, hogy nyelvfilozofiai szempontbdl a liberalizalt intuicionizmus els6bbséget €l-
vez a mérsékelt realizmushoz képest. Mi amellett érveltink, hogy a kettdé kozott
nincs kiillénbség a bevezetett stabilitasi szempontbol.

Koszonetnyilvanitas. Koszonet Serény Gyorgynek, aki gondos magyarazataival
segitett az instabilitas matematikai logikai fogalmanak megvilagitasaban.
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