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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetGmnek, I1lés Tibornak, hogy felhivta a figyelme-
met erre az érdekes témara, és hogy észrevételeivel és tanacsaival segitett a szakdol-
gozat elkészitésében.

Tovabbé koszonom a csaladomnak, a BME oktatéinak, munkatarsainak és min-

denkinek, aki hozzajarult tanulmanyaim sikeres elvégzéséhez.



1. fejezet

Bevezetd

1.1. A modell alkalmazasi teriiletel

A halozati folyam feladat az elmult 70 év egy felettébb népszert kutatasi teriilete,
rendkiviil sok publikdciénak adott témat. Ez féleg annak kdszonhets, hogy egy
intuitiv, a gyakorlatban széles korben alkalmazhato, egyszerti matematikai modellrél

van szo.

A halozati folyam természetes modellje olyan problémaknak, ahol egy rendszer-
ben anyag aramlik bizonyos keletkezési helyekt&l bizonyos felhasznélasi helyek felé.
Az el6bbi helyeket forrasoknak, az utobbiakat nyel6knek nevezziik. Anyag alatt sok-
féle dolgot érthetiink: lehet sz6 csévezetékben aramlo folyadékrol, utcdkon mozgd
jarmtvekrdl, vagy szamitogépes halozaton kozvetitett informaciorol. A halézat egyes
csomopontjai kozott az anyag szallitasara alkalmas médiumok vannak (cs6, utca, ka-
bel). Ezek a legegyszertibb modellben egyiranyt dramlast engednek meg, és rendel-
keznek egy kapacitassal, amit az idGegység alatt atvihet6 maximalis anyag mennyisé-
gének tekinthetiink. Folyamnak nevezziik az anyag dramlasanak egy olyan leirasét,
ami eleget tesz ezen kapacitasoknak, és a forrasoktol és nyel6ktél kiilonb6z6 csomo-
pontokon csak dtaramlas torténik, vagyis amennyi anyag beérkezik, annyi tavozik is.
Ekkor a folyam értéke alatt a forrdsokbol a nyelGkbe elszallitott anyag mennyiségét
értjitk. Erdekes kérdés, hogy a halézatban hogyan lehet egy maximalis értéki folya-
mot talalni. Az emlitett példakban értelemszerten nulla az egyes 0sszekottetéseken
aAtmend anyag mennyiségének alsé korlatja, igy trividlis kérdés, hogy létezik-e egyal-
talan folyam, és ekkor mi egy minimalis értéki folyam. Viszont més probléméaknal

ezek is értelmes kérdésekké valnak.

Az egyik alkalmazési teriilet természetesen a tényleges halézatok kapacitasanak

vizsgalata. A problémaval foglalkozo egyik elss cikkben [21] Ford és Fulkerson moti-
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vacioként egy a szovjet vastuthalozat kapacitasanak felmérésével foglalkozé jelentést
nevez meg [33|, mely jelentés egyébként 1999-ig titkos volt [48]. A vasutak életében
ma is hasznaljak a halézati folyam modellt, példdul mozdonyok szerelvényekhez valo
rendeléséhez, személy- és teherszallitas esetén egyarant. Utobbi esetben kiilénosen
fontos a probléma hatékony megoldasa, hiszen gyakori a kozeli id6pontra torténd j
megrendelés érkezése, vagy éppen egy megrendelés utolso pillanatbeli lemondésa, igy
a modellt gyakran tjra kell szdmolni. Ezzel a probléméval részletesebben is fogunk

foglalkozni a dolgozatban.

A tovabbi alkalmazasok kozott megemlithetd még a kommunikéiciés halozatok
megbizhatdsdganak elemzése, ahol a maximalis éldiszjunkt utak szamanak megha-
tarozasahoz, vagy ami ezzel ekvivalens, minimalis élszamu vigas kereséséhez hasz-
naljak. Ezzel jol jellemezhetd, hogy a hélozat bizonyos elemeinek meghibasodasa
esetén mennyire marad hasznalhato a rendszer. De meglep6bb teriileteken is fel-
bukkan ez a modell, példaul a képfeldolgozas soran a kép elGterét és hatterét lehet
elkiiloniteni lényegében a pixelracs szomszédos elemei kdzotti hasonlosag szamszerti-
sitésével, és a kapott halozaton minimalis vagast keresésével [32|. Egy masik példa
pedig az ugynevezett matrixkerekitési probléma, ahol adott valos szamok egy tab-
lazata, és az elemeit gy szeretnénk felfelé vagy lefelé kerekiteni, hogy a sor- és
oszlopOsszegek is csak a fels§ vagy alsd egészrésziikre valtozzanak. Ez megfogalmaz-
haté egy olyan halozati folyamként, melynek az adatok egy nem egész megengedett
megoldéasat adjak. Erre alkalmazva valamely megold6 algoritmust egy egészértéki
megoldast kapunk a kivant tulajdonsagokkal [7]. A halozati folyam probléméat és
alkalmazésait részletesebben targyalja [42], [45] és [24].

1.2. A téma eddigi eredményei

A halozati folyam probléméval kiemelten elGszor Ford és Fulkerson foglalkozott. Elsé
cikkiikben [22| bebizonyitottdk a maximalis folyamérték és a minimalis értékd vagés
értékének egyenlGségét, bar még nem konstruktiv médon, tovabba leirtak egy algorit-
must, mely egy a forrast és nyel6t 6sszekots él bevezetése mellett is sikbarajzolhato
grafokon miikodik (ez nem tiul korlatozo felteves az altaluk vizsgalt vasuthalozatok
esetén). Késébbi cikkiikben [23] lényegében bevezették a ma javitoutnak nevezett
objektumot, bar erre csak egy a folyamhoz rendelt matrix manipulaciéjaként tekin-

tettek, a szemléletes jelentést nem vizsgaltik. Megjegyezziik, hogy itt Kénig Dénes
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és Egervary Jens! ([43], [19]) hozzarendelési feladatokra adott modszerét vették ala-
pul, mely késébb magyar modszerként hiresiilt el [44].

Az algoritmusuk vézlatosan gy nézett ki, hogy az iires folyambol kiindulva
minden lépésben keresnek egy javitoutat, és az it mentén javitanak amennyit lehet.
Egész kapacitasokkal rendelkezé folyam esetén vilagos, hogy minden javitout men-
tén legalabb egységnyit lehet javitani, igy az élek Osszkapacitasa egy felsG korlat a
sziikséges javitdsok szaméra. A tovabbiakban a graf csticsainak szamat n-nel, éleinek
szamét m-mel, és a legnagyobb kapacitast K-val fogjuk jelolni. Igy azt mondhatjuk,
hogy egész kapacitasokkal rendelkezé grafon O(mK) javitout szitkséges a maximalis
folyam megkereséséhez. FElhagyva a kapacitdsok egészértékiiségét azonban az al-
goritmus végessége sem garantalt, sGt, még az sem, hogy az egyes javitdsok uténi
folyamértékek sorozata a maximaélis folyamértékhez konvergal.

Az 1970-es évek elején ezen javitott Edmonds és Karp [18], akik tetszéleges valos
kapacitasokkal rendelkez6 halézatra bizonyitottdk, hogy mindig a legrévidebb javi-
toutat véve legfeljebb nm javitas sziikséges. Ez annyin miilik, hogy sikeriilt belatni
a javitoutak hosszanak monoton névekedését (nem csokkenését), illetve azt, hogy
k hosszt javitoutbol egymas utan legfeljebb m darabot hasznalhatunk. Igy kihasz-
nalva, hogy egy javitont legfeljebb n hossza lehet, adodik a korlat. Ekkor egyszert

implementacioval O(nm?) lépésben megvalosithaté a maximalis folyam keresése.

Téliik fiiggetleniil Dinic [17] is belatta, hogy legfeljebb nm javitasra van ekkor
sziikség, de egy iigyes otlettel O(n?m) lépésre sikeriilt az algoritmusa lépésszamat
csokkentenie. Egy tgynevezett szintez6 graf felépitésével az Gsszes k hosszi javito-
uton egyszerre torténik meg a javitas, a tovabbi lépésekben pedig méar csak k-nél
hosszabb javitoutak léteznek.

Egy 0j megkdzelitést jelentett az ugynevezett elGfolyamokra épiilé modszer. Az
elfolyam a folyamnal egy gyengébb struktdra: ugyantigy megkoveteljiik a kapa-
citdsok betartasat, de a kozbiils§ csiicsokra csak annyit kotiink ki, hogy a bejové
mennyiség legalabb annyi legyen mint a kimens. A modszer a javitoutas algorit-
musokkal ellentétes iranybol kozeliti meg a probléméat. Mig ott a folyam struktirat
minden 1épésben megérizve noveltiik a folyam értékét a maximumig, addig az el6-
folyamos algoritmusokndl a forrasbol kidramlé mennyiség optimalis, vagy a folotti

szinten tartasa mellett lépkediink el6folyamokon, amig a struktira meg nem javul.

Karzanov 1974-es cikke [39] szamit a modszer alapmiivének. A Dinic altal beve-

zetett technikdkkal 6tvozve egy O(n?) lépésszamu algoritmust sikeriilt létrehoznia.

'Kénig Dénes (1884-1944) és Egervary Jend (1891-1958) mindketten a Budapesti Mszaki

Egyetem tanarai voltak.



Egy egyszertibb, de tovabbra is O(n?) leirdst ad Malhotra, Kumar és Maheshwari
[46], mig Cherkassky [11] illetve Galil [25] hasonlé algoritmusai ritka grafokra javit-
jak az elméleti lépésszamot: O(n?m!/?) és O(n®3m??), kozel teljes graf (m =~ n?)
esetén ezek is lényegében O(n?) lépést jelentenek.

Az el6folyamos algoritmusokban szemléletvaltast hozott Goldberg és Tarjan 1988-
ban megjelent cikke [29]. A cstcsoktol a nyelGig vezetd javitout tavolsagat becsls
cimkézést vezettek be. Minden 1épésben egy kisebb cimkéji cstcs felé tol folya-
mot az algoritmus, illetve ha egy aktiv csiicsnak (ahol tébb a bejovés folyam, mint
a kimend) nincs ilyen szomszédja, akkor egy ujracimkézést hajt végre a cstcson.
Bebizonyithat6, hogy a csticsok cimkéi nem mennek 2n f6lé, igy legfeljebb 2n? cim-
kézés torténik, tovabba FIFO (first in first out) szaballyal valasztva az aktiv csucsok
koziil legfeljebb 4n? tolads utan leall az algoritmus. Mivel egy tolds miiveletigénye
konstans (ellentétben egy javitouton valo javitaséval), igy ebbdl konnyen kijon az
algoritmus egy O(n?) lépésszami implementacioja. A jellemzs miiveletei alapjan
az ilyen tipust algoritmusokra "push-relabel" algoritmusként hivatkozik az angol
nyelvid szakirodalom.

Goldberg és Tarjan algoritmusarol is elmondhato, hogy O(n?) lépéssel imple-
mentalhato, és Karzanov cikkéhez hasonléan az 6 cikkiik is sok kutatast ihletett.
Cheriyan és Maheshwari [10] megmutatta az egyik véltozatrél, hogy O(n?*m'/?) lé-
pésben fut, Ahuja, Orlin és Tarjan (|2], [3]) kiillonb6z6 skalazasi technikik bevezeté-
sével pedig O(nm+n?log K), O(nm+n?log K/(loglog K)) é¢s O(nm+n(log K)'/?)
lépésszami algoritmusokat hoztak létre.

Ezek az el6folyamos algoritmusok mér nemcsak az elméleti 1épésszam, de kii-
16nb6z6 tesztfeladatokon meért futasidé tekintetében is jobban teljesitettek mint a
korabbi javitoutas algoritmusok ([1], [4], [16]). Itt jegyeznénk meg, hogy az elméleti
lépésszam tovabb javithato specidlis adatstrukturak hasznalataval (|50], [26], [51]),

de a gyakorlatban ez sokszor az algoritmus lassulasahoz vezet.

Eddig a halozati folyam probléma kombinatorikus algoritmusainak torténetét
foglaltuk Ossze, de a feladat felfoghat6 egy specidlis struktaraja linearis programozasi
feladatként, igy felmeriil a kérdés, hogy az altalanos linearis programozasi feladatra

kifejlesztett algoritmusok hogyan viselkednek itt.
A szimplex modszer [14] atiiltetését mar Dantzig is leirta [15]. Bar az igy kapott

modszer nagyon szép struktiraval rendelkezik, t6bb okbol mégsem valt felkapott
kutatasi témava. Egyrészt az altaldnos linearis programozasi feladatra maig sem
ismert polinomialis valtozata a szimplex algoritmusnak, és specidlisan a halézati fo-

lyam probléma soran is nagyon gyakori a degeneralt pivotalas. Masrészt azon 1épések



amikor mégis novekszik a folyam értéke lényegében megfelelnek egy javitout mentén
torténd javitasnak. Igy nem megleps, hogy inkabb a kombinatorikus algoritmusok
tlintek igéretesebbnek.

Ezt a szemléletet torte meg Goldfarb és Hao 1990-ben ([30], [31]) az els§ po-
linomidlis varians publikalasaval. Az algoritmus a forrastol valo egyfajta tavolsag
segitségével megcimkézi a csticsokat, majd ezen cimkék szerint véalaszt pivotalési
poziciot. A grafstruktira erds kihasznalasaval igy sikeriilt bizonyitaniuk, hogy leg-
feljebb nm pivotalas utan (mely tartalmazhat degenerélt pivotokat is) megtalalnak
egy optimélis folyamot. Ez egyszerii implementacioval O(n?*m) lépésszamot jelent,
ami megegyezik a javitoutas algoritmusok 1épésszamaval. Az tgynevezett dinamikus
fa adatstruktarat [51] alkalmazva pedig a futasidé levihets O(nm logn)-re [28], ami
méar egy logaritmikus faktortol eltekintve megegyezik az el6folyamos algoritmusok
lépésszamaval.

A linearis programozas masik sokat kutatott megoldasi modszerei a belsé pontos
modszerek. Az altaldnos linearis programozasi feladatra a 80-as évekre kifejlgds
polinomiélis algoritmusok (|38], [41]) még nem vehették fel a versenyt a halozati
folyamokra specializalt kombinatorikus algoritmusokkal.

Az évtized végére kifejl6ds elGfolyamos algoritmusok hatékonységa miatt inkabb
csak bizonyos altalanosabb halozati folyam modellek megoldaséara jelentek meg belsé
pontos algoritmusok. Ilyen probléma példaul a tobbtermékes héalozati folyam, vagy
az dgynevezett altalanositott halozati folyam, ahol az anyagnak csak egy bizonyos
hanyada marad meg egy élen valé athaladas soran. Az 1990-es évek oOta sok cikk
foglalkozik ezekkel a problémakkal ([37], [47], [36]).

1.3. A diplomamunka szerkezete

A szakdolgozat téméajat részben egy vastut-optimalizalasi probléma ihlette. Az tgy-
nevezett gyenge mozdony-hozzarendelési probléma soran arra keresiik a valaszt, hogy
vasiti vontatési feladatok egy adott rendszerét hogyan lehet a lehets legkevesebb
mozdonnyal elvégezni. A probléma "gyenge" valtozata alatt azt értjiik, hogy fi-
gyelmen kiviil hagyjuk a mozdonyok karbantartasi sziikségleteit, amivel egyiitt a
probléma NP-teljessé valna. A probléma modellezési aspektusairol a témavezets
[34] cikkében, illetve Barta Zsuzsanna szakdolgozatéaban [8] olvashatunk tobbet.

A probléma felirhat6 egy halozati folyamként, igy az el6z6 alfejezetben leirt bér-
mely modszerrel megoldhato. Az érdeklédésiinket f6leg a pivotalgoritmusok keltet-

ték fel, mivel a kapott graf specidlis strukturajat talan ezzel a megkozelitéssel lehet
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a legjobban kihasznélni. A 2. fejezetet ezért a maximalis folyam probléma hagyo-
méanyos Ford-Fulkerson-féle felépitését kovetGen a Dantzig nevéhez kothetd hélozati
szimplex keretalgoritmus ismertetésével kezdjiik. Mivel a modellben az élekre vo-
natkoz6é nem nulla als6 korlatok is fellépnek, igy bemutatjuk az ilyen problémak
hagyomanyos atirasat nulla alsé korlatos probléméva, mely kdzben a modell legfel-
jebb kétszeresére né.

Kutatasunkat Goldfarb és Hao eredményeinek ([30], [31]) megismerésével kezd-
tilk. A bizonyitasi technikdk kozelebbi vizsgélata sorén észrevettiik, hogy az ere-
detileg csak nulla als6 korlatos feladatokra felirt algoritmus kisebb-nagyobb médo-
sitdsokkal kiterjesztheté nem nulla alsé korlatos feladatok megoldésara is. Ezek
a modositasok a fizibilitasi MBU algoritmus (|9], [12]) egy specializiciojahoz ve-
zetnek. Mig az altalanos linearis programozasi feladat megoldésa soran viszonylag
nagy szabadsagi fokkal valaszthatunk beléps valtozot, addig ha a hélézati folyam
esetén a Goldfarb és Hao altal bevezetett cimkézési technika segitségével dontiink
ezen valtozok kozott, akkor az algoritmus polinomialitésa is bizonyithaté. Tudomaé-
sunk szerint ez az elsé pivotalgoritmus, amirdl bizonyitottak nem nulla alsé korlata
halozati folyamon a polinomialitast. A 3. fejezetben leirjuk Goldfarb és Hao al-
goritmusét, illetve az MBU algoritmus halézati folyam variansat, és bizonyitjuk a
helyességiiket és a polinomidlis 1épésszamot. Végiil az algoritmust a halozati folyam
irdnyitott grafjan és pivot tablan parhuzamosan szemléltetjiik.

Elvégeztiik a pivotalgoritmus szamitogépes implementalasat C++ nyelven [27].
Kiilénb6z6 méretii gyenge mozdony-hozzarendelési problémakon vizsgaltuk a prog-
ramunk futésidejét, illetve az XPRESS-MP megoldojanak [6] futésidejét a MOSEL
nyelven felépitett modellen. A probléma specialis strukturajanak kihasznaldsaval
biztato eredményeket értiink el. A 4. fejezetben roviden Osszefoglaljuk a gyenge
mozdony-hozzarendelési probléma egy lehetséges matematikai modelljét, és ismer-
tetjiik a futasi eredményeinket.

A szakdolgozatot eredményeink Gsszefoglalasaval és jovébeli kutatasi iranyok ki-

jelolésével zarjuk.



1.4.

G = (V.E)

S

Jelolések

a halozat iranyitott grafja
a halozat forrasa

a halozat nyeldje

G csucsainak szama

G éleinek szama

a halozat iranyitott grafja a (¢, s) éllel egyiitt

G* illeszkedési matrixa

az 1. pivotalas elGtti folyamértékek
az élek also korlatja

az élek fels6 korlatja

duéal valtozok

az i. pivotélas el6tti feszitéfa
Ti\(t, s) s-et tartalmazé részgrafja
T:\(t, s) t-t tartalmazé részgrafja
az 1. pivotalasnal lehetséges beléps élek
az 1. pivotalas sordn belépé él

az 1. pivotalas soran kilépé ¢l

a v csucs 1. pivotalas elGtti cimkéje
az e €l 1. pivotalas el6tti cimkéje

a javitando él

T:\(g,h) g-t tartalmazo részfaja
T:\(g, h) h-t tartalmazo részfaja



2. fejezet

A probléma felirasa

2.1. A maximalis folyam-feladat

Tekintsiink egy G = (V, E) Osszefiiggd, irdnyitott grafot egy kitiintetett s € V
forréssal, és t € V nyel6vel, valamint egy v : E — Ry kapacitasfiiggvénnyel.

Egy x : E — Ry fiiggvényt megengedett folyamnak neveziink, ha egyrészt a
forrason és a nyel6n kiviil minden cstcsra a beérkez6 és a kimend folyam mennyisége
megegyezik, valamint egyik élre sem haladja meg az él kapacitasat.

Az s-bdl t-be eljutdé mennyiséget a folyam értékének nevezziik, ez megegyezik az
s-b6l kimend, illetve a t-be beérkezd folyam mennyiségével. A feladat egy maximalis
értékid megengedett folyam keresése.

A feladatot képletekkel leirva vilagossa valik, hogy egy specialis strukturaja li-

nearis programozési feladatrol van szo:

Z x(s,v) — max

(s,v)EE
Vo e V\{s,t}: Z z(w,v) = Z x(v,w)
(um))EE (v,w)eE

Vee E: 0<uz(e) <ule)

Megengedett folyam mindig létezik, ilyen példaul az x = 0 folyam. Természetes
otlet, hogy keressiink egy olyan s — ¢ iranyitott utat, melyen nincsen telitett él,
ekkor egy porzitiv értékkel meg tudjuk novelni a folyam értékét ezen Gt mentén gy,
hogy az még megengedett maradjon.

Ko6nnyen mutathatoé azonban példa olyan megengedett folyamra, ahol ilyen 1t
nem talalhato, de a folyamérték mégsem optimalis. Tekintsiik a kdvetkezG haloza-
tot: V = {s,1,2,t} és E = {(s,1),(s,2),(1,2),(1,%),(2,t)}, és legyen minden él

kapacitasa egységnyi.

10



Kiindulva az azonosan nulla folyamboél, majd egységnyit névelve az s — 1 — ¢
és az s — 2 — t utakon optimalis folyamot kapunk, hiszen két egységnél tébbet

nem is tudunk kivinni az s csicsbél.

2.1. dbra. Optimalis folyam

Ellenben ha a nulla folyambél kiindulva el6szor az s — 1 — 2 — t iton néveliink
egységnyit, akkor egy olyan 1 értékd folyamot kapunk, ahol mér nincs s — ¢ 1t
telitetlen élekbdl.

2.2. dbra. Nem optimaélis folyam

Tehat valamivel 0sszetettebb modszerre van sziikségiink. Javitout alatt egy olyan
s — t irdnyitatlan utat értiink, melyen az eléreélek telitetlenek, a visszaéleken pedig
pozitiv a folyam. Konnyen meggondolhato, hogy ha egy javitont eléreélein noveliink,
visszaélein pedig csOkkentiink egységnyit, akkor tovabbra is teljesiilnek a csticsokra
vonatkoz6 megmaradasi egyenletek, a folyam értéke pedig novekszik.

Az el676 példaban (2.2 abra) javitoutat még taldlunk: s — 2 — 1 — ¢. Valoban:
(s,2)-n névelve, (1,2)-n csokkentve és (1,t)-n novelve egy egységnyit megkapjuk az
2.1 abran szerepld optimalis megoldast. A kovetkezd lemma mutatja, hogy ez az

objektum mar tényleg megfogja a probléma lényegét.

2.1.1. Lemma. Ha nem taldlhato javitoiut a grafban, akkor a folyam optimdlis.
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Bizonyitds. Egy s-et és t-t elvalaszto vagas elbreélei felsG korlatjanak Osszegét
nevezziik a vagés értékének. Szemléletesen nyilvanvald, hogy a halozat egy ilyen
vagasanak értéke felsG korlat tetszéleges megengedett folyam értékeére.

Legyen S azon csucsok halmaza, melyek elérhetSk s-bél telitetlen eléreéleket és
pozitiv értéki visszaéleket hasznalva. Természetesen s € S, és mivel nincs javitout
a grafban, igy t € V\S. Legyen C az (S,V\S) vagas. Ekkor S definiciojabol
adodik, hogy C' eldreélei telitettek, visszaélei pedig nulla értékiek, igy a folyam

értéke megegyezik a C' vagas értékével, és igy sziikségképpen maximaélis.
OJ

Mivel egy maximaélis folyam esetén nincs javitout a grafban, a fenti modszer-
rel talalunk a folyam értékével egyezs értékid vagast. Igy bebizonyitottuk Ford és

Fulkerson neves tételét:

2.1.2. Tétel (Ford, Fulkerson [22]). Az s-bdl t-be szdllithato mazximdlis folyam

értéke megeqyezik az s és t csucsokat elvdlaszto vagdsok minimdlis értékével.

A tétel nem csak elméleti szempontbdl jelentés. Az algoritmusok tobbsége a
maximalis folyam kiszdmolasan til megad egy a folyamhoz tartozé minimalis vagast
is, amivel nagyon nagy méretii problémék esetén is pillanatok alatt leellenérizhet;jiik,
hogy a kapott megoldas tényleg optimalis.

A fentiekbdl kaphatunk egy naiv algoritmust a probléma megoldasara: induljunk
ki egy megengedett folyambol (mondjuk a nulla folyambdl), és ismételten keressiink
javitoutakat, amig lehet. Konnyen lathato, hogy egész értéki kapacitasok mellett
ez az algoritmus véges, hiszen minden javitas soréan legalabb 1-et noveliink a folyam
értékén.

Irracionalis kapacitasok esetén a végesség nem feltétleniil igaz, s6t, még az sem
biztos, hogy a folyamérték az optimélishoz konvergal. De egész kapacitasokra sem
feltétleniil lesz polinomialis az algoritmus, mint azt a kovetkezd példan lathatjuk
(2.3. abra).

2.3. abra. Nem polinomiélis példa — halozat
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A maximaélis folyam értéke 200, hiszen ilyen megengedett folyamot talalunk, és
az {(s,1),(s,2)} vagas értéke is 200. Ezt a folyamot megkaphatjuk minddssze két
javitassal, el¢szor az s — 1 — ¢ ton javitva 100-at, majd az s — 2 — ¢ ton javitva
100-at.

Valaszthatjuk viszont els6 javitoutnak is a hosszabb s — 1 — 2 — ¢ utat, itt az

(1,2) él kapacitasa miatt csak 1-et tudunk javitani (2.4. abra).

1(100) 0(100)

1(1)

0(100) 1(100)

2.4. 4bra. Nem polinomidlis példa — 1. 1épés

Ezutén pedig véalaszthatjuk az s — 2 — 1 — t javitoutat, ahol ismét az (1,2) él
miatt csak egyet tudunk javitani (2.5. abra).

2.5. dbra. Nem polinomiélis példa — 2. lépés

Konnyen lathato, hogy ha ezt a két javitoutat hasznaljuk felvaltva, akkor a fo-
lyam értéke csak 200 lépésben éri el a maximumot. Tovabba 100 helyett nagyobb
kapacitast hasznalva a megfelels éleken még tobb lépést végeznénk ezen a csupén 4
csicsbol és 5 élbol 4llo halozaton.

Ezt a problémat oldotta meg nyugaton Edmonds és Karp [18], valamint t6liik
fiiggetlentil keleten Dinic [17], amikor belattak, hogy mindig az egyik legrévidebb ja-
vitoutat hasznalva legfeljebb nm javitasra van sziikség, tetszéleges valos kapacitasok
esetén.

Erdemes még megemliteni a javitoutas modszer egy az alkalmazasok szempont-

jabol fontos kévetkezményét. Ha minden kapacitas egész értéki, akkor létezik olyan
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maximalis folyam, mely csak egész értékeket vesz fel, hiszen példaul Dinic algo-
ritmusit hasznélva egész értékd folyamokon keresztiil jutunk el véges id6ben egy

maximalis folyamhoz.

2.2. Maximalis folyam mint LP-feladat

Az LP feladat felirasat gyakorlatilag mér elvégeztiik a fejezet elején. Az egyszertibb
kezelés érdekében a folyam feladatot cirkulacios feladatta alakitjuk egy ¢t — s él
bevezetésével.

Legyen tehat E* := E U (t,s) és G* := (V, E*). Ekkor a cstcsokra vonatkozo
megmaradési egyenletek egységesebbé valnak, az s és t csticsra is ugyanolyan alaktak
lesznek, mint a tobbi cstcsra. A célfiiggvény egyszertisodik: az s-bél t-be eljuttatott
folyam értéke megegyezik a (¢, s) élen visszahozott "folyammal". Tekintsiik tovabba

a nem nulla alsé korlatokkal rendelkezd altalanosabb feladatot:

max T

YveV: Z Ty — Z Ty = 0 (2.1)
(w,v)eE* (vyw)eE*

Vee E . le <2 < U

A csiicsokra vonatkozo egyenletek roviden Ax = 0 alakba irhatok, ahol A a
G* graf illeszkedési matrixa. Ismert, hogy egy n cstucsi Osszefiiggs graf illeszkedési
méatrixanak rangja n — 1, tovibba a matrix valamely n — 1 oszlopa pontosan akkor
linearisan fiiggetlen, ha az oszlopoknak megfelels élek feszit6fat alkotnak a grafban
[40].

Kovetkezésképpen (2.1) egy B bazisa megfelel G* egy T feszit6fajanak, mely
tartalmazza a (t,s) élet, hiszen a hozzad tartozd valtozo nem korlatos. A B-hez
tartoz6 bazismegolddsban a bazison kiviili valtozok értéke megegyezik alsé vagy
fels¢ korlatjukkal, vagyis a T-n kiviili élek folyamértéke megegyezik az als6 vagy
fels6 korlatjukkal.

Tovabbé azt is tudjuk egy irdnyitott graf illeszkedési méatrixarol, hogy teljesen
unimodularis, vagyis minden négyzetes részmatrixanak determinénsa 0, 1 vagy —1.
Ebbél egész jobboldal esetén kovetkezik, hogy a lineéris programozési feladat bér-
mely bazismegolddsa egészértéki. Ugyanis tetszéleges B bazisra Ag5' egészérték,
mint azt az inverzképzés adjungaltas képletébdl lathatjuk: Az = adjAp/ det Ap.

Primal megengedett bazismegoldasnak egy olyan bazismegoldast neveziink, ahol
az l, < x. < u, korlatok is teljesiilnek. A bazison kiviili valtozokra ezek automati-

kusan teljesiilnek, vagyis primél nem megengedett valtozo csak a béazisban lehet.
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Egy adott T feszit6fabol elhagyva a (t,s) élet a feszit6fa két Osszefiigegs részre
esik, jeloljiik S-sel az s cstcsot tartalmazd részfat, és Z-vel a t csticsot tartalmazot.
Egy bazismegoldas dual megengedett, ha az S — Z élekre . = u., miga Z — S
élekre x, = l.. Ennek belatasahoz irjuk fel a (2.1) feladat dualisat:

min Z UeAe — lefle

Y(v,w) € E : m(w) — 7(v) + Apw — How > 0 (2.2)
m(s) —m(t) > 1
Vee E . Aes e => 0
Ekkor csak annyit kell meggondolnunk, hogy a dualis feladat kovetkezG meg-

old4dsa megengedett, valamint a primal feladat fenti megoldasa komplementéris az

eltérés valtozdkra:

1 hav e S,
m(v) =
0 egyébként.
1 have SésweZ,
Avw = (2.3)
0 egyébként.
1 have ZésweS,
How =
0 egyébként.

Igy egy adott T feszitéfahoz tartozo bazismegoldasban a dual nem megengedett
valtozok azon S — Z élekhez tartozo valtozok, melyekre x, = ., és azon Z — S élek-
hez tartoz6 valtozok, melyekre z, = u.. A kombinatorikus szemlélettel is konnyen
lathato, hogy egy primal és duil megengedett bazismegoldas optimélis, hiszen a pri-
méal megengedettség miatt x megengedett folyam, mig a duél megengedettség miatt
az (5, Z) vagas értéke megegyezik a folyam értékével.

A (2.1) és (2.2) linearis programozasi feladatpar egyiitt a kovetkezd linearis komp-

lementaritasi feladatként irhato fel (ismét A-val jelolve G* illeszkedési matrixat):

e e ()G
0 0 1 (2.4)



2.3. Pivotalas

A lineéris programozasi feladat pivotalgoritmussal torténd megoldasa soran bazis-
megoldasrol bazismegoldasra lépiink, egy ilyen lépést neveziink pivotalasnak. A pi-
votalashoz ki kell valasztanunk egy a béazisba belépd, és egy onnan kilépé valtozot.
Egy adott bézis esetén persze nem valaszthatjuk barmelyik valtozopart, hiszen a
valtozocsere utan is bazist szeretnénk kapni. A folyamprobléma nyelvén feszitGfarol
feszitGfara szeretnénk lépni.

Ha egy adott T feszitGfa esetén elGszor egy p belépd élet valasztottunk, akkor a ki-
16p6 q élet a TU{p}-ben egyértelmiien 1étrejovs kor éleibdl kell kivalasztanunk, hogy
ismét kormentes részgrafot kapjunk. Mig ha elGszor egy q kilépé élet véalasztunk,
akkor a T'\{q} feszittfa két részfara esik, és a belépd p élet az altaluk meghatarozott
vagasbol kell valasztanunk, hogy ismét Gsszefiiggd részgrafot kapjunk.

A pivotalas soran a T'U{p}-ben kialakul6 kor folyamértékei valtoznak. A kor va-
lamelyik irdnyitasa szerinti eléreéleken noveljiik d-vel a folyamértéket, mig a vissza-
éleken csokkentjiik d-vel a folyamértéket, ahol a d mennyiséget gy kell megvélasz-
tanunk, hogy a kilép6 ¢ él 6j folyamértéke [, vagy u, legyen. Lathato, hogy ekkor
a csticsokba beérkezd és onnan kidramlo folyam mennyisége tovabbra is egyenld
marad.

A Goldfarb és Hao altal leirt algoritmus a halozati primél szimplex algoritmus
egy variansa, igy érdemes ezt a keretalgoritmust kiilon megvizsgalnunk. A pivotéalas
soran elGszor belépd élet valasztunk a célfiiggvény novelésének céljabol, majd a kiléps
valtozo valasztasanél a primal megengedettség fenntartasat tartjuk szem elGtt.

A folyam értékének modositasdhoz tugy kell beléps élet valasztanunk, hogy a
kialakulo kérben szerepeljen a (¢,s) él is. Ehhez csak annyi kell, hogy az (S, 2)
vagasbol valasszunk. Tovabbéa mivel névelni szeretnénk z, ; értékét, igy a belépd él
S — Z also korlaton levs él, vagy Z — S fels6 korlaton levd él kell, hogy legyen.
Ugy is fogalmazhatunk, hogy egy dual nem megengedett valtozénak kell belépnie a
bazisba. Jeloljiik ezeket a lehetséges beléps éleket C-vel:

C:={(vyw)eEweSweZ Tyy=1Ulw

(2.5)
VEZWES Ty = Uy}
A kialakulo P kort (¢, s)-sel egyez6 iranyitassal tekintve legyen
f := min{u, — z. : e primal megengedett eléreél P-ben, (2.6)

Ze — lo : e primél megengedett hatraél P-ben}
P el6reélein noveljiink, visszaélein csokkentsiink f-et. Kilépd élnek véalasszunk

egy olyan ¢ élt, ahol az f meghatarozasahoz hasznalt minimum felvétetett. Ekkor
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a kilép§ él folyamértéke valamelyik korlatjaval megegyezik. A kilépd él valasztasi
szabalya megegyezik az altalanos lineéris programozasi feladatnal alkalmazott priméal
hanyadosteszttel, mivel a pivot tabla minden eleme 0 vagy +1, igy a hanyadosok
megegyeznek a folyamérték megfelels korlattol valo tavolsagaval.

Roviden dsszefoglalva tehat a kovetkezdképpen néz ki a halézati primal szimplex

algoritmus:

Algoritmus 1 Halozati primal szimplex algoritmus
x egy megengedett bazismegoldas

while C +# () do
p € C tetszbleges ¢l belép a bazisba

meghatéarozzuk f-et
javitunk a koron
meghatarozzuk a bazisbol kiléps g élt

end while

lusztralasképp tekintsiik a kovetkezd héalozati folyam feladatot (2.6. abra). A
bazisbeli élek zdlddel vannak jelolve, az élek f6lott az aktualis folyamérték, illetve

az also és felsé korlat talalhato.

2.6. abra. Primal pivotalas — 1

A (t,s) élt elhagyva a feszitGfa az S = {s,v1,v2} és a Z = {vs, vy, v5, t} részfakra
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esik. Beléps élnek valaszthatunk S-b6l Z-be mend, als6é korlaton levg élt: ilyen
(vg,v4) €s (vg,v5). Illetve valaszthatunk Z-bdl S-be mend felsé korlaton levd élt,

ilyen (vs, v1).

Valasszuk mondjuk (vs, v1)-et. A béazishoz hozzavéve (vs, v1)-et kialakul az (s, vy, vs, t)
kor. Az s — vy élen legfeljebb 7-et novelhetiink, a vy < v3 élen legfeljebb 3-at csok-
kenthetiink, a v3 — t élen pedig legfeljebb 2-t névelhetiink. Ezek koziil a 2 a legki-
sebb, igy ennyit javithatunk a kérén az élek primél megengedettségének megdGrzése

mellett.

2.7. abra. Primél pivotalas — 2

Mivel (vs3,t) miatt nem tudtunk tébbet javitani, igy 6 lép ki a béazisbol, a pivo-

talas utani dllapotot a megvaltozott bazis szerkezettel az 2.8 4bra mutatja.

Altalanos (nem feltétleniil halézati folyambol szarmazo) linearis programozasi
feladatok elméletében ismert, hogy primél megengedett bézismegoldasbol indulva
csak primal pivotalast hasznalva eljuthatunk az optimélis megoldashoz. A primaél
szimplex modszer végessége, vagyis a ciklizalas elkeriilése biztosithaté a pivotalasi
pozicio valamilyen rendszer szerinti megvélasztasaval (Bland-szabaly, lexikografikus

szimplex modszer, s-monoton index szabaly [13]).
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2.8. abra. Primal pivotalas — 3

Maximalis folyam keresése esetén azonban ennél t6bb is mondhat6. Goldfarb és
Hao cimkézési modszerével valasztva a belép éleket az algoritmus polinomialitasa
is biztosithato, mint azt a 3. fejezetben latni fogjuk. A maésik feltevés, miszerint
primal megengedett bazisbol indul az algoritmus egyszertien teljesithet6 a nulla alsé
korlatos esetben, hiszen ekkor a nulla folyam ilyen (tetszéleges feszitGfa mellett).
Nem nulla als6 korlattal rendelkezé feladat esetén viszont primél megengedett ba-

zisfolyam keresése nemtrivialis feladat, az is lehetséges, hogy ilyen nem létezik.

A kovetkezd részben bemutatjuk a feladat bedgyazasat egy nulla als6 korlata
folyamba, melynek megoldasaval megkapjuk az eredeti feladat egy megengedett ba-
zisat (ha van ilyen). A 3. fejezetben pedig bemutatunk egy uj modszert megengedett

bazismegoldés keresésére, mely végig az eredeti grafon dolgozik.

2.4. Megengedett bazisfolyam el6allitasa a graf ki-
bévitésével

Természetes Otlet bevezetni az 2, = x. — [, valtozokat (és legyen x;, = ), hi-

szen igy az x’ valtozokra nulla also korlat fog vonatkozni. A csicsokra vonatkozo
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egyenletek azonban megvaltoznak:

VeV Y al,— Y = > luw-— Lo (2.7)

(w,v)eE* (v,w)EE* (v,w)eE* (w,v)eE*

Igy (2.7) jobboldalat b(v)-vel jeldlve a kivetkezd lineris programozasi feladatot

kapjuk:
maX:EQS
(w,v)EE* (v,w)eE*
Vee E : 0<z <u,—1I

Mivel a csticsokra vonatkozo egyenletek jobboldala nem nulla igy mar nem folyam
feladatrol van sz6, hanem egy cirkulacios feladatrol (3, ., b(v) = 0). A cirkulacios
feladatok elméletébdl ismert a kovetkez6 modszer megengedett cirkulacio elGallita-
sara.

Vezessiink be két 1j csiicsot, jelolje 6ket s' és t'. Huzzuk be az (s',v) élet, ha
b(v) < 0, és legyen ezen ¢l felsg korlatja —b(v). Hasonloan, hizzuk be a (v,t’) élet,
ha b(v) > 0, és legyen ezen él fels§ krolatja b(v). Az j élek alsé korlatja mindkét
esetben legyen 0.

Ko6nnyen lathato, hogy (2.8)-nek pontosan akkor van megengedett megoldasa, ha
ebben az 1j grafban a maximalis folyam s'-bdl '-be teliti az 0j éleket, és ekkor ezt
a megengedett megoldast megkaphatjuk egyszeriien az 1j csticsok és élek torlésével.
Ezutan visszacserélve az x’ valtozokat az x valtozokra megkapjuk az eredeti feladat
egy megengedett megoldasat.

Példaként tekintsiik az aldbbi halézatot. Az éleken az als6 és fels6 korlatok

szerepelnek, a t — s él értékét szeretnénk maximalizalni.

2.9. abra. Az eredeti halozat
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2.10. abra. Az atalakitott halozat

2.11. dbra. Egy megengedett megoldas

Minden csucsra kiszamoljuk b(v)-t: b(s) = 3, b(ny) = 0, b(ng) = 2 és b(t) = —5.
Bevezetiink egy s’ és egy t’' cstcsot. Felvesziink egy s’ — ¢ élet 5 korlattal, valamint
egy s — t' élet 3 korlattal és egy ny — t' élet 2 korlattal. A mar meglevé élek felss
korlatja legyen u, — [, és minden él als6 korlatja 0. A kapott probléméat meg tudjuk
oldani a nulla folyambél kiindulva. A kapott halozatot és egy optimélis megoldast
lathatunk az 2.10 4bran.

Ebbdl elhagyva az 1j éleket, valamint a folyamértékekhez hozzaadva az élek also

korlatjat egy megengedett megoldast kapunk az eredeti feladatra (2.11 abra).
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3. fejezet

Algoritmusok

3.1. Goldfarb és Hao algoritmusa

A nulla alsé korlatos folyam-feladatra Goldfarb és Hao ([30] és [31]) adtak el6szor
ergsen polinomidlis futasidejd pivot algoritmust. Tekintsiik tehat a kovetkezd fel-
adatot:

max Ty s
YvoeV: Z Tww — Z Ty =0
(w)eE* (v,w)EE*

Vee EF: 0<zx,<u,

Jelolje az i. pivotdlas elStti bazist T, az i. pivotalas el6tti folyamot pedig .
Kiindulasként legyen z! = 0, és T} egy tetszoleges feszitfa, mely tartalmazza a (¢, s)
eélt. A T, feszit6fabol elhagyva a (t, s) élet az két feszitéfara esik, az s-et tartalmazot
jelolje S;, a t csicsot tartalmazot pedig Z;.

Az algoritmus egy priméal szimplex algoritmus, vagyis minden lépésben primal
pivotalast hasznél, igy a valtozok priméal megengedettségének megtartdsa mellett
noveli a célfliggvényt, amig el nem éri az optimumot. Az i. pivotalasnal belépd él a

Ci={(v,w) e E: veS,we Z;,x,, =0 vagy
v E Ziaw € Sia-rv,w = uv,w}
halmazbol keriil ki. A kialakulo koron a (¢, s) él irAnyitasaval egyezd éleken noveliink,
az ellentétes irdnyn éleken csokkentiink amennyit lehet. Végiil egy olyan él 1ép ki,
amely akadalyozta a kor mentén torténd tovabbi javitast.

Az algoritmus megall, ha C; {ires valamelyik lépésben. Ekkor konnyen lathato,

hogy az (S;, Z;) vagas értéke megegyezik a folyam értékével, igy az optimalis.
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Eddig tulajdonképpen egy altalanos primal szimplex algoritmust irtunk le. Ami
megkiilonbozteti Goldfarb és Hao algoritmusat, és ami biztositja a polinomialitast,
az a C; élei koziili valasztas modszere. Tényleg sok mulik ezen a dontésen, példaul
Goldfarb és Hao ([31]) megmutatjak, hogy mindig egy olyan élet valasztva C;-bél,
amire a kialakulo kor a lehet6 legrovidebb egy nem polinomidlis algoritmushoz vezet,
noha a legrévidebb javitoatat hasznalé kombinatorikus algoritmus polinomidlis.

A valasztas az s csicstol valo egyfajta tavolsagon alapul. Eldszor egy v csics

cimkéjét definiadljuk, mint a legrévidebb s — v pszeudo-javitoat hossza:

3.1.1. Definici6 (pszeudo-javitout). Egy T; bdzishoz tartozé x° folyam melletts
v — w pszeudo-javitouton eqy olyan v — w utat értink, mely bdziséleket tetszdleges
wranyban, x. = l, bdzison kivili éleket eldre iranyban, illetve x. = u. bazison kivili

éleket visszafele iranyban haszndl.

Algoritmikus szempontbol ez egy egyszert rekurziot jelent. Jelolje d;(v) a v csucs

1. pivotalas elGtti cimkéjét, ekkor a cimkék a kdvetkezGképpen szamolhatok:

Algoritmus 2 Cimkézés
di(s) =0, lista = {s}
while lista # () do

v legyen a lista elsé eleme

for all (v,w) € E, ((v,w) € T; vagy Ty = lyw), w cimkézetlen do
di(w) =d;(v) + 1
w a lista végére kertil

end for

for all (w,v) € E, ((w,v) € T; vagy Ty, = Uyp), w cimkézetlen do
di(w) =d;(v) + 1
w a lista végére kertil

end for

toroljiik v-t a listarol

end while

Grafelméletileg ezt ugy fogalmazhatjuk meg, hogy képeziink egy G' = (V| E’)
segédgrafot. Ha (v, w) bazisbeli él, akkor (v, w) és (w,v) is eleme E’-nek. Ha (v, w)
nincs a bazisban és z,,, = 0, akkor (v,w) € E’. Illetve ha (v, w) nincs a bazisban
6S Ty = Uy, akkor (w,v) € E'. Ekkor egy v cstcs cimkéje az eredeti grafban
megegyezik a legrovidebb s — v iranyitott at hosszéval G’-ben. Ez hatékonyan
szamolhaté példaul egy szélességi kereséssel, a fenti cimkézési algoritmus tulajdon-

képpen ezzel egyezik meg.
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Ezutan definidlhatjuk az élek cimkéit. Jelolje egy (v,w) él i. pivotalas elstti

cimkéjét 0;(v, w). Ha (v,w) ¢ T;, akkor legyen

d;(v) ha 7, ,, = lyw
di(v,w) = ‘
d;(w) ha 7, ,, = Uy w

Ha (v,w) € T; és ¢ > 2, akkor leyen 0;(v, w) = 6;_1(v, w), illetve minden (v, w) € T}-
re legyen 6 (v, w) = 0.

Megjegyezziik, hogy az algoritmus implementalasanal csak a C;-beli élek cimkéje
lényeges, ami pedig az Si-beli végpontjuk cimkéjeként definialhato. Igy az élek
cimkéit nem sziikséges ténylegesen kiszamolni, inkdbb a polinomialitds bizonyitasat
teszik egyszertibbé.

Most, hogy a sziikséges fogalmakat definidltuk, kimondhatjuk Goldfarb és Hao

eredményét tételként:

3.1.2. Tétel (Goldfarb, Hao [31]). Ha az i. pivotdlds sordn C; egyik legkisebb
cimkéji €lét valasztjuk belépd élnek, akkor az algoritmus legfeljebb nm pivotdlds utdan

véget €ér.

A tétel bizonyitasahoz elGszor belatunk egy lemmat, mely szerint a csticsok cim-
kéi bizonyos szempontbol mutatjak az algoritmus haladésit az optimalis megoldés
felé:

3.1.3. Lemma. A csiucsok cimkéi monoton névekednek, vagyis minden z € V-re,

és minden i-re d;(z) < d;i1(2).

Bizonyitds: Legyen az i. pivotalasnal belépé él p = (v, w) és x; = 0 (vagyis v € S;
és w € Z;). A masik eset hasonloéan bizonyithato.

Figyeljiikk meg, hogy d;(w) = d;(v) + 1: egyrészt a cimkézés definicioja alapjan
d;(w) < d;(v) + 1, masrészt ha d;(w) < d;(v) lenne, akkor a w csics cimkézését
visszakdvetve egy olyan s — w pszeudo-javitéutat kapnank, melynek van legalabb
egy Cj-beli éle, ennek a Cj-beli élnek pedig kisebb lenne a cimkéje mint p-nek, ami
ellentmond p véalasztasanak.

A T; NT;1-beli éleket mindkét cimkézésnél mindkét irdnyban lehet hasznalni,
a T; UT,,, éleknek pedig nem valtozott a folyamértéke, igy mindkét cimkézésnél
ugyanabban az iranyban lehet ket hasznalni.

Ha a kilép6 él is p, akkor p-t az 7. cimkék meghatidrozasanal csak elGreélként,

mig az ¢ + 1. cimkék meghatarozasanal csak hatraélként lehet hasznalni. Vagyis
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egy z cstcs cimkéje csak akkor csokkenhetett, ha az ¢ + 1. pivotalas el6tti allapot

szerinti legrovidebb s — z pszeudo-javitont visszaélként hasznalja p-t. De ekkor

dl‘+1(2) = di+1(w) + ]_ + di+1(U7 Z) Z (w) —I— 1 —f- di(U, Z)

di
di(v) + 2+ d;(v,2) > di(z) + 2

ahol d;(v, z) a legrovidebb 27 melletti v — 2 pszeudo-javitont hossza. A lépések

indokléasai rendre:

1

1. Megallapitottuk, hogy a legrévidebb 2! melletti s — 2 pszeudo-javitott

s — w5 v — 2 alaki.

2. A legrovidebb 2! melletti s — w és v — 2z pszeudo-javitoutak nem hasznAl-
hatjak visszafele a (v, w) élet, igy ezek az utak legalabb olyan hossziak mint

2! melletti parjuk.
3. Ttt felhasznaljuk, hogy d;(w) = d;(v) + 1.

4. A legrovidebb pszeudo-javitéutakra is érvényes a haromszog egyenlGtlenség:
di(z) < d;(v) + di(v, 2).

Az egyenlGtlenség két végét tekintve, ellentmondast kaptunk azzal, hogy z cimkéje
csokkent.

Most tegyiik fel, hogy a kilép6 ¢ él nem azonos p-vel. Ekkor p-t az i. cimkék
meghatarozasanal csak elére irAnyban, mig az ¢ + 1. cimkékhez mindkét irdnyban
hasznalhatjuk. A kilépd ¢ élet pedig az i. cimkék meghatarozasnal mindkét irany-
ban, mig az ¢ + 1. cimkékhez csak az egyik irAnyban tudjuk hasznalni.

Ekkor egy z cstics cimkéje csak akkor csokkenhetett, ha a legrévidebb 2! mel-
letti s — 2z pszeudod-javitout visszaélként hasznélja p-t. De ekkor az el6z6 esettel

egyezd indoklassal ismét ellentmondast kapunk:

diy1(2) = dip1(w) + 1+ diy1(v, 2) > di(w) + 1+ d;(v, 2)

d;
di(v) + 2+ d;(v,z) > di(z) + 2

Ezzel a lemma bizonyitasat elvégeztiik.
OJ

Konnyen lathato, hogy a csicsok cimkéinek monotonitasabol kovetkezik az élek
cimkéinek monotonitasa. Az élek cimkéivel pedig mér bevezethetd egy olyan mennyi-

ség, amely a pivotalasok sordn "altaldban" csokken, és csak "kevésszer" né. Az
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utobbi eset eléfordulasainak szamat becsiilve kaphato meg a tételben szerepls korlat
a lépések szamara.

A 38.1.2 tétel bizonyitdsa: Legyen az i. pivotalasnal belép6 él p;, a kilépd él q;,
és ¢ Ziy1-beli végpontja 2. Legyen tovabba R; = T; Up; és Qi = Y e Ot

Ekkor egyszertien kapjuk, hogy

Sl =min{6"™ 1 e € Oy} = min{diyi (w) : w € Zig} —1

Pit1

Felhasznélva, hogy a bazisbeli élek cimkéje definicié szerint nem valtozik, illetve
az el6z6 egyenlGtlenséget:

Qiy1 — Qi =0 — 0l <ot =6, —1 (3.1)

Pi+1 qi

Mivel a cstucsok cimkéi nem csokkennek, igy az élek cimkéi sem, ezért két eset

lehetséges:
W) it >
b) 53—1 = 5;17 ekkor Qi+1 S Ql — 1.

Jelolje egy e élre k., hogy hanyszor torténik meg vele az a) eset. Mivel egy él
cimkéje legfeljebb n, igy k. < n. (3.1) jobboldala &sszegezve az e él el¢fordulasaira:
6/ — 6 — k. <n — k., ahol 8/ az e él utols6 cimkéje.

Igy az a) esetbeli pivotaldsok legfeljebb > _,.(n — k.)-vel ndvelhetik @ értekét
az algoritmus soran. Mivel Q > 0, és a b) esetben legalabb 1-gyel csokken @) értéke,
igy a b) eset legfeljebb > _p(n — k) + Q1 — Q-szer torténhet meg.

Igy az Gsszes pivotalas szama feliilrs] becsiilhets:

Dokt D (n—k)+Qi—Q=nm+Q1—Qs <nm

eeE’ eeE’

ahol az utols6 egyenl6tlenséghez elég meggondolni, hogy Q)1 = 511) és Ry tartalmaz

1?
legalabb egy r élet az eredeti (S, Z;) vagasbhol, amire p; valasztasabol és a cimkék
monotonitasabol 6, < 8} < 6/, igy tényleg Q1 < Q.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
O

Mivel a cimkék egyszeri teljes kiszamolasa O(m) id6t vesz igénybe, igy minden
pivotalas el6tt kiszamolva a cimkéket legalabb O(nm?) lépést tenne az algoritmu-

sunk. Szerencsére azonban ezt nem sziikséges minden pivotalas el6tt megtenni.
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A Goldfarb-Hao algoritmus egy lehetséges implementécidja a kovetkezSképpen

néz ki:

Algoritmus 3 Goldfarb-Hao
T, tetszoleges feszitéfa, 2! =0, i = 1.

Cimkézés
while d;(t) # oo do
keressiink egy minimaélis cimkéji Cj-beli élt
javitsunk a kialakul6 korén amennyit lehet
legyen a kilép6 él Z;,1-beli végpontja z
1+ +
if d;(z) < di41(2) then
Cimkézés
end if

end while

Az implementéci6 helyességéhez csak annyit kell belatnunk, hogy ha a ¢; él Z; -
beli végpontjanak nem nétt a cimkéje, akkor egyik csiicsnak sem nétt a cimkéje, igy
nincs sziikség a cimkék tjraszamolasara.

Nézziik végig, hogy mi valtozik az i. és az ¢ + 1. cimkék meghatarozasanal!l A
T)\q éleket mindkét esetben mindkét iranyban hasznalhatjuk. A T; Up; éleken a
folyamérték nem valtozott, igy mindkét esetben csak ugyanabban az irdnyban hasz-
nalhatok. p;-t az 7. cimkék meghatirozasanal csak az egyik irdnyban hasznélhattuk,
mig az ¢ + 1. cimkék meghatarozasanal mar mindkét iranyban. Végiil a ¢; élt az
. cimkékhez mindkét iranyba, az ¢ + 1. cimkéknél viszont csak az egyik iranyba
hasznalhatjuk. (Ha p; = ¢;, akkor 6t az i + 1. cimkéknél pont az ellentétes irdnyban
hasznalhatjuk).

Ha egy 2’ cstics cimkéje megvaltozott, akkor a 3.1.3 lemma szerint csak néhetett.
Az el6bbiek szerint ez csak ugy torténhet, ha a legrévidebb s — 2’ pszeudo-javitont

2 mellett hasznalta a ¢; élet, viszont x**!

mellett mar nincs d;(2') hosszi s — 2/
pszeudo-javitont.

Ez az s — 2/ pszeudo-javitonut viszont akkor hasznalta z-t, és oda sincs mar z¢+!
mellett d;(z) hosszi pszeudo-javitout, vagyis ekkor z-nek is nétt a cimkéje.

Annak eldéntéséhez, hogy z-nek nétt-e a cimkéje elég végignézniink z szomszé-
dait. Ha ¢; masik végpontjan kiviil van még olyan szomszédja, melynek i. cimkéje
szintén d;(z) — 1, akkor 2! mellett is van d;(z) hosszii pszeudé-javitoit z-be, igy a

cimke nem nétt.
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3.1.4. Tétel. A fenti implementdcid O(n*m) miveletet igényel.

Bizonyitds: A cimkézést csak az algoritmus elején végezziik el, illetve akkor, ha
az utolsé pivotalas soran kilép6 él megfelels végpontjanak nétt a cimkéje. Mivel
minden cimke egy 0 és n kozti egész, és egyébként a cimkék nem csokkenhetnek, igy
ezt a lépést Osszesen O(n?)-szer végezhetjiik el. A cimkézés egyszeri elvégzése O(m)
miivelet, igy dsszesen O(n?*m) id6t toltiink cimkézéssel.

A pivotalast a 3.1.2 tétel szerint O(nm)-szer végezziik el. A minimdlis cimkéjd
C;-beli é] megkereséséhez elég egy minimalis cimkéji Z;-beli csticsot keresniink, majd
az 6 szomszédait végignézni, igy O(n) mivelettel talalunk belépd élt. A kor, amin
javitunk szintén O(n) hosszi. Annak eldéntéséhez, hogy z cimkéje nétt-e, a fentiek
szerint elég z szomszédait végignézniink, ez is O(n) mivelet. Igy ezeket a lépéseket
mind O(n?*m) id6 alatt végezziik el.

Evvel a bizonyitast befejeztiik.

3.2. Megengedett bazisfolyam el6dallitasa az MBU

megengedettségi algoritmussal

Alkalmazasok soran gyakran el6fordul, hogy nem nulla als6 korlatos hélézatban kell
maximalis folyamot keresniink. Tekintsiik tehat a mar megszokott lineédris progra-

mozasi feladatot:

max Ty s
YveV: Z Tapp — Z Ty =0 (3.2)
(w)eE* (v,w)eE*

Vee B: I, <xz.<u,

ahol ismét egy (t,s) él bevezetésével cirkulacios feladatta alakitottuk a halozati
folyamot.

A célunk primal megengedett bazismegoldéas keresése. Ehhez egy tetszéleges ba-
zismegoldasbol indulunk ki, kivalasztunk egy nem megengedett élt, és megengedetté
tessziik. Ekozben iigyeliink, hogy megengedett ¢l ne valjon nem megengedetté. Ha
az algoritmus elakad, akkor a feladatnak nincs megengedett megoldéasa.

Az algoritmusunk vazlata a kévetkezd:
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Algoritmus 4 Megengedett megoldas keresése az MBU algoritmussal

T, tetszoleges feszitéfa, x' egy Ti-hez tartozo bazismegoldas, i = 1.
while létezik nem megengedett él do
Legyen (g, h) a legkisebb infizibilitdsi nem megengedett él.
Cimkézés (g, h)-hoz.
while (g, h) nem megengedett do
if d;(h) = co then
return Nincs megengedett megoldas!
end if
keressiink egy minimalis cimkéjii C?"-beli élt
javitsunk a kialakulo kérén
legyen a kilép6 él Z;,1-beli végpontja z
U+ +
if d;(z) < d;41(2) then
Cimkézés (g, h)-hoz.
end if
end while

end while

Egy indul6 bazismegoldast a kovetkezGképpen kaphatunk. Vegyiink egy tetszs-
leges (t,s)-et tartalmazo Ty feszitGfat. A Ti-en kiviili éleken legyen tetszélegesen
rl =1, vagy x! = u.. A bézisbeli élek értékét a cstcsokra vonatkoz6d megmaradasi
egyenletek egyértelmiien meghatarozzak, hiszen a nekik megfelel§ oszlopok lineéri-
san fiiggetlen rendszert alkotnak. FEz szemléletesen is igaz: a feszitéfa egy levelét
véve a cstucsra vonatkozo egyenletben csak a hozza tartozo bazisbeli él értéke is-
meretlen, igy az kiszamolhat6. Elhagyva ezt a csticsot és élt a feszit6fabol hasonlo
modon szamolhatjuk ki egyenként a tobbi é1 értékét is.

Az igy kapott bazismegoldas altalaban nem primal megengedett, ami azt jelenti,
hogy néhany bazisbeli élen nem teljesiilnek az als6- vagy felsé korlatok. Mivel a bazis
n—1 elemi, igy kezdetben legfeljebb n — 1 primal nem megengedett valtozonk lehet.
Az algoritmus soran egyenként megengedetté tessziik ezeket a valtozokat, ezutan
a primal megengedett megoldasbol példaul a Goldfarb-Hao algoritmussal optimalis
megoldést készithetiink.

Egy primél nem megengedett él infizibilitasan x. < [, esetén az [, — =, értéket,
mig r. > u, esetén az x. — u. értéket értjiik. Legyen a legkisebb infizibilitdst nem
megengedett él (g, h), és tegyiik fel, hogy a fels korlatjat lépi at. A maésik eset

hasonléan targyalhato, csak fel kell cserélni g és h szerepét.
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Az i. pivotaléas el6tti bazist jelélje most is Tj, a folyamot pedig z°. A (g,h) élt
elhagyva T;-bdl az két részfara esik, legyen T a g-t tartalmazo részfa, és T a h-t
tartalmazo részfa.

A Goldfarb-Hao algoritmusnal elmondottak kisebb valtoztatasokkal atvihets erre
az esetre. Mivel minden lépésben a (g, h) él infizibilitasat szeretnénk csékkenteni,
igy az 1. pivotéalas soran olyan belépé élt szeretnénk valasztani, hogy a kialakulo kor

tartalmazza (g, h)-t, és a belép él a megfelel irdnyban legyen valtoztathato:

Ci={(v,w) e E* : 2} =luwveT weTl]

v,Ww

vagy ol = Uy, v €T we T}

v,

Ha C; = 0, akkor a feladatnak nem létezik megengedett megoldasa. Adjuk
Ossze ugyanis T} cstcsaira a megmaradési egyenleteket, igy azt kapjuk, hogy a
T7-b8l kimend folyamérték megegyezik a T7-be bemend folyamértékkel. Ezen élek
koziil egyediil (g, h) bazisbeli, 14 z,, > uy,, a tobbi kimend élre viszont C; = ()
miatt . = u. és a bejovs élekre szintén C; = () miatt z, = L. Tgy a kovetkez§

egyenlGtlenséget kapjuk:

Z Uy < Z Tyw = Z Tyo = Z lw,v (33)

veTy veT! veT! veTy!
Vagyis T7-b6l t6bb folyamnak kell tavoznia, mint amennyi oda a bejovs éleken
keresztiil egyaltalan bevihets, ami szemléletesen is kielégithetetlen feltétel. Igy az
algoritmus helyességének és végességének beldtasaval a kovetkezs tételre nyeriink

konstruktiv bizonyitast:

3.2.1. Tétel. A (3.2) feladatnak pontosan akkor létezik megolddsa, ha nincs a csi-
csoknak olyan részhalmaza, melybdl kimend élek also korlatainak osszege nagyobb,

mint a bejovd élek felsd korldtainak dsszege.

Ez a tétel a Farkas lemma specialis esete hélozati folyamokra, megkaphato a
Ford—Fulkerson tétel 2.4. részben leirt kibévitett grafra valo alkalmazasaval is, il-
letve ebbdl a tételbdl is levezetheté a Ford—Fulkerson tétel. Tovabbi hasonlosa-
guk, hogy mig a maximalis folyam—minimélis vagés tétel egy folyam maximalitasara
ad konnyen ellendrizhetd objektumot, addig a 3.2.1 tétel annak ellenérzésére ad
egyszerd feltételt, hogy nincs megoldas. Valoban, ha az algoritmus ledllasakor azt
mondja, hogy nem talalt megengedett megoldast, és megadja a T} részfa csticshalma-
zat, akkor pillanatok alatt leellenérizhetd, hogy az algoritmus helyes kdvetkeztetésre
jutott.
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Ha C; # (), akkor a Goldfarb-Hao algoritmuséhoz hasonlod cimkézési technika
segitségével kivalasztunk egy (v,w) € C; belépd élet. Ekkor T; U (v, w)-ben kiala-
kul egy kor, melynek eleme (g, h) is. A kort a (g, h) él irdnyitasaval ellentétesen
tekintve az eléreéleken egy f mennyiséget noveliink, hatraélein pedig egy f mennyi-
séget csokkentiink, ahol f a maximalis mennyiség, amivel elvégezve ezt a javitast
nem valik primal megengedett él nem megengedetté, illetve ha ez t6bb, mint (g, h)

infizibilitasa, akkor csak annyi:

f=min{ wu.—2' : e megengedett el6reél,
! — 1. : e megengedett hatraél,
(g,h) infizibilitasa }

A kilép6 él legyen (g, h), ha az megengedetté valt (f a (g, h) infizibilitasa), egyéb-
ként pedig a kor egyik éle, melyen a minimum felvétetett. Megjegyezziik, hogy a
primél nem megengedett élek infizibilitasa igy tovabb romolhat, de 1j infizibilis él
nem alakul ki.

Egy z € V csics cimkéje a legrovidebb g — 2 pszeudo-javitont hossza, amelyik

nem hasznélja a (g, h) élt (de hasznéalhatja a (¢, s) élt):

Algoritmus 5 Cimkézés (g, h)-hoz
d;(g) =0, lista = {g}
while lista # () do
v legyen a lista els§ eleme
for all (v,w) € E*\{(g,h)}, ((v,w) € T; vagy 2y = lyw), w cimkézetlen do
di(w) = d;(v) + 1

w a lista végeére kertil

end for

for all (w,v) € EX\{(g,h)}, (w,v) € T} vagy Ty, = Uy,p), w cimkézetlen do
di(w) = d;(v) + 1
w a lista végeére kertil

end for

toroljik v-t a listarol

end while

A (v,w) béazison kiviili é] cimkéje legyen

d;(v) ha ., = lyw

d;(w) ha 4, = Uy



Az e bazisbeli élre és i > 2-re legyen d;(e¢) = d;,_1(e), illetve minden e € Tj-re
51(6) =0.
Az eddig leirtakbol mar 6sszerakhato az altalunk javasolt algoritmus helyessége,

valamint lépésszambecslése:

3.2.2. Tétel. A 4. algoritmus O(n*m) mdvelettel megtaldlja a (3.2) feladat egy
megengedett megolddsdat, ha az létezik, vagy kimutatja, hogy a feladat nem megold-
hato.

Bizonyitds: az algoritmus belss ciklusa O(n?*m) miivelettel kijavitja a (g, h) élt,
ennek bizonyitésa szinte szorol szora megegyezik a Goldfarb-Hao algoritmusnal le-
irtakkal. Mivel kezdetben legfeljebb n — 1 nem megengedett éliink van, és a belsG
ciklus minden lefutédsa utan legalabb 1 élt megengedetté tettiink, mikdzben a mér
megengedett éleket nem rontottuk el, igy O(n)-szer végezziik el a bels ciklust. Igy

osszesen az algoritmusunk O(n®m) mitveletet végez.

3.3. Példa

Tekintsiik a kovetkezG halozatot, és a hozza tartozo linearis programozasi feladatot:

(2,5)

max Tt.s
Vee B : [, <z.<1u
—Ts1 — Ts2 + Trs = 0

Ts1 —T12 — T3+ Ty
Ts2+ T12 — To3 — Tog

T13+ Toz + Ta3 — T3y

o O o O

—Ty1 +Tog — Xy3 — Typ =
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A (t,s) él behuzasaval alakitsuk a feladatot cirkulacios problémavéa. Vegyiink
egy tetszleges feszitéfat, mondjuk az {(s,n1), (s,n2), (n1,n3), (n4,t), (t,s)} éleket.

Ezutan a bazison kiviili ¢lek értékét allitsuk valamelyik korlatjukra:

3.1. abra. Feszitsfa, és bazison kiviili élek

A cstcsokra vonatkozdé megmaradasi egyenletekbdl kiszamolhatok a bazisbeli
élek értékei. Példaul ng egyenletébdl megkapjuk az (nq,n3) él értékét, ezutan n,

egyenletébdl az (s,nq) él értékét... satobbi.

3.2. dbra. Kiindul6 bazismegoldas
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A szimplex tabla felirdsdhoz . helyett vezessiik be a kovetkezd valtozokat: s, =
Te — o és 2z, = u. — x.. Ekkor a valtozdink nemnegativak, és fels§ korlat helyett az
Se + 2z¢ = ue — l. egyenleteket teljesitik. Ha e € T;, akkor az s. és a z. valtozo is

bazisbeli, e ¢ T; és x, = [, esetén csak z. bazisbeli, illetve x, = u, esetén csak s..

83 S; S¢ Sg 27 29

S11 1 1 1 1| 25

s |-1 1 1 1 1| 12

Sy | 1 -1 1 10

54 1 1 1] 13

510 1 1 1 2

2 |1 -1 -1 -1 -1 -7

zo | -1 1 -1 -7

23 1 4

24 -1 -1 -1 (-10

Zs5 1

26 1

S7 1

28 1

Sg 1] 13

210 -1 -1 -1 1
1 1 1 1

3.3. 4bra. Indul6 pivot tabla

A grafbol leolvashato, hogy az (s,m1), (s,n9) és (ny,n3) élek nem teljesitik a
fels¢ korlatjukat. Az infizibilitasaik rendre 7, 7, és 10. Ugyanezt az informéciot a
szimplex tablaban a z;, 29 és z4 valtozok negativ értékeibdl latjuk, melyek abszolut
értékei szintén az infizibilitas mértékét adjak. Megjegyezziik, hogy a szimplex tabla
célfiiggvénysorabol lathatjuk, hogy dual megengedett megoldasbol indulunk, hiszen
mindegyik érték nemnegativ. Ez azért van, mert az S — Z éleket a fels6 korlatjukra,
mig a Z — S éleket az als6 korlatjukra allitottuk. Most ugyan nem célunk a
folyam maximalizalasa, igy a célfiiggvénysor feltiintetése feleslegesnek tiinhet, de
majd lathatjuk, amikor a bazis duil megengedettsége elveszik.

A két legkisebb infizibilitasi nem megengedett él koziil valasszuk mondjuk az
(s,nq) élt. Ekkor a T} feszit6fa (s,n;) elhagyasaval két részre esik: 77 tartalmazza

az s,ng,ny és t cstcsokat, és 77" tartalmazza ni-et és no-t.
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Végezziik el a cimkézést s-bdl (3.4 abra).

3.4. 4bra. Cimkézés

A lehetséges beléps élek Cy = {(na,n3), (na,n1), (n4, n3), (n3,t)}. Vegyiik észre,
hogy ezek az élek pont a z; sordban szereplé negativ elemeknek felelnek meg. Ezek

koziil (ng, ng) és (t,n3) cimkéje minimalis, valasszuk mondjuk (ns, ns)-at.

3.5. 4bra. Javitas a koron

A feszit6fahoz hozzavéve az (ng,n3) élt kialakul az s — ny — nz — ny kor.
(s,m2)-n 7T-et kell javitanunk, hogy megengedetté valjon, (ng,n3) nem megengedett,
igy a javitas szempontjabol nem szamit, (ns,ngz)-on 3-at tudunk névelni a primal
megengedettség megsértése nélkiil, és végiil (s, ny) szintén nem megengedett, igy 6

sem szamit. Osszességében tehdt 3-at tudunk javitani, és (ng, n3) tavozik a bazisbol.
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Nézziik meg az el6z6 szamolast a szimplex tablan (3.3 abra). A z; vezérvaltozo
sorabdl az sg valtozohoz tartozd —1-est valasztottuk. Ezutan elvégeztiink egy pri-
mal hdnyadostesztet az sg oszlop azon pozitiv elemein, melyekhez tartozo jobboldal
nemnegativ (a nem megengedett zo és z4 valtozokat nem vettiik figyelembe), illetve a

vezérvaltozon. A legkisebb hanyadost z¢ adta, igy sg 1ép be a bazisba, és z¢ tavozik.

25
S3 S5 S8 R¢ k7 X9

511 1 1 1 1 25
st |-1 1 1 -1 1 9
So 1 1 1 13
Sy 1 -1 1 10
510 1 1 1 2
21 1 -1 -1 1 -1 -4 T { t}

> = 87 n 7n Y
% |-l 1 -1 002 v
- Ty ={n1,ns}

3
02 = {(n47 nl)a (n47 TL3), (n3a t)}
24 -1 01 -1 -7
(5-0s, 8-as és 9-es él)
zZ5 1 5
S 1
S7 1
z8 1
Sg 1 13
210 -1 -1 -1 1
1 1 1 1

3.6. abra. Az elsé pivotalas utan

36



A kilép6 él Ty -beli végpontja ns. Az 6 cimkéje nem véltozik, mivel van még
1-gyel kisebb cimkéjii szomszédja (a t cstcs), igy a csicsok cimkéi nem valtoztak.

Mivel ugyanaz az él lépett be az elsd pivotalasnal, mint amelyik kilépett, a feszi-
t6fa valtozatlan maradt. A lehetséges belépd élek Cy = {(n4,nq), (n4,n3), (t,n3)},
koziiliik a legkisebb cimkéji él (¢, n3).

A kialakulo s — t — ng — n; koroén 4-et javitunk, igy (s,n;) lecsokken a felss

@

korlatjara és megengedetté valik.

8(2,5)

15(6, 19)

6(4,7)
O
21
853 S5 S8 21 k¢ <7
sip |1 1 1 1 21
S1 1 5
S9 1 1 1 13
S4 1 -1 1 6
510 1 1 1
% -1 1 1 -1 -1 4
T3t = {m}
2 | -1 a4 1|10 P
T33 = {S7n27n37n47t}
S L= (o) (1))
={(s,n1), (n1,n
-1 1 1 -3 ’ AT T
(1-es és 3-as él)
z5 1 5
S 1 3
S7 1 6
z8 1 4
so |1 -1 -1 1 9
210 -1 -1 -1 1
1 1 1 1

3.7. dbra. A masodik pivotalas utan
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Az (s,ny) él megengedetté valt. A maradék két nem megengedett él ( (s,n2)
és (nq,n3) ) koziil (nq, n3) infizibilitasa kisebb, igy 6t tessziik elGszor megengedetté.
Vegyiik észre, hogy az (s,ny) él infizibilitdsa nétt az elsé él megengedetté tétele
kozben.

Elvégezziik a cimkézést nq-b6l ng-ba. A lehetséges belépé élek (s,nq) és (ny, nay).
A két él cimkéje azonos, igy valasszuk mondjuk (ny,ng)-t. A kialakulé koron 3-at

javitva az (nq,ns) él megengedetté valik, és kilép a bazisbol.

Sy S8 Z1 R4 R¢ R7
sy | 1 1 1 118
S1 1 5
So 1 -1 1 1 110
S4 1 3
spo| 11 1
Z9 1 -1 -1 7 - ( 9

; = 87 n 7” )
2 |-l 1 -1 -1 1|7 wa { ’ ;
=1n1,n
z | 1 101 1 b
04 = {(n17 Tbg), (7’L4, nl)v (n27 713), (7127 n4)}
s3 | -1 1 -1 3
(4-es, 5-0s, 6-0s és T-es él)

z5 1 5
S 1 3
S7 1 6
z8 1 4
S9 -1 1 6
210 —]_ —1 —1 1

1 1 1 1

3.8. dbra. A harmadik pivotalas utén
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Végiil az (s,my) élt szeretnénk megengedetté tenni. Elvégezziik s-bol na-be a

cimkézést. A lehetséges beléps élek az (ny,n3), (ng, n3), (n4,ny) és (ng,ng). Mind-

egyik él cimkéje 2, valasszuk mondjuk (ni,ns)-at. A kialakul6 korén 1-t tudunk

javitani, (n1,ns) tavozik a bazisbol.

4(2,5)

11(6,19)

6(4,7)

17
S S8 R1 k3 R¢ R7

S11 1 -1 1 1|17
S1 1 5
S9 -1 1 1 9
Sq | -1 1 -1 2
s | 11 1] 2
29 1 1 -1 1 -1 8 T ( 1

3 = S7n 7n 7n )
2 1 1 -1]-6 Tfﬂ{}f‘”"‘

=1in
2 |1 11 1 i 2
Cs = {(712,713), (”2;“4)}
S3 1 4
(6-0s és T-es él)
Z5 1 5
Sg 1 3
S7 1 6
z8 1 4
s |-1 -1 1 -1 5
210 -1 -1 -1 1
1 -1 1 1

3.9. dbra. A negyedik pivotalas utan
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Figyeljiik meg, hogy a bazismegoldas dual megengedettsége elveszett az el6z6

pivotalas soran.

A lehetséges belépd élek (ng, ng) és (ng, ng). Mindkét él cimkéje 2, igy valasszuk
mondjuk az (ng,n3)-at. A kialakul6 korén 3-at tudunk javitani, (ng,ns) kilép a

bazisbol.

8(6, 19)

6(4,7)

14
S S¢ S8 k1 k3 27
s11 1 1 -1 114
S1 1
So -1 -101 6
Sq | -1 1 -1 2
s10 | 1 1 1| 2
(1 1 1 -1 1 11 - ( 9
1 = S?” 7n 7n )
2 1 Lo { ; o
=1n
o |1 11 1S ’
Cs = {(n2,n4)}
S3 1 4
(7-es él)
Z5 1 5)
26 1 3
S7 1 6
z8 1 4
s9 | -1 101 -1 5
210 -1 -1 -1 1
-1 1 -1 1

3.10. abra. Az 6todik pivotalas utan
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Az egyetlen lehetséges belépd él az (ny, ny), a kialakulo koron 2-t tudunk javitani,

az (ng,t) él 1ép ki a bazisbol.

Ekkor a kévetkezSképpen néz ki a héalozat:

4(2,5)

12

S5 S¢ S8 S0 21 23
s;p /-1 -1 -1 -1 1 -1]12
S1 1
sy | -1 -1 -1 -1 -1 4
sq4 | -1 1 -1
zr |1 1 1 2
zg |1 1 1 -1 (11
» |1 1 1 1 1] -1 T2 = {s,ny,ng,t}
2z |1 -1 01 1 T7? = {ng,n4}
S3 1| 4 Cr =10
25 1 5)
26 1 3
s7 | -1 -1 -1 4
28 1 4
S9 | -1 -1 1 -1} 5
210 1 3

-1 -1 -1 -1 1 -1

3.11. abra. Végsé allapot

Az (s,m2) €l még nem valt megengedetté, de tobb pivotalast méar nem tudunk

végrehajtani. A feladatnak tehat nincs megengedett megoldésa. Ez konnyen ellen-

Grizhetd, ha tekintjiik a végss bazis egyik részfajanak csicsait, mondjuk {ns, ny }-et.
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A bejove élek fels6 korlatainak osszege 346 = 9, mig a kimend élek alsé korlatainak
Osszege 2+ 2 + 2 + 4 = 10, tényleg nem létezhet megengedett megoldas.

A szimplex tablan szintén latszik, hogy nem végezhetd el tobb pivotalas, hiszen
a vezérvaltozo értéke még mindig negativ, de a sordban mér nem talalhaté tobb

negativ elem.
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4. fejezet

Alkalmazas: mozdony-hozzarendelési

probléma

Az ipari forradalom 6ta a vasit a nagyobb volumenii személy- és teherszallitas egyik
legolcsobb modja, csak a vizi szallitassal lehetne Osszehasonlitani, ami erGsen fiigg
az adott teriilet foldrajzi viszonyaitol. Igy az egyes vastttarsasagok egyre novekvé
igényekkel néztek szembe. Egy id6 utan az eréforrdsok hatékony allokacidja mér
nem trividlis feladat, mint ahogy az igy megtakaritott pénzosszeg sem. Eleinte ez a
kozlekedésmérnokok empirikus modszerei alapjan tortént, ami persze nem feltétleniil
optimalis.

A vasuttarsasagok feladatainak mai mérete mellett indokolt komplexebb mate-
matikai modellek felallitasa és elemzése. Gyonyorid példa a holland vastuttérsasag
sikertorténete [49]. A tarsasig szinte Gsszes tevékenyége matematikai modellek men-
tén lett atszervezve, példaul a menetrend, a szerelvények Gsszeszerelése, a személyzet
hozzarendelés. A véllalat becsiilt haszna évi 70 milli6 euréra rig, és javult a szol-
galtatas pontossaga.

Mi ebben a szakdolgozatban a mozdony-hozzarendelési probléman fogjuk illuszt-
ralni a bemutatott algoritmusokat. ElGszor felépitjiik a probléma matematikai mo-
delljét, illetve annak kiilonb6z6 valtozatait. Ezutan vazoljuk az algoritmusok imp-

lementaciot és ismertetjiik a futési eredményeinket.

4.1. A modell

Adott egy régié menetrendje egy bizonyos idGszakra, példaul egy napra vagy egy
hétre. A menetrend a kovetkezs adatokat tartalmazza a vonatokrol: indulasi és

érkezési id6, indulasi és érkezési hely, a vontatashoz hasznalhaté minimalis és maxi-
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malis mozdonyszam.

Egy mozdony masik vonatra valo atszerelése egy adott 7 ideig tart, ezt "techni-
kai idének" nevezziik. Ez az id6 fiigghet a szerelvény és a mozdony tipusatol, illetve
az adott allomas felszereltségétdl is, de mivel ilyen részletes adatok nem alltak ren-
delkezésiinkre, a modellben konstans 30 perccel szamoltunk. A vasuttarsasag elsé
kérdése példaul az lehet, hogy a jelenlegi gépparkjukkal kivitelezhet6-e a menetrend,
illetve ha igen, akkor adjunk meg egy megfelel§ mozdony-hozzarendelést. Ennél egy
kicsit tobbet mondunk, ha meghatarozzuk a minimalis szamd mozdonyt, amivel
teljesithetd a menetrend, és megadunk egy minimaélis mozdony-hozzarendelést. Ez
egyébként is kivanatos, hiszen igy konnyebben poétolhatd egy esetleg meghibasodé
mozdony, illetve az éppen nem hasznalt mozdonyok elkiildhet6k karbantartésra.

A modell felépitésében a [34] és [35] dolgozatokat kovetjiik. Az adatok alapjan
megkonstrualjuk az tgynevezett "vonatgrafot". A G(V,E) iranyitott graf csacsai
reprezentaljak a vonatokat, és legyen (i,j) € F pontosan akkor, ha az i vonatrol at

tudunk kapcsolni mozdonyt a j vonatra, vagyis ha

érkezési hely (i) = indulasi hely(5)
érkezési id6(7) + 7 < indulasi 1d6(j)

Ekkor a graf egy iranyitott utja megfelel egy olyan vonatsorozatnak, melyhez
ugyvanazt a mozdonyt tudjuk hasznalni. Ebbe beleértjiik az egy cstucsbol allo "utat"
is, hiszen az azt jelenti, hogy az adott mozdonnyal csak azt az egy vonatot vontatjuk.
fgy a feladatunk a G graf minimalis szamu attal valo fedése gy, hogy minden
csics a megfelel6 miniméalis és maximalis mozdonyszam kozotti uttal legyen fedve.
Megjegyezziik, hogy a graf nem tartalmaz irdnyitott kort, hiszen a mozdonyaink
(egyel6re) nem képesek az idGutazasra.

Tekintsiik az alabbi egyszert példat:

4.1. abra.

Ha minden vonathoz 1 a minimalis mozdonyszam, akkor az 1,2 és 4 vonatokat

elvontathatjuk ugyanazzal az egy mozdonnyal, és a 3-as vonatot egy kiilon moz-
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donnyal (egy méasik minimalis megoldas lenne, ha a 2 és 4, valamint az 1 és 3

vonatokat vontatnank egy-egy mozdonnyal):

ST

4.2. abra.

A modellt altalakithatjuk halozati folyamméa. Vezessiink be egy 1j s és t csiicsot,

valamint minden v € V' csiicshoz vezessiink be egy s — v és egy v — t élet. Ekkor

egy eddigi v; — ... — ...vp Gt megfeleltethetd egy 1-értékd s — ¢ folyamnak,
egyszertien csak az elejére rakjuk s-t, és a végére t-t: s — vy — ... = v — L.

Konnyen lathato, hogy ez a megfeleltetés kolesonos.

4.3. abra.

Ebben a modellben a célunk tehat minimélis s — ¢ folyamot taldlni, ami kielégiti
minden csicsra a megadott also- és felsG korlatokat. Az ismertetett algoritmusok
élekre vonatkozo korlatok esetén miikodnek, ezért tovabb alakitjuk a modelliinket.
Egy korlatokkal rendelkezd cstcsot kicseréliink két csticsra. A bejovd éleit az els
csticsba irdnyitjuk, a kimend éleit a masodik csticsbol vezetjiik ki, tovibbéa Gssze-
kotjlik a két csicsot és erre az 1j élre koveteljiik meg az eredeti csicsra vonatkozo
korlatokat:

Ezt az atalakitast végezziik el a folyamon: minden vonatot jelképez6 ¢ csics
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helyett bevezetiink egy v] és egy v/ csticsot. Ekkor a kévetkezGképpen fog kinézni a

példank:

4.5. abra.

Ekkor az élekre vonatkozo also és felsé korlatok a kovetkezSképpen néznek ki:
e = (vj,v]) =1(e) = Az i. vonat minimélis mozdonyainak szadma

u(e) = Az i. vonat maximalis mozdonyainak szama
e # (vi,v]) =1(e) =0

u(e) = oo

Altaldnosan a feladat struktirdja a 4.6 abran lathato (itt a (¢,s) él behuzasaval
mar cirkulacios feladatta alakitottuk at a problémaét).

A felépitett modellbe konnyedén beépithetGk mas, a gyakorlat soran elgjove fel-
tételek. Ilyen példaul az ugynevezett gépmenetek alkalmazasa. Gépmenetnek ne-
vezzik, amikor egy mozdony hozzakapcsolt szerelvény nélkiil, "iiresen" megy at az
egyik allomasrol a masikra. Nyilvan gépmenetek hasznalataval tovabb csokkenthetd
a hasznalt mozdonyok szdma, bar ez egyben felesleges koltségeket is jelent, ha a
menetrendet egyébként is teljesiteni lehet. Tovabbi probléma, hogy a gépmenetek
hozzavétele a kés6bbi személyzet-hozzarendelést is bonyolultabbé teszi.

A gépmeneteket a kovetkezGképpen lehet hozzavenni a modellhez. Legyen 7,
az az idGtartam, ami ahhoz kell, hogy egy mozdonyt az a allomason lekapcsoljunk
egy szerelvényrél, a j allomésig elmenjen gépmenetben, majd egy a b alloméson levé

szerelvényhez csatlakoztassunk. Ekkor egy mozdony el tudja vontatni az a allomésra
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4.6. abra. Mozdony-hozzarendelési probléma

érkezG ¢ szerelvény utan a b allomésrol indulé j szerelvényt, ha
érkezési id6(i) + 7,5 < indulési id§ (j)

Ebben az esetben természetesen nem kell kiilon megszabnunk, hogy ¢ érkezési helye
megegyezzen j induldsi helyével. A modellbe igy elég bevenniink azon (v}, v) éleket,
amire az el6z6 egyenlGtlenség teljesiil (0 also és oo felss korlattal).

Személyszallitasnal felmeriil6 igény, hogy a menetrend "ismételhets" legyen, hi-
szen a menetrend altaldban napi vagy heti periodicitassal rendelkezik. Ez mindossze
annyit jelent, hogy minden allomason a menetrend elvégzése utan ugyanannyi moz-
donyt szeretnénk talalni, mint amennyi az elkezdésnél volt, hiszen ekkor valtozatlan
modon végezhetd el a kovetkezé periddus is.

Ebben az esetben nem csak egy s és t csticsot vezetiink be a vonatokat repre-
zentalod v’ és v” csticsok mellé, hanem minden a éllomashoz egy kiilon s, forrast, és
t, nyelst. Ekkor (s,,v}) € E pontosan akkor, ha az i vonat indulasi allomasa a,
és (v/,t,) € F pontosan akkor, ha az i vonat érkezési allomésa a. Ezutén cirku-
lacios feladatta alakitjuk a modellt a (¢4, s,) élek behtuzasaval, ami biztositja, hogy
minden a allomasbél ugyanannyi mozdony induljon, mint amennyi megérkezik. A
mozdonyszam minimalizalasahoz ekkor a (t,, s,) élek folyamértékeinek osszegét kell
minimalizalnunk (4.7 dbra). Az optimalizalds mar nem kezelheté Goldfarb és Hao
algoritmusaval, de megengedett megoldéast kereshetiink az MBU megengedettségi

algoritmusaval.

Tehervontatas esetén a menetrend sokkal elérelathatatlanabb, viszont révidebb
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4.7. 4bra. Mozdony-hozzarendelési probléma, ismételhetGséggel

a tervezés és a végrehajtas kozott eltels id6. Ez azt jelenti, hogy a modellben azt
is figyelembe kell venniink, hogy az idGszak elején éppen melyik dlloméson mennyi
mozdony talalhat6. Ekkor az ismételhetGségi feltételhez hasonloan itt is minden
allomashoz kiilon s, forrast vezessiink be, a nyel6b6l maradhat egy. Az aktualisan
az adott a alloméason tartézkodoé mozdonyok szama fels§ korlatot jelent az s, csi-
cson atmend folyam értékére, ezt a mar ismertetett modszerrel atalakithatjuk élekre
vonatkozo korlatta.

Végiil egy fontos korlat még a gyakorlatban, hogy minden egyes mozdonynak
bizonyos id6koézonként karbantartason kell atesnie. Ez a feltétel megkoveteli a moz-
donyok egyedi kezelését, ellentétben a korabbi modellekkel, ahol csak azt tekintet-
tiik, hogy merre hdny mozdony megy. Ez NP-teljes feladatot eredményez, az itt

hasznalhato modellekrsl példaul [34]-ben talalhato részletesebb leiras.

4.2. Futasi eredmények

Elvégeztiik a probléma implementélasat a MOSEL modellezési nyelven [6]. A kod
lényegében beolvassa a menetrendet, ebbél generélja a linearis programozasi modell
egyenleteit, illetve egyenl6tlenségeit, majd meghivja az XPRESS-MP optimalizalasi
programcsomag szolverét.

Masrészt elvégeztiikk a Goldfarb-Hao algoritmus, és a bel6le képzett elsG fazis
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algoritmus C++ nyelven val6 implementalasat. A menetrend beolvasasa utan fel-
épitettiik az el6zd alfejezetben ismertetett grafot, ehhez a LEMON konyvtar [20]
adatstrukuturait és rutinjait hasznaltuk.

A mozdony-hozzarendelési probléma legegyszertibb valtozataban ismert kiindulo
bazismegoldas: valaszthatjuk az (s,v]) és (v/,t) éleket bazisnak. Ez annak a hoz-
zarendelésnek felel meg, hogy minden szerelvényt kiilon mozdonnyal vontatunk el.
Elkészitettiik a C++ implementaci6 olyan valtozatat, ami ebbdl a megengedett meg-
oldasbol indul ki.

A nagy méretd heti menetrendekhez irtunk tovabba egy olyan valtozatot, ami
szekvencidlisan végzi el az optimalizalast.Ez alatt azt értjiik, hogy elGszor elvégzi
az els6 napi menetrend optimalizalasat, majd hozzaveszi a grathoz a masodik nap
vonatait, és elvégzi az els§ két nap egyiittes optimalizalasat, az indulé6 megoldasnal
felhasznalva az els6 nap eredményét, és igy tovabb.

Tesztfeladatként felhasznéltunk egy Balassagyarmat kornyéki napi- és heti me-
netrendet, egy Budapest el6varosai napi- és heti- menetrendet, valamint a Szom-
bathelyi régi6 heti menetrendjét. A modellek nagysagrendjérél a kivetkezs tablazat

nytjt képet (mindegyik modellt a 7 = 30 perc paraméterrel tekintettiik):

Menetrend vonatok | csticsok élek optimélis megoldés
Balassagyarmat napi 92 186 928 21
Balassagyarmat heti 644 1.290 44.416 22
Elévarosi napi 369 740 16.298 45
El6varosi heti 2.583 5.168 855.380 47
Szombathelyi heti 6.282 12.566 | 2.934.775 360

A futési id6k az emlitett algoritmusokkal:

Menetrend XPRESS-MP GH GH + indul6 mo. | szekvencialis
Balassagyarmat napi 0.109s 0.015s 0.031s —
Balassagyarmat heti 4.736s 8s 4.071s 0.904s
El6varosi napi 0.2s 2.948s 0.327s —
El6varosi heti 2m 24s 91m 57s 9m 4s 1m 56s
Szombathelyi heti —* — 57m 25s 17m 14s

*A szombathelyi menetrenden az XPRESS-MP elfogyasztja az altala latott 1.8 gi-
gabajt memoriat, majd félbeszakitja a szamolast.
Lathato, hogy a Goldfarb-Hao algoritmus altalanos halozati folyamot megoldo

implementacidja elmarad az XPRESS-MP futési id6it6l, de ez érthets egy évtizede
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fejlesztés alatt allo, piacvezets operacidkutatési programcsomagnal. Ellenben a fel-
adat specidlis struktirajat kihasznalé implementaciéo méar felveszi a versenyt, és a
feladat méretéhez képest méltanyos id6 alatt szolgaltatja az optimalis megoldast egy

mezel laptopon.
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5. fejezet

Osszefoglalas és tovabbi kutatasi

iranyok

A dolgozatban az egytermékes hélézati folyam bizonyos algoritmikus kérdéseivel
foglalkoztunk. Roviden bemutattuk a modell alkalmazési teriileteit és dsszefoglaltuk

a kiilonb6z6 megoldasi technikdk torténetét és hatékonysagat.

Egy vasut-optimalizalasi probléma kapcsan elGtérbe keriiltek a probléma pivot-
algoritmussal torténd megoldasanak kérdései. A teriilet egyik legjelentGsebb ered-
ménye Goldfarb és Hao nevéhez fizédik, nevezetesen az elsé polinomiélis algoritmus
kifejlesztése nulla als6 korlatt halozati folyam feladatra. Ugyan létezik a nem nulla
also korlatos feladatra egy hatékonynak mondhaté visszavezetési technika (talan
ezért is keveset kutatott teriilet a probléma), de minket érdekelt egy direkt algorit-

mus kifejlesztésének lehetsége.

Ez sikeriilt, Goldfarb és Hao algoritmusanak tovabbgondolasa és a polinomialitas
bizonyitasa képezi e szakdolgozat {6 eredményét. Ez egyrészt 4j eredmény, mivel tu-
domasunk szerint ez az elsé polinomialis pivot algoritmus, mely atalakitasok nélkiil,
egyenesen az eredeti feladatot oldja meg. Masrészt a részletek kidolgozasa kozben
észrevettiik, hogy tulajdonképpen az altalanos linearis programozasi feladat egy méar
ismert pivotalgoritmusa, az Anstreicher—Terlaky-féle monoton szimplex modszer [5]
Igy az eredményiinket tgy is megfogalmazhatjuk, mint egy ismert pivot algorit-
mus halézati folyamokon val6 polinomialitasdnak bizonyitasa, a megfelel6 pivotalasi

szabaly mellett.

Természetesen adodik tehat az egyik lehetséges kutatasi irany. Vajon mas ismert
pivot algoritmusrol (példaul a criss-cross algoritmusrol, [52], [53]) is bizonyithato-e

a hélozati folyamokon valé polinomialitas? Az MBU-val kapcsolatos tapasztalatok
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biztatoak, a modell alapjat ado grafstruktiura elég specialissa teszi a linearis prog-
ramozasi feladatot, hogy a pozitiv valaszt tartsuk valoszintibbnek.

A masik irdnyt a probléma praktikus oldala, a témat ihletd vasit-optimalizalasi
feladat adja. Az elméleti eredmények utan bemutattuk a gyenge mozdony-hozzaren-
delési probléma modelljeit, és az altalunk készitett implementaciok futasideit valos
méretd menetrendeken. Az eredmények igéretesek, de természetesen lehetne még
javitani rajtuk. Még érdekesebb viszont az algoritmus tobbtermékes halozati fo-
lyamra valo esetleges altaldnosithatosaga. Ez egy hagyoményosan nehezebb prob-
léma, melyekre a klasszikus kombinatorikus algoritmusok nem nytjtanak hatékony

megoldést, igy kiilonosen hasznos lenne a kérdés vizsgalata.
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