Megoldasvazlatok és javitasi utmutato a 2. zh -hoz

1. feladat A tobbi feladattal ellentétben itt a pontozasnél legyiink viszonylag szigoriak.
Ha valaki a negyedik feladatndl elrontja a derivalast, még mindig megkaphatja a pontok
nagyrészét ha megmutatja, hogy érti, hogyan kell a derivaltat lokalis széls6érték keresésre
folhasznalni, helyesen hivatkozik a Bolzano-Weierstrass tételekre, stb. Ez a feladat viszont
kizarolag arrédl szol, tud-e a hallgatd derivalni. Ennek mindenkinek készségszinten mennie
kell! Mivel az atmenetelhez 40 szazalékot kell elérni, akinek lathatolag a mechanikus de-
rivalds gondokat okoz, annak 5 pontnal tébbet ne adjunk (15 pont 40 szézaléka = 6 pont).

2. (o) / 3. (P) feladat Az i)-nél (illetve a B verziéndl az ii)-nél) a L'Hopital-szabaly
haszndlata nem vezet eredményre. (A L’Hopital-szabdly csak olyan esetre vonatkozik,
amikor a derivaltak hanyadosanak van hatarértéke, ami itt nem teljesiil.) De erre nincs is
sziikség: a kérdéses kifejezés ugyanis x, —*- és egy szinuszos (illetve 3 verziénal koszinuszos)
tag szorzata. Az z-es tag hatdrértéke = a behelyettesitési értékével, ami nulla. A "—-es
tag hatarértékérol tudjuk, hogy az 1. Tehat ezen két tag szorzata a 0 -1 = 0 -hoz tart.
Ezek alapjan a teljes hatarérték is nulla, hiszen a maradék tag korlatos. Ez a rész legyen
a teljes pontszam kicsit kevesebb mint fele; mondjuk 14 pont.

A masik hatarérték egy kozos nevezére hozas utdn mar “nulla per nulla” tipusu, és
L’Hopital-szabaly segitségével siman szamolhaté. Az o verziénél egyszeri L'Hopitdlas utan
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egy kis rendezéssel a derivaltak hanyadosa D alakra hozhato, melynek hatarértéke

= behelyettesitési értékével, azaz %—dal. A [ verziéndl az elsé L’Hopitalas utan vagy

emléksziink a ‘m(x# hatarértékére (mely el6addson szerepelt), vagy cos(z) + 1 -el bovitve
visszavezetjik azt a sin(z)/z hatarértékére, vagy ismételt L’'Hopitédldssal hatdrozzuk meg
azt. Akarhogy is jarjunk el persze, az eredmény —% lesz. Itt a pontozasndl kb. 5 annak
folismerése, hogy kozos nevezore kell hozni a két tagot, mert igy egy “nulla per nulla”
tipusu kifejezéstink van és alkalmazhatjuk a L’Hopital-szabalyt, a teljes feladatrész pedig
értelemszertien 16 pont.

3. (o) / 2. (P) feladat Legyenek az érintési pont koordinatai (z,,y,). Az ebbe a pontba
hizott érinté meredeksége
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(illetve %612% x, a [ verziéndl), igy az érint6 egyenlete
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illetve y — vy, = %eﬁx% To(r — x,) a [ verziéndl. Ez idaig kb. 8 pont.

A két ismeretlen (x, és y,) értékének meghatarozasahoz a kovetkezd két dolgot fogjuk
folirni: 1) az érintési pont rajta van a gorbén, azaz y, = 3% (illetve y, = e13% o 16
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verziénal), 2) az (—3,0) pont rajta van az egyenesen, tehdt 0 —y, = 2 3% To(—3 — o)

(illetve 0 — y, = e13% zo(1 — x,) a [ verziéndl). A helyes egyenletek folirasa tovéabbi kb.
8 pont.

Az els6 egyenletbdl adodéd y,-t a masodikba helyettesitve, valamint az exponencidlissal
(mely sose nullal) leosztva a kovetkezé médsodfokit kapjuk: —1 = 2u,(—3 — x,), (illetve
—1 = ga,(1 —x,) a § verziénal). Ezt megoldva x, lehetséges értékei: 1 és —2 (illetve 3 és
—2 a [ verziénél). A masodfoku egyenlet levezetése és megoldasa tovabbi kb. 6 pont.

A maradék 3 pontot a helyes (pozitiv) gyok kivdlasztéséra, és az igy ad6dé konkrét

(o, o) foliraséra — ami (1,e3), illetve 8 verziénal (3,e1) — adjuk.

4. feladat Mivel f derivalhatd, lokalis széls6értéke csak olyan x € R helyen lehet, melyre
f'(x) =0, azaz melyre teljesiil az

e—2c0s? () sin(z) (4 COSQ(QU) -1) =0

illetve a [ verzional az
‘2
e~ 250%(®) cos(z) (1 — 4sin®(x)) = 0

egyenlet. Mivel az exponencidlis sose nulla (mindig pozitiv), a fonti kifejezés pontosan
akkor nulla, ha

1
sin(x) =0 vagy cos(x) = :|:§ & x=kr vagy v = ig +kr (k€ Z),
illetve 3 esetben, ha

cos(zr) =0 vagy sin(x) = i% & x= g + km vagy x = :l:% +kr (k€Z).
Ezen lehetséges szélstérték-helyek ismerete mind a két feladatrészhez kelleni fog és erre
kioszthatjuk a megszerezhet pontok harmadat. Ezek utén az i) kérdésnél igy érvelhetiink:
mivel f folytonos és a kérdéses tartomany egy zart, véges intervallum, a Bolzano-Weierstrass
tételek értelmében f-nek itt lesz minimuma és maximuma is. A min/max értékek vagy
az intervallum végeinél, vagy olyan intervallumba eso helyeknél lehetnek, melyek egyben
lokalis szélséérték-helyek. Tehat a min/max értékek valjaban a
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(A széban forgd értékek nagysdgrendi Osszehasonlitdsdhoz elég azt tudni, hogy e > 2.

Remélem ez egy hallgaténak sem okoz gondot.) Erre a részre a pontok kicsit tébb, mint
harmadat adjuk.

A ii) résznél a legjobb, ha annak megélapitasaval kezdjiik, hogy f 27 szerint periddikus.
Ezért egyrészt lesz minimuma / maximuma (hiszen a teljes érték-készletét folveszi a [0, 27]
halmazon, ott pedig az i)-es részben elmondottak miatt biztos lesz minimuma és maxi-
muma), masrészt pedig R-en egy globélis minimum / maximum egyben lokalis szélséerték-
hely is. Ezért f globdlis minimuménak / maximuménak meghatarozasdhoz f értékeit a
mar megtalalt ¥ = kr és v = 5 +kn (k € Z) helyeken, illetve a 3 verziénal az v = § + k7
és v = +5 + k7 (k € Z) helyeken kell 4tnézni. Mindkét esetben a minimum _ﬁé’ a max-

min/max értékei. Ezek alapjan a keresett minimum = 0, a keresett maximum =

imum pedig ﬁé -nek addédik. Mivel f folytonos, a Bolzano-Weierstrass tételek értelmében

[ e két szam kozott minden értéket folvesz; tehat értékkészlete: [—ﬁg, ﬁg] Erre a részre
a pontok kicsit kevesebb, mint harmadat adjuk.

5. (IMSC) feladat Mivel f értékei csak pozitiv szamok lehetnek és az In fiiggvény
szigorian monoton no, a kérdéses
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viszony ugyanaz, mint a

In <f (a;b» T f(a)f(b))zln(f(a))+1n(f(b))

viszony. Viszont némi szamoldssal

(i)QIn(f(x)) 1+ 2c0s(3)

de 4 (cos(£ + 2))27
melynek el8jele Vo € (=%, 4F) D [3,4] esetén negativ. Tehét a kérdéses intervallumon

In o f szigorian konkav és ezért

In (f (a"QH))) . In(f(a) + In(f (b))
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melybél az elmondottak szerint kovetkezik, hogy f (%£2) > +/f(a)f(b). Megjegyezends,
hogy ugyanezen intervallumon f viszont nem konkdav, tehat a feladatot nem lehet egy
egyszerl szamtani-mértani egyenlétlenséggel + f konvexitasanak vizsgalataval megoldani.



