BME Matematika Verseny 2024 majus 6. 14°-18", E1B

— A kijavitott dolgozatokat majus 15-én szerdan 15:15-t61 17:00-ig lehet megtekinteni a
H666-ban. Az eredményhirdetés idépontja késébb keriil meghatérozasra.

— Minden feladat 10 pontot ér. Az értékelés soran részmegoldéasokat is figyelembe vesziink.
A javito kiilonleges esetekben egy feladatra 10 pont folotti értéket is adhat (példaul
érdemi altalanositasok, illetve egy probléma tébb, lényegesen kiilonb6z6 megoldasanak
ismertetése esetén).

— Minden feladatot kériink kiilén lapra irni. Minden lapon szerepeljen a feladat
sorszama, a versenyz6 neve és NEPTUN kodjal

1. Legyenek q,n > 1 adott egészek. Szeretnénk rogziteni valami ag < a; < ... < a, valds
értékeket gy, hogy minden m < ¢"™! természetes szam elGalljon olyan

n
m = E Cr Qf
k=0

osszegként, melyben a ¢ egyiitthatok (k= 0,1,...,n) mind ¢g-nal (hatarozottan) kisebb
nemnegativ egészek. Hany olyan (ao, ..., a,) érték-lista van, melyre ez teljesiil?

2. Legyen f : RT — R egy differencidlhato fliggvény. Teljesitheti-e f az f' = fo f
egyenletet? ElGszér mutassuk meg, hogy ha igy volna, akkor kellene lennie olyan zy > 0
értéknek, melyre f(zg) —x¢ > 1, majd ezt folhasznalva (vagy barhogy mashogy) bizonyit-
suk be, hogy f nem elégitheti ki a kérdéses egyenletet!

3. Mutassuk meg, hogy
()
Tkt
k=1

tetszGleges n természetes szamral

4. Legyen A, B két valos szimmetrikus 77 x 77-es métrix. Bizonyitsuk be, hogy létezik
olyan v # 0 vektor, amin A és B kommutdl; azaz melyre ABv = BAv !

5. Valaki ceruzaval rajzolt egy négyzetet a sikra, majd piros szinnel megjelolt mind a
négy oldalan egy-egy pontot. Sajnos az idGk soran a négyzet megfakult; most mar csak
a 4 piros pont lathaté ebbdl a mibdl. A 4 pont milyen elhelyezkedése esetén igaz, hogy
egyértelmiien meghatérozhato, hogy hol volt az eredeti négyzet? Milyen szerkesztési
eljarassal végezhetd el ilyenkor a rekonstrukci6?
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6. Ot egyforma képességii versenyzé fejenkeént tizet 16 egy korlap alaki céltablara. Min-
den versenyz6 minden lovése a tobbitdl fiiggetlen, egyenletes eloszlast pontban talalja el a
céltablat. Varhatoan hany talalat lesz kozelebb a céltabla kézéppontjahoz a legfiatalabb
versenyzs legjobb talalatanal? (A valasz lehetGleg ne valami integrélokat vagy szummat
tartalmazo, nehezen kiértékelhets képlet, hanem egy ténylegesen folirt szam legyen!)

7. Adott k pont az S = {z € R"|2?+...+22 = 1} gdmbfelszinen: u,, ..., u,. Szeretnénk

Gket ugy elmozgatni valami «/,, ... ', € S pontokba, hogy a kozottiik 1évs tavolsagok
megfelezGdjenek; tehat, hogy Vj, 1 : d(u;, ;) = %d(gj,gl) legyen, ahol d az Euklideszi
tavolsag:

dv,w) = lv —wl| = V(@e—w) - (v—w) = (01 —w)?+ ...+ (v, — w,)%

Mutassuk meg, hogy ez pontosan akkor tehetd meg, ha wu,,...,u; egy hipersikra esnek;
azaz ha létezik gy w # 0 vektor és ¢ skalar, hogy w - u; = ¢ minden j = 1,..., k esetén!

8. Az aq, (s, ... an, € C értékekrdl azt tudjuk, hogy minden &k = 1,...n esetén
Oz%k_l + a%k_l +...+ agﬁ_l =0.

Mutassuk meg, hogy a megadott szamok (3, —() alaki parokba rendezhetdk!

9. Legyen J egy az R korlatos zart intervallumaibol all6 véges gytjtemény és |J| > k > 3.
Mutassuk meg, hogy ha J barmely k tagjabol kivalaszthato 3 olyan, melyek k6z6s metszete
nem iires, akkor az egész gytjtemény “lefoghatd” k — 2 ponttal (azaz megadhaté k — 2
pont ugy, hogy J mindegyik eleme tartalmazzon bel6liik legalabb egyet)!

10. Legyen S C R egy pozitiv Lebesgue-mértéki halmaz. A kontinuum-hipotézis felté-
telezése nélkiil bizonyitsuk: S nem lehet kontinuumnél kisebb szamossagu!



