
BME Matematika Verseny 2024 május 6. 1415�1800, E1B

�A kijavított dolgozatokat május 15-én szerdán 15:15-t®l 17:00-ig lehet megtekinteni a
H666-ban. Az eredményhírdetés id®pontja kés®bb kerül meghatározásra.
�Minden feladat 10 pontot ér. Az értékelés során részmegoldásokat is �gyelembe veszünk.
A javító különleges esetekben egy feladatra 10 pont fölötti értéket is adhat (például
érdemi általánosítások, illetve egy probléma több, lényegesen különböz® megoldásának
ismertetése esetén).
�Minden feladatot kérünk külön lapra írni. Minden lapon szerepeljen a feladat
sorszáma, a versenyz® neve és NEPTUN kódja!

1. Legyenek q, n > 1 adott egészek. Szeretnénk rögzíteni valami a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ an valós
értékeket úgy, hogy minden m < qn+1 természetes szám el®álljon olyan

m =
n∑

k=0

ck ak

összegként, melyben a ck együtthatók (k = 0, 1, . . . , n) mind q-nál (határozottan) kisebb
nemnegatív egészek. Hány olyan (a0, . . . , an) érték-lista van, melyre ez teljesül?

2. Legyen f : R+ → R+ egy di�erenciálható függvény. Teljesítheti-e f az f ′ = f ◦ f
egyenletet? El®ször mutassuk meg, hogy ha így volna, akkor kellene lennie olyan x0 > 0
értéknek, melyre f(x0)−x0 > 1, majd ezt fölhasználva (vagy bárhogy máshogy) bizonyít-
suk be, hogy f nem elégítheti ki a kérdéses egyenletet!

3. Mutassuk meg, hogy
n∑

k=1

k ·
(
n
k

)
· k!

nk+1
= 1

tetsz®leges n természetes számra!

4. Legyen A,B két valós szimmetrikus 77 × 77-es mátrix. Bizonyítsuk be, hogy létezik
olyan v 6= 0 vektor, amin A és B kommutál; azaz melyre ABv = BAv !

5. Valaki ceruzával rajzolt egy négyzetet a síkra, majd piros színnel megjelölt mind a
négy oldalán egy-egy pontot. Sajnos az id®k során a négyzet megfakult; most már csak
a 4 piros pont látható ebb®l a m¶b®l. A 4 pont milyen elhelyezkedése esetén igaz, hogy
egyértelm¶en meghatározható, hogy hol volt az eredeti négyzet? Milyen szerkesztési
eljárással végezhet® el ilyenkor a rekonstrukció?
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6. Öt egyforma képesség¶ versenyz® fejenként tizet l® egy körlap alakú céltáblára. Min-
den versenyz® minden lövése a többit®l független, egyenletes eloszlású pontban találja el a
céltáblát. Várhatóan hány találat lesz közelebb a céltábla középpontjához a leg�atalabb
versenyz® legjobb találatánál? (A válasz lehet®leg ne valami integrálokat vagy szummát
tartalmazó, nehezen kiértékelhet® képlet, hanem egy ténylegesen fölírt szám legyen!)

7. Adott k pont az S = {x ∈ Rn |x21+. . .+x2n = 1} gömbfelszínen: u1, . . . , uk. Szeretnénk
®ket úgy elmozgatni valami u′1, . . . , u

′
k ∈ S pontokba, hogy a közöttük lév® távolságok

megfelez®djenek; tehát, hogy ∀j, l : d(u′j, u′l) = 1
2
d(uj, ul) legyen, ahol d az Euklideszi

távolság:

d(v, w) ≡ ‖v − w‖ ≡
√

(v − w) · (v − w) ≡
√

(v1 − w1)2 + . . .+ (vn − wn)2.

Mutassuk meg, hogy ez pontosan akkor tehet® meg, ha u1, ..., uk egy hipersíkra esnek;
azaz ha létezik úgy w 6= 0 vektor és c skalár, hogy w · uj = c minden j = 1, . . . , k esetén!

8. Az α1, α2, . . . α2n ∈ C értékekr®l azt tudjuk, hogy minden k = 1, . . . n esetén

α2k−1
1 + α2k−1

2 + . . .+ α2k−1
2n = 0.

Mutassuk meg, hogy a megadott számok (β,−β) alakú párokba rendezhet®k!

9. Legyen I egy az R korlátos zárt intervallumaiból álló véges gy¶jtemény és |I| ≥ k ≥ 3.
Mutassuk meg, hogy ha I bármely k tagjából kiválasztható 3 olyan, melyek közös metszete
nem üres, akkor az egész gy¶jtemény �lefogható� k − 2 ponttal (azaz megadható k − 2
pont úgy, hogy I mindegyik eleme tartalmazzon bel®lük legalább egyet)!

10. Legyen S ⊂ R egy pozitív Lebesgue-mérték¶ halmaz. A kontinuum-hipotézis felté-
telezése nélkül bizonyítsuk: S nem lehet kontinuumnál kisebb számosságú!
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