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1. fejezet

Bevezetés

Ha F' jeloli az egész szamok, a raciondlis szamok, a valés szamok, vagy a komplex szamok
halmazanak valamelyikét, akkor az F' halmazon az Osszeadas és a szorzas a kovetkezo
alaptulajdonsdgokkal rendelkezik:

1) Az 6sszeadds asszociativ: minden a,b,c € F' elem esetén (a+b) +c=a+ (b+ ).
2) F-ben van egy 0-val jelolt nullelem: minden a € F elemre a4+0 = 04+a = a teljesiil.

3) F minden a elemének van F-ben —a-val jelolt ellentettje: a+ (—a) = (—a)+a = 0.

5) A szorzas asszociativ: minden a,b,c € F elemre (a-b)-c=a- (b-c) teljesiil.

(
(
(
(
(
(

)
)
4) Az 6sszeadas kommutativ: minden a,b € F elem esetén a +b = b+ a.
)
)

6) A szorzas mindkét oldalrdl disztributiv az Osszeadasra nézve: minden a,b,c € F

elem esetén a-(b+c)=a-b+a-cés(b+c)-a=b-a+c-a.
(7) A szorzads kommutativ: minden a,b € F elemre a-b=b- a teljesil.

(8) F-ben van egy l-gyel jelolt egységelem: minden a € F elemre 1 -a =a-1 =a
teljesiil.

Az egész szamokra nem, de a racionalis szamokra, a valds szamokra és a komplex sza-
mokra az alabbi tulajdonséag is érvényes:

(9) F minden nem nulla a elemének van F-ben a~'-gyel jelélt inverze (mds néven:
reciproka): a-a”'=a"'-a=1.



Egy olyan nem {iires halmazra, amin értelmezve van legalabb egy miivelet, algebrai struk-
tura néven szoktunk hivatkozni. Ha példaul A jelol egy nem iires halmazt, +, -, *, o
pedig az A-n értelmezett miiveletek jelei, akkor A-t, mint ezen miiveletek szerinti algebrai
strukturat (A;+, -, %, 0) mddon jeloljiikk. Az algebrai strukturak vizsgalatdval az algebra
egyik részteriilete, az un. modern algebra foglalkozik. Modern algebrai szohasznalattal
élve, ha egy kétmiiveletes (F'; +, -) algebrai strukturara teljesiil az el6z6 oldalon szerepl6
kilenc feltétel mindegyike, akkor ezt az algebrai struktirat testnek nevezziik. Tehat a
racionalis szamok, a valos szamok és a komplex szamok testet alkotnak az Gsszeadasra és
a szorzasra nézve. A jegyzetben hasznalni fogjuk gyakran a szamtest kifejezést; ezzel a
kifejezéssel a raciondlis szamok, a valds szamok, vagy a komplex szamok testére utalunk.

Az el6z6 oldalon szerepld tulajdonsagok alapjan az egész szamok csupan annyiban kii-
lonbéznek a racionalis-, a valds-, illetve a komplex szamoktol, hogy az ott felsorolt tu-
lajdonsagok koziil nem teljesiil rdjuk a (9) feltétel. Ugyanis a +1 és —1 kivételével az
egész szamoknak nincs reciproka az egész szamok kozott. Egy olyan (F;+,-) algebrai
strukturat, amelyre teljesiil az eléz6 oldalon szerepls (1) — (8) feltételek mindegyike,
egységelemes kommutativ gytirtinek neveziink. Tehat az egész szamok (és persze a raci-
ondlis szamok, a valés szamok és a komplex szdmok) halmaza, egyégelemes kommutativ
gyurit alkot az Oszeadasra és a szorzasra nézve. Konnyen ellenérizhetd, hogy az elobb
felsorolt szamhalmazok feletti polinomok halmaza is egységelemes kommutativ gytiriit
alkot a polinomok Osszeaddsara és szorzésara nézve. Vannak olyan vizsgalatok, ame-
lyeknél az egységelem nem jatszik szerepet, s6t azt sem hasznaljuk ki, hogy a szorzas
kommutativ. Tehat elegendd, ha egy (F';+,-) algebra struktira esetén az el6z6 oldalon
szereplo feltételek koziil csak az elsd hat teljesiil. Egy ilyen algebrai struktiurat gytirtinek
neveziink. Persze, ha egy gytirii esetén a (7) feltétel is teljesiil, akkor a gytiriit kommu-
tativ gytliriinek nevezziik. Abban az esetben pedig, amikor egy gyfiri a (8) feltételt is
teljesiti, egységelemes gytiriir6l beszéliink. Nyilvan, ha egy gytirt a (7) és (8) feltételek
mindegyikét teljesiti, a fentebb mar emlitett egységelemes kommutativ gytirt fogalma-
hoz jutunk. Osszefoglalva: az egész szamok, a racionélis szdmok, a valés szdmok és a
komplex szamok halmazanak mindegyike gytiri, sot egységelemes kommutativ gytiri,
tovabba az ezen szamhalmazok barmelyike feletti polinomok halmaza is egységelemes
kommutativ gytirit alkot a polinomok Osszeadasara és a szorzasara nézve. Ha a gyi-
ri, a kommutativ gytrl, vagy az egységelemes kommutativ gytiri kifejezést hasznéljuk
valahol a jegyzetben, akkor ott az el6bbi mondatban felsorol gytriikre térténik az utalds.

A linedris algebra egy specialis teriiletével, a térbeli vektorok algebrajaval mar talalkoz-
tak a korabbi félévben a Matematika Ala tantargy keretén beliil. J6l ismert tény, hogy a
térbeli vektorok halmazan értelmezett Gsszeadéasra érvényesek a kivetkezok: az 6sszeadds
asszociativ és kommutativ, tovabbd van kozottiik egy nullelem (ez a nullvektor), és min-
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den térbeli vektornak van ellentettje (amely a vektort reprezentalé szakasz irdanyitdsédnak
ellenkezére valé véltdasaval szarmaztathat6). Egy egymiiveletes (V;+) algebrai struktu-
rat kommutativ csoportnak neveziink, ha a + jelii 6sszeadds asszociativ és kommutativ,
tovabba V-ben van egy nullelem és minden V-beli elemenek van V-ben ellentettje. Fzzel
a szohasznalattal élve, a térbeli vektorok halmaza kommutativ csoportot alkot a térbeli
vektorok Osszeadasara nézve. Amellett, hogy értelmezve van a térbeli vektorok kozotti
Osszeadas, értelmezve van térbeli vektornak valos szammal képezett szorzata is. Erre az
un. skalarral vald szorzésra teljesiilnek a kovetkezok: tetszoleges a és b térbeli vekto-
rok és tetszbleges o, 8 valds szamok esetén a(a + b) = aa + ab, (a + f)a = aa + fa,

(aB)a = a(Ba) = B(aa), 1la = a.

A lineéris algebrai vizsgalatokban tobb helyen el6fordul a térbeli vektorokhoz hasonld
konstrukcié, azaz ahol adott egy olyan nem iires V' halmaz, amin értelmezve van egy +
jelti 6sszeadas gy, hogy V' kommutativ csoportot alkot erre az 6szeadasra nézve, tovabba
értelmezve van V elemeinek valamely F' szamtestbeli szamokkal képezett szorzata gy,
hogy tetszoleges a,b € V' elemekre, valamint tetszoleges o,  szamokra teljesiilnek az
alabbiak:

ala+b) = aa + ab,

(a4 B)a = aa + fBa,
(aB)a = a(Ba) = B(aa),

la

[lyenkor azt mondjuk, hogy a V' halmaz vektorteret alkot az F' szamtest felett; a V'
halmaz elemeit vektoroknak, az F' szamtest elemeit pedig skalaroknak nevezziik. Tehéat
a térbeli vektorok halmaza vektorteret alkot a valés szamok teste felett.

Tovabbi példak vektorterekre:

e Jeloljon F egy szamtestet (a racionalis szamok, a valés szamok, vagy a komplex
szamok halmazénak valamelyikét). Az F' elemeibél képezett Osszes lehetséges (osz-
lopos formdban irt) n-elemi sorozatok F™ halmazardl igen egyszertien belathato,
hogy vektorteret alkotnak az F' szamtest felett, mert az F™ halmaz kommutativ
csoportot alkot a szamsorozatok szokasos Osszeaddsdra nézve, azaz az

ai by a, + by

ag b2 a9 + b2
|t | = .

an, bn, an, + b,



a1

. / / /7 7/ . 2 . Y 7/
Osszeadasra nézve, tovabba F"-beli | . | sorozatoknak F-beli a szamokkal valo

Qn
aq aaq
a9 [878%)
« . =
(7% (67079

modon definialt szorzasara teljesiilnek az alabbiak: tetszoleges a,b € F™ sorozatok,
valamint tetszoleges «, § € F' szamok esetén

ala+b) = aa + ab,
(a+ B)a = aa + fPa,
(af)a = a(Ba) = B(aa)

la =

e Egy F szamtest elemeibdl képezett egyvaltozés polinomok F'[x] halmaza vektorte-
ret alkot [ felett.

e Egy z( pontban differencidlhaté egyvaltozés valds fliiggvények halmaza vektorteret
alkot a valds szamok teste felett.

e Egy egyelemii (V;+) csoport (amely csak egy nullelembél all) tetszéleges F' szam-
test felett vektorteret alkot. Ezt trividlis vektortérnek nevezziik.

A vektorok vizsgalatdban gyakran eléfordul aq,...,a, vektoroknak aq,...,q, skalarok-
kal képezett linearis kombinacidja, amelyen az aja, + - - - + aya, vektort értjilkk. Ha
egy ilyen linedris kombinacioban minden skalar nulla, akkor eredményként a nullvektor
addédik. Egyes vektorrendszerek linedris kombinacidjaként gy is megkaphatjuk a null-
vektort, ha a linearis kombinaciéban szerepld skalarok nem mindegyike nulla. Az ilyen
vektorrendszereket linearisan fiiggdé vektorrendszereknek nevezziik. Ellenkez6 estben a
vektorrendszert linearisan fiiggetlennek nevezziik. Kicsit részletesebben: egy a4,...,a,
vektorrendszert linearisan fiiggetlen vektorrendszernek neveziink, ha linearis kombina-
ciéjuk csak ugy lehet egyenlé a nullvektorral, ha az abban szerepl6 skalarok mindegyike

nulla. Képletben ez igy fejezheto ki:

oa; + - taopa, =0 = a=0,...,0, =0.



A 9.11. Tétel szerint linearisan fiiggetlen vektorrendszerhez tartozoé vektorok linearis kom-
bindciéjaként nem lehet a vektortér minden vektorat eléallitani, de ha valamelyiket igen,
akkor csak egyféleképpen. Egy vektortér egy vektorrendszerét a vektortér egy generator-
rendszerének nevezziik, ha linearis kombindaciéjukként a vektortér minden vektora elo-
allithaté. Egy generator-rendszer vektorainak linedris kombinacidjaként a vektortérnek
nem minden vektora allithato el6 egyféleképpen. Ha igen, akkor az illeté generatorrend-
szet a vektortér bazisanak nevezziik. Tehat egy vektortér b,,...,b, vektorrendszerérdl
akkor mondjuk, hogy a vektortérnek egy bazisa, ha a benne szerepl6 vektorok linedris
kombinaci6éjaként a vektortér minden vektora eléallithaté egyféleképpen. A 9.25. Tétel
szerint ha egy vektortérnek van n vektort tartalmazd bazisa, akkor a vektortér minden
bazisa n vektort tartalmaz. A bazisokban 1év6 vektorok kozos szamat a vektortér dimen-
ziojanak nevezziik. Példdul, a térbeli vektorok vektorterének dimenziéja 3, mert harom
nem egysiki vektor linearis kombinaciéjaként minden térbeli vektor el6allithaté egyféle-
képpen. Egy F' széamtestbdl képezett F™ vektortér dimenzidja n, mert aze; (i = 1,...,n)
vektorok rendszere az F™ vektortér egy bazisat alkotjék, ahol e, az a sorozat, amelynek
1-dik eleme 1, az 6sszes tobbi pedig 0.

Egy F szamtest feletti V' vektortér vektorainak valamely nem iires W részhalmaza lehet
olyan, hogy W 6nmaga is vektortér a V-beli dsszeadasra és a V' vektoraira értelmezett
skalarral valé szorzasra nézve. Ilyenkor azt mondjuk, hogy W altér a V' vektortérben.
Gondoljunk példaul arra, hogy a térbeli vektorok V' vektorterében egy adott sikkal parhu-
zamos Osszes vektor W halmaza V-nek egy altere. A 9.30. Tétel szerint egy F' test feletti
V vektortér valamely nem iires W részhalmaza akkor és csak akkor altér, ha tetszoleges
a,b € W vektorokra és tetszoleges a, f € F skalarokra aa + b € W teljesiil. Kénnyen
igazolhato, hogy egy F' szamtest feletti V' vektortér tetszéleges a4, ..., a, vektorai esetén

(ay,...,a,) ={oa; + -+ ana, : a; € F}

V-nek egy altere, amelyet az a,,...,qa, vektorok altal generalt altérnek neveziink. A
9.36. Tétel szerint ezen altér dimenzidja megegyezik az aq,...,a, vektorok kozott levo
linedrisan fiiggetlen vektorok szaménak maximumaval. Ha az a4, ...,a, vektorok line-
arisan fiiggetlenek, akkor az altaluk generdlt altér dimenzidja n, tovabbd az a,,...,a
vektorok ennek az altérnek egy bazisat alkotjak.

n

A vektorterekkel kapcsolatos tovabbi fogalmakat a jegyzet 9. fejezete tartalmazza.
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2. fejezet

Linearis egyenletrendszerek, a
Gauss-modszer

Ebben a fejezetben definidljuk a szamtestek feletti linearis egyenletrendszer fogalmat, és
ismertetjiik egyik megoldasi mddszeriiket, a Gauss-modszert.

2.1. A linearis egyenletrendszer fogalma
2.1. Definicié Linearis egyenletrendszeren olyan egyenletrendszert értiink, amely véges
sok elséfoki egyenletbol dll és véges sok ismeretlent tartalmaz.

Az m egyenletbol allo, n ismeretlent tartalmazoé linearis egyenletrendszer altalanos
alakja

a111 +CL12ZE2 ... +a1nZL’n = bl
a91T1  +ars +... +as,xr, = by
Am1T1 +CmaXs +... FCmnTn = bn

amelyben szerepl6 a;; (1 <7 < m, 1 < j < n) un. egyiitthaték és a b, (1 < j <
m) un. konstansok valamely F szamtest elemei. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy egy
F szamtest feletti egyenletrendszerrdl van szé. Egy linedris egyenletrendszert homogén
linedris egyenletrendszernek neveziink, ha konstansainak mindegyike egyenlé 0-val.
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2.2. Definicio Egy F' szamtest feletti m egyenletbdl allo, n-ismeretlent tartalmazo

axy  +aipry +... Fapr, = b
211 +agry 4+ ... +6L2nl’n = bg
Q101 FAmaTs + ...+, = by

C1

C2
linedris egyenletrendszer megolddsain (ha vannak) az F™ vektortér olyan | .| vektorait

értiink, amelyekre F'-ben teljesiil az
a;jC1 + ajppCy + -+ + a1,Cy = b
eqyenldoség minden i = 1,2,--- ,m indexre.
Egy linearis egyenletrendszer altaldnos alakjaban szereplo egyiitthatékat kiemelhet-

jiik az egyenletrendszerbdl gy, hogy az egymashoz viszonyitott helyzetiik valtozatlan
maradjon. Igy ezen adatok tablazatos formaban felirt

a1 a19 N AT

921 9292 ce Aop,
A =

Am1 Am2 ... Gmp

elrendezését kapjuk.
Ha a konstansokat is kiemeljiik az egyiitthatékkal egyiitt, akkor az

a2 ... G, by

921 929 ... Qop bg
(Avl—)) =

Ami Am2 -+ Qmn bm

tablazatos format kapjuk. Itt b azt az F™ vektortérbeli vektort (azaz sorozatot) jeloli,
amelynek i-dik eleme egyenlo a linearis egyenletrendszerben szerepl6 b; konstanssal, azaz



A matrix fogalmanak pontos definicija a 2. fejezetben taldlhatd (3.1. Defincid).
Ennek megfeleléen a fenti két tablazatos forma egy-egy matrixot jelol. Az m x n-tipusu
A matrixot a linedris egyenletrendszer matrixanak, az m x (n+1)-tipusi (A, b) métrixot
pedig a linearis egyenletrendszer kibévitett matrixanak nevezziik. Mindkét matrixban a
j-dik (j = 1,...,n) oszlopban szerepl6 elemek sorozata (a b vektorhoz hasonléan) tgy
tekinthetd, mint az F™ vektortér egy vektora; ezt az

Qg
vektort a linedris egyenletrendszer (illetve a fenti matrixok) j-dik oszlopvektordnak ne-
vezzik.

Mint latni fogjuk, egy linedris egyenletrendszer kibovitett matrixa fontos szerepet jat-
szik a linedris egyenletrendszerek megoldhatdsidganak, illetve a megoldasok elééllitasanak
vizsgalataban.

Ha egy linedris egyenletrendszeren az aldbbi harom un. elemei atalakitds barmelyikét
is alkalmazzuk, akkor ez az atalakitas az eredetivel ekvivalens linearis egyenletrendszert
eredményez, azaz az atalakitas utan keletkezett linedris egyenletrendszer megoldashal-
maza megegyezik az atalakitas elotti linedris egyenletrendszer megoldashalmazaval.

Egy linedris egyenletrendszerek elemi atalakitasain a kovetkezo adtalakitasokat értjiik:

(1) két egyenlet felcserélése,
(2) valamelyik egyenletnek egy nullatdl kiilonbozé skalarral valé szorzasa,

(3) az egyik egyenlethez egy tole kiilonboz6 egyenlet skalarszorosanak hozzdadésa.

Egy linedaris egyenletrendszer elemi atalakitasai az egyenletrendszer kibévitett mat-
rixan a sorokra vonatkozd kovetkezd elemi dtalakitdsokat (un. elemi sormiiveleteket)
eredményezik:

(1) a matrix két kiilonboz6 sordnak felcserélése,
(2) a matrix egy soranak egy nullatol kiilonboz6 skalarral valo szorzasa,

(3) a matrix egyik sordhoz egy téle kiilonbozé sor skalarszorosanak hozzdadésa.
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Ennek megfelel6en egy linearis egyenletrendszert megoldhatunk gy is, hogy felir-
juk az egyenletrendszer kibovitett matrixat, azon elemi sormiiveleteket hajtunk végre,
majd megoldjuk azt a linearis egyenletrendszert, amelynek kibovitett matrixa az elemi
sormiiveletek alkalmazasaval keletkezett matrix. Mint latni fogjuk, egy linearis egyen-
letrendszer konnyen megoldhatd, ha kibévitett matrixa sorlépcsos alaki. A sorlépcesés
alaku matrix fogalmat és a fogalommal kapcsolatos alapvetd eredményt a kovetkezokben
targyaljuk.

2.2. Matrixok sorlépcsos alakja

El6szor definialjuk matrix féelemeinek fogalmat.

2.3. Definicio FEgy

a1 19 A - Q1n
Qo1  dA22 ... Q2
Am1 Am2 .. Amp

matriz a;; elemét féelemnek nevezziik, ha az a;; elem az i-dik sor elsé nem nulla eleme,
azaz a;; 7 0 €s a;, = 0 minden j-nél kisebb pozitiv egész k indexre. Ha egy sorban minden
elem nulla, akkor annak a sornak nincs foeleme.

2.4. Definicié FEqgy mdtrizot sorlépcsos alakunak neveziink, ha teljesiti az aldbbi hdrom
feltétel mindeqgyikét.

(1) A matriz csupa nulldkat tartalmazo sorai (ha vannak ilyenek), a mdtriz utolso
sorat.

(2) A madtrizban a nem nulla sorok féelemei alatt csak 0-dk dllhatnak;

(3) A matriz barmely két eqgymds utdn kévetkezd nem nulla sora esetén a lentebbi sor
foeleme késobbi oszlopban jelenik meg, mint a felette levd sor foeleme, azaz a len-
tebbi sor foeleme eldtt tobb nulla dll, mint a felette levd sor féeleme elott.

Ha eqy madtrizra a fenti harom feltételen til az is teljesiil, hogy nem csak a foelemek alatt,
hanem a foelemek felett is nulldk dllhatnak, tovdbbd minden foelem egyenld 1-gyel, akkor
azt mondjuk, hogy a matrix redukdlt sorlépcsds alakii.
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Példa sorlépcsos alaki métrixra (a pirossal jelolt elemek a féelemek):
020 0 O
00 3 -2 5
000 0 9
000 0 O
000 0 O

A linedris egyenletrendszerek megoldasahoz fontos lesz szamunkra a kovetkezo tétel.

2.5. Tétel A sorokra vonatkozo elemi dtalakitdsokkal minden F szamtest feletti mdatrix
sorlépcsos alakra hozhato.

Bizonyitas. Legyen A egy F' szamtest feletti tetszéleges m x n tipusi métrix. Felte-
hetjiik, hogy A nem nulla, és sorainak széma legaldbb kett6 (ellenkez6 esetben a métrix
mar sorlépcsos alaki. Sorok esetleges cseréjével elérjiik, hogy a métrix csupa nullakat
tartalmazé sorai (ha vannak ilyenek) a matrix utolsé soraiba keriiljenek. Az A oszlop-
vektorai koziil jelolje 7 annak a nem nulla oszlopvektornak az indexét, amely el6tt allo
oszlopvektorok (ha vannak ilyenek) mindegyike nullvektor. Feltehetjiik, hogy a sorok
megfelel6 cseréje utan matrixunk olyan alaki, amelyben az elsé sor j-dik eleme, azaz az
ay; elem nem nulla. Ez lesz az elsé sor féeleme. Az i-dik (i > 2) sorbdl vonjuk ki az els6
sor a;;/ay;-szeresét. Ezzel olyan matrixot kapunk, amelyben az a; féelem alatti elemek
mindegyike nulla. Takarjuk le az elsé sort. Ha az igy keletkezett métrix minden eleme
nulla, vagy egyetlen sora van, akkor a vizsgalt matrixot 1épcsos alakra hoztuk. Ellen-
kez6 esetben a fenti eljarast alkalmazzuk az elsé sor letakarasaval keletkezett matrixra.
Az eljarast véges lépésben befejezziik, melynek eredményeként olyan sorlépcsés matrix
keletkezik, amelyet az eredetibdl elemi sormiiveletek alkalmazéasaval nyertiink. O]

A 2.5. Tétel bizonyitasaban szereplo eljarast szemlélteti a kovetkezd példa.

0 21 -1 -1 01 O -1 0 1 0 1 0
1 2 3 =2 1 2 3 =2 0 2 4 O 2 4 =2
0 00 O|~2 02 Of~]0 04 0 0 0 4 0|~
2 02 0 0 21 -1 0 21 0 0 -3 1
-1 01 0 0 00 O 0 00 0 0O 0 0 O

-1 0 1 0 -1 0 1 0 10 -1 O

0 2 4 =2 0 2 4 =2 01 2 -1

o o0 12 0|~]0 012 0~ |0 0 1 O

0 0 —-12 4 0 0 0 4 00 0 1

0 0 O 0 0 0 0 O 00 0 O

—_
ot



A 2.5. Tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy a sorokra vonatkozo elemi atalakitasok-
kal minden F' szamtest feletti matrix redukalt sorlépcsés alakra hozhaté. Ha az el6z6
példaban végeredményként kapott sorlépcsés matrixban a harmadik sort hozzaadjuk az
els6 sorhoz, a harmadik sor kétszeresét kivonjuk a mésodik sorbédl, és a negyedik sort
hozzaadjuk a méasodik sorhoz, akkor az

S OO O =
S OO = O
O O = OO
SO = O O O

matrixot kapjuk, amely redukalt sorlépcsés alak.

Még egy példa:

001 -1 001 0 001 0
00 3 -2 002 0 000 O
000 O0|~1]001 —-1If~ (000 —1|~
002 0 0 0 3 =2 000 -2
001 O 000 O 000 O
001 O 001 0 0010
000 -1 000 -1 00 01
~10 00 -2 ~(0 00 Of~10 000
000 O 000 O 0000
000 O 000 O 0000

Ez a matrix nem csak sorlépcsos alaki, hanem egyben redukalt sorlépcsos alaki is.

A kovetkezo fejezetben a linearis egyenletrenszerek egy megoldédsi médszerével, illetve
annak egy kissé modositott valtozataval foglalkozunk.

2.3. A Gauss-moadszer, illetve a Gauss-Jordan-médszer

A 2.5.Tétel szerint minden szamtest feletti matrix sorlépcsos alakra hozhatd, igy minden
linedris egyenletrendszer elemi atalakitasokkal olyan alakra hozhatd, melynek matrixa
sorlépcsos alaki. Erre a tényre épiil a linedris egyenletrendszerek egyik megoldasi mod-
szere, a Gauss-modszer.
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A Gauss-modszer. A Gauss-moddszer elsO szakaszaban a linearis egyenletrendszer
kib&vitett matrixat sorlépesds alakra hozzuk. Ha ez az alak tartalmaz [0,0,...,0, | ala-
ku sort ugy, hogy ¢ # 0, akkor az egyenletrendszernek nincs megolddsa, mert ez arra
utal, hogy a kibovitett matrix sorlépcsos alakjahoz felirt, az eredetivel ekvivalens linearis
egyenletrendszerben az ennek a sornak megfelel6 egyenlet Ox; 4+ Oxy 4 --- 4+ Ox, = ¢
alaki, amely ¢ # 0 esetén nem teljesiilhet. Vizsgaljuk azt az esetet, amikor a kibovitett
matrix sorlépcsos alakja nem tartalmaz ilyen sort. Miel6tt ezt megtennénk, vezessiik be
a kovetkezd elnevezéseket. Egy linedris egyenletrendszer x; valtozdjat kotott valtozo-
nak nevezziik, ha a kibévitett matrix sorlépcsos alajanak j-dik oszlopdban van foelem.
Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy z; szabad valtozé. Ha nincsenek szabad valto-
z0k, akkor az esetleg elofordulé 0z; 4+ Oxy + --- + Oz, = 0 alaki egyenletek elhagyésa
utan olyan egyenletrendszert kapunk, melyben az egyenletek szama megegyezik az isme-
retlenek szamaval, és ennek az egyenletrendszernek a matrixa olyan diagonalis matrix,
melynek féatléjaban minden elem nullatol kiilonb6éz6. Ekkor az egyértelmii megoldast
megkaphatjuk, ha az utolsé egyenletb6l meghatarozzuk az x, ismeretlen értékét, majd
ezt behelyettesitve az utolsé el6tti egyenletbe, abbdl kifejezziik az x,, 1 értékét. Folytatva
ezt az eljarast, megkapjuk a linedris egyenletrendszer egyetlen megoldasat. Ha vannak
szabad valtozok, akkor azokat paraméterként kezelve, atrendezés utan az el6z6 esetnek
megfelel6 alakot kapunk, amelybdl a kotott valtozok egyértelmiien kifejezheték (a szabad
valtozok segitségével). Mivel a szabad valtozok helyére az alaptest tetszoleges elemét be-
irhatjuk, ezért az eredeti egyenletrendszernek ebben az esetben tobb megoldasa, végtelen
sok elemet tartalmazé test esetén végtelen sok megoldasa van.

Feladat. Gauss-mddszerrel oldjuk meg a valds szamok teste feletti

i —|—2£l?2 —{-113 = 8
21’1 —XT9 +2.’173 =6
3561 +To —T3 = 2
linearis egyenletrendszert!
Megoldas. A linearis egyenletrendszer kibévitett matrixa:
1 2 1 | 8
2 -1 2 | 6
3 1 -1 | 2
Vonjuk ki a méasodik sorbdl az elsé sor kétszeresét, a harmadik sorbdl pedig az elsé
sor haromszorosat. Eredményként a kévetkezd matrixot kapjuk:

1 2 1 | 8
0 -5 0 | =10
0 -5 —4 | —22
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Vonjuk ki a harmadik sorbdl a masodik sort! A keletkezett matrix:

1 2 1 | 8
0 -5 0 | =10
0 0 —4 | —-12

Ez az eredeti matrix sorlépcsos alakja. Mivel ezen matrix elsé harom oszlopanak mind-
egyikében van fGelem, ezért a linedaris egyenletrendszernek nincs szabad valtozdja, ami
arra utal, hogy a linearis egyenletrendszer egyértelmtien oldhaté meg.

A sorlépcsés matrixhoz tartozd, az eredetivel ekvivalens linedris egyenletrendszer:

T +2372 +xr3 = 8
—Hx9 = —10
—4I3 = —12

melynek (egyetlen) megoldédsa: x3 = 3,29 = 2,21 = 1.
Feladat. Gauss-mddszerrel oldjuk meg a valds szamok teste feletti

T +2I‘2 —31'3 =1
21[1 —T9 —xr3 = 7

linearis egyenletrendszert!
Megoldas. A linearis egyenletrendszer kibovitett matrixa:

1 2 -3 |1
2 -1 —1 | 7|

Vonjuk ki a masodik sorbdl az els6 sor kétszeresét. Eredményként a kovetkezé mat-
rixot kapjuk:
1 2 =3 |1
{O -5 5 | 5} ’

Ebben az els6 sor féeleme 1, a masodik sor féeleme —5. Mivel az elsé két oszlopban
van féelem, a harmadik oszlopban viszont nincs, ezért x; és xo kotott valtozok, x3 pedig
szabad valtozo.

A sorlépcsés matrixhoz tartozd, az eredetivel ekvivalens linearis egyenletrendszer:

T +2$2 —3ZL‘3 = 1
—5952 +5ZB3 = 5,
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Mivel xq és xo kotott valtozok, x3 pedig szabad valtozé, ezért az xz-at tartalmazd
tagoknak az egyenletek jobb oldalara valé atvitelével keletkezett egyenletrendszer:

T —|—233'2 = 1+ 3.’13'3
—dry = 5 —dxs.
T
Ennek megoldasa az az x = [z | vektor, melyben zo = x3 — 1 és x1 = x5 + 3, azaz
Z3
T3+ 3 1 3
x=|axs—1| =23 |1| + [—1],
T3 1 0

ahol x3 tetszoleges valds szam. Tehat az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa

van.

Feladat Gauss-modszerrel oldjuk meg a valés szamok teste feletti

—T +2$2 +xr3 = 0
—x2 +T3 = 0
I —2172 —Tr3 = 0

homogén linedris egyenletrendszert!
Megoldas. A linearis egyenletrendszer kibévitett matrixa:

-1 2 1 |0
0 -1 1 |0
1 -2 -1 ] 0

Adjuk az els6 sort a harmadik sorhoz. Eredményként a kovetkez6 matrixot kapjuk:



Ha megszorozzuk ennek a matrixnak az els6 két sorat (—1)-gyel, akkor az

3 | 0
1|0
0

1
0 _
0 0 |

o = O

matrixot kapjuk, amely a kiinduld kibovitett matrix redukélt sorlépcsos alakja. Mivel
ezen matrix elsé két oszlopaban szerepel féelem, a harmadik oszlopban nem, ezért z; és
To a kotott valtozok, xs pedig a szabad valtozo.

A redukalt sorlépcsés matrixhoz tartozé, az eredetivel ekvivalens linedris egyenlet-
rendszer:

T —3I3 == 0
) —T3 = 0.
0 = 0

A szabad véltozét (azaz az xz-at) tartalmazé tagokat vigyiik &t a jobb oldalra, igy az
T = 3z3
i) = T3

0= 0

egyenletrendszert kapjuk, amibdl x1 = 3z3 és x5 = x5 adddik. igy a megoldasvektor:

T 3333 3
Xr= |XTg2| = T3 =11 xs3.
T3 T3 1

Tehat a homogén linedris egyenletrendszer megoldasvektorainak halmaza az F? vektor-
térnek egy alterét alkotjék; ez az altér a

3
1
1

vektor altal generdlt altér. Ennek az altérnek a dimenzidja 1.

A Gauss-Jordan-moédszer. A Gauss-Jordan-moédszer annyiban kiilonbozik a Gauss-
modszertol, hogy a linearis egyenletrendszer kibovitett matrixan olyan elemi sormitvele-
teket hajtunk végre, amelyek az egyenletrendszer kibovitett matrixat redukalt sorlépcsos
alakra hozza, azaz nem csak a féelemek alatti, hanem a foelemek feletti elemeket is ki-
nulldzuk (ha vannak ilyenek).
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Feladat. A Gauss-Jordan mddszerrel oldjuk meg a valds szamok teste feletti

2.%1 —|—3$2 +r3 = 5
1 —To +X3 = 1

linedris egyenletrendszert!
Megoldas. A linearis egyenletrendszer kibévitett matrixa:

2 3 1|5
1 -1 1 | 1|

Cseréljiik fel a két sort (ez annak felel meg, hogy az egyenletrendszerben felcseréljiik a
két egyenletet)! A keletkezett matrix:

1 -1 1 |1
2 3 1 | 5|°
Vonjuk ki a masodik sorbdl az els6 sor kétszeresét! A keletkezett matrix:
1 -1 1 |1
0 5 —1 | 3|
Adjuk az els6 sorhoz a masodik sor 1/5-ét! A keletkezett méatrix:

AR

Az ehhez tartozd, az eredetivel ekvivalens egyenletrenszer:

T +4/5l‘3 = 8/5
+5ZL‘2 —x3 = 3

Az x1 és x5 kOtott valtozok, az x5 pedig szabad valtozd. Az egyenletrendszernek végtelen
sok megolddsa van: z; = —4/5x3 + 8/5, xy = 1/bx3 + 3/5. A linedris egyenletrenszer
x1, Lo, r3 megoldasait gy is tekinthetjiik, mint egy térbeli vektor harom koordinataja,
azaz azt is mondhatjuk, hogy a linearis egyenletrendszer megoldasai az

1 —4/5 8/5
x| = | 1/5 | x5+ [3/5
T3 1 0

térbeli vektorok.
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A fejezet végén egy példat mutatunk a linedris egyenletrendszerek gyakorlatban valé
alkalmazasara.

Példa Egy hazai vegyipari gyarnak, amelyben négy féle vegyianyagot allitank el6, ha-
rom kiilonb6zo orszagbeli gyar felé by, by, illetve bs millié dollar tartozasa van. Egy adott
termelési id6szak végén a harom tartozas egyikét kell rendezni, de az csak a termelési
idoszak végén deriil ki, hogy melyiket. A vegyipari gyar adott idoszakra vonatkozd terme-
lésének tervezéséhez tudni kellene, hogy az egyes iizemegységekben a négyféle vegyipari
anyagbol el6 lehet-e allitani annyit, hogy azoknak a harom kiilfoldi gyar barmelyikénél,
az adott orszagban érvényes aron vald értékesitésével keletkezett jovedelem pontosan
annyi legyen, mint amennyi az adott gyar felé vald tartozas Gsszege.

Jelolje a;; (1 = 1,2,3;5 = 1,2,3,4) azt, hogy az i-dik kiilfoldi gyar hany dollarért
vasarolja fel a hazai gyar altal eléallitott j-dik vegyianyag egy egységét. Ha 1, 2o, 3, 24
jeloli az adott idoszakban az egyes vegyianyagokbdl el6allitottak mennyiségét, akkor az
1-dik kiilfoldi gyar ezekért a;qx14a;0we+a;3x3+a;4x4 dollart fizet. A termelés tervezésével
kapcsolatos fenti kérdés tehat gy is megfogalmazhaté, hogy az

1171 +ajeTs  +ai3rs +aurs = by
2171 +aTs “+ars +aurs = by
az1T1 +aszry +aszrs +asry = by

linedris egyenletrendszernek van-e megoldasa, és ha van, akkor melyek azok. Erre a kér-
désre a Gauss-mddszer (vagy a Gauss-Jordan-mdédszer) alkalmazéséval valaszt adhatunk.
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3. fejezet

Matrixalgebra

Az eloz6 fejezetben mar lattuk, hogy egy szamtest feleti m egyenletbdl all6, n ismeret-
lent tartalmazo linedris egyenletrendszer egyiitthatdit, illetve konstansait tartalmazé m
sorbdl és n + 1 oszlopbdl all6 tablazatos alakzat fontos szerepet jatszott a linedris egyen-
letrendszer megoldasaban. A matematika mas teriiletein is jelentés szerepiik van az ilyen
alakzatoknak, amelyeket (mint ahogy arra mar korabban is utaltunk) métrixoknak fo-
gunk nevezni. Szamunkra nem csak a szamtestek elemeibol képezett matrixok lesznek
fontosak, a 7. fejezetben olyan métrixokat fogunk vizsgalni, amelyek elemei valamilyen
szamtest feletti polinomok. Mivel ezen polonomok halmaza nem alkot testet, csak gy-
riit (pontosabban: egységelemes kommutativ gytriit), ezért a matrix definiciéjaban azt
koveteljiik meg, hogy az elemei valamely gytirti elemei legyenek.

3.1. A marix fogalma

3.1. Definicié Eqgy R gyiri feletti m x n-tipusi A mdtrizon olyan leképezést értiink,
amely minden (i,j) rendezett pdrhoz egyértelmien hozzdarendel egy R-beli a;j-vel jelolt
elemet, aholt=1,2,...m és j=1,2,... n.

Az el6z6 definicié alapjan értelmezett m X n-tipusu A matrix értékkészletét alkoto
a;; elemeket elrendezhetjiik egy m sorbdl és n oszlopbdl allé tablazatba ugy, hogy az a;;
elem ennek a tablazatnak az i-dik sordba, illetve a j-dik oszlopdba keriil. Tehat az A
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matrix értékkészlete a kivetkezdképpen szemléltetheto:

a1 a19 N AT

921 929 ... Qop
A =

Am1 Am2 ... Qmp

Az elozéeknek megfelelen, egy m x n-tipusi matrix gy is definidlhaté, mint mn elemnek
m sorbdl és n oszlopbdl all6 tablazatba valé elrendezése. Ebben a jegyzetben (a szokdsnak
megfelel6en) a matrixokat mindig tablazatos formaban adjuk meg.

Egy gytri feletti m x n tipusa

a1 a19 AT
921 929 . Qony,
Am1 Am2 ... Qmp
matrix esetén az
Qi1y -+ -5 Qin

elemsorozatot az A matrix ¢-dik soranak, az

alj

mg
elemsorozatot az A matrix j-dik oszlopanak nevezziik.
Ha A egy F szamtest feletti m x n tipusu matrix, akkor az A matrix j-dik oszlopat
alkotd
aij
. E Fm
(mj
elemsorozatot az A matrix j-dik oszlopvektoranak is szoktuk nevezni. Hasonldan, a
sorokra a sorvektor kifejezést is szoktuk hasznalni.

Jelolések matrixokra:

a1 a12 . QA1np

921 A929 ... QA9pn
A7 [am]a Aan7 [aij]mxm

Am1 Am2 ... Omn
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Egy A maétrix i-dik sordnak j-dik elemét ;[A]; médon is fogjuk jelSlni.

3.2. Definicié Két mdtrizot akkor tekintink egyenlonek, ha azonos tipusiak, €s elemeik
rendre megegyeznek.

Ha k = min{m,n}, akkor az

ay;p @12 ... A1 p—1 Oy

Q21 Q22 ... U2 -1 Q2p
A =

Am1 Am2 .-+ Qmn-1 Omn

matrix azonos indexl elemeibdl 4llo

a11,Aa22, ..., Ak

elemsorozatot az A métrix f64tlojanak nevezziik (ennek els6 két eleme a fenti A matrix
kék elemei). Az A matrix elemib6l allé

A1p, G2 n—1y-- -, QK n—(k—1)

elemsorozatot az A matrix mellékdtldjanak nevezziik (ennek elsé két eleme a fenti A
méatrix zold elemei). Figyeljiik meg, hogy a mellékatléban allé elemeknél az indexek
Osszege n + 1.

3.3. Definicié Fgy m x n tipusi A mdtriz transzpondltjdn azt az AT mddon jelolt n x m
tipusiy mdtrizot értjik, amelyben az i-dik sor (i =1,...n) megegyezik az A matriz i-dik
oszlopaval.

3.4. Megjegyzés A definici6 alapjén tehét : ;JAT]; = ;[A]; tetsz6leges A métrixra. Vil4-
gos, hogy egy matrix transzponaltjat gy is megkaphatjuk, hogy tiikrozziik a foatlojara.

3.5. Definicio FEqy mdtrizot négyzetes mdtriznak neveziink, ha sorainak szdma megegye-
2k oszlopainak szamaval.

3.6. Definicio FEqgy A négyzetes matrix foatlojaban dllo elemeinek dsszegét az A mdtrix
nyomdanak nevezzik és tr(A) mddon jeldlyik.
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3.2. Miveletek matrixok kozott

3.7. Definicié Azonos, m x n tipusi

a1 19 C Q1

921 929 R A2y,
A =

Am1 Am2 ... Qmp

s

bll 612 bln

b?l b22 b2n
B = )

bml bm2 bmn

mdtrizok 6sszeqén az ugyancsak m X n tipusi

a1 + b11 a192 + b12 R Q1 -+ bln
A+B— a214'rb21 a224'r522 a2n'+b2n
Qm1 + bml Am2 + bm2 - Qmn + bmn

mdtrixot értjiik.

3.8. Megjegyzés Az dsszeaddst tehdt csak azonos tipusit mdtrizok kézitt értelmezziik.

3.9. Tétel Tetszbleges gyiiri feletti mxn tipusi matrizok halmaza a mdtrizok (eléz6ekben
definidlt) dsszeaddsdra nézve kommutativ csoportot alkot, azaz az dszeadds asszociativ és
kommutativ, a

00 ..0
0 0 0
o=|. |
0 0 0



matriz (az un. m X n tipusi nullmdtriz) a nullelem, és egy

ai a12 A1y
A _ (1:21 (1:22 . (L?,L - ]\/[an(R)
Am1 Am2 ... Qmnp
mdtriz ellentettje a
—a1i1 —a12 ... —0ip
A —C:l21 —0:L22 _C:LQ’n, c ]\J’”LM(R)
—Qm1 —Am2 ... —Qmp
matrix.
Bizonyitas. A definicidk alapjan nyilvanvald. O

3.10. Tétel Tetszdleges m x n tipusi A és B mdtrizok esetén
(A+B) =AT + B”,

azaz azonos tipusu mdrixok 0sszegének transzpondltja megegyezik a mdtrizok transzpo-
ndltjainak osszegével.

Bizonyitas. Tetszleges i € {1,...,m} és j € {1,...,n} indexek esetén

i[(A+B)"]; = ;[(A+B)l; = ;[A]; +; [B]; = iJ[A"]; +; [B"]; = ;[AT + BT},

’

Igy
(A+B) =A" + B,

3.11. Tétel Azonos tipusi négyzetes mdtrizok dsszegének nyoma megegyezik a mdtrizok
nyomdnak 0sszegével.
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Bizonyitas. Ha A és B n x n-tipusi matrixok, akkor

n

=1

3.12. Definicio Egy m x n tipusi

a1
21

Am1

és eqy n X k tipusi

bnl

Q12
22

Am2

le
b22

an

Q1n
A2p,

a mn

mdtriz AB szorzatan azt az m X k tipusi mdtrizot értyik, amelyben az i-dik sor j-dik

eleme eqyenld a
n

Z Qikbrj = ainbij + -+ + Qinbnj

k=1
szorzatosszeggel.

Figyeljiik meg, hogy az AB szorzat akkor és csak akkor van értelmezve, ha A oszlo-
painak szama megegyezik B sorainak szamaval.

Ha értelmezve van az AB szorzat és a BA szorzat is (példaul, ha A és B n x n-tipusi
(un. négyzetes) matrixok, akkor nem feltétleniil teljesiil az AB = BA egyenléség, azaz
a matrixok szorzasa altalaban nem kommutativ.

3.13. Tétel Ha A és B n x n-tipusi matrizok, akkor tr(AB) = tr(BA).

Bizonyitas

tr(AB) = i (i itbyi

=1 t=1

-3
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Legyen F egy szamtest. Jelolje [e;] (i = 1,...,n) az F" vektortér azon vektordt,
melynek megfelel6 sorozatban az i-dik elem egyenlo 1-gyel, az 6sszes tobbi pedig egyenld
0-val. Mivel minden F™-beli vektor egy n x 1-tipust matrixként is kezelheto, ezért 1étezik
az F™-beli v vektoroknak F’ feletti m x n-tipusi A matrixokkal valé Av szorzata. Ilyenkor

Ae. =a;

=J =J

teljesiil minden j oszlopindexre, ahol a; jeloli az A matrix j-dik oszlopvektorét, e; pedig
azt az F"-beli vektort, amelynek (mint sorozatnak) a j-dik eleme 1, az 6szs t6bbi eleme
pedig 0.

3.14. Definicio Ha 0 jeloli eqy R eqgységelemes gyiri nullelemét és 1 az egqységelemét,
akkor tetszoleges n pozitiv egész szdm esetén azt az n X n-titusi mdatrizot, melynek fodt-
lojaban 1-esek dllnak, a matrix dsszes tobbi eleme pedig 0, n X n-tipusi egységmdatriznak
nevezziik és E,-nel (vagy csak egyszeriien E-vel) jeldljik. Tehdt az n X n-tipusi eqység-
matrix a kévetkezo alaki:

1 0 ... 0

0 1 0
En: . 4

00 1

A szorzas definicidja alapjén igen egyszeriien adddik, hogy tetszoleges n sorbdl allo
A és tetszoleges n oszlopbdl allo B métrixra teljesiilnek az E,A = A és BE,, = B
egyenloségek.

3.15. Tétel Tetszdleges A, B, C mdtrizok esetén az (AB)C szorzat akkor és csak akkor
van értelmezve, ha értelmezve van az A(BC) szorzat. Ha a szorzatok értelmezve vannak,

akkor (AB)C = A(BC).

Bizonyitas. Legyen A,, .., tetszOleges matrix. Valamely B és C matrixok esetén az
(AB)C szorzat akkor és csak akkor létezik, ha B egy n x k tipust, C pedig egy k x t
tipusi matrix, amely akkor és csak akkor teljesiil, ha létezik az A(BC) szorzat. A fenti
jeloléseket hasznélva,

k k n

il((AB)CJ; = Z( i[(AB)], «[Cl;) = Z((Z ilAlo o[Blu) u[Cl;) =

u=1 u=1 ov=1
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n

Z v v u u [C]j) - Z Z( L[A]l( v {B]u u[C]j)) -

n k n k
> (ilAL(WBL W[CL) = D (AL ) (B .[C])) =
> (i[A], ,[BC])) = J[A(BC)],
minden i € {1,...,m} és j € {1,...,n} indexre. Tehat (AB)C = A(BC). O

3.16. Tétel Tetszdleges gyiri feletti A, B, C mdtrizok esetén az A(B+ C) matriz akkor
és csak akkor van értelmezve, ha értelmezve van az AB+ AC szorzatisszeg. Ha a szoban
forgé matrizok értelmezve vannak, akkor A(B + C) = AB + AC.

Bizonyitas. Legyen A,,., tetszéleges matrix. Valamely B és C maétrixok esetén az
A(B + C) matrix akkor és csak akkor van értelmezve, ha a B és C madtrixok n x k
tipustuak, amely akkor és csak akkor igaz, ha létezik az AB + AC szorzatosszeg. Ebben
az esetben

[AB+C); =) i[Al, JB+C];=
- Zn: (A « Z Ju «[Cl; =i [AB]; 4 [AC]; =; [AB + AC];.

]

Az el6z6 tételhez hasonldéan igazolhatd, ezért a bizonyitasdt nem részletezziik a ko-
vetkezo tételnek.

3.17. Tétel Tetszdleges A, B, C mdtrizok esetén a (B+ C)A mdtriz akkor és csak akkor
van értelmezve, ha értelmezve van a BA+CA szorzatosszeq. Ha a szoban forgo matrizok
értelmezve vannak, akkor (B + C)A = BA + CA.
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3.18. Tétel Tetszdleges R gytiri feletti n x n tipusd mdtrizok M,(R) halmaza a madtrizok
osszeaddsdara és szorzasara nézve gyiriut alkot. Ez a gyird dltaldban nem kommutativ.
Ha R egységelemes gyirid, akkor az M, (R) mdtrizgyiri is egységelemes; benne az

mdtriz (az un. eqységmdtriz) az egységelem.

Bizonyitas. A 3.9. Tétel szerint M, (R) kommutativ csoportot alkot az Gsszeadasra néz-
ve. A 3.15. Tétel szerint a szorzds asszociativ az M, (R) halmazon. A 3.16. Tétel és
a 3.17. Tétel szerint az M, (R) halmazon a szorzas mindkét oldalrdl disztributiv az ossze-

addsra nézve. Tehat M,(R) gylrit alkot a métrixok Oszeaddsdra és szorzdsdra nézve.
O

3.19. Tétel Egy kommutativ gyiird feletti m x n tipusi A és n x k-tipusi B mdtrizok
esetén

(AB)" = BTA”.

Bizonyitds. Az (AB)T mdtrix i-dik sordanak j-dik eleme egyenld a AB matrix j-dik

soranak i-dik elemével, azaz a
n

Z ajtbti

t=1

szorzatosszeggel. A BT AT madrix i-dik sordnak j-dik eleme egyenlé a BT métrix i-dik
sordanak (azaz a B matrix i-dik oszlopanak) az AT maétrix j-dik oszlopéaval (azaz az A
méatrix j-dik sordval) képezett

n n
Z btiajt = Z ajtbti
t=1 t=1
szorzatosszeggel. Ebbol mar adodik a tétel allitasa. O]
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3.20. Definicio Egy R gyiri feletti m x n tipusi

;. a2 ... Qin

a921 929 e Qo
A =

Am1 Am2 ... Amp

matriznak az R eqy o elemével képezett aA szorzatan az

aany 12 ... Ay
0921 92 ... (Agy,
aA =
A1 Qo .. Olmn
R feletti matrizot értjiik.
3.21. Tétel Egy F' szamtest elemeibdl képezett m x n tipusi mdtrizok My, «,(F') halmaza

mn-dimenzios vektorteret alkot az F' szamtest felett. Ebben a vektortérben az E;; (1 <
i < m,1 < j < n) mdtrizok egy bdzist alkotnak, ahol E,; jeloli azt az m x n tipusi
matrixot, melynek i-dik sordban a j-dik elem 1, az dsszes tébbi elem pedig a nulla.

Bizonyitas A 3.9. Tétel szerint M,, ., (F') kommutativ csoportot alkot a métrixok Gssze-
adasara nézve. Igen egyszeriien igazolhatd, hogy matrixoknak skalarokkal képezett szor-
zatdara teljesiil a vektortér definiciéjaban szerepl6 négy azonossag mindegyike. fgy M sen (F)
vektorteret alkot az F' szamtest felett. Mivel tetszéleges A € M, xn(F) vektorra

m n

A=) (ayEy),

i=1 j=1

ezért a E;; métrixok linedri kombindcidjaként az M, (F') vektortér minden métrixa
eldéllithat6. Egyszertien igazolhaté, hogy az E;; matrixok linedrisan fiiggetlenek. fgy az
E,; (1 <i<m,1<j<n)matrixok az M,,.,(F") vektortér egy bazisat alkotjdk. Mivel
ebben a bazisban mn matrix van, ezért az M,,«,(F) vektortér dimenziéja mn. O
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4. fejezet

A determinans

Ebben a fejezetben definidljuk tetszéleges kommutativ gytiri feletti (pl. egész szamok
feletti, raciondlis szamok feletti, valdés szamok feletti, komplex szamok feletti, illetve
valés vagy komplex egyiitthatés polinomok feletti) n x n-tipusi (négyzetes) métrix de-
terminansanak fogalmat, és ismertetjiik a determinas fogalmaval kapcsolatos alapvetd
eredményeket.

4.1. A determinans fogalma

4.1. Definicié Legyen

ay;y a1 ... Qip

Q21 Q22 ... Q2
A=

Ap1 Apo ... Qpp

eqy R kommutativ gyiri feletti (négyzetes) matriz. Az A mdtriz det(A) mddon jelolt
determindnsan az R gyiri kovetkezo elemét értjiik:

1. Han =1, azaz A = [ay1], akkor det(A) = aq;.

a11 Q12
2. Haon =2, azaz A = L | akkor det(A) = aj1a9 — ajpas; € R.
21 (22

3. Han > 2, akkor

det(A) = a; A + a10his + -+ - + a1, A,
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amely képletben Ay, = (—1)”’“D1k, ahol Dyy, jeloli az A mdtrizbol az elsd sor és a
k-dik oszlop elhagydsdval keletkezett (n—1) x (n—1) tipusi matriz determindnsdt.

4.2. Definiciéo FEqgy négyzetes mdtrizot requldris madtriznak neveziink, ha a determindnsa
nem nulla. Ellenkezo esetben azt mondjuk, hogy a mdtriz szinguldris.

4.3. Megjegyzés Egy A négyzetes matrix determindnsét |A| médon is szoktuk jelolni.
Ha fel akarjuk tiintetni az A matrix elemeit is, akkor egy

ay;y a1 ... QAip

ao91 Q29 ... QA9pn
A =

Ap1 Ap2 ... QGpp

matrix determinansat jelélhetjiikk még a kovetkezoképpen is:

a1 A2 ... QAip
a921 Q@29 ... QdAgp
Ap1 Ap2 ... Q(App

Egy n xn tipusu matrix determinansat n-edrendii determinansnak is szoktuk nevezni.
Annak ellenére, hogy egy R kommutativ gytirii feletti négyzetes matrix determinansa
az R egy eleme, mégis szoktunk beszélni egy determinans oszlopairdl, illetve sorairdl.
[lyenkor a szébanforgd matrix oszlopaira, illetve soraira gondolunk.

Példa Definicié alapjan szamoljuk ki az alabbi, az egész szamok gytirtije felett determi-
nanst

21 0 5

0 1 -1 —2‘

3 1 1 2|

2 =3 1 0

Megoldas.

g 1 _01 _52 1 -1 =2 0 —1 =2 0o 1 -1
3 1 9 =21 1 21—13 1 21—-5|3 1 1| =
5 s 1 -3 1 0] 2 1 0 2 -3 1



B3 N
21 | |2 =3 |)~

=2(—2+46-8)—(—4—2)—5(=1+11) = —8+6 — 50 = —52.

4.2. A determinans alaptulajdonsagai

Tetszoleges R kommutativ gytirt feletti

ay; Qa2 ... Qi

a91 A29 ... QA9pn
A= .

Ap1 Ap2 ... QGpp

métrixra (ahol n > 2), vezessiik be a kovetkezé jeloléseket:

Tetsz6leges 4,5 € {1,2,...,n} indexekre, jelolje D;; az A matrixbdl az i-dik sor és a
j-dik oszlop torlésével keletkezett (n—1) x (n— 1) tipusi matrix determindnsat (amelyet
az i-sor j-dik eleméhez tartoz6 aldetermindnsnak neveziink). Legyen

Ayj = (1) Dy,

amit az A matrix i-dik sordnak j-dik eleméhez tartozo eléjeles aldeterminansnak neve-
ziink.
Az
anAin + aipAip + -+ ainAin

szorzatosszeget az A matrix i-dik sora szerinti, az
alelj + CLQjAQj + -+ CLnjAnj

szorzatosszeget az A matrix j-dik oszlopa szerinti kifejtésének nevezziik.

Egy legalabb két sort tartalmazé négyzetes matrix determinansa tehat nem mas, mint
az elso sora szerinti kifejtése.

Nem nehéz belatni, hogy egy 2 x 2 tipusii matrix barmely sora, illetve barmely oszlopa
szerinti kifejtése megegyezik a matrix determinansaval. Ennél tobb is igaz:
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4.4. Tétel (Kifejtési tétel) Tetszbleges kommutativ gyiri feletti négyzetes matrixz barmely
sora, illetve barmely oszlopa szerinti kifejtése megegyezik a mdtriz determindnsdval (azaz
az elsé sor szerinti kefejtésével).

A kovetkezo tételt a Kifejtési tétellel egyiitt a késobbiekben alkalmazni fogjuk.
4.5. Tétel (Ferde kifejtési tétel) Tetszéleges kommutativ gyird feletti, legaldbb két sort
tartalmazo négyzetes matrix esetén, eqymdstol killonbézo i, j €s k indexekre

ailAk;I + aiQAk;Q + -+ ainAk’,n - 07

s
CLUAM; + CleAQk; + - (LnjA'n,k =0
teljestil.
A 4.4. Tétel és a 4.5. Tétel eredményeit a kovetkezo két képletben foglalhatjuk Gssze:
det(A) hai=k
alA +CLZA ++CLWLA”:
1A4k1 2Ak2 k { 0 ha ik
és

det(A) haj=k

alelk + CLQjAQk + -+ anAnk = {0 ha j 7£ 1

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi tételt.

4.6. Tétel Kommutativ gyiri feletti tetszbleges négyzetes A mdtriz esetén det(A) =
det(AT), azaz egy nmégyzetes mdtriz determindnsa megegyezik transzpondltjanak deter-
mindnsaval.

A kovetkezo tételek a determinansok egy soraval, illetve oszlopaval kapcsolatos alap-
tulajdonsagokat tartalmazzak.

4.7. Tétel Ha egy determindns valamely sordban vagy oszlopaban minden elem 0, akkor
a determinans értéke egyenlo 0-val.
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Bizonyitas. Legyen A olyan n x n tipusi matrix, amelynek i-dik sordban (vagy oszlopa-
ban) minden elem nulla. Akkor a métrix i-dik sora (vagy i-dik oszlopa) szerinti kifejtése
egyenld O-val. Igy a Ferde kifejtési tétel miatt det(A) = 0. O

4.8. Tétel Ha eqy R kommutativ gyiiri feletti A négyzetes matriz valamely soraban vagy
oszlopaban allo elemek maindegyikét megszorozzuk az R valamely o elemével, akkor az igy
keletkezett matrixz determindansa megegyezik az A mdtriz determindnsanak c-szorosdval.

Bizonyitas. Legyen A, , az a matrix, amit egy nxn tipusi A matrixbdl igy kapunk, hogy
annak i-dik sordban all6 elemek mindegyikét megszorozzuk az R valamely o elemével.
Az A, , matrix i-dik sora szerinti kifejtése:

det(A; ) = aapnApntaapApt- - Foan A = a(ainAi+aiAip+- - +anAin) = adet(A),

felhasznalva a Kifejtési tételt is. Az oszlopokra vonatkozé allitas hasonléan igazolhaté.
O

4.9. Tétel Ha eqy R kommutativ gytiri feletti n X n tipusi A mdtrixz valamely sordban
(vagy oszlopdban) dllo elemek mindegyike csupa kéttagi dsszeq: x1+y1, Totys, .. ., Tn+Yn,
akkor az A matrix detemindansa megegyezik azon B és C mdtrizok determindansdanak
dsszegével, ahol a B, illetve C mdtriz széban forgé sordban (vagy oszlopdban) lévd elemek
az X1, Ta,. .., T, elemek, illetve (C-nél) az yy,ya, - . ., yn elemek, a tibbi helyen levd elemek
pedig rendre megegyeznek (mind a B, mind a C mdtrizndl) az A mdtriz ugyanazon helyen
dllo elemeivel. Képletben (2 x 2 tipusi mdtriz 2. sordra):
a b a b a b

+
T1+ Y1 Ta+t Y2 T1 T Yr Y2
Bizonyitas. Legyenek A, B és C a tételben szereplé matrixok! A bizonyitast az i-dik
sorra végezziik el. Az oszlopokra vonatkozé allitas hasonldéan igazolhats. Tegyiik fel
tehdt, hogy az A matrix i-dik sora x1 + y1, T2 + ¥, ..., T, + Y. Alkalmazva a Kifejtési
tételt az A matrix i-dik sorara:
det(A) = (x1 +y1)Ai + (2 +y2)Aig + - + (2 + Yn) Ain =
= (11 An + 224 + -+ T Am) + (1A + Y2 Az + -+ YnAin) = det(B) + det(C).
O

A kovetkezo tételek a determindnsok két soraval, illetve oszlopaval kapcsolatos alap-
tulajdonsdgokat tartalmazzak.
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4.10. Tétel Ha egy determindans két kiilonbozd sora (vagy két kilonbozd oszlopa) rendre
ugyanazon elemeket tartalmazza, akkor a determindns értéke a 0.

Bizonyitds. Ha egy n x n tipusi A métrix i-dik és k-dik (i # k) sordban levé elemek
rendre megegyeznek, akkor az i # k indexekre alkalmazva a ferde kifejtési tételt, valamint

a kifejtési tételt:

0= CLﬂAkl + aiQAkQ + -+ CLmA]m = aklAkl + CLkQAkQ + -+ CL]mAkn = det(A)

Hasonléan igazolhaté az oszlopokra vonatkozé allitas. O
4.11. Tétel Ha eqy R kommutativ gyiri elemeibol képezett determindns valamelyik so-

rahoz (vagy oszlopdhoz) hozzdadjuk egy téle kilonbozd sor (vagy oszlop) valamely R-beli
elemmel valo szorzatdat, akkor a determindns értéke nem vdltozik.

Bizonyitas. Adjuk az n xn tipusi A matrix i-dik sorhoz a j-dik j # i sor a € R szorosat.
Az igy keletkezett matrix i-dik sordban all6 elemek

;1 + Q51,5 Qg + Aj2, -y Qi + Q-

A 4.9. Tétel és a 4.8. Tétel szerint ennek a métrixnak a determindnsa egyenld det(A) +
adet(B-vel, ahol B olyan métrix, amelyben az i-dik és j-dik sorok megegyeznek. Mivel
i # j, ezért a 4.10. Tétel szerint det(B) = 0. [gy a vizsgdlt matrix determindnsa valéban
egyenlé az A matrix determinansaval. m

4.12. Tétel Ha egy determindnsban két kiilonbozd sort (vagy oszlopot) egymdssal felcse-
rélink, akkor a determinans elojelet valt.

Bizonyitas. A sorokra vonatkozé allitast bizonyitjuk. Legyenek i < j tetszoleges sorin-
dexek. Cseréljiik fel az

ai;r a1 ... Qip
(0751 ;o ... Qip
A =
aj1 Qo2 ... Gjn
[ n1 Qp2 ... Gpp |
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matrixban az i-dik és a j-dik sort. Az

ay;y a1 ... QAip
a1 QAj2 ... Qjp
Al =
(0751 Qo ... Qip
_anl Qp2 ... ann_

métrixot kapjuk (amelynek az elemei az i-dik és j-dik sor kivételével rendre megegyeznek
az A matrix ugyanazon helyen all6 elemivel). Olyan atalakitdsokat hajtunk végre az A’
méatrixnak csak az i-dik és j-dik soran (a j-dik sort kivonjuk az i-dik sorbdl, majd az
igy keletkezett i-dik sort hozzaadjuk a j-dik sorhoz, végiil pedig az igy adodo j-dik
sort kivonjuk az i-dik sorbdl) amely dtalakitdsokkal a determindnsa nem valtozik (lasd
a 4.11. Tételt és a 4.8. Tételt):

ay; a2 ... QAip aiq a19 c. Q1n
a1 Q2 ... Qjp Qi1 — Qi1 Aj2 — A2 ... Ajp — Q4
det(Ay=1|: + - = : L=
;1 Qg2 ... Qip ;1 (075} ce Qin
Gp1 Ap2 ... Gpp Gn1 Ap2 s Apn
a1 12 e A1n a1 a2 ... Qi
ajl — Q;1 ajg — Q2 ... ajn — Qip —Qa;1 —Q;2 ... —Qip
= : L= D | = —det(A).
Q41 Q52 Qjn aj1 Q42 Ajn
QAn1 (07%) Ce Apn (0751 (07%) Ce Apn
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Példa. Hatarozzuk meg az

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

matrix determinansat.

Megoldas. Vonjuk ki a masodik sorbdl az elsé sor 5-szorosét, a harmadik sorbdl az
elso sor 9-szeresét, és a negyedik sorbol az elsé sor 13-szorosat, majd vonjuk ki a harmadik
sorbdl a masodik sor 2-szeresét. Akkor

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 0 -4 -8 -12 0 -4 -8 -—12

9 10 11 12| |0 -8 —16 —24] |0 © 0 0
13 14 15 16 0 —12 —-24 -36 0 —-12 —-24 -36

Mivel a harmadik sor minden eleme 0, ezért a determinans értéke 0.

4.13. Tétel (A determindnsok szorzdstétele) Azonos tipusu, négyztes mdtrizok szorza-
tanak determindnsa eqyenlo a tényezok determinansainak szorzatdval.

4.3. A Vandermonde-determinans

4.14. Definicié6 Azay,as,a3,...,a, (n > 2) elemsorozat dltal meghatdrozott Vandermonde-
determindnsnak nevezzik az

1 1 1 1
a1 a2 a3 an
2 2 2 2
aj as as Qay,
—1 n—1 —1 n—1
a; as as )8

determaindnst.
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4.15. Tétel Az ay,as,as,...,a, (n > 2) elemsorozat dltal meghatdrozott Vandermonde-
determindns értéke megegyezik o [, < <zgn(ai —aj;) szorzattal, azaz az dsszes olyan a; —a,
ktilonbségek szorzatdval, amelyben szereplo indexekre teljesiil, hogy az elsd tag indexe
nagyobb a masodik tag indexénél.

Bizonyitas (teljes indukcié) n = 2-re igaz az éllitds, mert az aj,ay elemsorozat altal
meghatarozott Vandermonde-determinénsra:

1 1

= a2 — A1.
a1 a2

Legyen n > 2 tetszoleges egész szam. Tegyiik fel, hogy a tétel allitdsa igaz n — 1-re,
azaz minden n — 1 elemi sorozat altal meghatarozott Vandermonde-determinans értéke
megegyezik az illetd elemsorozatbol képezett azon kiilonbségek szorzataval, amelyben
az elso tag indexe nagyobb a masodik tag indexénél. Megmutatjuk, hogy az elézoek-
bol kovetkezik, hogy a tétel allitasa igaz n-re is. Legyen aq,as,as,...,a, tetszoleges
elemsorozat. Ha a

1 1 ... 1
aq a9 as - Ay,
_ 2 2 2 2
D =| aj a; az ... a;
n—1 n—1 n—1 n—1
aq Ay Qs e ay

Vandermonde-determinédns n-dik sordbdl kivonjuk az (n — 1)-dik sor a;-szeresét, azutén
az (n — 1)-dik sorbdl az (n — 2)-dik sornak ugyancsak az a;-szeresét, és igy tovabb, végiil
a masodik sorbdl az els6 sor a;-szeresét, akkor D-re a

1 1 1 o 1
0 as — aq as — ap a, — a1
2 2 2
D=|0 a5 — a1as as — a1as o a, — aiQn,
n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—2
0 ay —aaj as  —aja; CooarT —aag,

alakot kapjuk. Ha ezt a determinanst kifejtjiik az elsé oszlopa szerint, akkor azt kapjuk,
hogy

o — a1 a3 — ap Ap — a1
2 2 2
a3 — Q102 a3 — a10a3 . a, — a1an
_ 3 2 3 2 3 2
D=\ a5 —aa; as — ayas o a, —aja; |,
ad ' —ayay? ab ' —aay? .. a7l —ayal?
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amely egy (n — 1)-edrendii determindns. Ha ennek minden oszlopbdl kiemeljiik a kozos
tényezoket (azaz a j-dik oszlopbdl az a; — a; killonbséget), akkor D-re

1 1 1
5] as Qn
_ 2 2 2
D= (ay—ay)(ag—ay) - (a,—ay)| a3 a5 ... a
n—2 n—2 n—2
Qg as an
adddik, amelyben szerepl$ determindns az ag, as, . .., a, elemsorozathoz tartozé (n — 1)-

edrendit Vandermonde-determinans. Az indukcids feltétel miatt ennek értéke megegyezik

a H2§j<i§n(ai — a;) szorzattal. fgy

D:(ag—al)(ag—al)---(an—al)( H (ai—aj)>: H (a; — aj).

2<j<i<n 1<5<i<n
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5. fejezet

Matrix inverze

Egységelemes R gytirii feletti n X n tipusi matrixok egységelemes M, (R) gyliriijében
beszélhetiink egy matrix inverzérol, ha létezik.

5.1. Definicié Egy egységelemes R gyiri feletti A € M,(R) négyzetes mdatriz inverzén
azt az A= € M,,(R) mdtrizot értjik, amelyre AA™" = A=A = E teljesiil, ahol E jelili
az n X n-tipusu eqységmdtrizot. FEkkor azt is mondjuk, hogy A invertdilhato mdtrix.

5.2. Megjegyzés Ha egy (négyzetes) A matrix invertdlhatd, akkor az A inverze is inver-
talhaté (ugyanis az A~! matrix inverze az A méatrix).

5.3. Tétel Ha az A,B € M, (R) madtrizoknak van inverze, akkor az AB szorzatnak és a
BA szorzatnak is van inverze, mégpedig (AB)™1 = B71A™! és (BA)™' = A~'B™!.

Bizonyitas. Mivel
(AB)(B'A™)=ABB H)A'=AEA'=AA'=E,

és
(B'A™H)(AB)=B'(A'A)B=B'EB=B 'B=E,
ezért

(AB)"' =B'A",
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Hasonléan igazolhatd, hogy
(BA)'=A"'B.
O

A kovetkezékben szamtest elemib6l képezett (négyzetes) matrixok invertdlhatsdgara
adunk sziikséges és elégséges feltételt a determinansuk segitségével.

Mint ahogy azt mar korabban definidltuk, egy kommutativ gytirii elemeibol képe-
zett A négyzetes matrixot reguldris matrixnak neveziink, ha det(A) # 0. Viszont azt
mondjuk, hogy A szinguldris matrix, ha det(A) = 0.

5.4. Tétel Eqgy F szamtest elemeibol képezett requldris mdtriznak van eqy és csak eqy
inverze. Szinguldris mdtriznak nincs inverze.

Bizonyitas. Legyen

ay;r a1 ... QAip

Qg1 Q22 ... Q2p
A= . .

ap1 Ap2 ... Qpp

egy F' szamtest elemeibdl képezett regularis matrix. Képezziik az

T

A A oo A A Ay oo An

ail L |An Am o Ae| 1 | An An Ay
det(A) | oo det(A) oo

At Ao .. A Ay Aoy oo Aun

matrixot, ahol A;; jeloli az A métrix i-dik sordnak és j-dik oszlopdnak metszetében 4ll6
a;; elemhez tartozé eléjeles aldetermindnst. Figyeljiik meg, hogy az A~! madtrixot gy
képezziik, hogy minden eleme helyére beirjuk a hozza tartozo el6jeles aldeterminanst, az
igy keletkezett matrixot transzponaljuk, majd ezt a matrixot megszorozzuk az A matrix
determinansanak reciprokaval. Mivel A regularis, ezért a determinansa az F' szamtest
egy nem 0 eleme, és ezért van F-ben reciproka (mdsképpen: inverze). Tehdt az A~!
matrix jél definialt.
A matrixok szorzasanak definicidja alapjan az

a1 @1z ... Qp Ay Ay ... An

AA-L a1 Qg2 ... Qo 1 A Ay ... Apo
det(A)

n1 Gpo .. Gy Ay, Agn .. Ann
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matrix i-dik sordnak j-dik eleme (a Kifejtési tétel és a Ferde kifejtési tétel szerint) egyenld
a kovetkezovel:

1 1 hai=y
det(A)( 1Aj1 + ainAjo jn) {O hai4 i
Tehidt AA~! = E. Hasonlbéan igazolhaté, hogy A™tA = E. fgy az
T
A A oo A
o 1 Ay Ay ... Ay,
~ det(A) : S
Anl An? R Ann
matrix az
a1 Q12 ... Qip
A Q21 Q22 ... Q2
Ap1 QAp2 ... Gpp

matrix inverze.
Annak bizonyitdsahoz, hogy A-nak pontosan egy inverze van, tegyiik fel, hogy egy
B matrix is inverze az A matrixnak. Akkor

B=BE=B(AA!)=(BAJA'=EA ' =A"".

Mar csak annak igazolasa van hatra, hogy szingularis matrixnak nincs inverze. Legyen
A egy szingularis matrix. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy A-nak van inverze. Legyen
B az A egy inverze. Akkor (hasznélva a determindnsok szorzastételét is)

1 = det(E) = det(AB) = det(A)det(B) = 0det(B) = 0,

ami ellentmondés. Tehat egy szingularis matrixnak nem létezik inverze. O

5.5. Definicié Adott n x n-tipusi A mdtrizhoz hozzdrendelt

An Ap ... A’ Ay Ay . Ay

. Ay Ay ... Ay, 1 Ag Ay ... Ay
Adj(A) = | | S - det(A) . :

Anl An2 s Ann Aln A2n s Ann

madtrizot az A madtriz adjungaltjinak nevezziik.
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Az el6z6 tétel alapjan azt is mondhatjuk, hogy egy regularis matrix inverzét ugy szar-
maztathatjuk, hogy determindnsanak reciprokdval megszorozzuk a matrix adjungaltjat.

Példa. Adjuk meg az

1 21
A=101 2
1 11
matrix inverzét, ha létezik.
|A| =2, igy
12 o2 o 1]
11 11 11
a1 _‘2 1‘ ‘1 1' _‘1 2‘ R
2 |7t 1f 11 11 2 o
2 1| |11 |12
o2 02 |0 1] ]

Ha X egy reguldris A matrix inverze és x; ennek az X matrixnak a j-dik oszlop-

vektora, akkor az Az, szorzat megegyezik az egységmatrix j-dik oszlopvektordval. fgy
egy négyzetes A matrix inverzének oszlopvektorait gy is megkaphatjuk, hogy megold-
juk az n darab Az, = ¢;,... Az, = ¢, linedris egyenletrendszert, ahol ¢; jeldli az E,
egységmatrix j-dik oszlopvektorat. Ha A regularis, akkor mind az n egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhaté. A j-dik egyenletrendszer megoldasa adja az A matrix inverzé-
nek j-dik oszlopvektorat. Ha ezeket a linearis egyenletrendszereket kiilon-kiilon oldanank
meg, akkor ugyanazon szamoldasi 1épéseket ismételgetni kellene, viszont az alabbi példa
mutatja, hogy a linedris egyenletrendszereket egyszerre is megoldhatjuk. A kévetkezo
példa ezt a mddszert szemlélteti.

Példa Adjuk meg az bfA = {

1 2 L. ,
matrix inverzét!

3 4

Irjuk fel az Az, = ¢, és Az, = e, linedris egyenletrendszerek egyiittes kib&vitett

matrixat, azaz az
1210
3 4] 01
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matrixot. Ezt olyan redukélt sorlépcsds alakra lehet hozni, amelyben az A matrix helyére

az Ey = egységmatrix keriil. A kordbban emlitettek alapjan, az egységmatrix

10
01
mogott megjelend matrix lesz a A matrix inverze. Ha elvégezziik a szamitasokat, akkor
a (mi példankban mar felirt) kibévitett matrix redukalt sorlépesds alakja a kovetkezd

alaku lesz:
10] -2 1
o1l 3 )

] matrix.

Tehat az A matrix inverze az [ 3 1

2 2
5.6. Megjegyzés Ha eqy eqységelemes R qyiiri feletti A négyzetes mdtrizhoz van olyan
R feletti X négyzetes matriz, amelyre AX = E teljesiil, akkor azt is szoktuk mondani,
hogy X az A mdatrix jobb oldali inverze. Ha XA = E teljestil, akkor azt mondjuk, hogy
X az A bal oldali inverze. Ha eqy szamtest feletti négyzetes matrixnak van bal oldali vagy
jobb oldali inverze, akkor a determindnsok szorzastétele miatt A requldris mdtriz, és igy
A -nak van inverze.

5.7. Tétel Egy I’ szamtest elemeibol képezett requldris A mdtrix inverzének determindn-
sa megegyezik az A determindnsdnak reciprokdval. Képletben: |A~Y = ﬁ.

Bizonyitas. A determinansok szorzastétele alapjan
1= [E| = |AA7Y = [A]]A7Y)
amibdl [A7!] = ﬁ adodik. O
Példa. Adjuk meg az ASBC~! métrix determindnsat, ha
|A| =2, |B| =10, |C|] = -5.
A determinansok szorzastétele miatt

1
|A’BC™'| = |A®||BJ|IC7!| = |A|’|B||C™!| =32 10" <_5> = —64.
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6. fejezet

Matrix rangja

Ebben a fejezetben definidljuk egy szamtest elemeibdl képezett matrix rangjanak fogal-
mat, és megmutatjuk, hogy egy szamtet elemeibdl képezett matrix rngja megyegyzik a
matrixbol kivalaszthaté nem nulla értéki aldeterminansok rendszamanak maximumaval.
Vizsgaljuk tovabba linearis egyenletrendszerek megoldhatésdgat a linedris egyenletren-
szerek matrixanak rangja és kibovitett matrixanak rangja koézotti kapcsolata alapjan.

6.1. Matrix rangja

6.1. Definicio Fgy F' szamtest elemeibdl képezett m x n tipusu

a1x Q2 ... Qin

Q21 Q22 ... Q2
A= ]

Am1  Am2 .o Amn

matrix oszlopvektorai kozott lévo linedrisan fiiggetlenek szamdnak maximumadt az A mat-
rix rangjanak nevezzik.

6.2. Definicié Legyenek m,n > 1 tetszéleges egész szamok. Legyenek tovabbd

1<iy <y <+ <ixp <min{m,n}
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€s
1<ji<ji1<-<jp <min{m,n}

tetszdleges egész szamok! Eqy m X n tipusi A mdtrizbol képezett
Girjr Qiyjo -+ Giggy,

Qiggr  Qiggo -+ Qiggy

k-adrendi determindnst az A mdtrixz eqy k-adrendi aldetermindnsdanak nevezzik.

Egy A matrixnak valamely r -edrendii aldetermindnsat tehat ugy képezziik, hogy az
A métrixbdl kivalasztunk r sort (a definiciéban ezek voltak a méatrix i;-dik, ip-dik, ... |
ir-dik sorai) és r oszlopot (a definiciéban ezek voltak a matrix ji-dik, jo-dik, ... , ji-dik
oszlopai) és képezziik az ezek metszetében 1évé elemek eredeti elrendezésével keletkezett
r X r-tipusi matrix determinansat. Példaul, ha az

35 -1 3 2
24 7 0 3
22 1 8 =5
00 9 -2 6

matrixban rogzitjitk a masodik és negyedik sor, valamint az elsé és negyedik oszlopot,
akkor az igy keletkezett masodrendii aldeterminans az

b

matrix determindnsa, ami —4-gyel egyenlo.

6.2. Matrix rangjanak és aldeterminansainak kapcsolata

6.3. Tétel Szamtest elemeibol képezett matrix rangja megegyezik a mdtrizbol kivdlasztha-
to nem zérus értékid aldetermindnsok rendszamdnak mazimumdval.

Bizonyitas. Legyen F' egy szamtest és
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a1 19 ... Qip
921 929 ... Qop

Am1 Am2 ... Qmnp

egy F' feletti tetszoleges matrix. Jeldlje r a matrixbdl kivalaszthaté nem zérus értéki
aldeterminansok rendszamanak maximuméat. Akkor van A-ban egy nem nulla értéki
r-edrendii aldetermindns, de az Gsszes r-nél nagyobb rendii aldetermindnsok (ha vannak
ilyenek) mindegyikének értéke nulla. Jelolje

iy Qiyge -+ Qiggy
Qigjr  Qigga -+ Qigj
D=\ " . .
airjl airj2 A ai'r'jr

az A matrix egy nem nulla értékli r-edrendii aldeterminansat, tovabba jelolje B a D
determinans matrixat, azaz

ailjl ai1j2 y & ailjr

am-l CL,L'2]'2 Ce ainT
B=| . . .

airjl airj2 T airjr

Megmutatjuk, hogy az A matrixnak a B matrix képzéséhez felhasznalt ji-edik, jo-edik,
... jr-edik oszlopvektoraibdl allé6 vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Tegyiik fel, hogy

fla, +...+£ngr 297

=J1

ahol a;,...,a; az A miétrix j;-dik, ... j-edik oszlopvektorai, &i,..., &, pedig F-beli
skalarok. Akkor a &, ..., &, skalarokra teljesiil az

Uiy Qirgy -+ Qg | |&1 0
ingy  Qigjy -+ Gigj, | |&2| |0
airj1 am-Q airjr 57“ O

egyenlOség. Az egyenléség bal oldalan szereplé matrix a B matrix. Mivel a B marix D
determinansa nem egyenlé nullaval, azért a B matrixnak van inverze a 5.4. Tétel szerint.
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Beszorozva ezzel az inverzzel az egyenloséget balrol, kapjuk, hogy

&1 0 0
& _p- 0 _ 0
&r 0 0
Ezért § = 0 minden k = 1,...,r indexre. Tehat az a; , ..., a; oszlopvektorok linedrisan
fiiggetlenek.
Legyen j ¢ {ji,...,Jjr} tetszéleges index. Megmutatjuk, hogy az A matrix j-dik
oszlopvektora el6dll az A matrix ji-edik, jo-edik, ... j.-edik oszlopvektorainak linearis

kombindacitjaként. Legyen i tetsz6leges sorindex (1 < i < m). Képezziik az

Qivgy  Qiygo -« -+ Qigg, Qigj

Clinl ainQ a ainT ain
A’L — . . .

airjl a’ier ttt airjr a’irj

| Gijr Gijy - Gig, Gij |

matrixot. Minden ¢ = 1,2,...m indexre az A, matrix determinansa nulla. Ez azért
igaz, mert i € {iy,ia,...,1,} esetén az A; matrix két sora egymdassal megegyezik (és igy
det(A;) = 0), i ¢ {i1,d2,...,4,} esetén pedig det(A;) az A matrix egy r + l-edrendii
aldetermindnsa (és igy det(A;) = 0, mert az A matrix rangja r). Jelolje Dy (k =
1,...,r) az A; métrixban az utolsé sor a, j, eleméhez tartozé el6jeles aldetermindnst.
(Megjegyezziik, hogy az A; matrix a;; eleméhez tartozé eléjeles aldetermindns egyenld
D-vel.) Az vildgos, hogy a D és Dy, (k = 1,...r) determindnsok fiiggetlenek az i indextél.
Az utolsé sor szerinti kifejtést alkalmazva,

O = d(it(Al) = ai,lel + -+ ai7err + aijD.
Mivel ez a képlet minden ¢ = 1,2, ..., m index esetén érvényes, ezért kapjuk a
0= leDl + e _'_erDr +QjD

egyenl6séget, ahol a; ,a;,,...qa; ,a; jelolik az A matrix ji-edik, jo-edik, ... j-edik, j-

edik oszlopvektorat. Mivel D # 0 a feltétel miatt, ezért

D, D,
a. = —a ++—a



Tehat az A matrix j-dik oszlopvektora eldall az A maétrix ji-edik, js-edik, ... j.-edik
oszlopvektorainak linearis kombinacidjaként. Igy az A matrix oszlopvektorai kozott a
j1-dik, jo-dik, ... 7j.-dik oszlopvektorok egy maximélisan linearisan fiiggetlen rendszert
alkotnak. fgy az A matrix rangja egyenlo r-rel, azaz az A matrixbdl kivalaszthaté nem
nulla értékit aldeterminansok rendszaméanak maximumaval. O

6.4. Megjegyzés Mint ahogy azt mar kordbban emlitettiik, egy F' szamtest elemeibol
képezett m x n-tipusi A matrix sorai gy is tekinthetok mint az F™ vektortér vekto-
rai, ezért az A matrix sorait az A matrix sorvektorainak is nevezhetjiik. fgy tekint-
hetjiik a métrix sorvektorai (mint F"-beli vektorok) kozott levé linedrisan fliggetlenek
szamanak maximumat. FEz megegyezik az A matrix transzponaltjanak rangjaval. Mivel
minden négyzetes matrix determinansa egyenlo a matrix transzponaltjanak determinan-
saval, ezért egy matrixbdl kivalaszthato nem nulla értékii aldeterminansok rendszamanak
maximuma megegyezik a marix transzponaltjabol kivalaszthaté nem nulla értéki alde-
terminansok rendszaméanak maximumaval. Az el6zd tétel szerint ebbdl az kovetkezik,
hogy egy matrix rangja megegyezik a transzponaltjanak rangjaval. fgy egy matrixban
az oszlopvektorok kozott leve linedrisan fiiggetlenek szaménak maximuma (azaz a matrix
rangja) megegyezik a sorvektorai kozott levd linedrisan fiiggetlenek szamanak maximu-
maval.

6.3. Rangszamtétel

A "Rangszamtétel” a matrixok elemi atalakitasaival kapcsolatos. Egy szamtest feletti
matrix elemi atalakitasain a kovetkezo atalakitasok valamelyikét értjiik:

e A miatrix két kiilonbozé oszlopét (illetve két kiilonbozé sordt) egymassal felcserél-
jiik.

e A métrix valamelyik oszlopét (illetve valamelyik sordt) egy nem nulla szdmmal
megszorozzuk.

e A métrix egy oszlopdhoz (illetve sordhoz) hozzdadjuk egy t6le kiilonboz6 soranak
(illetve oszlopanak) szdmszorosét.

6.5. Tétel (Rangszamtétel) Szamtest elemeibdl képezett mdtriz rangja elemi dtalakitdsok
sordn nem vdltozik.
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Bizonyitas. A 6.4. Megjegyzés szerint elegendd a tételt csak az oszlopokra vonatkozd
elemi atalakitasokra bizonyitani.

Mivel a vektorok linaris fliggetlensége a vektorok sorrendjének megvélasztasatol fiig-
getlen, ezért egy matrix rangja nem valtozik, ha két kiillonboz6 oszlopat egymaéssal fel-
cseréljiik.

A bizonyitas kovetkezo 1épéseként megmutatjuk, hogy a métrix rangja nem valtozik,
ha valamelyik oszlopat megszorozzuk egy nem nulla szammal. Legyenek a,,...,a, egy
F szamtest feletti m x n-tipusi A matrix oszlopvektorai, és legyen a tetszoleges F-beli
nem nulla elem. Valasszuk ki az A matrix egy oszlopat. Az altaldnossidg mgszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy ez az elsé oszlop. Azt allitjuk tehat, hogy az A matrix rangja
megegyezik annak a matrixnak a rangjaval, amit az A matrixbdl tigy kapunk, hogy annak
els6 oszlopat megszorozzuk az a skaldrral (a tobbi oszlopot valtozatlanul hagyjuk). Mivel
aa, € (ay,...,a,), ezért

<05@17"'7Qn> g <Q17"'7Qn>'

Legyen
a=8&a;+ - +&na, € (a0,

tetszoleges elem. Akkor

1
a=(=&)(aa)) + - +&a,
miatt
a 6 <oza1, 7an>7
és ezért
<Q17 ’an> g <Oé(l1, 7an>
Tehat teljesiil az
<Q17 e 7Qn> = <Oégl7 st 7Q’I’L>

egyenloség. A 7?7 Megjegyzés szerint ebbdl mar kovetkezik a bizonyitando allitas.

A bizonyitas harmadik részében azt igazoljuk, hogy egy matrix rangja nem véalto-
zik, ha valamelyik oszlopvektorahoz hozzaadjuk egy tole kiilonboz6 oszlopvektor kons-
tansszorosat. Legyenek a,,...,a, (n > 2) egy F test feletti m X n-tipusi A métrix
oszlopvektorai, és legyen o € F' tetszoleges skalar. Valasszuk ki a matrix két oszlopat.
Az altalanosag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek az A matrix elsé két oszlopai.
Azt allitjuk tehat, hogy az A matrix rangja megegyezik annak a matrixnak a rangjaval,
amelyet az A maéatrixbol ugy kapunk, hogy annak elsé oszlopat kicseréljiik az a, + aa,
vektorra (a tobbi oszlopot véltozatlanul hagyjuk). Mivel a, + aa, € (a4, ...,qa,), ezért

) =n
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((a; +aay),ay, ..., a,) S{ay,ay..,4,).

Legyen
a=E&a, + &ay+ -+ &na, € (ay,ay,...,a,)

tetszoleges elem. Akkor
a=¢&a; + (ol + & —ai)ag + - + &g, =

= &i(ay + aay) + (& — adr)ay + -+ + &gy,

miatt
a € ((a; + agy), ay, . . -, ay),
és ezért
(@, a,) C (a1 + agy), a9, - - -, @)
Tehat teljesiil az
(ay, ... a,) = ((a; + agy), 0y, ..., ay)
egyenlOség. A 7?7 Megjegyzés szerint ebbdl mar kovetkezik a bizonyitando allitas. O

A tétel alkalmazasdval oldjuk meg a kovetkezo6 feladatot.
Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szamok feletti

1 2 1 8
2 -1 2 6
3 1 -1 2

matrix rangjat.

Megoldas. Adjuk a mésodik sorhoz az els6 sor (—2)-szeresét, a harmadik sorhoz
pedig az els6 sor (—3)-szorosat. A keletkezett matrix

1 2 1 8
0 -5 0 -10
0 -5 —4 =22

Szorozzuk meg a masodik sort —1/5-del. A keletkezett matrix:

1 2 1 8
0 1 0 2
0 -5 —4 =22
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Vonjuk ki a masodik sor kétszeresét az els6 sorbol, majd adjuk a masodik sor 6tszorosét
a harmadik sorhoz! A keletkezett matrix:

1 0 1 4
01 O 2
00 —4 —-12
Ennek a métrixnak
1 0 1
01 0
00 —4

egy nem nulla aldeterminansa, igy az

1 0 1 4
01 0 2
00 —4 —12

matrix rangja 3. Mivel kdzben elemi atalakitasokat alkalmaztunk, ezért az eredeti matrix
rangja egyenld 3-mal.

6.4. Linearis egyenletrendszer megoldhatésaganak matrix-
rangos feltétele

6.6. Tétel Egy IF test feletti linedris eqgyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg,
ha mdatrizanak rangja meggyezik a kibévitett mdtrixdnak rangjdval. A linedris egyenlet-
rendszernek akkor és csak akkor van egyértelmii megolddsa, ha mdtrizanak és kibovitett
mdtrizanak rangja megegyezik az eqyenletrendszerben szerepld ismeretlenek szdmduval.

Bizonyitas. Az, hogy az

a11T1 +a19r2 + ... F+aA1pT, = b1
a921T1 +a99ry 4+ ... Q9,7 — bg
Am1T1  +amaT2  + ... FAppTn = bm
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linedaris egyenletrendszer megoldhatd, azzal ekvivalens, hogy az b vektor benne van az
F™ vektortér {a,,...,a, vektorai dltal generalt altérben, azaz

<Q17'-‘7Qn7l_)> - <Q17“'7Qn>‘

Mivel 4dltalaban

<Q17"'7Qn> g <Q17"'7Qn7—>7

ezért az utébbi egyenléség azzal ekvivalens (a 9. fejezetben szerepl6 9.36. Tétel szerint),
hogy az egyenloség két oldalan szerepl6 alterek dimenzidja ugyanaz. Ez azzal ekvivalens,
hogy a két linedris egyenletrendszer matrixanak rangja megegyezik a kibévitett matrix
rangjaval.
Vizsgaljuk az egyértelmii megoldhatdsdggal kapcsolatos allitast. Tegyiik fel, hogy
a linedris egyenletrendszer egyértelmiien oldhaté meg, azaz van egy és csak egy olyan
&1

C2
€ F" vektor, amelyre teljesiil az c;a; + -+ - + ¢,a,, = b egyenloség. Megmutatjuk,

Cn
hogy ekkor az a,,...,a, vektorok linearisan fiiggetlenek. Tegyiik fel, indirekt modon,

hogy a szoban forgéd vektorok linedrisan fiiggnek egymastol, azaz &ay + -+ + &pa,, = 0
teljesiil ugy is valamely &,...,§, € T skalarokkal, hogy azok koziil valamelyik nem
&1+

&+ o

egyenl6 a nullaval. Akkor a € " vektorra

énnLcn
(&1 +c)ay + -+ (§n+cn)a, =

=(&a+ - +&a,) + (g +- - +cpa,) =0+0=0

51 + 1 C1
o €2+ ca N )
teljesiil, és igy a . vektor az egyenletrendszer | . [-t6]l kolonbozo megoldasa,
&n + Cn Cn
ami ellentmondds. Tehat az {a,,...,q,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, azaz a
kozottiik levé linedrisan fliggetlenek szamanak maximuma n (ami egyenl6 az ismeretlenek
szamaval). Mivel a b vektor az {a,,...,a,} vektorok linedris kombindcidja, ezért az
{ay,...,qa,,b} vektorok kozott levé linedrisan fiiggetlenek szdma is n.
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Forditva, tegyiik fel, hogy az ay,...,a,) vektorok és az a,...,a,,b vektorok kozott

is a linearisan fiiggetlenek szamanak maximuma egyenlo az ismeretlenk szamaval, azaz
n-nel. Akkor az egyenletrendszernek van megoldédsa a tétel els¢ éllitasa szerint. Mivel

az ai,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért linearis kombinacidjukként minden
vektor, igy a b vektor is egyféleképpen allithato eld. Tehat a linearis egyenletrendszernek
egy megoldésa 1étezik. n

6.7. Tétel Eqgy olyan linedris eqyenletrendszer, amelyben az egyenletek szama megegyezik
az 1smeretlenek szamdval akkor és csak akkor oldhato meg egyértelmiien, ha az egyenlet-
rendszer matrixa requldris.

Bizonyitas. A 6.6. Tétel miatt egy n egyenletbol all6, n ismeretlent tartalmazo linearis
egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha az egyenletrendszer
matrixanak rangja és kiegészitett matrixdnak rangja egyenl6 n-nel, azaz az ismeretlenek
szamaval. A 6.3. Tétel szerint ez azzal ekvivalens, hogy az egyenletrendszer matrixa
reguléris. O

6.8. Megjegyzés FEgy homogén linedris egyenletrendszernek mindig van megolddsa (a tri-
vidlis megoldds). Ezért a homogén linedris egyenletrendszereknél igazabol az a probléma,
hogy mikor van a trividlistol kiillonbézé megolddsa. A 6.6. Tétel alapjdn egyszerien adodik
a kovetkezd eredmény.

6.9. Tétel Fgy homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van a trividlis-
tol ktilonbozo megolddsa, ha az eqyenletrendszer mdtrizanak rangja kisebb az ismeretlenek
szamdnal.

6.10. Tétel Eqgy olyan homogén linedris eqyenletrendszernek, amelyben az egyenletek szd-
ma megeqyezik az ismeretlenek szamdval akkor és csak akkor van a trividlistol kilonbézo
megolddsa, ha az eqyenletredszer mdtriza szingularis.

Bizonyitas. A 6.7. Tétel felhasznélasaval az allitds nyilvanvalo. O
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7. fejezet

A Cramer-szabaly

Ebben a fejezetben egy specidlis egyenletrendszerre adunk megoldast a determinans fo-
galmanak felhasznalasaval. Ezt a megoldasi médszer a "Cramer-szabdaly” néven ismert.

7.1. Tétel (A Cramer-szabdly) Ha eqy n egyenletbdl allo, n ismeretlent tartalmazo Ax =
b linearis egyenletrendszer A mdtriza reqularis, akkor az egyenletrendszer egyértelmiien
megoldhato, és ezt a megoldadst a kdovetkezo képlet szolgdltatja:

(]6’, [AL

Tp = =1,..., n),
n det A (4 ' ),

ahol az Ay matrizot az A matrizbol ugy szdrmaztatjuk, hogy annak k-dik oszlopa helyére

beirjuk az egyenletrendszer konstansainak b oszlopvektorat.

Bizonyitas Mivel az A matrix a feltétel szerint reguléris, ezért létezik inverze:

An A .. An

Al 1 Az A o Ap
det(A) | DT

Ay, Ay oo Ay

Megszorozva ezzel az Az = b egyenloséget balrol, azt kapjuk, hogy

X Ay Ay L Anl by

T2 1 Ay Asa ... Ao by
—r=A"1p=

| T ST det(AY | | ]

T Aln A2n e Ann bn
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Koénnyen ellenorizheto, hogy

(b Arg + boAgk + -+ - + b Apk),

T —

1
det(A)

amelyben a
biAig + bpAgg + -+ + by Aps,

szorzatosszeg megegyezik az

ai;r ... A1k—1 by a1,k+1 -+ Qin

a1 ... G2k—1 by a2 k+1 ... Q2n
Ay = . .

anp1  -.. Qpk—1 bn Upnk+1 --- Qnp

méatrix k-dik oszlopa szerinti kifejtésével, ami viszont (a Kifejtési tétel szerint) egyenl

det(Ag)-val. Igy
detAk

" detA (k=1

Tk L),

[]

Feladat. A Cramer-szabaly alkalmazasaval oldjuk meg az alabbi linedaris egyenlet-
rendszert!
25(]1 —T2 —T3 =4
31’1 +4I2 —2£L‘3 =11
31’1 —2332 —{—4.1’3 =11

Megoldas. A linearis egyenletrendszer matrixa:

2 -1 -1
A=13 4 =2/,
3 -2 4
a konstansok oszlopvektora pedig
4
b= |11
11
Mivel
2 -1 -1
det(A) =13 4 —2| =60,
3 -2 4



1.

11 -2 4
2 4 -1
det(Ay) = |3 11 —2| =60,
3 11 4
2 -1 4
det(A3) =13 4 11| =60,
3 —2 11
ezért
T = =— =3, Iy= =—=1, xz3= = — =
det(A) 60 det(A) 60 det(A) 60
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8. fejezet

Matrix sajatértékei, sajatvektorai

Mint ahogy azt a bevezeto fejezetben definialtuk, adott F' szamtest esetén F™ jeloli az
F' elemeibol képezhetd Gsszes olyan n-elemil z sorozatok halmazat, ahol a sorozatokat
oszlopos formaban irtuk. Ekkor F™ elemei tgy is tekintheték, mint n sorbdl és egyetlen
oszlopbdl all6 matrixok. fgy tetszoleges F' feletti n x n-tipusu A matrix és tetszéleges
xz € F" esetén elvégezheté A-nak x-szel képezett Ax szorzata. Bizonyos esetekben
eléfordulhat, hogy ez a szorzat az x vektornak egy A € F' szdmmal képezett szorzata.
Ilyen esettel foglalkozunk a kovetkezo részben.

8.1. A sajatérték és a sajatvektor fogalma

8.1. Definicié Egy F' szamtest valamely \ elemét az F szamtest feletti n x n tipusi A
matrix sajatértékének nevezzik, ha megadhato olyan x € F™ vektor, amelyre teljesiil az

Az = Az
eqyenloség. A feltételnek eleget tevd x vektorokat az A mdtrix sajatvektorainak (ponto-
9y g g ]

sabban, a \ sajatértékhez tartozo sajatvektoroknak) nevezzik.

8.2. Megjegyzés Adott A € M, (F) mdtriz esetén F™ minden vektora legfeljebb egy sa-
jatértékhez tartozo sajatvektor lehet. Ugyanis, ha z eqy A € M,(F) mdtriz o, € F

sajatértékekhez tartozo sajatvektor, akkor
ar = Ax = fx

=

amibdl x # 0 miatt o = B kovetkezik.
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8.3. Tétel Tetszbleges A € M, (F) mdtriz tetszdleges sajdtértékéhez tartozo sajdatvektorok
a 0 vektorral eqyiitt az F™ vektortér eqy alterét alkotjdk.

Bizonyitas. Jelolje W az F™ vektortér azon részhalmazat, amely a 0 vektorbdl és az A
matrix valamely A sajatértékéhez tartozo Osszes sajatvektoraibol all. Tetszdleges x,y €
W és tetszOleges &, € F skalarok esetén

A(§z +ny) = §(Az) +n(Ay) = E(Az) +n(Ay) = A(§z + ny).
Tehat
§x+nyeWw.
A 9.30. Tétel miatt W az F™ vektortér egy altere. O]

8.4. Definicio Fgy A mdtrix A sajdatértékeibol, illetve a nullvektorbol allo alteret az A
mdtriz A sajatértékhez tartozo un. sajdtaltérnek nevezzik.

Majd a 9. fejezetben definidljuk a vektorterek dimenziéjanak fogalméat. Ennek alap-
jan beszélhetiink egy sajatértékhez tartozo sajataltér dimenzidjarol is.

8.5. Definicio Egy A matriz A sajatértékéhez tartozo sajataltér dimenziojdt a sajdatérték
geometriai multiplicitasanak nevezzik.

8.2. Szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrix sajatérté-
kei

8.6. Definicio Egy valds szamokbol dallo négyzetes A mdtrizot szimmetrikus mdtriznak
nevezziik, ha AT = A. Az A madtrizot ferdén szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = —A.

A szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrixokra (mint a valés szdmok szdmteste
feletti matrixokra) vigy is tekinthetiink, mint a komplex szdmok feletti olyan métrixokra,
amelyek elemei valos szamok. Ezért beszélhetiink valds, illetve komplex sajatértékeikrol
is. A kovetkezo tétel arra ad valaszt, hogy mik lehetnek a szimmetrikus, illetve a ferdén
szimmetrikus matrixok komplex sajatértékei.
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8.7. Tétel Szimmetrikus mdtriz minden sajatértéke valos szdm. Ferdén szimmetrikus
matriz minden sajdtértéke képzetes szam.

Bizonyitas. Legyen A egy n x n-tipusi (azaz n-edrendil) valés elemii négyzetes matrix.
Legyen A = a + ib € C az A egy sajatértéke. Akkor van olyan 0 # v = z + iy € C"
vektor, hogy B

Av = )v.

Szorozzuk be ezt az egyenloséget balrél a v vektor konjugaltjanak transzponaltjaval.

Ekkor az
—T
(v) Av = A(Jz]* + [y[*)

egyenldséget kapjuk. Vegyiik mindkét oldal konjugaltjanak transzponaltjat. Ekkor
TRIAT VAL 2
(v) ATw=A(lz]" + [y[")

adodik, felhasznalva azt is, hogy valds szam megegyezik a konjugaltjaval. Ha A szim-
metrikus, akkor ezen utébbi egyenloség

T

() Av=X(|z* +[y[*)
alakd. A masodik és az utolso egyenléséghdl azt kapjuk, hogy
Mzl + [y1?) = Mz + [y]?),

azaz

>
I
>I

Ez éppen azt jelenti, hogy A\ valds szam.
A ferdén szimmetrikus eset bizonyitasa a szimmetrikus esettdl csak annyiban kiilon-

bozik, hogy az
T

() ATo = Azl + JyP)

egyenloséghdl

—T —

(v) (=A)u = A(|z* + [y*)
kovetkezik, s ezért A\ = —\ miatt b = 0, azaz A = ib adddik; tehdt ferdén szimmetrikus
esetben a \ sajatérték képzetes szam. n
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8.3. Matrix karakterisztikus egyenlete

8.8. Definicié Legyen A egy F' szamtest feletti n x n tipusi (négyzetes) matriz. A
ka(@) = (—1)"|A — 2B
polinomot az A mdtrix karakterisztikus polinomgjdnak, az
|A —2zE| =0

eqyenletet pedig az A mdtrix karakterisztikus egyenletének nevezzik.

Az el6z6 definiciéban |A — zE| az [A — zE] matrix determindnsat jeloli. Tehdt egy
n x n tipusu A matrix karakterisztikus polinomja, illetve karakterisztikus egyenlete

ka(z) = (—1)"det(A — zE),

illetve
det(A —2E) =0

modon is felirhato.

A karakterisztikus polinom, illetve a katakterisztikus egyenlet definicidjaban olyan
matrix determinansa szerepel, amely matrix féatléjaban az F' szamtest feletti elséfu-
ki polinomok allnak. Mint ahogy azt mar korabban emlitettiik, adott szamtest feletti
polinomok halmaza egységelemes kommutativ gytirtit alkot a polinomok Osszeadaséara
és szorzasara nézve, igy a karakterisztikus polinom, illetve a katakterisztikus egyenlet
definicidjaban szereplé matrix determinansa értelmezve van.

8.9. Tétel Fgy F' szamtest valamely X eleme akkor és csak akkor sajdatértéke eqy F' feletti
A mdtriznak, ha X\ gyoke az A mdtriz karakterisztikus egyenletének, azaz teljesil rd az
|A — AE| = 0 egyenldség.

Bizonyitas. A € F' akkor és csak akkor sajatértéke egy A € M, (F) matrixnak, ha van
olyan 0 # x € F™ vektor, hogy
Az = z = \Ez,

azaz



Ezen utobbi kifejezés egy homogén linearis egyenletrendszer matrixszorzatos alakja. A
tehat akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha ennek az egyenletrendszernek van nem-
trividlis megolddsa, ami a 6.10. Tétel miatt azzal ekvivalens, hogy az [A — AE] métrix
szingularis, azaz

|A — \E| = 0.
O

8.10. Megjegyzés Egy A € M, (F) mdtrixz sajdtértékeinek, illetve sajdtvektorainak meg-
hatdrozasat tehdt azzal kezdjiik, hogy meghatarozzuk a matriz karakterisztikus egyenleté-
nek F' szamtestbeli gyokeit. Ha vannak ilyenek (jeloljon egy sajatértéket \), akkor a A-hoz
tartozd sajdatvektorok az [A — AE|x = 0 homogén linedris egyenletrendszer nem-trividlis
megolddsvektorai lesznek. A megolddsvektorok halmaza (a sajatvektorok halmaza hozzdvé-
ve a nullvektort) a 8.5. Tétel miatt az F™ vektortér eqy altere, ennek dimenzidja, azaz a A
sajatérték geometriai multiplicitdsa megegyezik a fenti homogén linearis egyenletrendszer
megolddsa sordn szabadon vdlaszthato ismeretlenek szdmdval (ldsd a Gauss-mddszert).

8.11. Megjegyzés Fgy madtriznak nincs mindig sajdatértéke. Példaul az

0 1
mdtriz karakterisztikus egyenlete
2 4+1=0.

Ennek az egyenletnek nincs gyoke a valos szamok R halmazdban, ezért az A madtriznak
nincs sajatértéke R-ben.
Ha az A mdtrizot, mint a kompler szamok C szdmteste feletti matrizot tekintjik,

akkor karakterisztikus egyenletének megolddsai C-ben +i, és igy az A mdtriz sajdtértéker
+i.

8.12. Definicio Fgy A matrix valamely N sajatértékének algebrai multiplicitasin azt a
pozitiv egdsz szamot értyik, amely megegyezik \-nak, mint o |A — xE| = 0 karakterisz-
tikus egyenlet gyokének multiplicitdsaval. Eqy matrix spektruman a sajatértékeibol dllo
rendszert értjiik, mindegyiket annyiszor véve, amennyi annak algebrai multiplicitdasa.

8.13. Megjegyzés Bizonyitas nélkil kozolyik, hogy eqy A mdtriz valamely \ sajdtértéké-
nek geometriai multiplicitdsa kisebb vagy egyenlo mint az algebrai multiplicitdsa.
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Példa. Az

10
A=10 1 1| € Ms(R)
00

—__ o

fels6 haromszogmatrix karakterisztikus egyenlete (1 — \)® = 0, igy egyetlen sajatértéke

van; ez egyenld 1-gyel. Ennek a sajatértéknek 3 az algebrai multiplicitasa. A A\ = 1
x

sajatértékhez tartozé |y | sajatvektorokra

teljesiil, amibél z = 0 adddik (x és y pedig tetszoleges olyan valds szamok, amelyek
egyike nem nulla). Igy a sajitvektorra

1 0
addédik. Tehat a A = 1 sajatérték sajat altere az |0 és |1| vektorok altal kifeszitett
0 0

altér. Ennek dimenzidja 2, igy a A = 1 sajatérték geometriai multiplicitasa 2. Tehat a
geometriai multiplicitas kisebb az algebrai multiplicitdsnal.

8.4. Matrixok hasonldsaga

8.14. Definicio Egy I’ szdamtest feletti azonos tipusi A és B négyzetes mdtrizok esetén
akkor mondjuk, hogy az A mdtrix hasonlo a B mdtrizhoz, ha megadhato olyan F feletti
requldris C mdtriz, amelyre A = C™'BC teljestiil.

(1) Mivel tetsz6leges négyzetes A matrixra A = EAE teljesiil, és mert E = E71
ezért minden matrix hasonlé 6nmagédhoz. Mas szavakkal: a matrixok hasonlésaga
reflexiv relacio.
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(2) Az A = C'BC egyenldség ekvivalens a CAC™! = B egyenléséggel, ami B =
(C~1)"*AC™! alakban is frhaté, és ami annyit jelent, hogy B hasonlé A-hoz. Igy
tetszoleges A és B matrixok esetén A akkor és csak akkor hasonlé B-hez, ha B
hasonl6 A-hoz. Azért a hasonlésag definiciéjaban a sorrendnek nincs jelentosége.
Mas szavakkal: a matrixok hasonldsdga szimmetrikus relacio.

(3) Ha az A, B és C maétrixok esetén A és B hasonlé matrixok, tovdbbd B és C is
hasonlé matrixok, akkor megadhaték olyan regularis X és Y maétrixok, amelyek-
re A = X 'BX = X 'Y ICYX teljesiil. A determindnsok szorzdstétele miatt
YX reguldris métrix. Tovabba (YX)™! = X~1y—1. foy A = (YX)1C(YX),
ami annyit jelent, hogy A és C hasonlé matrixok. Tehat a matrixok hasonlésaga
tranzitiv relécio.

8.15. Tétel Hasonlo mdtrixok karakterisztikus polinomjai megeqyeznek, igy hasonlé mdt-
rixok spektruma kézos.

Bizonyitas. Legyenek A és B egy F' szamtest elemeibdl képezett hasonlé matrixok.
Akkor van olyan F feletti reguldris C métrix, hogy A = C™'BC. Ezért az F tetsz6leges
A elemére

|A - \E|=|C'BC - \E|=|C'BC - C"'(AE)C| =
=|C™'(B— AE)C| = |C'||B — AE||C| = |C'||C||B — \E| =
= |C7'C||B — AE| = |E||B — \E| = |B — \E|.
lgy
ka(z) = kg(x),
azaz az A és B matrixok karakterisztikus polinomjai megegyeznek. Ebbol mar kévetke-
zik, hogy az A és B matrixok spektruma kozos. O

8.16. Megjegyzés A 8.15. Tétel allitdsanak megforditdsa nem igaz. Példaul a valos elemi

SHESE

mdtrizok esetén mindkét mdtriz karakterisztikus polinomja x*—2x+1, a mdtrizok mégsem
hasonloak, hiszen az E eqységmdtriz csak énmagdval hasonlo.
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9. fejezet

Vektortér

9.1. A vektortér fogalma és alaptulajdonsagai

9.1. Definicié FEqy nem dres V halmazrol akkor mondjuk, hogy vektorteret alkot az F
szamtest felett, ha a V' halmazon értelmezve van egqy + 0Osszeadds ugy, hogy (V;+) egy
kommutativ csoport, tovabbd minden (a,a) € F x V' elempdrhoz hozzd van rendelve
egyértelmien eqy V -beli ca modon jeldlt elem gy, hogy tetszoleges o, 3 € F és a,b € V
elemek esetén az alabbi eqyenloségek teljestilnek:

(i) ala+Db) = aa+ ab,
(i) (a+ B)a = aa+ fBa,
(ii1) (af)a = a(Ba) = B(aa),

() la = a, ahol 1 az F szdmtest egységelemét jeloli.

9.2. Tétel Egy F szamtest feletti V' wvektortérben aa

= 0 akkor és csak akkor teljestil
valamely a vektorra és o skaldrra, ha a = 0 vagy a = 0.

Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha a = 0 vagy o = 0, akkor aa = 0.
Legyen a € V tetszoleges vektor. Akkor

0a = (0 + 0)a = Oa + Oa,
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amibol
O0a =0
kovetkezik.
Legyen a € F tetszoleges skalar. Akkor
a0 = a(0+0) = a0 + a0,
amibol
a0 =0

kovetkezik.
A forditott allitas bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy aa = 0 teljesiil valamely a € F

skalarra és a € V' vektorra. Elegendé megmutatni, hogy ha « # 0, akkor a = 0. Tegyiik
fel, hogy o # 0. Akkor

a=1a=(*a)a = ~(ag) =

1
_Q:Q>
(0 (0 (6%

felhasznalva a vektortér definicidjaban szereplo negyedik azonossagot és a fentebb mar
bizonyitottakat. O

9.3. Tétel Eqgy I’ szamtest feletti V' vektortér tetszoleges a vektordra és tetszoleges av € F'
skaldrra, a(—a) = —(aa) = (—a)a, ahol —a az a vektor ellentettjét jeloli.

Bizonyitas. A 9.2. Tétel és a vektortér definiciéjaban szerepld elsé azonossag felhaszna-
lasaval,
0=0a0=oafa+(-a) = aa+a(-a),

amibdl

adodik.
A 9.2. Tétel és a vektortér definicigjaban szereplé masodik azonossag felhasznalasaval,

0=0a=(a+(-a))a=oaa+(-a)g,

amibdl

adodik. Tehat
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9.4. Definicié Egy F szdmtest feletti V vektortér
ay,...,a

mn

vektorainak az

ay,...,q, € F

skaldarokkal képezett linedris kombindciojdn az
Q1d, Tt AnQy, eV

vektort értjik. Akkor mondjuk, hogy eqy b € V' wvektor elddll az

skaldarok, amelyekkel teljesiil a

eqyenldség.

9.2. Vektorok linearis fiiggetlensége és linearis fiiggosége

9.5. Megjegyzés A 9.2. Tétel alapjan tetszoleges a4, ..., a, vektorok esetén

O, +---+0g, =0,

azaz a 0 skalarokkal képezett linedris kombinacié eredményeként a nullvektort kapjuk.
A vektorterek elméletében fontos szerepet jatszanak azok a vektorok, amelyeknél nincs
is més linearis kombinacid, amely eredményeként a nullvektor adodik.
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9.6. Definicio Fgy F' szamtest feletti V' vektortér
Q17 s 7@71

vektorairol azt mondjuk, hogy linedrisan figgetlenek, ha az

aa; + -+ apa, =0

eqyenloséqgbol
ar=0,...,0, =0
kovetkezik. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy az{a,,...,a,} vektorrendszer linedrisan

fiiggd. Ez utobbi annyit jelent, hogy megadhatok olyan aq, ..., o, € F' skaldrok, amelyek
kozott van legalabb eqy nem-nulla, s amelyekre fenndll az

oy + - +apa, =0

eqyenldség.

9.7. Megjegyzés A vektorok linedris fiiggetlenségének definicigjaban (9.6. Definicid) csak
véges sok vektorbdl allo vektorrendszer linedris fiiggetlenségét definidltuk, mert foleg ez-
zel a fogalommal foglalkozunk, de megjegyezziik, hogy a vektorok linedris fiiggetlensége
vektorok tetszéleges szdmossagu (nem-iires) részhalmazara is értelmezheté. Egy F' szam-
test feletti vektortér vektoraibdl all6 tetszéleges (nem-iires) vektorrendszerét linedrisan
fiiggetlennek nevezziik, ha annak barmely (nem-iires) véges részredszere linedrisan fiig-
getlen.

A kovetkezdkben a linedris fliggetlen vektorrendszerekkel kapcsolatos alapvetd téte-
leket ismertetjiik.

9.8. Tétel Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer barmely nem-iires részrendszere is lined-
risan fliggetlen.

Bizonyitas. Ha az {q,,...,q,} linedrisa fiiggetlen vektorrendszernek {a, ,...,q; } egy
nem-iires linearisan fiigg6 részrendszere, azaz

Qiy @y + oo+ g =0

ugy is teljesiil valamely «;,, ..., a;, skaldrokkal, hogy kozottiikk van nulldtdl kiilénbozo,
akkor ezt a linedris kombindciét agy kiegészitve, hogy a benne nem szerepl6 {a,, ..., a,}-
beli vektorokat is beirjuk 0 egytitthatékkal, akkor az {a, ..., a, } vektorrendszernek olyan
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linearis kombinacidjat kapjuk, amely a nullvektorral egyenld, de a benne szerepld egyiitt-
hatok kozott van olyan, amelyik nem nulla. Ez viszont ellentmond annak, hogy az
{ay,...,qa,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. O
9.9. Tétel Linearisan fiiggetlen vektorrendszer nem tartalmazza a nullvektort.
Bizonyitas. Mivel a nullvektor linedrisan fiiggd, ezért a 9.8. Tétel szerint nem lehet eleme
egy linedrisan fiiggetlen vektorrendszernek. O]
9.10. Tétel Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer pdronként kiilonbiozo vektorokbol all.
Bizonyitas. Mivel tetszoleges a vektor esetén

la+ (—1)a =0,

ezért az {a,a} vektorrendszer linedrisan fiiggd. Igy a 9.8. Tétel miatt egy linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer a vektortér valamely vektorat vagy nem tartalmazza, vagy ha

tartalmazza, akkor pontosan egyszer. O
9.11. Tétel Ha ay,...,a, eqy F szamtest feletti V vektortér linearisan figgetlen vektor-
rendszere, akkor a V' bdrmely vektora legfeljebb egyféleképpen dllithato elé az aq,...,a,

vektorok linedaris kombindciojaként.

Bizonyitas. Legyen ay,...,a, egy F' szamtest feletti V' vektortér linearisan fiiggetlen
vektorrendszere. Tegyiik fel, hogy

o) + . ..apa, = Bbay + -+ Bua,.

Akkor
(1 = Br)ay + -+ (an — Bu)a, =0,
amibol
Qy — 51 = 07
azaz
a; = B
kovetkezik minden ¢ = 1, ..., n indexre. ]
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9.12. Tétel Ha {a,,...,a,} eqy F' szdmtest feletti V vektortér linedrisan fiiggetlen vek-

torrendszere, b pedig a vektortér olyan vektora, amely nem dllithato eld az a4, ...,a,
vektorok linedris kombindcidjaként, akkor az{a,,...,a,,b} vektorrendszer linedrisan fig-
getlen.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy
aa; + -+ apa, + 8b=10

valamely aq,...,a,, 8 € F skalarokkal. Mivel b nem allithaté el6 az a4, ..., a, vektorok
linearis kombinacidjaként, ezért § = 0. Ekkor viszont

a1Q1+"'+anQn:Q'

Mivel az aq,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért a; = 0 minden ¢ = 1,...,n
indexre. Mivel minden egyiitthaté egyenlé a nullaval, ezért az {a, ..., a,, b} vektorrend-
szer linearisan fiiggetlen.

9.13. Tétel Egy egyelemi {a} vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan figgetlen,
ha az a vektor nem a nullvektor. Legalabb kételemii vektorendszer akkor és csak akkor
linedrisan fiiggetlen, ha a redszert alkoto vektorok eqyikét sem lehet kifejezni a rendszerhez
tartozo tobbi vektor linedris kombindciojaként.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy egyelemi {a} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Ak-
kor a nem lehet a nullvektor, mert ha a a nullvektor lenne, akkor tetszoleges nem nulla
a skalar esetén aa a nullvektor lenne, amibol a = 0 kovetkezne, mivel az egyelemii a
vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Ez ellentmond annak, hogy a nullatdl kiilénbozo.
Forditva, ha @ nem a nullvektor, akkor a 9.2. Tétel miatt az aa = 0 feltételbél o = 0
kovetkezne, azaz az egyelemii a vktorrenszer linedrisan fiiggetlen. Foglalkozzunk ezek
utan a legalabb két elemet tartalmazé vektorrendszerekkel.

Legyen {a,a,,...,a,} (n > 2) egy linedrisan fiiggetlen vektorrenszer. Tegyiik fel,
indirekt médon, hogy valamelyikiik (példaul a,) kifejezhet6 a tobbiek lineédris kombind-
ciéjaként:

ay = Poty + -+ + By,
Akkor
0= —a; + faay + -+ + Bna,,

azaz van a rendszert alkoté vektoroknak olyan linedris kombinéacidja, amelynek eredmé-
nyeként a nullvektor addédik, de az egyiitthaték kozott van nem nulla (ugyanis, az a,
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egylitthatdja —1). Azt kapjuk tehat, hogy a vizsgélt vektorrendszer linearisan fiiggé. Ez
ellentmond az eredeti feltételnek, vagyis annak, hogy a vizsgélt vektorrendszer linearisan
fiiggetlen. Mivel ellentmondasra jutottunk, az indirekt feltételiink nem helyes. fgy a
vizsgalt vektorok egyike sem fejezheto ki a tobbi linearis kombindcidjaként.

Forditva, tegyiik fel, hogy {a,,a,,...,a,} (n > 2) olyan vektorrendszer, amelyben
egyiket sem lehet kifejezni a tobbi linedris kombinaciéjaként. Tegyiik fel, indirekt mo-
don, hogy a vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen (és igy linearisan fiiggs). Akkor
megadhatok olyan aq, as, ..., o, skaldrok, hogy

a1a; + oy + -+ - + apa, =0,

és (példaul) aq # 0. Akkor

(6] iy
Ql :——22+...__a/
aq aq

azaz az a; vektort ki lehet fejezni a rendszert alkoté tébbi vektor linedris kombinacié-
jaként. Ez ellentmond az eredeti feltételnek, vagyis annak, hogy a vektorrendszer egyik
tagja sem fejezheto ki a tobbi linearis kombinacidjaként. Mivel ellentmondésra jutottunk,

az indirekt feltételiink nem helyes. fgy a vizsgalt vektorokrendszer linearisan fiiggetlen.
O

Az el6z0 tétel egyszert kovetkezménye az alabbi tétel.

9.14. Tétel Egy egyelemi {a} vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan figgd, ha
az a vektor a nullvektor. Legalabb kételemii vektorendszer akkor és csak akkor lined-
risan fliggo, ha legaldbb eqyikik eldallithato a redszerthez tartozo tobbi vektor linedris
kombindciojaként.

9.15. Definicié Egy V' wvektortér {a,,...,a,} linedrisan figgetlen vektorrendszerrél azt
mondjuk, hogy mazimadlisan linedrisan fiiggetlen, ha V tetszdleges b vektora esetén a
{b,ay,...,a,} vektorrendszer linedrisan figgd, azaz az {ay,...,a,} vektorrendszert a V
akdrmelyik vektoraval egészijiik ki, linedrisan fliggo vektorrendszert kapunk.
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9.3. Generatorrendszer, bazis, dimenzio

9.16. Definicio FEgy F' szamtest feletti V' vektortér {gl, e ’Qn} vektorrendszerét a V' vek-
tortér egy generdtorrendszerének nevezzik, ha V- minden vektora elddll az g , . .. 9, vek-
torok linedris kombindciojaként.

9.17. Megjegyzés A generatorrendszer fogalmat csak véges sok vektorbol allo vektor-

rendszerre értelmeztiik, de megjegyezziik, hogy tetszoleges szamossagi (nemiires) vek-

torrendszerre is értelmezheto. Egy F' szamtest feletti vektortér vektoraibol allo tetszo-

leges (nem-iires) G vektorrendszerét a vektortér generdtorrendszerének nevezziik, ha a

V' vektortér barmely v vektordhoz megadhaté G-nek olyan véges részrendszere, amely-

hez tartozé vektorok linedris kombinécigjaként eléallithaté a v vektor. Jé példa erre
n

egy F' szamtest feletti egyvéltozos polinomok vektortere, amelyben az 1,x,..., 2", ...
polinomok generatorrendszert alkotnak.

9.18. Definicié Eqy F' szamtest feletti V' vektortér {gl, e ,gn} generdatorrendszerét mi-
nimdlis generdtorrendszernek nevezziik, ha barhogy is hagyunk el ebbol a rendszerbol vek-
torokat, akkor vagy az tires halmazt kapjuk, vagy a keletkezett vektorrendszer mdr nem
generdtorrendszer.

9.19. Tétel (Kicserélési tétel) Ha 7 ,...,;fn eqy linearisan fliggetlen wvektorrendszere,
G - - pedig eqy generdtorrendszere eqy F' szamtest feletti V' vektortérnek, akkor bar-
m(h/ /, (z = 1,2,...,n) vektorhoz van olyan g; vektor, hogy az

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.
Bizonyitas. A feltételekbdl kovetkezik, hogy dimV > 1. Ekkor a generatorrendszer tar-
talmaz legalabb egy nem nullvektort. Igy, ha n = 1, akkor a fiiggetlen vektorrendszer

vektora helyére beirva a generatorrendszer egy nem nulla vektorat, egy linedrisan fiig-
getlen vektorrendszert kapunk. Igy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy n > 2. Tegyiik fel,
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indirekt médon, hogy van olyan fi vektor (legyen ez, példaul, az f . vektor), amelyet

barmelyik g; (7 =1,...,m) vektorral is cseréliink ki, a cserével keletkezett
g_]j,...,iz,...,zn
vektorrendszer linedrisan fiiggd. Akkor minden j = 1,...,m esetén vannak olyan f3;, a; ;

(1 =2,...,n) skalarok, hogy
ﬁjﬂj -+ Ckgyji2 4+ .4 anrjin — Q’

de az egyiitthaték kozott van olyan, amelyik nem a nulla. Mivel az

Sforon L,
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen (mert az
Sty

linedarisan fiiggetlen vektorrendszer nem iires részrendszere), ezért (; # 0 tetszOleges
j=1,...,m index esetén. Tehat g; (7 =1,...,m) kifejezheté az

Sforon L,
vektorok linearis kombinacidjaként. Mivel a
99,

vektorrendszer generatorrendszer, ezért f . kifejezhet6 a

Gy 9,
vektorok, és igy az
Sforonf,
vektorrendszer linedris kombinéciéjaként. Ez viszont azt jelenti, hogy az
SooLy i

vektorrendszer linedrisan fiigg6. Ez ellentmondas. fgy az indirekt allitas nem helyes,
azaz a tétel allitdsa az igaz. ]
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9.20. Tétel Ha f] ..... f eqy linearisan fiiggetlen vektorrendszere, Gy g, De dig eqy
J s J,, € JUug: 9,5
generdatorrendszere eqy F' szdmtest feletti V' vektortérnek, akkor n < m.

Bizonyitds. Az f vektorhoz van olyan vektor (Pl g 1) ugy, hogy
RVISEREEY )

T

linearisan fiiggetlen vektorrendszer. Az f fy -hoz is van olyan vektor a generatorrendszer-
ben, amit f helyébe irva, linearisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk. Ebben a 9,

nem fordulhat el6 kétszer, ezért ez a vektor nem egyenld 9, -gyel. Feltehetjii (az mdexek
esetleges felcserélése utan) hogy ez a vektor a g, vektor, azaz a

9y 9y Ly 1,

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Mivel azt az eljarast folytathatjuk mindaddig, amig

a fiiggetlen vektorrendszer vektorai el nem fogynak, ezért n < m. m
9.21. Definicié Egy F' szdmtest feletti V vektortér {b,,...,b,} vektorrendszerét a V vek-
tortér egy bazisinak mevezziik, ha V minden vektora elddll egyértelmiien az by,...,0,

vektorok linedris kombindciojaként.

Ha B = {by,...,b,} egy F szdmtest feletti V vektortér bazisa, akkor tetsz6leges

a € V vektorhoz van egy és csak egy F-beli elemekbdl &ll6 olyan ay, - - - , v, elemsorozat,
amelyre a = a1b; + -+ - + b, teljesiil. Az o, ..., a,, skalarokat az a vektor B bazisra

vonatkozo koordindtainak nevezziik.
9.22. Tétel Egy F' szamtest feletti V vektortér valamely nemiires vektorrendszere akkor
és csak akkor bazis, ha fiiggetlen generdtorrendszer.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az {a,,...,qa,} vektorrendszer egy bazis. Akkor a tér
minden vektora eldéllithat6 (egyértelmiien) a benne lev vektorok linearis kombinacidja-
ként, és igy a vektorrendszer a vektortér generatorrendszere. Mivel minden vektort, igy
a nullvektort is csak egyféleképpen lehet eldallitani a rendszerben levd vektorok linedris
kombinéciéjaként. Viszont a nullvektorra érvényes a

0a; +0ay + -+ +0a, =0
eloallitas, ezért tetszoleges o, s, . .., o, skalarok esetén az

Q10 + oy + -+ + apa, =0
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feltételbol
ap=ay="-=q, =0

kovetkezik, azaz a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

Forditva, tegyiik fel, hogy {a,,...,a,} egy linedrisan fiiggetlen generatorrendszer.
Akkor a vektortér minden vektora el6all a rendszerhez tartozo vektorok linearis kombi-
nacidjaként. Tegyiik fel, hogy valamely b vektorra érvényesek az

10y + Qaly + -+ + Qpa, = b

a0y + hay + - +ana, =0
elallitasok. Akkor

/ / /
Q18y + Qoly + -+ Ay = 018y + Xy + -+ - + Qply,

amibdl
(a1 —aj)a; + (ag — ab)ay + -+ + (an — ay)a, =0

addédik. Mivel (a feltétel szerint) az {a,,...,a,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen,
minden i = 1,...,n indexre oy; — o = 0, azaz a; = «;. Tehat minden vektort pontosan
egyféleképpen lehet eldéllitani az a, . .., a,, vektorok linedris kombindciéjaként. Definicio
szerint ez azt jelenti, hogy az {a,,...,a,} vektorrendszer bazis. O

Bizonyitas nélkiil mondjuk ki a kdvetkezo tételt.
9.23. Tétel Tetszdleges F szamtest feletti V- # {0} wvektortér tetszéleges, nemiires vek-
torrendszere esetén a kiovetkezo feltételek eqymassal ekvivalensek:

1. a vektorrendszer a V wvektortér bdzisa;

2. a vektorrendszer a V' wvektortér maximalis fliggetlen rendszere.

3. a vektorrendszer a V' wvektortér minimdlis generdtorrendszere.
9.24. Megjegyzés A bazis fogalmat csak véges sok vektorbdl allé vektorrendszerre ér-
telmeztiik, de megjegyezziik, hogy tetszéleges szdmossdgi (nemiires) vektorrendszerre

is értelmezhets. Egy F' szamtest feletti vektortér vektoraibdl allo tetszoleges B vek-
torrendszerét a vektortér bazisdanak (pontosabban: Hamel-bazisdnak) nevezziik, ha a V
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vektortér barmely v vektorahoz megadhaté B-nek egy és csak egy olyan véges részrend-
szere, amelyhez tartozo vektorok linearis kombinacidjaként egyértelmiien eléallithaté a v
vektor. Egy I szamtest feletti egyvaltozds polinomok vektorterében az 1,x,..., 2", ...
polinomok halmaza a vektortér egy Hamel-béazisa. TetszOleges szamossag esetén is érvé-
nyes, hogy a bazis fogalma egybeesik a fiiggetlen generatorrendszer fogalmaval.

9.25. Tétel Ha eqy F' szamtest feletti vektortérnek van n elemi bazisa, akkor bdarmely
bazisa n vektort tartalmaz.

Bizonyitas. Legyen B és B’ egy V' vektortér egy-egy bazisa. Tegyiik fel, hogy a BB bazisban
1év6 vektorok szama n. Mivel B’ generatorrendszer, ezért B'-ben legalabb n vektor van az
el6z6 tétel miatt. Ha B’-ben n-nél tobb vektor lenne, akkor B’ tartalmazna legaldbb n+ 1
vektorbdl allo linedrisan fiiggetlen rendszert. Mivel B egy n-elemili generatorrendszer,
ezért minden (véges) linearisan fiiggetlen vektorrendszerben legfeljebb n elem van, amibdl
az ellentmondé n + 1 < n egyenléséghez jutunk. Tehdat a B’ ben 1év6 vektorok szama is
n. [

9.26. Definicié Legyen n pozitiv egész szam. Fqy F' szdmtest feletti vektorteret n-dimenzios
vektortérnek neveziink, ha V' ben van n-elemi bazis. Az egyetlen vektorbdl (csak a null-
vektorbdl) dallo vektortér dimenzidjan 0-dt értink. Ha eqy (nem csak a nullvektorbdl
dallo) vektortér nem tartalmaz véges bdzist akkor azt mondjuk, hogy a vektortér végtelen
dimenzios.

9.27. Megjegyzés Bizonyithatd, hogy egqy (nem csak a nullvektorbol dllo) vektortérnek
akkor és csak akkor van véges bazisa, ha van véges generdtorrendszere. fgy eqy (nem
csak a nullvektorbdl dlls) vektortér akkor és csak akkor végtelen dimenzids, ha mincs
véges generdtorrendszere.

Példaként emlitjiik, hogy az R"™ vektortér dimenzidja n, mert benne az n vektorboél
allé ey, ..., e, vektorrendszer bazis, ahol e, azt az n-elemi sorozatot jeloli, amelynek -dik
eleme 1, az 0sszes tobbi pedig 0. Specidlisan, a térbeli vektorok vektorterének dimenziéja
egyenl6 3-mal.

Egy F' szamtest elemeibol képezett m x n tipusi métrixok halmaza mn-dimenziés
vektortér az F' szamtest felett. Ebben a vektortérben az E;; (1 < i <m,1 < j <n)
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métrixok egy bazist alkotnak, ahol £; ; jeloli azt az m x n tipusi matrixot, melynek 7-dik
soraban a j-dik elem az 1, a métrix 6sszes tobbi eleme pedig a nulla.

Megemlitjiik, hogy egy F' szamtest feletti polinomok vektorterének dimenziéja vég-
telen, mert az 1,2, 22,..., 2", ... polinomok a vektortér egy bazisat képezik. Mivel ezek
szama végtelen, ezért a vektortér nem tartalmazhat véges bazis, és igy dimenzidja vég-
telen.

9.28. Tétel Legyen V eqy F' szdamtest feletti olyan vektortér, amelynek van véges bdzisa.
Akkor V' barmely fiiggetlen vektorrendszere kiegészitheto V -beli vektorokkal gy, hogy a
kiegészitéssel keletkezett vektorrenszer a 'V eqy bdzisa. Mas szavakkal: V' minden fiigget-
len vektorrendszere benne van V' eqy bdzisaban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a V' vektortér tartalmaz egy n-elemii bazist. A 9.20. Tétel
miatt minden fiiggetlen vektorrendszer legfeljebb n elemet tartalmaz. Legyen b,,...,0b,,
a V egy fliggetlen vektorrendszere (m < n). Ha ez a vektorrendszer generdtorrendszer,
akkor a 9.22. Tétel szerint a vektortér bazisa; ekkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel,
hogy nem bézis. Akkor van a V' vektortérnek olyan b,, , ; vektora, amely nem fejezhetd ki
aby,...,b, vektorok linedris kombindcidjaként. A 9.12. Tétel miatt a {b;,...,b,,, b1}
vektorok linedrisan fiiggetlenek. Ha ez generatorrendszer, akkor a bizonyitassal készen

vagyunk. Ellenkezé esetben (az elézéekhez hasonléan igazolhatd, hogy) van olyan b, ,

vektora a vektortérnek, hogy a {b,...,b,,,0,,.1,0,,.o} vektorrendszer linedrisan fiigget-
len. A gondolatmenetet folytatva, egyszer csak kapunk egy olyan b,...,b,,,0,,11,---,b,
vektorrendszert, amely bazisat alkotja a V' vektortérnek. [

Néhany példa:
e A térbeli vektorok vektorterének dimenzidja 3.

o Tetszoleges F szamtest feletti F™ vektortér dimenzidja n: ebben a vektortérben az
e; (i =1,...,n) vektorok a vektortér egy bazisit alkotjak, ahol e, az az n-elemii
sorozat, amelyben az i-dik elem az F szamtest egységeleme, azaz 1, a tobbi elem
pedig az [F szamtest nulleleme, azaz 0.

o Egy IF szdmtest feletti egyvéltozés polinomok Flz] vektorterében az 1, x, x2, ..., 2", . ..

polinomok a vektortér egy Hamel-bézisat alkotjak. Igy az F|x] vektortér végtelen
dimenzios.
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9.4. Vektortér altere

vektortér eqy alterének nevezziik ha W a V' beli miveletre és a V' elemeinek az F'-beli
skaldrokkal valo szorzdsdra nézve vektorteret alkot F felett.

9.30. Tétel Eqy F szdmitest feletti V vektortér valamely W # () részhalmaza akkor és csak
akkor altere a V' wvektortérnek, ha minden a,b € W és tetszdleges o, B € F' skaldrokra

aa+ pBbe W
teljestil.

Bizonyitas. Legyen W a V' vektortér egy altere. Legyenek a,b € W tetszoleges vektorok,
a, B pedig tetszoleges skalarok. Akkor aa, b € W és igy

aa+ b e W.

Forditva, tegyiik fel, hogy tetszdleges a,b € W vektorokra és tetszéleges a, 8 € F
skalarokra
aa+ pbe W

teljesiil. Legyenek a,b € W tetszéleges vektorok. Az o = 1 és f = 1 vélasztas mellett,
a+beW,igy W zart a V-n értelmezett Osszeadasra nézve. Legyen a € W tetszbleges
vektor, a € F pedig tetszoleges skalar. Akkor a b = 0 és = 0 valasztassal:

aa = aa+ b e W.
Igy (felhaszndlva a 9.3. Tételt is), ha a € W, akkor
—a=(-1)aeW.

Tehat W zart az Osszeadasra nézve, és emellett minden altala tartalmatott vektorral
egyiitt tartalmazza annak ellentettjét is. Ebbdl mar kovetkezik, hogy W csoportot alkot
a V-n értelmezett Osszeadasra nézve. A fentiekbdl az is adodik, hogy aa € W minden
a € F és minden a € W esetén. Természetesen ezekbdl mar kovetkezik az is, hogy
tetszoleges a, 5 € F és a,b € W elemek esetén az alabbi egyenloségek teljesiilnek:

ala+b) = aa + ab,
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mivel ezek az egyenloségek tetszoleges «, f € F' és tetszoleges a,b € V' elemekre teljesiil-
tek amiatt a feltétel miatt, hogy V vektortér F felett. Kovetkezésképpen W is vektortér
az I szamtest felett. m

9.31. Tétel Egy V wvektortér W; (i € 1) altereinek tetszéleges nem tires rendszere esetén
NictW; is altere V -nek.

Bizonyitas. Legyen W; (i € I) egy V vektortér altereinek tetszéleges nem iires rendszere.
Mivel a V nullvektora benne van a W, alterek mindegyikében, ezért N;c;W; nem iires.
Legyenek a,b € N;c/W; tetszoleges vektorok, a, [ pedig tetszoleges skalarok. Akkor
a,b € W; minden ¢ € I indexre teljesil, és ezért (a 9.30. Tételt is haszndlva)

aa+ b e W;
minden ¢ € [ indexre, azaz
aa + Bb € NictWs.
A 9.30. Tétel miatt ebbdl az adédik, hogy M;e;W; a V' vektortér egy altere. [

9.32. Definicié Egy V' wvektortér ay,...,a, vektorai dltal generdlt altéren az oket tartal-
mazo Osszes altér metszetét értjik. Ez megegyezik az ay, ..., a, vektorokat tartalmazo
legszikebb altérrel. Az ay,...,a, vektorai dltal generdlt alteret < ay,...,a, > modon
jelolyiik.

9.33. Tétel Eqgy F' szamtest feletti V wvektortér tetszdleges ay, . .., a, vekltoraira

n

<Ay, a, >={oa + -+ ana, s oq,...,a, € F}

Bizonyitas. A 9.30. Tétel miatt

{oa; +--4+ana,: aq,...,a, € F} C<ay,...,q, > .
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Mivel {ajay + -+ ana,, : ai,...,a, € F} olyan altér, amely tartalmazza az a4, ...,q,
vektorok mindegyikét, ezért

< ay,...,a, >C{aga, + -+ aua, : ag,...,a, € F}.
Igy
>={oa, +- - +ana,: a,...,q, € F}.
]

9.34. Definicié Egy F' szamtest feletti V' vektortér a,, ..., a, vektoraibol dllo vektorrend-
szer rangjan az dltaluk generdlt < a,,...,a, > altér dimenzigjat értjik. Eqy{a,,...,a,}
vektorrendszer rangjat p(ay, . . ., a,) modon fogjuk jelolni.

9.35. Megjegyzés Az vildgos, hogy egy vektorrendszer rangja nem fiigg a benne szerepl6
vektorok sorrendjétol.

9.36. Tétel Egy a,,...,a, vektorrendszer dltal generdlt altér dimenzidja megegyezik az
ay,...,a, vektorok kozétt levo linedrisan fiiggetlenek szamdnak mazimumduval.
Bizonyitas. Legyenek a4,...,a, egy F szamtest feletti V' vektortér tetszoleges vektorai.

Legyen m az altaluk kifeszitett

W:<Qla"'>g

T

>

altér dimenziéja. Legyen r az aq,...,a, vektorok kozott levo linedrisan fiiggetlen vek-
torok szamanak maximuma. A 9.35. Megjegyzés szerint feltehetjiik, hogy a4,...,a,
linedrisan fiiggetlenek (igy paronként kiilonbozd) vektorok V-ben. Vildgos, hogy az
{ay,...,a,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen W-ben is, igy r < m. Az is nyilvan-
valo, hogy az a, 4, ...,a, vektorok mindegyike kifejezhetd az a,, ..., a, vektorok linedris
kombindcidjaként, és igy az {a,,...,qa,} vektorrendszer a W altér egy generatorrendsze-
re. Ebbol m < r adddik, ami a fent bizonyitott » < m egyenlétlenséggel egyiitt az r = m

egyenloséget eredményezi. O]
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10. fejezet

Linearis leképezés

10.1. A linearis leképezés fogalma

10.1. Definicié Legyenek Vi és Vy ugyanazon F szamtest feletti vektorterek. Vi-nek Vs-be
valo ¢ leképezését a Vy vektortérnek a Vy-vektortérbe valo linedris leképezésének nevezziik,
ha tetszoleges a,b € Vi és tetszoleges av € F' esetén teljestilnek az aldbbi egyenloségek:

p(a+b) = p(a) + (b)),

p(aa) = ap(a).

A Vi-b6l Va-be torténd dsszes linedris leképezés halmazat Hom(Vy, Va)-vel fogjuk jeldlni.

10.2. Tétel Tetszoleges F' szamtest feletti Vi és Vo wvektorterek esetén ¢ akkor és csak
akkor linedris leképezése Vi-nek Vi-be, ha tetszileges a,b € Vi wektorok és tetszoleges
a, B € F skaldarok esetén

e(aa + Bb) = ap(a) + Be(b)

teljestil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ a V; vektortérnek a V5 vektortérbe vald linearis leképezése.
Akkor tetszéleges a,b € V; vektorok és tetszoleges a, § € F' skalarok esetén

p(aa + fb) = p(aa) + 0(Bb) = ap(a) + Bp(b)-
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Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ a V; vektortérnek a V5 vektortérbe valé olyan leképezése,

hogy tetszdleges a,b € Vi vektorok és tetszoleges a, 8 € I skalarok esetén teljesiil az
plaa+ Bb) = ap(a) + Be(b)
egyenldség. Legyenek a,b € V) tetszoleges vektorok, és legyen o € F' tetszoleges skalar.
Akkor
pla+0) =p(la+1b) = Lp(a) + 1o(b) = p(a) + ¢(b),
és
p(aa) = p(aa + 0b) = ap(a) + 0p(b) = ap(a).
[
10.3. Megjegyzés A 10.2. Tétel alapjin, ha {b,...,b,} eqy F' szamtest feletti V vektor-
tér bazisa, akkor tetszoleges
a=o1b;+---+ayh, €V

vektor és V -nek valamely vektortérbe valo o linedris leképezése esetén

pla) = aap(lr)) + - - anlp(by))-

Ez és a kovetkezd tétel azt mutatja, hogy eqy linedris leképezés egyértelmiien meg van
hatdrozva a vektortér eqy bazisara valo leszikitése dltal.

10.4. Tétel Legyenck Vi és Vo ugyanazon F' szamtest feletti vektorterek. A Vi vektortér

tetszdleges {by, ..., b, } bazisdhoz és a Va vektortér tetszéleges ¢y, . . . , ¢, vektorsorozatihoz

megadhato Vi-nek Va-be valo eqy és csak eqy olyan o linedris leképezése, amelyre
ob,)=c¢, i=1,...,n
teljestil.
Bizonyitas. Tetszoleges
a=ab +---+ayb, €Wy
vektorra definidljuk p(a)-t a kovetkezéképpen:
pla) = aagy + -+ + ang,.

Konnyen ellenézizhetd, hogy ¢ a Vi vektortérnek a V5 vektortérbe valé olyan linedris leké-
pezése, amelyre teljesiil a tételben szerepl6 p(b;) = ¢, (1 =1,...,n) feltétel. A 10.3. Meg-
jegyzés szerint vilagos, hogy a feltételeket teljesitd linearis leképezés egyértelmiien meg
van hatérozva. [
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10.5. Tétel Ha ¢ eqy Vi vektortérnek egy Vo wvektortérbe valo linedris leképezése, akkor
v a Vi nullvektordhoz a Vo nullvektorat rendels.

Bizonyitas. Jelolje 0y, illetve 0, a Vi, illetve a V5 nullvektorat. Akkor
2(01) = (01 +01) = 9(01) + ¢(0y).
Hozzdadva az egyenléség mindkét oldaldhoz a (0,) vektor ellentettjét, a
0, = »(0)

adsdik. O

10.2. Képtér, magtér, dimenziotétel

10.6. Definicié Legyenek Vi és Vo ugyanazon F szdmtest feletti tetszoleges vektorterek,
és legyen ¢ a Vi vektortérnek a Vy vektortérbe valo tetszéleges linedris leképezése. A o
linedris leképezés képterén a V, vektortér

Imp={beVy: BaeVi) pla) = b}
modon definidlt részhalmazat, magterén pedig a Vi vektortér
Kerp ={aeVi: ola) =0}

maodon definidlt részhalmazdt értjik, ahol 0, jeldli a Vo vektortér nullvektordt.

10.7. Tétel Ugyanazon I szamtest feletti tetszdleges Vi és Vay vektorterek és tetszoleges ¢ -
Vi = Vy linedris leképezés esetén Ime a Vo vektortérnek, Kery pedig a Vi vektortérnek
eqy-eqy altere.

Bizonyitas. Az vildgos, hogy Imy # (). Legyenek b, és by az I'mep tetszleges vektorai.
Akkor megadhatdk olyan a,,a, € V; vektorok, amelyekre

ola;) =by, és play) = by
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10.1. dbra. Imyp és Kery

teljesiil. Legyenek «, 8 € F tetszOleges skalarok. Akkor

plaa; + Bay) = ap(a;) + Bp(ay) = aby + Bby,

amibol kovetkezik, hogy ab; + (b, is benne van az I'mp-ben. Kovetkezésképpen Imep a
V1 vektortér egy altere.

Az el6z8 tétel miatt 0, € Kere. Igy Kery # (). Legyenek a, és a, a Keryp tetsz6leges
vektorai. Legyenek a, 5 € F' tetszoleges skaldrok. Akkor

p(aa; + Bay) = ap(a,) + By(ay) = aly + 0, = 0,.

Tehat aa, + Bay, € Kerep. fgy Kery a Vi vektortérnek egy altere. O

10.8. Tétel (Dimenzidtétel) Tetszbleges F' szamtest feletti tetszdleges Vi és Vay vektorterek
és Vi-nek Vy-be valo tetszoleges ¢ linedris leképezése esetén

dim(Vy) = dim(Imy) + dim(Keryp).

Bizonyitas Legyen dim (V) = n és dim(Kerg) = m. Ha m = n, akkor Kerp = V) és
Imy = {05} (itt 0, pedig a V5 vektortér nullvektorat), és igy dim(Vy) =n =0+n =
dim(Imy) + dim(Keryp). Tegyiik fel, hogy m < n. Legyen {q,,...,q,,} a Kery egy

bézisa. Ez kiegészithet6 a Vi egy {ay, ..., a4, s - - -5 @, } bazisava. Megmutathaté (az
olvaséra bizzuk), hogy {¥(a,,,1),-..,¥(a,)} egy bazisa az I'my altérnek, ami bizonyitja
allitasunkat. O
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10.3. Vektorterek izomorfizmusa

10.9. Definicié Egy ¢ € Hom(Vy,V3) linedris leképezést izomorfizmusnak nevezink, ha
@ szirjektiv (azaz, Va-re képez) és injektiv (azaz, kolesonidsen egyértelmi). Azt mond-
guk, hogy eqy Vi wvektortér izomorf eqy Vo vektortérrel, ha megadhato Vi-nek Vs-re valo
izomorfizmusa (ekkor persze Vo is izomorf Vi-gyel, s ezért azt is szoktuk mondani, hogy
Vi és Vo egymdssal izomorfak).

10.10. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F szamtest feletti vektorterek, és legyen
Vi-nek Va-be wvalo izomorfizmusa. Akkor a Vi tér tetszoleges ay,...,a,, vektorai akkor

—m
és csak akkor linedrisan figgetlenek, ha a Vy tér ¢(a,),...,¢(q,,) vektorai linedrisan

fiiggetlenek.

Bizonyitas. Valamely a,...,qa,, € V; vektorokra és ay,...,a,, € F skalarokra
aay + -+ apa,, = 0y

akkor és csak akkor teljesiil, ha

arp(ay) + - -+ amp(a,,) = 0,.

Ebbol mar egyszertien kévetkezik a tétel allitasa. m

10.11. Tétel Ugyanazon szamtest feletti véges dimenzios vektorterek akkor és csak akkor
izomorfak eqymdssal, ha azonos dimenziojiak.

Bizonyitas. Legyenek V) és V5 ugyanazon szamtest feletti véges dimenzids vektorterek.
Tegyiik fel, hogy dim(Vy) = dim(V3). Legyen {b,...,b,} a Vi vektortér, {¢,...,c,}
pedig a V5 vektortér egy-egy bézisa. Akkor van Vi-nek Va-be olyan ¢ linedris leképezése
(10.4. Tétel), amely a b, bazisvektorhoz a ¢; bazisvektort rendeli (i = 1,...,n). Mivel a
{¢1,...,¢c,} vektorrendszer bézisa Vo-nek, ezért ¢ sziirjektiv.
Legyenek

a=aib + -+ anb,
és

b= piby + -+ Buby,
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tetszOleges Vi-beli vektorok. Ha ¢(a) = ¢(b), akkor

a1p(by) 4 -+ + anp(b,) = Bro(by) + ... Bag(by,),
és igy
arcy + -+ ape, = By + .. Bucys
amib6l
Oéi:ﬁi, Zzl,n

adodik, azaz a = b. Tehat ¢ injective. Kovetkezésképpen ¢ Vi-nek Vi-re valé izomorfiz-
musa.

Forditva, tegyiik fel, hogy V; és V5 egymassal izomorfak. A 10.10. Tétel alapjan igen
egyszertien adédik, hogy dim(Vy) = dim(V3), ha figyelembe vessziik, hogy a bazis nem
mas mint egy maximalis linedarisan fiiggetlen vektorrendszer. O]

10.12. Definicié Legyen V' eqy F' szamtest feletti n-dimenzids vektortér, és legyen B =
{by,...,b,} aV egy bdzisa. Tetszbleges

a=ab +-+ab,
vektor esetén jelolje [a]p a kovetkezd n-elemi sorozatot:

Qq

&%)
[Q]B = : c F".

Qn

Az |alp € F™ sorozatot az a vektor B bazis szerinti koordindtds alakjdinak, az [a]p sorozat
elemeit pedig az a vektor B bazis szerinti koordindtdinak nevezzik.

10.13. Tétel Legyen V eqy F szdmtest feletti vektortér és B a V' egy bdzisa. Akkor
tetszoleges a,b € V' wvektorok és tetszoleges v € F skaldr esetén teljesiilnek az alabbi
eqyenloségek:
la+bls = la]s + [V,
laa]s = ola]s,

azaz a @ : a+— [alp a 'V vektortérnek az F™ vektortérre vald izomorfizmusa.
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Bizonyitas. A tétel dllitasa a korabbi allitdsok nyilvanvalé kovetkezménye. n

10.14. Tétel Eqy F szamtest feletti n-dimenzios V' vektortér barmely B bdzisa esetén a
V tetszéleges {ay, . ..,a,,} vektorrendszere akkor és csak akkor linedrisan figgetlen, ha
az F™ vektortér {[a]s, .- ., |a,,)8} vektorrendszere linedrisan figgetlen.

Bizonyitas. Mivel a — [a]g linedris leképezés, ezért a 10.10. Tételbdl igen egyszeriien
kovetkezik a tétel allitasa. O

10.4. Miveletek linearis leképezések ko6zott

10.15. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F szdmtest feletti vektorterek. Vi-nek Vy-be
valo tetszoleges @1, po linedris leképezéser esetén py + o 1s Vi-nek Va-be valo linedris
leképezése, ahol a o1 + s leképezés a kovetkezoképpen van értelmezve:
(1 +2) + a = pi(a) +w2(a), a€Vr.
Bizonyitas. Tetszoleges a,b € V) és tetszoleges a, 5 € F esetén
(¢1 + p2)(aa + Bb) = p1(aa + Bb) + pa(aa + Bb) =
api(a) + Bp1(b) + apa(a) + Bea(b) =
a(pi(a) + ¢2(a)) + B(p1(b) + ¢2(b)) =

a(pr + w2)(a) + B(p1 + @2)(b).

Tehat, a 10.2. Tétel miatt, ¢ + @2 a Vi vektortérnek a V5 vektortérbe valé linedris
leképezése. O

10.16. Definiciéo A 10.15. Tételben definidalt o1+ 2 linedris leképezést a vy €s pq linedris
leképezések dsszegének nevezziik.

10.17. Tétel Legyenck Vi és Vo ugyanazon F szamtest feletti vektorterek. Ha ¢ a Vi
vektortérnek a Vy vektortérbe valo linedr: leképezése, akkor

i a = (=1)(p(a)) aeVs

18 linearis leképezése Vi-nek Vs-be.
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Bizonyitas. Legyenek a,b € V] tetszdleges vektorok, o, 8 € F' pedig tetszoleges skalarok.
Akkor

(—p)(aa + Bb) = (1) (p(aa+ Bb)) = (—1)(ap(a) + Be(b) =
= (=D(ap(a)) + (=1)(Fe(b) = a((=1)¢(a)) + B((=1)(¢(b) =
= a(=p(a)) + B(=(¢()).

Tehat —p a Vi vektortérnek a Vi vektortérbe valé linedris leképezése. O

10.18. Definicio A 10.17. Tételben definidlt —p linedris leképezést a ¢ : Vi w— Vo linedris
leképezés ellentettjének nevezziik.

10.19. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F' szamtest feletti vektorterek. Vi-nek Vs-be
valo tetszdleges ¢ linedris leképezése €és tetszoleges v € F' skaldr esetén az

(ap) + a = a(p(a), aeW
modon definidlt leképezés a Vy vektortérnek a Vo vektortérbe valo linedris leképezése.

Bizonyitas. Legyenek a,b € V) tetszoleges vektorok és &, € F tetszoleges skalarok.
Akkor

(ap)(Ea +nb) = a(p(§a+nb)) =
= a(€p(a) +np(b) = (a€)p(a) + (an)p(b) =

= (a(p(a)) + nlap(b) = E(ap)(a)) + nlap)(b)
0

10.20. Definicio A 10.19. Tételben szerepld ap linedris leképezést a ¢ linedris leképezés
a skaldrral képezett szorzatdnak nevezziik.

10.21. Tétel Legyenek Vi, Vs, Vi ugyanazon F szdamtest feletti vektorterek. Ha ¢1 a Vi-
nek Va-be, w9 pedig Vo-nek Vi-ba valo linedris leképezései, akkor a

(p21)(@) = p2(p1(a)), a€W

modon definidlt leképezés a Vi vektortérnek a Vs wvektortérbe valo linedris leképezése.
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Bizonyitas. Legyenek a,b € V) tetszéleges vektorok és «, f € F' tetszoleges skalarok.
Akkor

(p2t01)(aa + Bb) = pa(p1(aa + b)) = pa(api(a) + Bei(b) =
= apa(p1(a)) + Bpa(p1(b) = alpapr)(a) + Blwap1)(b).

10.22. Definicié A 10.21. Tételben definialt o1 € Hom(Vy,V3) linedris leképezést a
szoban forgo linedris leképezések szorzatdnak nevezziik.

10.5. Linearis leképezés matrixa

10.23. Tétel Legyenek Vi, illetve Vo ugyanazon F' szamtest feletti n, illetve m dimenzids
vektorterek. Akkor Vi-nek Va-be valo tetszolege ¢ linedris leképezéséhez és Vi, illetve Vy
eqy-eqy rgzitett By, illetve By bdzisdhoz van eqy és csak eqy olyan m x n tipusiu, F felett
(0|, /8, mdtriz, hogy Vi tetszdleges a vektora esetén

[VQ(Q”BZ - [99}52/51 [Q}Bl

teljesil. Mds szavakkal, a p(a) € Vy vektor By bdzis szerinti koordindtds alakjat (mint
eqy m x 1 tipusi mdtrizot) dgy is megkaphatjuk, hogy képezzik az m x n tipusi [¢]g, /s,
matriznak az a vektor By bdzis szerinti koordindtds alakjdval (mint eqgy n x 1 tipusd
mdtrizszal) vald szorzatdt.

Bizonyitas. Legyen By = {b;,b,,...,b,}. Jelolje [¢]p,/5, azt az m x n tipusi matrixot,

melynek j-dik osztolvektora egyenlé a ¢(b;) € Va vektor By bézis szerinti koordindtds
alakjaval. Legyen a = Z?:1 a;b; a Vi vektortér tetszdleges vektora. Akkor

lp(a)]s, = [@(Z ajz_aj)] = [Z ajgp(l_)j)] -

BQ 62

= aile(bls) = [¢lsm lals,-
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Ha egy m x n tipusi C = [¢;;] matrixra is teljesiil, hogy V; tetsz6leges a vektora esetén
[p(a)]s, = Cld]s,

akkor minden b; € B; vektorra is teljesiil, és ezért minden j = 1,2,...,n indexre

1 C1j

0 Coj
[90(1_73')]82 = C[l_)j][ﬁ =C . = : )

0 Cmj

azaz a [¢|g, s, matrix j-dik oszlopa minden j indexre megegyezik a C matrix j-dik
oszlopaval, amibdl kévetkezik, hogy

C= [90]82/81-

Tehat egy és csak egy olyan matrix létezik, amely teljesiti a tételbeli feltételeket; ez a
matrix a [p|g,/5, matrix. O

Ha az A matrix egy n-dimenziés V) vektortérnek egy m-dimenziés V5 vektortérbe
val6 rogzitett bazisokhoz tartozo linearis leképezése, akkor Vi valamely x vektora akkor
és csak akkor van benne a ¢ magterében, ha az x vektor V) rogzitett bazisara vonatkozo
[z] koordinatas alakjara

Alz] = [0]
teljesii, ahol [0] a V4 vektortér nullvektoranak a Vs rogzitett bazisara vonatkozd koordi-
natas alakja. Tehat x akkor és csak akkor van benne a ¢ magterében, ha koordinatas
alakja megoldasa az

Alz] = [0]
homogén linearis egyenletrendszernek. igy a © linearis leképezés magterének dimenzidja
megegyezik ezen linearis egyenletrendszer ismeretlenjei kozott levo un. szabad valtozdk

szamaval. A ¢ képterének dimenzidja pedig a dimenzidtétel alkalmazasdaval szamithato
ki.

10.24. Tétel Legyenck Vi, Vo és V3 ugyanazon F szamtest feletti vektorterek rendre a By,
By és Bs bdzisokkal. Akkor tetszidleges p,m : Vi — Vy és tetszdleges & : Vo +— V3 linedris
leképezések esetén
[+ nlB2s8y = [@lBays: + [N)B2/81
[€n)Bay8: = (€] 3o/, 1] B2 /1 -
Mads szavakkal: linedris leképezések dsszegének és szorzatanak mdtrixa megegyezik a line-
dris leképezésekhez tartozo mdtrizok dsszegével és (megfeleld sorrendben vett) szorzatdval.
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10.6. Linearis transzformacio sajatértékei, sajatvektorai

10.25. Definicio FEgy vektortérnek énmagdba valo linedris leképzéseit a vektortér linedris
transzformdacioinak nevezziik.

10.26. Definicio Legyen V' eqy F eqy szamtest feletti vektortér, és ¢ a V eqy linedris
transzformdacidja. Az F valamely \ elemét a ¢ eqy sajdtértékének nevezzik, ha megadhato
olyan 0 # x € V wektor, hogy

p(x) = Az

A fenti eqyenldségben szerepld x # 0 vektorokat a ¢ linedris transzformdcio \ sajdtérté-
kéhez tartozo sajdtvektoranak nevezzik.

Ha B egy V vektortér valamely bazisat jeloli, akkor V' tetszéleges ¢ linedris transz-
formécidjanak ezen bazis szerinti matrixat [p]z mdédon fogjuk jelslni.

10.27. Tétel Eqgy F szamtest feletti V. vektortér valamely ¢ linedris transzformdciojd-
nak sajdatértékei megegyeznek ¢ tetszéleges V-beli B bazisihoz tartozo [plg mdtrizanak
sajdtértékeivel.

Bizonyitas. Legyen B a V vektortér egy bazisa. Mivel p-nek a V' kiilénboz6 bézisai
szerinti matrixai hasonlok egymashoz, és mivel hasonlé métrixok spektruma kozos, ezért
elég azt megmutatni, hogy ¢ sajatértékei megegyeznek a B bazis szerinti matrixanak
sajatértékeivel. Az I’ valamely \ eleme akkor és csak akkor sajatértéke p-nek, ha

p(z) = Az
teljesiil valamely 0 # z € V vektorra. Ezen utobbi egyenléség azzal ekvivalens, hogy
[p(2)]s = [Az]B,

lo]slz]s = Az]s,

ami annyit jelent, hogy A sajatértéke a [p]z matrixnak. ]
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A 8.3. Tétel szerint tetszéleges n x n-tipusi A matrix tetszéleges sajatértékéhez
tartozo sajatvektorai a 0 vektorral egyiitt az F™ vektortér egy alterét alkotjak. fgy egy
F szamtest feletti V' vektortér valamely ¢ linedris transzformaciéjanak sajatvektorai a
nullvektorral egyiitt az F™ vektortér egy alterét alkotjak.

10.28. Tétel Egy V wvektortér tetszoleges ¢ linedris transzformdciojainak V- valamely B
bdazisihoz tartozo mdtrixa akkor és csak akkor diagondlis, ha B minden vektora a ¢ eqy-
eqy sajatvektora. Ha ez a helyzet, akkor a diagondlis mdtriz foatlojaban allo elemek a ¢
sajdtértékei (mindegyik annyiszor szerepel a fédatloban, amennyi az algebrai multiplicitd-

sa,).

Bizonyitas. Legyen [p]g diagondlis a V' egy

B{Qh © 09 7Qn}
bazisaban. Ha a féatléban &all6 elemek rendre Ay, ..., \,, azaz
A 0 ... 0
0 X ... 0
lpls = S
0 0 ... X\,
akkor
[p(ei)ls = [#]slels = [Nieils,
azaz,
ple;) = Aig;
teljesiil minden ¢ = 1,...,n indexre. Tehat a B bazis elemei a ¢ lineéris transzformacio
sajatvektorai.

Forditva, tegyiik fel, hogy egy F' szamtest feletti V' vektortér valamely

Bley,. - €.}

bazisanak elemei a V' egy ¢ linedris transzformécidjanak sajatvektorai. Akkor minden
1 =1,...,n indexre

ole;) = \ie;
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teljesiil valamely \; € F' skalarral. Ebbol mar vilagos, hogy

AN 0O .00

0 X ... O
[SD]B: : : ‘. : ’

0O 0 ... A\,

azaz @ B bazisbeli matrixa diagonalis. Mivel ezen diagondlis métrix karakterisztikus
egyenlete

n

H(A - )‘1)7

i=1
ezért egy-egy sajatérték annyiszor szerepel a féatléban, amennyi az algebrai multiplici-
tasa. m

10.7. Bazistranszformacio

10.29. Definicié Egy V' wvektortér valamely T linedris transzformdcidjat bdzistranszfor-
macionak nevezzik, ha V-nek van olyan bdazisa, melynek T szerinti képe bazisa V -nek.

10.30. Tétel Eqgy I’ szamtest feletti n-dimenzios V' vektortér tetszéleges T linedris transz-
formdcidgja és tetszdleges B bdzisa esetén a kovetkezo feltételek egymassal ekvivalensek.

1. A B bazis T-szerinti képe is bdzisa V -nek.
2. 7] reguldris matriz.

Bizonyitas. Mivel egy négyzetes matrix akkor és csak akkor regularis, ha oszlopvektorai
linearisan fiiggetlenek, ezért az allitas a 10.14. Tétel kovetkezménye. O

10.31. Tétel Legyen V eqy F szamtest feletti n-dimenzios vektortér, és legyen B =
{e),...,e,}, illetve B = {e},...,e,,} aV két bdzisa. Legyen T a V wvektortér azon
bazistranszformdacioja, amelyre

! <
e.=1(e;), i=1,...,n
teljestil. Akkor tetszdleges a € V' wvektor esetén

lals = [ [als.
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Bizonyitds. Legyen a € V tetszéleges vektor. Az a alakja a B’ bazisban (valamely
af,...,al € F skaldrokkal):

a=aie + -+ aue, =anT(e) + -+ apr(e,).
Ezért (hasznélva a 10.23. Tételt és a 10.13. Tételt is)

la]s = ) [T]sle)]s + - -+ + a[T]sle.]s =

= [7]sld]s
Ebbol mar adédik az
lals =[5 [als
egyenldség, mivel [7]z regularis (10.30. Tétel), igy van inverze. ]

10.32. Tétel Legyen V eqy F szamtest feletti n-dimenzios vektortér, és legyen B =
{e),...,¢e,}, illetve B = {€\,...,€e,} aV két bdzisa. Legyen 7 a V wvektortér azon
bazistranszformdcioja, amelyre

teljestl. Akkor a V' wvektortér tetszoleges ¢ linedris transzformdcioja esetén

lels = [7]5" [¢lsl7]s.
Bizonyitas. Legyen ¢ a V' vektortér egy linearis transzformacidja. A 10.23. Tétel szerint

 matrixa a B’ bazisban a kovetkezo alaki:

lels = [[e(e)]s, - - -, [ple)]s] =

[er(e)]s, - [eT(en)ls] =
(715 ler(e)ls, - - - [T]5 o7 (en)]s] =
715" [elslrlsleds. - - [7]5 [lslslen]s =
715" )5l
Kozben felhasznaltuk a kovetkezo két tételeket is: 10.31. Tétel, 10.24. Tétel. O]

A 10.32. Tétel szerint egy linearis tarnszformacio kiilonbozo bazisok szerinti métrixai
egymashoz hasonlé matrixok.

Megfogalmazunk még egy kivetkezményt.
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10.33. Tétel Egy F szdmtest feletti véges dimenzios V' wvektortér valamely T linedris
transzformdcioja akkor és csak akkor bazistranszformdcio, ha V' barmely bazisanak T
szerinti képe bazisa V -nek.

Bizonyitas. A 10.30. Tétel, a 10.32. Tétel és a 4.13. Tétel alapjan nyilvanvalo. n

10.8. Matrix skalarinvariansai

Egy F' szamtest feletti n x n-tipusi A matrixszal balrdl valé szorzas az F™ vektortérnek
olyan linedris transzformécidja, melynek a standard bazisbeli métrixa egyenlé A-val. Ha
B az F™ vektortér tetszoleges bazisa, T pedig az a bazistranszformacio, amely a standard
bazist a B bazisra képezi, akkor az A méatrixnak a B bazisbeli alakja [7] "' A[7].

10.34. Definicio Négyzetes matrixokhoz hozzdrendelhetd valamely skalart a matrizok ska-
larinvaridnsdnak nevezzik, ha bdzistranszformdcio sordn nem vdaltozik, azaz az F™ vek-
tortér tetszdleges T bdzistranszformdcidja esetén az A mdtrizhoz és a 7] Alr] mdtrizhoz
tartozo illeto skaldr ugyanaz.

10.35. Tétel Egy négyzetes mdtriz skalarinvaridnsai a kiovetkezok:
e Matrix nyoma.
e Mdtrix adjungdltjanak nyoma.
o Matrix determindnsa.

Bizonyitas Legyen A tetszOleges n x n-tipusi matrix. Legyen tovabba B az F™ vektortér
tetszoleges bazisa, 7 pedig a standard bazist a B bazisra képezd bazistranszformacidja.
A 3.13. Tétel szerint

tr([r] " Alr]) = tr([7][r] " A) = tr(A),

azaz az A matrix nyoma megegyezik a méatrix B bazisbeli alakjanak nyomaval. fgy
matrix nyoma a matrixok egy skalarinvariansa.

Mivel két matrix szorzatdnak inverze megegyezik a matrixok inverzeinek forditott
sorrendben képezett szorzataval, ezért tetszoleges n x n-tipusu B matrix esetén

Adj(AB) = Adj(B)Adj(A).
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fgy
Adj([r] ' Alr]) = Adj([r]) Adj(A)Adj([r] ") =

= det([f])[f]_lAdj(A)% = [r]7 Adj(A)]7].

Ebbdl az egyenlGséghdl a 3.13. Tétel alkalmazasaval mar kovetkezik, hogy az A matrix
adjungaltjanak nyoma megegyezik az A matrix B bazisbeli alakjahoz tartozé adjungalt
nyomaval. Tehat matrix adjungaltjanak nyoma a matrixok egy skalarinvariansa.

A determindnsok szorzastétele szerint

det([T)] ' A[7]) = det([7] 1)det(A)det([r]) = det([7])det([r]')det(A) =

= det([7][r]')det(A)(det(A),

azaz a determinans a matrixok egy skalarinvariansa. O]
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11. fejezet

Az R" vektortér

11.1. Valos skalaris szorzas

11.1. Definicié Az R™ vektortér

ay by
(05} / b2
a= , € b= |.
ap by,

vektorainak skaldris szorzatan az ab = a1by + asbs + - - - + a,b, szorzatisszeget értyiik.

11.2. Tétel Az R"™ wvektortér tetszidleges a, b és ¢ vektoraira és tetszoleges o valds szdmra

az alabbiak teljesiilnek:
1. aa > 0, ha a nem nulvektor (pozitiv definitség).
2. ab = ba (szimmetricitds),
3. a(b+ c¢) = ab+ ac (additivitds),
4. (a)b = a(ab) = a(ab) (homogenitds),

Tehat az R™ valos vektortéren értelmezett skaldris szorzas eqy pozitiv definit, szimmetri-
kus, bilinedris funkciondal.
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11.3. Definicié Egy a € R™ vektor abszolit értékén az |a| = \/aa nemnegativ valds szamot
értjiik. (Az abszolit érték kifejezés helyett a norma kifejezést is szoktdik haszndlni.) Egy
R™-beli vektort eqyséquektornak neveziink, ha abszolut értéke egqyenld 1-gyel.

Az R" vektortér tetszoleges nem nulla vektorabdl mindig készithetiink egy egységvek-
tort, mégpedig gy, hogy megszorozzuk abszolut értékének reciprokédval (més szavakkal:
elosztjuk az abszolut értékével). Ezt az eljarast a vektor normalasanak is szoktuk nevezni.

11.4. Tétel (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlétlenség) Az R™ vektortér tetszéleges
s . ‘ 217,12
a és b vektoraira |ab|? < |al?|b|*.

Bizonyitas. Minthogy az egyenlétlenség a b = 0 esetben fennall, feltehetjiik, hogy b # 0,
azaz a bb skalaris szorzat nem nulla. Legyen \ tetszoleges valés szam. Ekkor

0<]a—Af* = (a— Ab)(a— Ab) =
= ab — \ab — \ba + \?bb.

Mivel ez minden A-ra teljesiil, ezért a

A = (ab)(bb)™

specialis esetben is igaz, ahonnan kapjuk, hogy

0 < aa — (ab)*(bb) ",

amely akkor és csak akkor teljesiil, ha

(ab)® < (aa)(bb),

vagy masként:

|abl* < laf*[b]*.
O

11.5. Definicié Két R™-beli vektorrdl akkor mondjuk, hogy merdlegesek (ortogondlisak),
ha skaldris szorzatuk 0. Egy vektorrendszert ortogondlisnak nevezziik, ha vektorai paron-
ként ortogondlisak.
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11.6. Tétel Az R™ wvektortér minden olyan ortogondlis vektorrendszere, amely nem tar-
talmazza a nullvektort linearisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Legyen by,b,,...,b, az R" vektortér egy olyan ortogondlis vektorrendszere,
amely nem tartalmazza a nullvektort. Tegyiik fel, hogy valamely aq,as,...,a; valds
szamokkal
onby + asby + -+ + by, = 0.
Beszorozva az egyenl6séget skaldrisan a b; (j = 1,2,...,k) vektorral, a kovetkezd egyen-
16séget kapjuk:
a;j (l_)]l_)]) = 0.

Mivel a b; vektor nem a nullvektor, ezért b;b; = [b;| # 0, amibdl a; = 0 kévetkezik
minden 7 =1,2,...,k indexre. Igy a by, b,, ..., b, vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. [

11.7. Tétel Ha {e,,...e,} az R™ vektortér nem nulla vektorainak eqy ortogondlis vektor-
rendszere, akkor R"™ tetszoleges v vektora esetén a

k
, ve;
vV =v— E Qig;, Q=

=1

€;€;

®

vektor ortogondlis az ¢; (7 =1,...k) vektorok mindegyikére, igy az azok dltal kifeszitett
altér minden vektordra.

Bizonyitas. Tetszoleges j = 1,..., k index esetén

k
ve; = ve; — Z ai(ee;) =
i=1
ve; 0
= Ve e.e. =
J =77
€&
Tehdt v’ ortogonalis az ¢; (j = 1,..., k) vektorok mindegyikére. O

11.8. Tétel (Gram-Schmidt-féle ortogonalizacio) Az R™ wvektortér tetszéleges linedrisan
fiiggetlen {v,,...,v,} vektorrendszeréhez van olyan {e,,...,e,} ortogondlis vektorrend-
szere, hogy minden ¢ =1, ...,k indexre

(rr-ere) = (w03,
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Bizonyitas. Legyen
{yla ce 7Qk}

az R™ vektortér linedrisan fiiggetlen vektorrendszere. Legyen e; = v;. Legyen tovabba

€g = Uy — 1€y,

ahol vee
] = _—2_1 .
€16

A 11.7. Tétel miatt az {e,, €5} vektorrendszer ortogonélis. Tovabba,

(€1, €9) = (U1, 0).
Folytatva az eljarast, ha mar eldallitottunk egy olyan
{Qla ce 7§j}
(7 < k) ortogonalis vektorrendszert, amelyre
<Q17 ce 7§j> = <217 ce 7Qj>
teljesiil, akkor képezziik az
J
€j+1 = Yj1 — Z €y
t=1
vektort, ahol

Vi1&
[SHeh

ap =
A 11.7. Tétel miatt e;,, ortogondlis az e; (i = 1,...,j) vektorok mindegyikére. Tovabba,

<§1a"'7§j+1> - <21,...,Qj+1>

is teljesiil. Az eljaras befejezéseként olyan

{er, et

ortogonalis vektorrendszert kapunk, amelyre teljesiil, hogy minden ¢ = 1,..., k indexre

<§17"'7Qi> = <yl77yl>
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11.9. Definicio Az R™ wvektortér egységuektorokbol dallo ortogonalis vektorrendszerét or-
tonormalt vektorrendszernek neveziink. Az R™ vektortér ortonormdlt bazisdan olyan bazist
értink, amely paronként ortogondlis eqységuektorokbol dll.

11.10. Tétel Az R™ wvektortér minden eqyséquektora benne van az R™ wvektortér eqy or-
tonormdlt bazisaban.

Bizonyitas. Legyen e az R" vektortér tetszoleges egységvektora. Mivel ez a vektor az R”
vektorér egy linearisan fiiggetlen vektorrendszere, ezért a 9.28. Tétel miatt az e vektor
benne van az R™ vektortér egy {b;,b,,...,b,} béazisdban. Tegyiik fel, hogy e = b;. A
Gram-Schmidt-féle ortogonalizaciét alkalmazva, arra az eredményre jutunk, hogy van az
R™ vektortérnek olyan ortogonalis bazisa, amely tartalmazza az e egységvektort. Mivel
egy bézis egyetlen vektora sem nullvektor, ezért a bézisban levd Gsszes tobbi vektor
normalasaval kapjuk az R™ vektortér egy olyan ortonormaélt bazisat, ami tartalmazza az
e egységvektort. O]

Az R" vektortérben azok az e; vektorok, amelyek i-dik eleme 1, a t&bbi elem pedig 0,
az R™ vektortér egy ortonormaélt bazisat alkotjak. Ezt a bazist az R™ vektortér standard
béazisdnak nevezziik. Ha kiilon nem emlitjiik, akkor az R™ vektortér bazisan a standard
bazist értjiik.

11.2. Az R" vektortér linearis transzformacioi

Az R™ vektortér linedris transzformacioit (azaz 6nmagaba vald linedris leképezéseit) n-
dimenziés tenzoroknak is szoktak nevezni. Mi is hasznéljuk ezt a kifejezést. A tenzorokat
latin nagy betiikkel jeloljiik. Az R™ vektortér bazisai koziil az ortonormélt bazisok jatsza-
nak fontos szerepet. Egy A tenzornak az R" tér valamely e,, ... e, ortonormalt bazisara
vonatkoz6 matrixat A moédon jeloljiik. Az A maétrix a; = A(e;) (j = 1,...,n) oszlop-
vektorait az A tenzor vektorkoordindtainak, az A maétrix a;; (i,7 = 1,...,n) elemeit az
A tenzor skalarkoordinatainak nevezziik. Megjegyezziik, hogy

a; = a1y + -+ Apje,,.
Az el6z6 egyenloségbdl vilagos, hogy
a;; = ¢;a; = ¢;A(e;) = e] Ae;.
A 3-dimenzids tenzorokat osztalyozhatjuk a képhalmazuk (az értékkészletiik) szerint.

Egy 3-dimenziés A tenzorrdl azt mondjuk, hogy
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1. nulltenzor, ha képhalmaza csak a nullvektort tartalmazza,
2. linedris tenzor, ha képhalmaza egy dimenzids,
3. planéris tenzor, ha képhalmaza 2-dimenzios,

4. teljes tenzor, ha képhalmaza az egész R? tér.

11.11. Definicié6 Az R™ wvektortér a és b vektorainak a o b diadikus szorzatdn azt az n-
dimenzids tenzort értjik, amely az R™ vektortér tetszéleges r vektordhoz az a(br) vektort
rendeli (itt a br kifejezés a b és az r vektorok skaldris szorzatat jeloli).

Ha a és b az R? vektortér vektorai, akkor az a o b diadikus szorzat nulltenzor, ha
a = 0, és linearis tenzor, ha a # 0.

A kovetkezo tétel a diadikus szorzat matrixaval kapcsolatos.

11.12. Tétel Ha az R™ wvektortér a és b vektorainak koordindtas alakja egy e, ..., e,

ay by
) . as| b o o
ortonormdlt bazisban a = | | | ésb = | .|, akkor az a o b diadikus szorzat mdtriza
all, b”
ebben a bdazisban
a by arby ... aib,
asby  asby ... asb,
anbi anby ... a,b,

Legyenek a; (1 =1,2,...,n) egy A tenzor vektorkoordinétéi az R™ tér egy e, ..., e
ortonormalt bazisban. Ha
r==&e + -+ Enky,

akkor minden ¢ = 1,2, ..., n indexre

Ezért
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=a,(er) +-+a,ler) =(a0e ++a,0e,)(r)

Tehat

n

A= Z(Qi °€;).

=1

Az g, 0¢,; diadikus szorzatokat az A tenzor (széban forgd ortonormalt bazisra vonatkozd)
tenzorkomponenseinek nevezziik.

11.13. Definicié Az R™ vektortér eqy A’ tenzordt az A tenzor transzpondltjinak nevezziik,
ha tetszdleges u, v € R™ vektorokra uA(v) = vA'(u) teljesil (a képletben a vektorok kézotti
skaldris szorzds szerepel).

11.14. Tétel Minden A tenzornak pontosan eqy transzpondltja van, és annak valamely B
ortonormadlt bdzis szerinti mdtrixa megeqyezik az A tenzor B bdzis szerinti mdtrizanak
transzpondltjdval.

11.15. Definicié Egy A tenzort szimmetrikus tenzornak neveziink, ha A = A’. Ha egy
A tenzor esetén A = — A’ teljesiil, akkor az A tenzort ferdén szimmetrikus tenzornak
nevezzik.

Mivel tetszéleges A tenzor esetén 3(A+ A') egy szimmetrikus, 1(A— A’) pedig ferdén
szimmetrikus tenzor, az A = 1(A + A') + (A — A’) egyenl6ség alapjén kimondhaté a
kovetkezo tétel.

11.16. Tétel Minden tenzor elddllithato eqy szimmetrikus és eqy ferdén szimmetrikus ten-
zor dsszegekeént.

11.17. Tétel Szimmetrikus matriz kilonbozo sajdatértékeihez tartozo sajdatvektorok egy-
masra merolegesek, azaz skalaris szorzatuk 0.
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Bizonyitas. Legyenek a és b egy A szimmetrikus matrix valamely A és p sajatértékeihez
tartozo sajatvektorok, azaz

Aa=MXa é Ab= ub.

Ekkor
b"Aa = \"a,

amib6l (mindkét oldal transzponaltjat véve)
a"AThb=N\"a
addédik. Mivel az A matrix szimmetrikus, ezért

Ao"a=a"Ab = a" b,

amibol
b'a=a"b
miatt
(A=p)a"b=0
adédik. Ha A # p, akkor a’'b = 0, azaz a és b egymaésra merdleges vektorok. [

11.18. Tétel AzR™ vektortér eqy tenzora akkor és csak akkor szimmetrikus, ha A matriza
az R™ tér tetszoleges ortonormdalt bdazisaban szimmetrikus. Az A tenzor akkor és csak
akkor ferdén szimmetrikus, ha mdtriza az R™ tér tetszdleges ortonormdlt bazisaban ferdén
szimmetrikus.

Bizonyitas. Legyen A az R" vektortér egy szimmetrikus tenzora, ey, ..., e, pedig egy
ortonormalt bazisa. Tetszoleges i,7 = 1,2,...,n indexek esetén

iy = QiA(Qj) = QjA,<Qi) = QjA(Qi) = Qji.
Hasonldan igazolhaté, hogy ferdén szimmetrikus tenzor matrixa az R” tér tetszoleges

ortonormalt bazisaban ferdén szimmetrikus. O

11.19. Tétel Szimmetrikus tenzor sajatértéker valos szamok, ferdén szimmetrikus tenzor-
nak csak 0 lehet a sajatértéke.
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Bizonyitas. Ha A egy szimmetrikus tenzor, akkor matrixa szimmetrikus, melynek sajat-
értékei valés szamok. Ha A ferdén szimmetrikus tenzor, akkor matrixa ferdén szimmet-
rikus, igy annak sajatértékei képzetes szamok, tehat ezen sajatértékekbol csak a 0 lehet
eleme a valés szamok R szamtestének. O

11.20. Tétel Az R™ vektortér valamely A tenzora akkor és csak akkor szimmetrikus, ha
R™-nek létezik az A sajatvektoraibdl dllo ortonormdlt bazisa.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az R"™ vektortérnek van olyan B = {¢;, ..., e, } ortonormélt
bézisa, melynek vektorai egy A tenzor sajatvektorai. Akkor minden ¢ = 1,...,n indexhez
van olyan \; valds szam, hogy
Ale;) = N

Igy

A 0 ... 0

0 X ... O

[A]B | N . .
0 0 ... A\

amely matrix szimmetrikus. Igy, a 11.18. Tétel szerint, A az R™ vektortér szimmetrikus
tenzora.

Forditva, tegyiik fel, hogy A az R™ vektortér szimmetrikus tenzora. Megmutatjuk,
hogy ekkor R"-nek van az A sajatvektoraibol all6 ortonormalt bazisa. Ezt az R™ vektortér
n dimenzidjara vonatkozo teljes indukcioval végezziik. n = 1 esetén az allitas nyilvanvalo.
Tegyiik fel, hogy n > 1, és az allitas igaz minden n-nél nem nagyobb esetben. Legyen
A az R™! vektortér egy szimmetrikus tenzora. A 11.19. Tétel miatt van olyan \; valds
szam, amely A-nak sajatértéke. Jelolje e; az A egy normalt sajatvektorat. A 11.10. Tétel
miatt ez benne van az R"*! tér egy ortonormalt

B = {Q17§/27 e 72:1—{-1}
bézisaban. Jelolje W az R™"*! vektortér
(€3, Enp1)
alterét. Az vilagos, hogy tetszoleges
T =&1ey +Eeh + - 4 Eupagnyy € RM
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vektor akkor és csak akkor ortogondlis az e, vektorral, ha

0=re (fie; + &6+ + &) = &ilerer) + &leen) + -+ Gurileren) = &1,
azaz x € W. Igy, ha x € W tetsz6leges vektor, akkor az e; A(z) skaldris szorzatra
eiA(z) = Ale)z = (higy)z = Mi(gz) =0

adddik. Tehat minden x € W vektor esetén A(z) € W is teljestil. Tehat az A tenzor
a W alteret onmagédba képezi le. Tovabba az is igaz, hogy A-nak W-re valo lesziikitése
a W egy szimmetrikus linedris transzformaciéja. Mivel dimW = n, ezért W izomorf az
R™ vektortérrel. Az indukcids feltétel miatt W-nek van az A sajatvektoraibol allo

{QQ? s 7§n+1}

ortonormélt bazisa. Ennek vektorai az e, vektorral egyiitt az R"™! vektortér A sajatvek-
toraibdl 4ll6 ortonormalt bazisat adjak. O

Az el6z6 tétel felhasznaldasaval egyszeriien adodik a kovetkezo tétel, amit a szimmet-
rikus tenzorok "Fétengely-tételének” is szoktak nevezni.

11.21. Tétel (Fétengely-tétel) Az R™ wektortér minden szimmetrikus A tenzora esetén
létezik az R™ vektortérnek az A sajdatvektoraibol allo ortonormdlt bdzisa. Ebben a bdzisban
az A madtriza diagondlis; a foatloban az A sajatértéker szerepelnek, mindegyik annyiszor,
amennyi annak algebrai multiplicitasa.

Bizonyitas Ha A az R™ vektortér szimmetrikus tenzora, akkor a 11.20. Tétel szerint
létezik az R™ vektortérnek az A sajatvektoraibol allé ortonormélt bézisa. A 11.20. Tétel
bizonyitasanak els6 részében lattuk, hogy ebben a béazisban az A matrixa diagonalis,
azaz

M 0O 0 ... 0 0
A |0 A 0 00
0 0 0 ... 0 X\,

alaki, melynek foatléjaban az A tenzor sajatértékei szerepelnek. A 10.27. Tétel szerint
az A tenzor sajatértékei megegyeznek ennek az A’ matrixnak a sajatértékeivel, amelyek
viszont az

AL — A 0 0 ... O 0
0 A=A 0 ... 0 0 _0,
0 0 0 ... 0 X —2A
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azaz a

(M =A)A2=A) (A =A) =0

karakterisztikus egyenlet gyokei. Ebbdl mar kovetkezik, hogy a foatloban az A minden
sajatértéke annyiszor szerepel, ahanyszoros gyoke a karakterisztikus egyenletnek, azaz
amennyi az illeté sajatérték algebrai multiplicitasa. O

11.22. Tétel Az R"™ wvektortér minden szimmetrikus A tenzora elddll

A= i: Ails; o 54
i=1

alakban, ahol a diadikus szorzatokban szerepld s,,...,s, vektorokbol dallo vektorrendszer

az A tenzor sajatvektorainak egy ortonormdlt vektorrendszere, \; (i =1,...,n) pedig az
s, sajdatvektorhoz tartozo sajatérték.

Bizonyitas Legyen A egy n-dimenziés szimmetrikus tenzor. A Fétengely-tétel szerint
van az R" vektortérnek az A sajatvektoraibdl allo B = {s, s,, . . ., s, } ortonormalt bézisa.
Tetszoleges ¢ indexre jelolje \; az A tenzor s, sajatvektorahoz tartozo sajatértékét. Akkor

Als))=Ns; (i=1,...,n)
Legyen r = ZZ &is; az R™ vektortér tetszoleges vektora. Akkor minden ¢ indexre az s;r

skalaris szorzat egyenlo6 &;-vel. Ezt is felhasznalva, kapjuk az alabbiakat

n

A(r)=A <Z &-z) =D AlGis) = D_&A(s) = 3 _&G(hisy) = ) (Nisi)&i =

i=1

n

=2 _(us)(sir) = 3 Milsi(sir)] = 3 Mills; o)1) = 3 (Milsi 0 5:]) (@),

i=1
ahol o a diadikus szorzatot jeloli. Mivel ez az egyenloség az R™ vektortér minden r
vektorara érvényes, ezért

A=Y "Als;os,].
i=1
O

11.23. Definicié Az A = " | \[s; o 5] elddllitdst az A szimmetrikus tenzor spektrdl-
elddllitasanak nevezziik.
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