FUGGVENYSOROK 1.

0.1 Alapfogalmak

Definicié 0.1.1 Az olyan sort, amelynek tagjai figgvények, fliigguénysornak
nevezzuk.

A fiiggvénysorok indexezését altalaban 0-tol kezdjiik, azaz a fliggvénysorok
altaldnos alakja >~ fn.

Mi olyan fliggvénysorokkal fogunk foglalkozni, amelyeknek tagjai a kom-
plex szamok halmazan vagy annak valamely részhalmazéan értelmezett, kom-
plex értéki fliggvények. Az ilyen fliggvénysorokat komplex valtozos fliggvénysoroknak
nevezzilk. Specidlis esetként foglalkozunk olyan fiiggvénysorokkal is, ame-
lyeknek tagja valos értéki, valos valtozoés fiiggvények. Az ilyen fiiggvénysorokat
valos valtozoés fliggvénysoroknak nevezziik.

, o s c 7. . . . oo . .
Definicié 0.1.2 Egy komplex (specidlisan, valos) vdltozos Y~ fn fligguénysor
értelmezési tartomdnydn mindazon komplex (specidlisan, valds) szdimoknak a
halmazadt értyik, amelyek az f, figgvények mindegyikének értelértelmezési
tartomdnydba beletartoznak.

Példa 0.1.3 Hatérozzuk mega ) - In(z—n) valés figgvénysor értelmezési
tartomanyat!

Megoldéas: Az In(z — n) fiiggvény értelmezési tartomany az (n, oo) interval-
lum. Ezért egy x valdos szam akkor és csak akkor van benne a fliggvénysor
értelmezési tartomanyéaba, ha x > n teljesiil r4 minden n nemnegativ egész
n esetén. fgy a fiiggvénysor értelmezési tartomany az tires halmaz.



Példa 0.1.4 Hatdrozzuk meg a y - +/x + n valds fliggvénysor értelmezési
tartomanyat!

Megoldas: Az /x + n fiiggvény értelmezési tartoménya az [—n, co) interval-
lum. Ezért a fliggvénysor értelmezési tartomanya a [0, 00) intervallum.

o0

Definicié 0.1.5 A komplex (specidlisan, valds) valtozos Y~ fn fliggvénysor
értelmezési tartomdnydnak zy elemét a fiigguénysor konvergenciapontjinak
nevezziik, ha a z = zy helyettesitéssel adodd Y " fn(z0) szdmsor konver-
gens. Ha a " fn(20) szdmsor divergens, akkor a zy szdmot a figguénysor
divergenciapontjanak nevezzik.

Példa 0.1.6 Mutassuk meg, hogy a

[e.e]

> ey

n

n=1

valos wdltozos fugguénysornak a —% szdm konvergenciapontja, a —% szdm
pedig divergenciapontja!
Megoldas: A —% szamnak a fligguénysorba valo behelyettesitésével keletkezett

SO (1) - Sore

szamsor Leibniz sor, ezért a sor konvergens. Tehat a —% szam konvergenci-
apont.
A —% szamnak a fugguénysorba valo behelyettesitésével keletkezett

320 1\ 1+ (3)"
> n

szamsor divergens, mivel a sort minordlja a divergens ZZOZI% sor. Tehat a

2 - . .

Definicié 0.1.7 Egy fiigguénysor konvergenciapontjainak halmazat a figguvénysor
konvergenciatartomanydnak nevezzuk.
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Példa 0.1.8 Hatdrozzuk mega y -,z valds fliggvénysor konvergenciatar-
tomanyat!

Megoldas: Egy ¢ valds szamnak a fliggvénysorba vald behelyettesitésével
keletkezett ¢ kvécienst ), ¢" mértani sor akkor és csak akkor konvergens,
ha |g| < 1. Igy a vizsgalt fiiggvénysor konvergenciatartoménya a (—1,1)
intervallum.

Definicié 0.1.9 Egy komplex (specidlisan, valds) vdltozésy . o fn fliggvénysor
osszegfiigguényén azt a f fugguényt értjik, melynek értelmezési tartomdnya
megeqyezik a fligguénysor konvergencitartomanydval, és ezen konvergenci-
atartomdny tetszéleges xo pontjdhoz a Y fn(zo) szdmsor dsszegét rendeli.

Példa 0.1.10 Hatdrozzuk meg a

i 2"z +1)"
n=0

hatvanysor dsszegfiigguényét!
Megoldas: A wvizsgdlt sor

> @+
n=0
alakban is irhatd, amely egy 2(x+1) kvdciensii mértani sor. Ennek dsszegfiigguénye

(a (—2,—3) intervallumon) a

1
20+ 1
figguény.
0.2 Hatvanysorok
Definicié 0.2.1 Azag,aq,...,a,,... €szy komplex konstansokkal, valamint

a z komplex vdltozoval képezett

&04‘(11(2—20)+Q2(Z—ZQ)2+“‘+G7L(Z—Zo)n+“‘



figguénysort a zy korili komplex vdltozos hatvanysornak nevezzik. Ha a kon-
stansok valosak és z is valos vdltozo, akkor a sort valds viltozos hatvdnysornak
nevezzuk.

Megjegyzés 0.2.2 FEgy hatvinysor szummajellel rovidebben is felirhato:

o
Z an(z — 29)".
n=0

Megjegyezziik, hogy az ag(z — 29)° akkor is jeloljon ag-t, ha z = z.

Tétel 0.2.3 (Abel-féle tétel) Ha a Y " an(z — 2o)" hatvdnysor konvergens
eqy z1 # zo pontban, akkor abszolut konvergens minden olyan z pontban,
amelyre |z — zo| < |21 — 20| teljesiil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a Y7, a,(z —2)™ hatvénysor konvergens egy
z1 # zp pontban. Definicié szerint ez annyit jelent, hogy a »  °  a, (21 — 2p)"
szamsor konvergens és ezért

limy—ootn (21 — 20)" = 0.

Mivel minden konvergens sorozat korlatos, ezért megadhato olyan v > 0 valés
szam, hogy minden n indexre

lan(z1 — 20)"| < v

teljesiil. Legyen z olyan komplex szdm, amely eleget tesz a |z — zo| < |21 — 20|
feltételnek. Ez ilyen z szamokra igaz, hogy

0 <1,
21 — 20
és ezért a
o0 n
zZ— 20
vy
Z1 — 2
n=0 1 0
mértani sor konvergens. Mivel
z— 2z |" z—z |"
n n — <0 — <0
|lan(z = 20)"| = |an(z1 — 20)"] <v
21 — 20 21 — 20
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n
At 0 v— >\ aart maiordlia s OTCENS 7 0 Z2—20 Nértani
ezért a )~ |an(2—20)"| sort majordlja a konvergens v ) 7 ;| 22| mértani
sor. A majoranskritérium szerint a y_ ° |a,(z — z)"| sor konvergens, azaz

o0 - n . 4 . Ao
ay .~ gan(z — 2)" sor abszolit konvergens.

Megjegyzés 0.2.4 Az Abel-féle tétel szerint minden hatvanysor konvergen-
ciatartomanya a komplex szamsik valamely 2y kozéppontu korének belsé pon-
tjaibdl, illetve a keriileten 1év6 pontok némelyikébdl all. Ennek a kérnek a o
sugarat a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik; ez lehet 0, lehet egy
pozitiv egész szam, de lehet oo is. Megmutathatd, hogy

1
0= lim —— = lim
n—oo " ‘an‘ n—00

Példa 0.2.5 Adja meg az
f(z) = i I+ 1 \ "
N n=0 n

hatvanysor konvergenciatartomdnydt!
Megoldds: A hatvdnysor konvergenciasugara:

. ) 1
o= lim = lim T
n—oo /a, n—oo 1 + p

=1.

Miwvel a —1, illetve 1 szamoknak a hatvdnysorba valo behelyettesitésével keletkezett
S (=D (14 %)n, illetve Y07 o (1+ %)n szdmsorok dltaldnos tagja nem
tart nulldhoz, ezért a —1 és 1 szamok divergenciapontok. Tehdt a vizsgdlt

szamsor konvergenciatartomdnya a (—1,1) intervallum.

Tétel 0.2.6 Ha a valds vdltozds

Z an(x — 0)"

n=0

hatvdnysor az I = (a,b) véges vagy I = (—o00,00) végtelen intervallumban
konvergens, és ott

Z an(r — z9)" = s(x),

n=0



akkor a tagonkénti differencidlldssal, illetve tagonkénti integrdldssal adodo

—1] . n T
E na,(r — )", illetve g (z — o)™
n—+1
n=0 n=0

hatvanysor is konvergens az I intervallumban, €és ott

Z na,(r — o))" ' = §'(2),

00
n=0

illetve

- (079 n f N
Z , (417' — ,/1/'()> A b('/l") o b('};())"

ahol S az s fugguény tetszolegesen wvdlasztott primitiv figgvénye.
Példa 0.2.7 Hatarozzuk meg a

in;lxn

n=0

hatvanysor konvergenciatartomanyat és osszegfiiggvényét!
Megoldas: A vizsgalt hatvanysor a

> ()

hatvanysor tagonkénti derivalasaval keletkezett hatvanysor. Ez a hatvanysor
% kvéciensti mértani sor, melynek konveregnciatartomanya a (—2,2) inter-
vallum, Gsszegfiigvénye pedig (ezen az intervallumon):

Igy
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0.3 Taylor-sorok, Maclaurin-sorok

Definicié 0.3.1 Az xq pont valamely teljes kornyezetében akdrhdnyszor dif-
ferencialhato egyvaltozos valos f fugguény xg korili Taylor-soran az

f' (o) f7 (o) — f (o)

T 91 o @)

f(xo) + (r —x) + (z — 20)* + -

hatvanysort értyik; ha xo = 0, akkor a sort Maclaurin-sornak is nevezzik.

Tétel 0.3.2 Legyen f azxg valos szam valamely teljes kornyezetében akarhanyszor
differencidlhato egyvdltozos wvalds figguény. Az f figguény ebben a teljes
kornyezetben akkor és csak akkor eqyenld sajdt xo korili Taylor-sordnak dsszegfigguényével,
azaz

£ (14 |
=31 (, )z — o)

n
n=0

akkor és csak akkor teljesil, ha a Taylor-formula maradéktagja n — oo esetén
0-hoz konvergal.

Megjegyzés 0.3.3 Az f(x) =" figguény Maclaurin-sora:

x  z? x" Sl
1+ﬁ+§+”'+ﬁ+"'zzoﬁ'

Az f(x) = sinx figgvény Maclaurin-sora:

e\ W 20+l %0 L2t
T () = 1y
e T T ;( e
Az f(x) = cosz fiigguény Maclaurin-sora:
2 g 220 0 220
-2 4% —1)n =N (1)
gttt Y g = 0



Tétel 0.3.4 Legyen K az
ag + a1x + (12:1:2 + -+ (1,1,;1:2 + .-

hatvdanysor konvergenciatartomanya, €s leqgyen f a sor 0sszegfiigguénye. Ekkor
F-nek a K halmazon létezik Maclaurin-sora, és ez éppen az eredetileg adott
sorral eqyenlo.

Példa 0.3.5 Adjuk meg az f(x) = arctgx figgvény Maclaurin-sordt!

Megoldas: Ismert, hogy
1

1+ 22

(arctgz) =

Az 1:12 = 17(17m2) fligguény a —x? kvdciensti mértani sor 6sszeqfiigguénye
a (—1,1) intervallumon. Mivel az S(x) = arctgz figguény az s(x) = 7
fiigguény egy primitiv figguénye, ezért S(z) — S(0) a —z?* kvdcienst, s(z)
osszeqfigguényi

1—a?+2* —a%+...

hatvdnysor tagonkénti integrdaldasdval keletkezett hatvdnysor dsszegfigguénye,
azaz

3
arctgx:S(x)—S(O)zx—%—i—————i—-“
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