TOBBVALTOZOS VALOS
FUGGVENYEK L.

Definicié 0.0.1 Egy M # () halmaz esetén az M? halmaznak a valés szdmok
halmazdaba valo egyértelmii d leképezését az M halmazon értelmezett tavol-
sdgfigguénynek nevezziik, ha M tetszdleges A, B,C elemeire teljesiilnek az

aldbbiak:
(1) d(A,B
(2) d(A,
(3) d(A,
(4) d(A, B) +d(B,C) > d(A, C).

) >
B) =0 akkor és csak akkor, ha A = B;
B) = d(B, A);

Ha egy M # O halmazon értelmezve van egy d tdvolsdgfiiggvény, akkor azt
mondjuk hogy M egy metrikus tér (a d tdvolsagfiiggvényre nézve).

Megjegyezziik, hogy a valés szam-n-esek R™ halmaza metrikus tér a kovetkez6
d tévolsagfiiggvényre nézve: tetszéleges A = [ay, aq, ..., a,]| és B = [b1,ba, ..., by]
szam-n-esek esetén

d(A, B) = /(a1 — b1)2 + (ag — bg)? + -+ + (a, — by)2.

Definicié 0.0.2 n-vdltozos valos fligguényen olyan figguényt értunk, melynek
értelmezési tartomanya valos szam-n-esekbol, értékkészlete pedig valos szamokbaol
all. Han =1, akkor egyvdltozds valds figguényrol, han > 1, akkor tobbvdltozos
valos fligguényrdl beszélunk.



Egy kétvéltozds valds f(x, y) fliggvény esetén dbrazolhatjuk egy derékszogi
koordinédta-rendszerben azon (z,y, f(x,y)) pontok Osszességét, amelyeknél

az (x,y) pont benne van az f fliggvény értelmezési tartomanydban (lasd az
aldbbi abrét).

= f(x,y)

Figure 1: Grafikon szerkesztése

Az (x,y, f(x,y)) pontok altal alkotott feliiletet az f fiiggvény grafikonjéanak

nevezziikk. A kovetkezd dbra az f(x,y) = y? — x? fiiggvény grafikonjanak egy
részét mutatja.

Figure 2: Az f(x,y)=y? — x? grafikonja

Definicié 0.0.3 Az m-vdltozos valds f(uy, ..., un) kilsé figguénybdl és az
n-vdltozds wvalés wi(xy,...,x,) (1 = 1,...m) belsé fiiggvényekbdl dsszetett
figvényen azt az n-vdltozds valés, f o (uq,...,uy,) mddon jeldlt figgvényt

értyiik, melynek értelmezési tartomdnya azokbol (és csak azokbol) a

PO:(xIO-"aan)
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pontokbol all, amelyekben az uy,...,u, fuggvények mindegyike értelmezve
van €s az

Up = (u1(Py), .- -y um(Fo))

pont benne van az f fiugguény értelmezési tartomanydban.

0.1 Fuggvényhatarérték és folytonossag

Definicié 0.1.1 Az R"™ metrikus tér Py pontjardl akkor mondjuk, hogy az n-
vdltozos valos f figguény Dy értelmezési tartomdnydnak torloddsi pontja, ha
megadhato D¢-nek olyan, Fy-hoz konvergdalo P, pontsorozata, amely sorozat-
nak egyetlen P, pontja sem egyezik meqg a Py ponttal, azaz P, # Py teljestil
minden n indexre.

Példaként emlitjiik, hogy egy szdmegyenesen (az R metrikus téren) az
(a,b), [a,b), (a,b], [a,b] intervallumok mindegyikének torléddsi pontjai az
[a, b] intervallum pontjai.

Definicié 0.1.2 (A figguényhatdrérték Heine-féle definicidja) Akkor mond-
Juk, hogy egy n-vdltozos valds f figgvény Dy értelmezési tartomanyanak Py
torlodasi pontjaban van hatdrértéke, és ez a hatarérték L, ha minden, a Py-
hoz konvergdlo P,, € Dy pontsorozat esetén az f(P,) figgvényértékek sorozata
L-hez konvergal; képletben:

(VP, € Dy) : nhﬁnolo P, =P = lim f(P,) = L.

n—oo

Ha egy n-véltozos valés f figgvény Fy-pontbeli hatarértéke L, akkor ezt
a kovetkezoképpen jeloljiik:
o, S =1
Kétvéltozds valds f fiiggvény esetén (ha x és y jeldlik a fiiggetlen valtozdkat
és Py = (w0,Y0)) a kovetkezd jelolést is hasznéljuk:
lim f(z,y) = L.

T—x()
Y=Y



Héromvaltozos valds fiiggvény esetén ez igy alakul (ha x, y és z jelolik a
fiiggetlen valtozdkat és Py = (g, Yo, 20)):
lim f(z,y,2) = L.

Y—Y0
Z*)ZO

Példa 0.1.3 Mutassuk meg, hogy az

%y

flz,y) = .
figgvénynek a Py = (0,0) pontban nincs hatarértéke!
Megoldas: A vizsgélt f fliggvény csak a Py(0,0) pontban nincs értelmezve.
fgy Py az f fliggvény értelmezési tartomanyanak torlodasi pontja. Ha azt
akarjuk megmutatni, hogy f-nek nincs hatarértéke Fy-ban, akkor talalnunk
kell olyan xy-sikbeli, Py-hoz konvergalé P, pontsorozatot, melynek elemei
kiillonboznek Py-t6l, és az f(P,) sorozat nem konvergens, vagy taldlnunk
kell két olyan xy-sikbeli, Fy-hoz konvergalé pontsorozatot, melynek elemei
kiilonboznek Py-tol, és az egyes pontsorozatokhoz tartozo fliggvényértékekbol
allé sorozatok konvergensek, de hatarértékeik kiilonboznek egymastol.

Legyen P, olyan F,-hoz konvergal6 pontsorozat, melynek elemei az z-

tengelyen helyezkednek el, azaz P, = (z,,0), ahol x,, — 0 mikdzben n a
oo-hez tart. Ekkor

25, FF) =0

Ez még nem jelenti azt, hogy az f fiiggvénynek 0 lenne a hatarértéke Py-
ban. Az y-tengelyen 1év6, Py-hoz konvergdld tetszodleges P, pontsorozatra
is lim, o0 f(P,) = 0 ad6dik. Tovébbi vizsgélatra van sziikség. Tekintsiink
most egy FPy-hoz konvergdlo olyan P, pontsorozatot, amelynek elemei az y =
max (m # 0) egyenesen helyezkednek el. Ekkor P, (z,, mx,) alaki, és ezért

ma3 ma,,

am (B = lim s = i e =0
Az eddigi eredmények alapjan méar arra gondolhatnank, hogy a vizsgalt
fiiggvénynek még is csak van hatarértéke Fy-ban, és ez a hatarérték 0. Legyen
viszont P, olyan Py-hoz konvergalé pontsorozat, ahol a P, pontok az y = 2
egyenletii parabolan helyezkednek el. Ekkor

. . i 11
) = e T Ty
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amely mar bizonyitja (az el6zé eredményeket is haszndlva), hogy a vizsgalt
f fiiggvénynek a Py = (0,0) pontban nincs hatarértéke.

Megjegyzés 0.1.4 Egy tobbvaltozos valos f fliggvény esetén vizsgalhatjuk
azt is, hogy létezik-e a végtelemben vett hatarérték. Példaul vizsgalhatjuk a
kétvaltozos valos f(x,y) fliggvény esetén, hogy létezik-e a

lim f(z,y)

Tr—r0o0
Y—r0o0

hatarérték. Ekkor azt vizsgaljuk, hogy van-e olyan L valds szam, hogy
barmely olyan P, = (x,,y,) pontsorozat esetén, amelyeknél x,, — oo és
Y, — 00 teljesill, az f(z,,y,) fliggvényértékek sorozata L-hez tart.

Példa 0.1.5 Mutassuk meg, hogy létezik a

. Tty
lm —————
e TE— XY + Y

hatarérték!

Megoldas: Legyen P, (z,,y,) olyan tetsz6leges pontsorozat, ahol x, — oo és
Yn — 00, mikozben n tart a végtelenhez. Ekkor feltehetto, hogy x,, > 0 és
Yn > 0. Azt kell megmutatni, hogy létezik a

. Tn + Yn
lim 5 5

hatarérték. Osszuk el a szamlalot és a nevezot is az x,y, szorzattal. Akkor

1 1

Tn+Yn oy Tz,
2 2 =z Yn

Elegendo tehat a jobb oldalon all6 sorozat hatarértékét vizsgalni. A szamtani
kozép és mértani kozép kozotti kapcesolatot is hasznalva,

fgy



és ezért
1
Zn Yn —
Yn 1 + Tn
Ebbdl mar az is kovetkezik, hogy
1 1
Py . 1 1
Tn 1 Yn — o + o
Yn + E Yn Tp
Mivel . )
Yn E ]‘ 1
ST 4 — + x—
y’n Tn yn n
és
1 1
lim (— < —) =0,
n—oo y'ﬂ, l"l‘b
ezért
1 4 1
l Yn Tn Y 4
n1—>oo In 1+ i” 0
Tehat
r+y
lm ———— =0.
e TT XY Y

Az egyvaltozos valds fliggvények esetéhez hasonléan, a tobbvaltozds valds
fiiggvényekre is megfogalmazhaté a fiiggvényhatarérték egy masik definiciéja.

Definicié 0.1.6 (A figgvényhatdrérték Cauchy-féle definicicja) Akkor mond-
Juk, hogy egqy n-vdltozds valds f figgvény Dy értelmezési tartomanydnak Fy
torlodast pontjaban van hatarértéke, és ez a hatarérték L, ha barmely pozitiv
€ valos szamhoz megadhato olyan pozitiv & valds szdm, hogy az f értelmezési
tartomdnyanak minden P pontjdra a d(P, Py) < 0 feltételbdl |f(P) — L| < €
kovetkezik.

Tétel 0.1.7 A fuggvényhatdrérték Heine-féle és Cauchy-féle definicioi egymassal
ekvivalensek.
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Ezek utdan megfogalmazzuk az n-valtozds valos fliggvények folytonossdganak
definici6jat.

Definicié 0.1.8 Akkor mondjuk, hogy eqy n-vdltozos valos f fiigguény folytonos
az R™ tér valamely Py pontjaban, ha teljesiulnek az aldbbiak:

(1) Az f figguény Py-ban értelmezve van;
(2) Az [ figguénynek Py-ban van hatdrértéke;

(3) Az f fiigguény Py-pontbeli hatdrértéke megegyezik a Py-pontbeli helyettesitési
értékkel, azaz limp_,p, f(P) = f(R).

Példa 0.1.9 Mutassuk meg, hogy az

o %, ha (z,y) # (0,0)
f(z,y) {0 ha (z,y) = (0,0)

fligguény folytonos a Py = (0,0) pontban.

Megoldds: A wizsgdlt fiiggvény a Py = (0,0) pontban értelmezve van, ott a
helyettesitési értéke 0. Ahhoz, hogy megmutassuk azt, hogy f folytonos Py-
ban, mar csak azt kell megmutatnunk, hogy f-nek a Py-ban van hatarértéke,
és ez a hatdrérték 0. Mivel

1 1
lim — + — = oo,
x—0 y2 :[;2
y—0
ezért 7,
. Ty . 1
lim =lm—+—— =0
z—0 CC2 _|_ y2 z—0 — —_
y—0 y—0 y2 2

(itt az x®y? szorzattal osztottuk a szamldlét és a nevezdt is). Tehdt a vizsgdlt
fiiggvény folytonos a Py = (0,0) pontban.

Tétel 0.1.10 Ha az n-vdltozos valds uq, ..., u,, figguények folytonosak eqy
Py pontban és az m-vdltozos valos f fiigguény folytonos az

pontban, akkor az fo(uy, ..., u,,) dsszetett fligguény is folytonos a Py pontban.
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