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0.1. A harmas integral transzformacigja

Tétel 0.1.1 Legyen V' a térbeli xyz derékszogi koordindtarendszerben meg-
adott tartomany, f(x,y,z) a V-n integralhato figgvény, v = x(u,v,w), y =
y(u,v,w) és z = z(u,v,w) pedig a V tartomdny és az (u,v,w) szamhdrmasok
bizonyos W tartomanya kozott olyan leképezés, amely a W kilonbozo belso
pontjaihoz a V' kilonbozd pontjait rendeli. Ha az x = x(u,v,w), az y =
y(u,v,w) és a z = z(u,v,w) figguények parcidlis derivdltjai folytonosak a
W tartomanyon, akkor az f figguény V tartomdnyon vett kettos integralja
kifejezheto a kovetkezoképpen:
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determindnst az x = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w) transzformdcié
Jacobi-determinansanak nevezziik.

0.1.1. Transzformalas hengerkoordinata-rendszerre

Egy térbeli polarkoordinata-rendszer alapelemei: egy S sikbeli (az un. alap-
sikbeli) polarkoordinédta-rendszer (e polartengellyel és O pdlussal) és az e
polartengely kezdépontjan athaladd, az S sikra merdleges olyan f szamegyenes,
melyen a 0-nak megfele6 pont az O pont. A tér tetszoleges, de O-tdl kiilonbozo
P pontjanak helyzetét harom koordinata adja meg: a P pontnak az f
szdmegyenesre esé m merdleges vetiilete, a P pont S sikra es6¢ P’ mer6leges
vetiiletének 7 és ¢ sikbeli polarkoordinatai (a ¢ polarszog megéllapitasanal
a pozitivnak tekintett irdnyitas az, amely az f irdnyabdl szemben ranézve az
S sikra, az éramutat6 jarasaval ellentétes).

Vegyiik fel a hengerkoordinata-rendszer alapelemeit egy térbeli derékszogi
koordinata-rendszerben gy, hogy a hengerkoordinata-rendszer pélusa essék
egybe a derékszogii koordinata-rendszer origbjaval, polartengelye pedig az x-
tengely nemnegativ felével. Az f szamegyenes pedig legyen a z-tengely. Ek-
kor a tér tetszéleges, az O ponttdl kiilonb6z6 pont P pont (x,y, z) derékszogii
koordinatai és (r, ¢, m) hengerkoordinétéi kozott az alabbi Osszefliggés irhatd

fel:
T =rcosp, y=rsing, z=m. (1)
Nem részletezziik,de igen egyszertien megmutathaté, hogy ezen transz-

formdcionak Jacobi determindnsanak abszolut értéke r.

Példa 0.1.2 Szamitsuk ki az f(z,y) = 2? + y* + 2? fliggvény kettds in-
tegraljat azon a henger alakd V' tartomanyon, melynek tengelye a z-tengely,
alaplapja az xy-sikban, feddlapja a z = 1 egyenleto sikban 1év6, 2 sugart
korlap!

Megoldas. Alkalmazzuk a hengerkoordinatakra valé attérésnek megfelelo
transzforméaciot, azaz vezessiik be 4j valtozdként a hengerkordinatakat:

r=rcosp, yYy=rsing, z=m
Itt a V tartomanynak megfel6 W tartomany az rpm-sikban 1év6

W={(r,om)]0<r<2 0<p<2r,0<m<1}



0.1. A HARMAS INTEGRAL TRANSZFORMACIOJA 3

téglatest, a transzfrormacié Jacobi-determinansanak abszolut értéke pedig r.
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0.1.2. Transzformalas térbeli polarkoordinata-rendszerre

A térbeli polarkoordinata-rendszer alapelemei: egy S sik, abban egy O polusu,
e polartengely sikbeli polarkoordinata-rendszer, tovabba az S sikra megdleges,
O kezdopontu olyan f félegyenes, melynek pontjaibdl az S sikbeli pozitiv
forgasirany az éramutatéd jarasaval ellentétesnek latszik. A tér tetszoleges,
de O-tdl kiilonboz6 pontjanak helyzetét harom koordinata adja meg: az O
vektornak az f félegyenessel bezért 0 szoge, az r = d(O, P) tavolsag és a P
pont S-re esé P’ mer6leges vetiiletének ¢ polarszoge.

Vegyiik fel a térbeli polarkoordinata-rendsze alapelemeit egy térbeli derék-
szogl koordinata-rendszerben tigy, hogy a hengerkoordinata-rendszer polusa
essék egybe a derékszogli koordinata-rendszer origdjaval, polartengelye pedig
az r-tengely nemnegativ felével. Az f félegyenes pedig legyen a z-tengely
nemnegativ fele. Ekkor a tér tetszéleges, az O ponttdl kiillonbozé pont P
pont (x,y, z) derékszogli koordinatai és (r, ¢, §) hengerkoordinatéi kozott az
alabbi Osszefiiggés irhato fel:

x=rsinfcosy, y=rsinfsiny, 2z =rcosh.

Itt nem részletezziik, de nem tul bonyolult szdmoldssal megmutathato,
hogy ennek a transzformécionak a Jacobi determinansdnak abszolit értéke
2 .
r°sinf.
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