1. fejezet

A harmas integral kiszamitasa

1.0.1. Harmas integral téglatest alaki tartomanyon

1.1. abra. V: téglatest

Tétel 1.0.1 Ha a hdromudltozos valos f(x,y, z) figguény folytonos a 1.1. dbra
szerinti V = {(z,y,2)la <x <b ¢c<y<d, e<z< (/} téglatesten, akkor
f integralhato V-n, és

o= [ ([ ([ e ) )
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Megjegyzés 1.0.2 Az el6z6 tételben szereplo egyenloség fennall akkor is, ha
annak jobb oldalan az x, az y és a z szerinti integralés tetszoleges sorrendben
szerepel. Példaul:

o= [ ([ 5e) ) -
P ([ rens) o)

Megjegyzés 1.0.3 Ha a haromvéltozds valds f(x,y, z) fliggvény felirhaté az
[a, b] intervallumon folytonos r(x), a [c, d] intervallumon folytonos t(y) és az
[e, g] intervallumon folytonos s(z) fliggvények szorzataként, akkor a 1.1. dbra
szerinti V' zart téglatesten vett kettos integraljara

[ gav - < / br(mx) ( / dt(y)dy) ( / gs(z)dz)

érvényes.

1.0.2. Harmas integral normal tartomanyon

.I Z=91hy)
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1.2. abra. Térbeli normal tartomény



Definicié 1.0.4 A tér eqy V' tartomdnydt normdl tartomdnynak nevezziik,
ha valamelyik koordindtasikra esé V' merdleges vetiilete abban a koordindtasikban
normdl tartomdny, és megadhatdk olyan V'-n folytonos kétvdltozds valds fiigguények,
melyek grafikonja V'-n “alulrél” és “felilrél” hatdrolja V -t.

Ilyen esetet szemléltet a 1.2. abra, ahol a térbeli V' tartomany zy-sikra
es6 V' vetiilete z-re nézve normadl tartomény, és V-t alulrdl a i (z, y), felilrél
a 9(x,y) fliggvények grafikonja hatarolja (mivel minden (z,y) € V' pontra

U1(x,y) < o, y)), tovabba
V={(x,y,2)la <2 <b, pi(x) <y <o), Yi(2,y) < 2 <iho(w,y)}.

Erre az esetre fogalmazunk meg egy tételt, de a tobbi esetben is hasonld
tételek érvényesek.

Tétel 1.0.5 Ha a haromudltozds valés f(x,y, z) figguény folytonos a 1.2. dbra
szerinti normal V' tartomdnyon, akkor f integralhato V -n, és

. b 2 () ha(z,y)
/ fdV = / / / flx,y,z) dz | dy | dz.
JV Ja Jp1(x) Jp1(x,y)

Példa 1.0.6 Szdmitsa ki az f(x,y,2) = xyz fiigguény integrdljdt az x®+ 22 =
1, azy =0 és azy = 1 egyenleti feliletek dltal hatarolt zart V tartomdnyon!
Megoldas. A V' tartomdny olyan henger, melynek tengelye az y-tengely,
alsé hatdrolo lapja az y = 0 sikban (azaz az xz-sikban), felsé hatdrold lapja
azy =1 egyenleti sikban levd, 1 sugari kér (lisd a 1.5. dbrdt).

AV tartomdny normdl tartomdny, mert az xz-sikra esé V' merdleges
vetiilete egy origd kézépponti kor (amely x-re és z-re nézve is normdl tar-
tomdny) és V-t V' felett (azaz, az dbra szerint, balrdl is és jobbrdl is) egy-egy
stkrész hatarolja (ezek V' felett folytonos fliggvények grafikonjai). Igy

1 Vi—z2 1
/xyz dV:/ (/ (/ TYz dy) dz) dr =
1% -1 \J-vi=zZ \Jo
1 V1—zx2 yg 1
/ / [xz—] dz | dr =
S \Jovicz 2],

1 22 1—z 1
/ {x—} dr = / 0dx=0.
gl 4] -1
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1.3. 4bra.
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