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Bevezetés

A kozépiskolai algebraoktatdasban az egyenletek megolddsa a kozponti téma. Ennek els6
1épése az egyismeretlenes els6fokil egyenletek vizsgdlata, amelyet késobb a mésodfoku
egyenletek, valamint az olyan egyenletrendszerek vizsgalata kovet, amelyek két vagy
harom olyan elsofoku egyenletbol allnak, amelyek két vagy esetleg harom ismeretlent
tartalmaznak.

A fels6oktatasban az algebraoktatas tovabbhalad mindkét iranyban. Az egyik irany
a linearis egyenletrendszerek vizsgalata, a masik pedig a polinomok algebraja. A felsébb
algebra csupan kezdete az algebranak, amely igen szerteagazd.

A Budapest Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem mérnokoktatasaban szereplo
Matematika A2a tantargy tematikajanak részeként a linedris algebra legalapvetobb fo-
galmaival, illetve eredményeivel ismerkediink meg. FEz a jegyzet a Budapest Miiszaki
és Gazdasagtudomanyi Egyetem Kozlekedésmérnoki és Jarmtimérnoki Kar hallgatdi sza-
mara meghirdetett Matematik A2a el6adasaim linedris algebraval kapcsolatos anyagét
tartalmazza.

A jegyzet - a szamozatlan bevezetén kiviil - nyolc fejezetbol all. Az elsé fejezetben
a miuvelet fogalmaval és nevezetesebb algebrai strukturakkal, a félcsoport, a csoport,
a gyurl és a test fogalmaval ismerkediink meg. A masodik fejezet test feletti linearis
egyenletrendszerek egy megoldasi modszerét, a Gauss modszert tartalmazza. A harma-
dik fejezetben a vektorterekkel kapcsolatos alapfogalmakat és alapveto tulajdonsagokat
targyaljuk. A fejezet végén sziikséges és elégséges feltételt adunk egy linearis egyenlet
megoldhatosagara, illetve egyértemii megoldhatésdgara. A negyedik fejezetben a mat-
rixalgebraval foglalkozunk. Definidljuk a matrixok kozotti osszeadast és szorzast, és bi-
zonyitjuk a miiveletekkel kapcsolatos tulajdonsagokat. Definidljuk a négyzetes matrixok
invertalhatosaganak fogalmat is. A fejezet végén a linearis egyenletrendszerek matrix-
szorzatos alakjaval foglalkozunk. Az 6todik fejezetben definidljuk a determinans fogal-
mat, és foglalkozunk a determinans alaptulajdonsagaival. Bizonyitjuk a determinansok
szorzastételét. Definidljuk a matrix rangjat, bizonyitjuk a rangszamtételt, és vizsgaljuk a
négyzetes matrixok invertalhatésaganak determinanssal kapcsolatos feltételét. A fejezet



végén bizonyitjuk az n ismeretlent tartalmazo, n egyenletbdl all6 linearis egyenletrend-
szerekkel kapcsolatos Cramer-szabalyt. A hatodik fejezetben a maétrixok sajatértékei,
illetve sajatvektorai allnak a vizsgédlat kozéppontban. A hetedik fejezetben a vektorterek
kozotti linearis leképezésekkel foglalkozunk. Definidljuk egy linearis leképezés képterének
és nullterének fogalmat, és bizonyitjuk a veliik kpcsolatos dimenziétételt. Megmutatjuk,
hogy egy test feletti n-dimenzids V) vektortérnek egy m-dimenziés V, vektortérbe va-
16 linearis leképezései és a vektorterek rogzitett bazisai esetén kolcsonosen egyértelmii
kapcsolat van Vi-nek V5-be vald linearis leképezései és a test elemeibdl képezett m x n
tipusi matrixok kozott. Megvizsgédljuk azt is, hogy milyen kapcsolat van egy test feletti
V' vektortérnek onmagaba valé linedris leképezéseihez (azaz linedris transzformaciéihoz)
a V' vektortér kiillonb6zo bazisa szerint tartozd matrixok kozott. Definialjuk a linedris
transzformaciok sajatértékeinek és sajatvektorainak fogalmat, és vizsgdljuk a matrixok
diagonalizalhatosaganak sziikséges és elégséges feltételét. A nyolcadik fejezetben az R”™
vektortérrel kapcsolatos alapveto fogalmakkal és az R™ vektortér linedris transzformaci-
6ival (az n-dimenzids tenzorokkal) foglalkozunk.



1. fejezet

Algebrai struktirak

1.1. Definicié Tetszdleges A és B halmazok (ebben a sorrendben vett) Descartes-szorzatdan
értyiik az
Ax B={(a,b): a€ Abe B}

halmazt, azaz az olyan rendezett parok halmazdt, amelyekben az elsé helyen tetszoleges
A-beli, a mdsodik helyen pedig tetszbleges B-beli elem dll. Az A x A szorzatot A%-tel
fogjuk jeldlni. Tetszbleges n > 2 egész szdm esetén A™ jeléli az A"~' x A halmazt. Az
A™ elemei tulajdonképpen az A elemeibdl képezett rendezelt elem n-esek (azaz n-elemd
sorozatok) halmaza, ahol n pozitiv egész szdm (A az A-t jeldli).

A miivelet fogalma

1.2. Definicié Egy A halmazon értelmezett n-valtozés miuveleten (n pozitiv egész szam,)
az A" halmaznak az A halmazba valo egyértelmi leképezését értjik. Az A halmaz egy
elemének kijelolését nullvaltozos miveletnek nevezziik.

Az algebrai struktira fogalma

1.3. Definicié Algebrai struktirdn olyan nem tres halmazt értink, amelyen értelmezve
van legalabb eqy mivelet. Algebra struktirdn tehdt egy olyan (A;) pdrost értink, ahol
A egy nem dres halmaz, ) pedig az A-n értelmezett miveletek halmazat jeloli. Az A
halmazt az algebrai struktira alaphalmazanak is szoktuk nevezni.
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Példaul, (A;+, *) olyan algebrai struktirat jelol, amelynek alaphalmaza egy A hal-
maz, és ezen a halmazon két miivelet van értelmezve; az + és a x miiveletek. Igy €2 olyan
kételemi halmaz, amelynek elemei a + és * miiveleti jelek, azaz Q = {4+, x}.

1.4. Megjegyzés Ebben a jegyzetben csak kétvaltozés miiveletekkel fogunk foglalkozni,
ezért a tovabbiakban a mivelet kifejezés mindig egy kétvaltozds miiveletet fog jelenteni.
Kétvéltozés f miivelet esetén valamely (a,b) € A% elempdrhoz hozzdrendelt f-szerinti
A-beli elemet f(a,b) helyett afb médon jeloljiik (példaul: a + b, a x b vagy a - b).

Kétvéltozdés miiveletet sok esetben (példdul véges halmazon értelmezett miiveletek
esetén) tablazattal, az un. Cayley-féle miivelettdblazattal is meg lehet adni. Az aldb-
biakban egy ilyen esetet szemléltetiink. Ha egy kételemii A = {a,b} halmazon egy x
miivelet van értelmezve mégpedig gy, hogy a xa = a. axb=a, bxa = a, bxb = b,
akkor az ennek megfeleld Cayley-féle miivelettablazat a kovetkezo:

*la b
ala a
bla b

A tablazat jobb also része 2 sorbdl és 2 oszlopbdl all. Ebben az A halmaz mindkét
elemhez tartozik egy-egy sor és egy-egy oszlop (az elsé sor az a elem sora, a mésodik
sor a b elem sora, az els6 oszlop az a elem oszlopa, a mésodik oszlop a b elem oszlopa),
és ezek metszetében a sorhoz, illetve az oszlophoz tartozd elemeknek a x miivelet szerini
eredménye van feltiintetve. Példaul az a elem soranak és a b elem oszlopanak metszetében
azért szerepel b, mert a x b = b.

A félcsoport és a csoport fogalma

1.5. Definicié Azt mondjuk, hogy eqy A halmazon értelmezett x mivelet asszociativ, ha
minden a,b,c € A elemhdrmas esetén a* (b c) = (a *b) x ¢ teljestil.

1.6. Definicié Ha egy A halmazon értelmezett = miveletre teljesiil, hogy tetszdleges
a,b € A elemek esetén axb = bxa, akkor akkor azt mondjuk, hogy a * miuvelet kommu-
tativ.



1.7. Definicié Egy egymiiveletes (S; ) algebrai stuktirdt félcsoportnak neveziink, ha a
x muvelet asszociativ. Ha a x mdivelet ezen felil még kommutativ is, akkor kommutativ
félcsoportrol beszéliink.

Jol ismert példdk kommutativ félcsoportokra:
(1) (N;+), azaz a nemnegativ egész szamok additiv félcsoportja,
(2) (N;-), azaz a nemnegativ egész szamok multiplikativ félcsoportja,

(3) (Z;-), azaz az egész szamok multiplikativ félcsoportja.

Koénnyen ellenorizhetd, hogy a

*la b
ala a
blb b

Cayley-féle miivelettabldzattal megadott miivelet asszociativ, azaz az A = {a, b} kétele-
mil halmaz a tablazattal definidlt muveletre nézve félcsoportot alkot.

1.8. Definicié Egy (S;*) félcsoport e elemét neutrdlis elemnek nevezzik, ha minden
s €S elemre ex s = sxe = s teljestil.

1.9. Megjegyzés A neutralis elemet a szorzas miivelete esetén egységelemnek, az Gssze-
adéas miivelete esetén pedig nullelemnek nevezziik. Tehét, ha egy S halmazon értelmezett
miivelet a szorzds, akkor az S egy e eleme akkor egységelem, ha minden S-beli a elemre
teljestil az e - a = a - e = a egyenloség. Ha egy S halmazon értelmezett miivelet az
Osszeadas, akkor az S egy 0 eleme akkor nullelem, ha S minden a elemére teljesiil az
a+ 0 =0+ a = a egyenltség.

Az el6z6 példédban szereplé mindharom félcsoportnak van neutralis eleme. Az (N;+)
additiv félcsoportnak 0 a neutrélis eleme, azaz a nulleleme. Az (N;-) és (Z;-) félcsoportok
esetén az 1 szam a neutralis elem, azaz az egységelem.

1.10. Definicié Egy e neutrdlis elemi (S;*) félcsoport a' elemét az a € S elem inver-
zének nevezziik, ha o’ x a = a x a’ = e teljesiil.
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1.11. Megjegyzés Az el6z6 definiciéban szerepld a’ elemet a szorzds miivelete esetén az
a elem reciprokdnak is szoktuk nevezni és a~! mdédon is szoktuk jelolni. Tehat o=t € S
az az elem, amelyre (az a € S elemmel egyiitt) a - a™' = a™!-a = e teljesiil. Az
Osszeadds miivelete esetén az o elemre az a elem ellentettje kifejezést haszdljuk és —a
modon jeloljiik. Tehdt —a € S az az elem, amelyre (az a € S elemmel egyiitt) a+ (—a) =

(—a) + a = 0 teljesiil.

1.12. Definicié Akkor mondjuk, hogy eqy G # () halmaz csoportot alkot egqy * miiveletre
nézve, ha

(1) a * mivelet asszociativ,
(2) van G-nek neutrdlis eleme, és

(3) G minden elemének van inverze (G-ben).

1.13. Megjegyzés Ha a miivelet a szorzés, akkor az el6z6 definiciéban szerepl6 (2) és
(3) feltételeket tgy is megfogalmazhatjuk, hogy van G-nek egységeleme (azaz olyan e
eleme, amelyre e - g = g - e = g teljesiil minden g € G elemre), és G minden elemének
van reciproka (azaz minden g € G elemhez van olyan g~! € G elem, amelyre g - g~! =
g ' g = e teljesiil).

Ha a mivelet az dsszeadds, akkor a (2) és (3) feltételeket gy is meg lehet fogalmazni,
hogy van G-nek nulleleme (azaz olyan 0 eleme, amelyre 0+ g = g+ 0 = g teljesiil minden
g € G elemre), és G minden elemének van ellentettje (azaz mindeg g € G elemhez van

olyan —g € G elem, amelyre g 4+ (—g) = (—g) + g = 0 teljesiil).

Jol ismert példak csoportokra:

(1) (Z;4), azaz az egész szamok additiv csoportja, amelyben 0 a neutralis elem (azaz
a nullelem), és egy a egész szam inverze (azaz az ellentettje) a —a egész szam.

(2) (@ \ {0};-), azaz a nullatdl kiillonboz6 raciondlis szamok multiplikativ csoportja,
amelyben 1 a neutrdlis elem (azaz az egységelem), és egy r # 0 raciondlis szam
inverze (azaz a reciproka) az ugyancsak nem nulla 1/r raciondlis szdm.



A gytiri és a test fogalma

1.14. Definicié Legyen R olyan nem tires halmaz, amelyen értelmezve van eqy + dssze-
adds €s eqy - szorzas mdivelet. Azt mondjuk, hogy R erre a két miveletre nézve gyirit
alkot, ha

(1) (R;+) egy kommutativ csoport,

(2) (R;-) egy félesoport,

(3) A - mivelet mindkét oldalrol disztributiv az + miveletére nézve, azaz, a- (b+c) =
a-b+a-cés(b+c)-a=0b-a+c-a teljesil minden a,b,c € R elemre.

Egy olyan gyirit, amelyben a szorzds kommutativ is, kommutativ gyirinek neveziink.

1.15. Megjegyzés Tehat egy kétmiiveletes (R;+,-) algebrai struktira gytirt, ha

(1) az + oOsszeadds miivelete asszociativ, azaz a + (b+ ¢) = (a+b) + ¢ teljesiil minden
a,b,c € R elemre,

(2) az 6sszeadds kommutativ, azaz a + b = b + a teljesiil minden a,b € R elemre,

(3) R-nek van nulleleme, azaz tartalmaz olyan 0 elemet, hogy a+0 = 0+a = a teljesiil
minden a € R elemre,

(4) R minden a elemének van ellentettje, azaz olyan —a elem, amelyre a 4+ (—a) =
(—a) 4+ a = 0 teljesiil,

(5) a - szorzas miivelete asszociativ, azaz a- (b-c) = (a-b) - ¢ teljesiil minden a,b,c € R
elemre,

(6) aszorzés disztributiv mindkét oldalrél az 6sszeadasra nézve, azaz a-(b+c) = a-b+a-c
és (b+c)-a=>b-a+c-a teljesil minden a, b, c € R elemre.

1.16. Megjegyzés Konnyen ellenérizhetd, hogy (Z; +, ), (Q; +, ), (R; +, -) egy-egy pél-
da gytrire. Ezek mindegyike kommutativ és egységelemes.



Tovabbi példa gyftiriire Legyen m > 2 egy egész szdm, és legyen Z,,, = {0,1,...,m—
1}. Definidljunk a Z,, halmazon egy Osszeadast és egy szorzast a kovetkez6képpen. Ha x
és y tetszOleges Z,,-beli elemek, akkor dsszegiik (szorzatuk) legyen egyenld a kovetkezo-
vel: szamitsuk ki az © és y szokdsos Osszegét (szorzatét), majd nézziik meg, hogy mivel
egyenld ennek az Osszegnek (szorzatnak) az m-mel valé maradékos osztdsandl keletkezett
maradéka. Legyen ez a maradék a végeredmény. Ha pl. m = 3, akkor a Zs halmazon
értelmezett Osszeadds és szorzas miivelettdablai a kovetkezok:

[\

+ |

N = OO
O DN ==
= O NN
N = O
OOOZ
O = O

0
1
2

=N O

Itt nem foglalkozunk vele, de megmutathaté, hogy 7Z,, gytrit alkot a fentebb részle-
tezett Osszeaddsra és szorzasra nézve. Ezt szoktuk az egészek modulo m maradékosztaly
gytriijének nevezni.

1.17. Megjegyzés Ha 0 jeloli eqy R gyiri nullelemét, akkor tetszédleges r € R elemre
0-r=(0+0)-r=0-7r4+0-r teljesil, és igy (mindkét oldalhoz hozzdadva a Or elem
ellentettjét) 0 = Or adddik. Hasonléan, -0 = 0. Ha egy R gylri csak egy elemet
tartalmaz (a 0 nullelemet), akkor ez az R egységeleme is. Ha R legalabb két elemet
tartalmaz, akkor a nulleleme nem lehet eqységelem is, mert ahhoz 0 - a = a-nak kellene
teljestilni tetszdleges a # 0 elemre, ami viszont az elézdek miatt lehetetlen. Ha egy
legalabb kételemi gyiri tartalmaz egységelemet (ami nem lehet az R nulleleme), akkor
0-nak nem lehet R-ben inverze, amibol kévetkezik, hogy nincs olyan legaldbb kételemi R
gylrt, amelyben minden elemnek létezne (a szorzdsra nézve) inverze.

1.18. Definicié Egy legaldbb kételemii (F : +,-) kommutativ gyirit testnek nevezink,
ha F-nek van e egységeleme (azaz olyan elem, amelyre r-e = e -r = r teljesil minden
r € F elem esetén), és I minden 0-tdl kilonbozé elemének van R-ben inverze (mds
szoval: reciproka,).

1.19. Megjegyzés Tehat egy legalabb kételemii, kétmiiveletes (F';+,-) algebrai struk-
tura test, ha

(1) az + osszeadds miivelete asszociativ, azaz a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ teljesiil minden
a,b,c € F elemre,
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(2) az osszeadds kommutativ, azaz a + b = b+ a teljesiil minden a,b € F' elemre,

(3) F-nek van nulleleme, azaz tartalmaz olyan 0 elemet, hogy a+0 = 0+a = a teljesiil
minden a € F' elemre,

(4) F minden a elemének van ellentettje, azaz olyan —a elem, amelyre a 4+ (—a) =
(—a) + a = 0 teljesiil,

(5) a - szorzas miivelete asszociativ, azaz a- (b-c) = (a-b) - c teljesiil minden a,b,c € F
elemre,

(6) a szorzds milvelete kommutativ, azaz a - b = b - a teljesiil minden a,b € F' elemre,

(7) F-nek van egységeleme, azaz tartalmaz olyan e elemet, hogy a-e = e-a = a teljesiil
minden a € F' elemre,

(8) F minden a # 0 elemének van inverze (reciproka), azaz olyan a™!

a-at=a"! a=e teljesiil,

elem, amelyre

(9) aszorzés disztributiv mindkét oldalrél az 6sszeadasra nézve, azaz a-(b+c) = a-b+a-c
és (b+c¢)-a="b-a+ c-a teljesiil minden a, b, c € F elemre.

Az elozoek alapjan megfogalmazhaté a test fogalménak egy, az el6zével ekvivalens
definicidja.

1.20. Definicié A test olyan legaldbb kételemii gyiri, amelyben a nem nulla elemek eqy
kommutativ csoportot alkotnak a szorzdsra nézve.

1.21. Megjegyzés (Q;+,-), (R;+,-) és (C;+,-) egy-egy példa testre. Tovébbi példa
testre: Legyen p egy prim szam. Megmutathatd, hogy a Z, maradékosztaly gytrti test.

Megjegyezziik, hogy a tovdbbiakban egy test elemei kozé a szorzas jelét nem fogjuk
kiirni, azaz a - b helyett ab-t irunk.
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2. fejezet

Linearis tér (vektortér)

A térbeli vektor fogalma mar ismert. Sz6 volt a térbeli vektorok Osszegérol és valds
szamokkal (azaz a valds szamok testéhez tartozo elemekkel) valé szorzasardl is. Ismert
tény, hogy a térbeli vektorok halmaza kommutativ csoportot alkot a térbeli vektorok
szokasos Osszeadasara nézve, tovabba tetszoleges a és b térbeli vektorokra, valamint
tetszoleges «, B valds szamokra teljesiilnek az alabbiak

ala+b) = aa + ab,

(a+ B)a = aa + Ba,
(af)a = a(Ba) = B(aa)
la = a.

Hasonl6 konstrukciot szemléltet a kovetkezo példa. Jelolje R™ a valds szamokbol
képezett n-elemii sorozatok halmazat. Az R™ halmazrodl igen egyszertien belathatd, hogy
kommutativ csoportot alkotnak a szamsorozatok szokdsos Osszeadédsara nézve, azza az

ai bl ay + bl

Qo b2 as + bg
. + . - .

Qp bn an + bn

ai
. . . s L a2 .
Osszeadasra nézve. Definidlhatjuk egy a valds szamnak egy | . | sorozattal vald szorza-

An
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tat a kovetkezoképpen:

aq aaq

(05} (6705}
« . =

an, (070 7%

Megmutathatd, hogy tetszéleges a,b € R™ sorozatokra, valamint tetszéleges o, B valds
szamokra teljesiilnek az alabbiak

ala+b) = aa + ab,

(a+ B)a = aa + fBa,
(aB)a = afa) = B(aa)
la=a

A matematikaban szamos egyéb helyen is taldlkozunk olyan konstrukciéval, ahol egy
(V;+) kommutativ csoport és egy I test elemei kozott értelezve van egy szorzds (ska-
larral valé szorzds) gy, hogy tetszleges a,b € V és «, 5 € F elemekre teljesiil a fenti
négy feltétel (a negyedikben 1 az F test egységelemét jeloli). Ebben a fejezetben ilyen
konstrukcidkkal foglalkozunk.

2.1. A vektortér fogalma

2.1. Definicié Akkor mondjuk, hogy egy (V'; +) kommutativ csoport vektorteret alkot egy
F test felett, ha tetszdleges (a,a) € F x V' elempdrhoz hozzd van rendelve egyértelmien
a'V eqy aa maodon jelolt eleme gy, hogy tetszoleges a, 5 € F és a,b € V' elemek esetén
az aldbbi egyenloségek teljesiilnek:

ahol 1 az F test eqységelemét jelol.



Kicsit részletesebben: Legyen adott egy (V';+) kommutativ csoport, azaz egy olyan
algebrai stuktira amelyben

e az Osszeadds asszociativ, azaz a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ teljesiil minden a,b,c € V
elemre,

e az Osszeadas kommutativ, azaz a + b = b + a teljesiil minden a,b € V elemre,

e van nullelem, azaz van olyan 0 elem, hogy a + 0 = 0 + a teljesiil minden a € V
elemre,

e minden a € V elemnek van ellentettje, azaz olyan —a € V' elem, hogy a + (—a) =
(—a) + a = 0 teljesiil.

Legyen adott tovabba egy F test (példaul a raciondlis szamok teste, vagy a valds
szamok teste, vagy a komplex szamok teste).

Akkor mondjuk, hogy V' vektorteret alkot I felett, ha értelmezve van tetszoleges V-
beli a és tetszoleges F-beli a elem esetén az a-nak a-val valé aa mdédon jelolt V-beli
szorzata ugy, hogy tetszoleges o, B € F' és a,b € V elemek esetén az aldbbi egyenloségek
teljesiilnek:

e afa+b) =aa+ ab,
a+ f)a=aa+ fa,
af)a = a(Ba) = f(aa),

e la=a.

* (
* (

Ha V vektortér F felett, akkor a V elemeit vektoroknak, az [F elemeit pedig skala-
roknak is nevezziik. Az aa szorzatra azt mondjuk, hogy az a vektornak az « skalarral
képezett szorzata (vagy mésképpen: az a vektor « skaldrszorosa).

Példak vektorterekre:

(1) A bevezetoben leirtak alapjan mondhatjuk, hogy a térbeli vektorok halmaza vek-
torteret alkot a valds szamok teste felett.

(2) Hasonl6an, az R™ halmaz is vektorteret alkot a valds szamok teste felett.

(3) Megmutathatd, hogy (az R™ mintdjara) tetszéleges F test segitségével képezett F"
halmaz vektorteret alkot az IF test felett.
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(4) Egy F test elemeibdl képezett egyvaltozés polinomok F[z] halmaza vektorteret
alkot I felett.

(5) Egy zo pontban differencidlhaté egyvaltozds valds fliiggvények halmaza vektorteret
alkot a valds szamok teste felett.

(6) Egy egyelemii (V;+) csoport (amelynek eleme a csoport nulleleme) tetszoleges test
felett vektorteret alkot.

2.2. Tétel Egy I test feletti V' vektortérben aa = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha
a=0 vagy a = 0.

Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha a = 0 vagy a = 0, akkor aa = 0.
Legyen a € V tetszoleges vektor. Akkor

0a = (0+ 0)a = Oa + Oga,

amibdl

kovetkezik.
Legyen a € F tetszoleges skalar. Akkor

a0 = a(0+0) = al + a0,

amibdl

kovetkezik.

A forditott allitas bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy aa = 0 teljesiil valamely o € F
skalarra és a € V' vektorra. Elegendé megmutatni, hogy ha « # 0, akkor a = 0. Tegyiik
fel, hogy o # 0. Akkor

1 1 1
a=la (aoz)@ a(ozg) ~0=0,

felhasznalva a vektortér definicigjaban szereplo negyedik azonossagot és a fentebb mar
bizonyitottakat. O]
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2.3. Tétel Eqy F test feletti V' vektortér tetszéleges a vektordra és tetszéleges a € F
skaldarra, a(—a) = —(aa) = (—a)a, ahol —a az a vektor ellentettjét jeldli.

Bizonyitas. A 2.2. Tétel és a vektortér definicidjaban szereplo elsé azonossag felhasz-
nalasaval,
0=0a0=a(a+(-a) = aa+ a(-a),
amibol
a(—a) = —(aa)
adodik.
A 2.2. Tétel és a vektortér definicidjaban szereplé masodik azonossag felhasznaldsaval,

0=0a=(a+(-a))a=aa+(—a)a,

amibdl

adédik. Tehat

2.4. Definicié FEqgy F test feletti V' vektortér
Qpy.5 4

1

vektorainak az
at,...,q, € F

skalarokkal képezett linedris kombindciojdn az
a1a) + -+ aga, €V
vektort értjik. Akkor mondjuk, hogy eqy b € V' wvektor elddll az
a,...,a, €V
vektorok linearis kombindciojaként, ha megadhatok olyan
at,...,q, €F
skaldrok, amelyekkel teljestil a
b=aia + -+ aa,

eqyenlidség.
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2.2. Vektorok linearis fiiggetlensége és fiiggosége

2.5. Megjegyzés A 2.2. Tétel alapjan tetszoleges a,,...,a, vektorok esetén
Oa; +---+0a, =0,

azaz a 0 skalarokkal képezett linedris kombinacié eredményeként a nullvektort kapjuk.
A vektorterek elméletében fontos szerepet jatszanak azok a vektorok, amelyeknél nincs
is mas linearis kombinécié, amely eredményeként a nullvektor adodik.

2.6. Definicié Egy F test feletti V vektortér
le cee 7Qn

vektorairol azt mondjuk, hogy linedrisan figgetlenek, ha az

aay + -+ apa, =0

eqyenloséqgbol
ar=0,...,a, =0
kovetkezik. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy az{a,,...,a,} vektorrendszer linedrisan

fiiggo. Ez utobbi annyit jelent, hogy megadhatok olyan oo, ..., o, € F skaldrok, amelyek
kozott van legalabb eqy nem-nulla, s amelyekre fenndll az

a1a; + -+ aga, =0

eqyenloséy.

2.7. Tétel Linedrisan figgetlen vektorrendszer barmely nem-iires részrendszere is line-
drisan filiggetlen.

Bizonyités. Ha az {a,,...,a,} linedrisa fiiggetlen vektorrendszernek {a,,...,q; } egy
nem-iires linearisan fiigg6 részrendszere, azaz

ailgil + e + alelk - Q

ugy is teljesiil valamely «;,, ..., q;, skaldrokkal, hogy kozottitk van nullatdl kiilonbozo,
akkor ezt a linedris kombindciét ugy kiegészitve, hogy a benne nem szerepl6 {a,, ..., a,}-
beli vektorokat is beirjuk 0 egyiitthatékkal, akkor az {a,, . .., a, } vektorrendszernek olyan
linedris kombinacidjat kapjuk, amely a nullvektorral egyenld, de a benne szereplo egytitt-
haték kozott van olyan, amelyik nem nulla. Ez viszont ellentmond annak, hogy az
{a;,...,qa,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. O
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2.8. Megjegyzés A vektorok linedris fiiggetlenségének definiciéjdban (2.6. Definicid)
csak véges sok vektorbodl allo vektorrendszer linedris fiiggetlenségét definidltuk, mert
foleg ezzel a fogalommal foglalkozunk, de megjegyezziik, hogy a vektorok linearis fiigget-
lensége vektorok tetszoleges szamossagi (nem-iires) részhalmazéra is értelmezhets. Egy
F test feletti vektortér vektoraibdl all6 tetszéleges (nem-iires) vektorrendszerét linedri-
san fliggetlennek nevezziik, ha annak barmely (nem-iires) véges részredszere linedrisan
fiiggetlen.

2.9. Tétel Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer nem tartalmazza a nullvektort.
Bizonyitas. Mivel a nullvektor linearisan fiiggo, ezért a 2.7. Tétel szerint nem lehet
eleme egy linearisan fliggetlen vektorrendszernek. O]
2.10. Tétel Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer paronként kilonbiozo vektorokbaol all.
Bizonyitas. Mivel tetszoleges a vektor esetén

la+ (=1)a =0,

ezért az {a,a} vektorrendszer linedrisan fiiggd. Igy a 2.7. Tétel miatt egy linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer a vektortér valamely vektorat vagy nem tartalmazza, vagy ha

tartalmazza, akkor pontosan egyszer. O]
2.11. Tétel Ha ay,...,a, egy F test feletti V wvektortér linedrisan fiiggetlen vektor-
rendszere, akkor a V' bdrmely vektora legfeljebb egyféleképpen dllithato el az a4, ..., a,

vektorok linedris kombindciojaként.

Bizonyitas. Legyen ay,...,a, egy F test feletti V' vektortér linedrisan fiiggetlen vek-
torrendszere. Tegyiik fel, hogy

aay + .. @y, = ﬂlgl +oe +6nQn

Akkor
(g — Br)ay + -+ (an — Bn)a, =0,
amibdl
o — /B’L = 07
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azaz
Oéizﬁz'

kovetkezik minden 7 = 1, ..., n indexre. O

2.12. Tétel Ha {a,...,a,} egy F test feletti V' wvektortér linedrisan figgetlen vektor-
rendszere, b pedig a vektortér olyan vektora, amely nem dllithato eld az ay, .. ., a, vektorok

n
linedris kombindcidjaként, akkor az {ay,...,a,,b} vektorrendszer linedrisan figgetlen.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy
aay + -+ apa, + fb =0

valamely aq,...,a,, 3 € F skaldrokkal. Mivel b nem &llithato elé az a4, ..., a, vektorok
linearis kombinacidjaként, ezért f = 0. Ekkor viszont

aaq + -+ -+ apa, = 0.

Mivel az aq,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért o; = 0 minden ¢ = 1,...,n
indexre. Mivel minden egyiitthaté egyenlé a nullaval, ezért az {a, ..., a,, b} vektorrend-
szer linearisan fiiggetlen.

2.13. Tétel Egy egyelemi {a} vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan fiiggd, ha
az a vektor a nullvektor. Legaldbb kételemi vektorendszer akkor és csak akkor lined-
risan figgo, ha legaldbb eqyikiik elodallithato a redszerthez tartozo tobbi vektor linedris
kombindciojaként.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy egyelemil {a} vektorrendszer linedrisan fiigg6. Akkor
van olyan 0 # a € F skalar, hogy aa = 0. A 2.2. Tétel miatt ekkor az adddik, hogy
a a nullvektor. Forditva, ha a a nullvektor, akkor (ugyancsak a 2.2. Tétel miatt) la a
nullvektor, és igy a nullvektor linearisan fiiggd.

Foglalkozzunk ezek utan a legalabb két elemet tartalmazo vektorrendszerekkel. Te-
gyiik fel, hogy egy {a,,a,,...,a,} vektorrendszer (n > 2) linedrian fiigg6. Akkor meg-
adhatok olyan aq, as, ..., a, skalarok, hogy

10y + oty + -+ -+ apa, =0,

és (példdul) ay # 0. Akkor



azaz az a; vektort ki lehet fejezni a rendszert alkoté tobbi vektor linedris kombindcidja-
ként.

Forditva, tegyiik fel, hogy valamelyiket (példdul a,-et) ki lehet fejezni a tobbiek line-
aris kombinacidjaként:
ay = Paay + - + Bra,.

Akkor
0= _Q1+B2QQ+"'+Ban

azaz van a rendszert alkoto vektoroknak olyan linearis kombindciéja, amelynek eredmé-
nyeként a nullvektor adédik, de az egyiitthaték kozott van nem nulla (ugyanis, az a,
egyiitthatdja —1). Tehat a vizsgdlt vektorrendszer linedrisan fiigg6. O]

A 2.13. Tétel alapjan nyilvanval6 a kovetkezo tétel éllitasa.

2.14. Tétel Egy egyelemi {a} vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen,
ha az a vektor nem a nullvektor. Legalabb kételemi vektorendszer akkor és csak akkor
linearisan fiiggetlen, ha a redszert alkoto vektorok eqyikét sem lehet kifejezni a rendszerhez
tartozo tobbi vektor linearis kombindciojaként.

2.15. Definicié Egy V vektortér {a,,...,a,} linedrisan figgetlen vektorrendszerrdl azt
mondjuk, hogy mazimalisan linedarisan fiiggetlen, ha V tetszdleges b vektora esetén a
{b,ay,...,a,} vektorrendszer linedrisan figgd, azaz az {ay,...,a,} vektorrendszert a V
akdrmelyik vektordval egészijiik ki, linedrisan fliggd vektorrendszert kapunk.

2.3. Generatorrendszer, bazis, dimenzié

2.16. Definicié Egy F' test feletti V vektortér {gl, o ,gn} vektorrendszerét a V' vektor-
tér eqy generdtorrendszerének nevezziik, ha V' minden vektora elodll az 99, vektorok
linedris kombindaciojaként.
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2.17. Megjegyzés A generatorrendszer fogalmat csak véges sok vektorbdl allo vektor-

rendszerre értelmeztiik, de megjegyezziik, hogy tetszileges szamossagi (nemiires) vek-

torrendszerre is értelmezheto. Egy F' test feletti vektortér vektoraibdl allo tetszéleges

(nem-iires) G vektorrendszerét a vektortér generdtorrendszerének nevezziik, ha a V' vek-

tortér barmely v vektorahoz megadhaté G-nek olyan véges részrendszere, amelyhez tar-

tozé vektorok linearis kombinacidjaként eloallithaté a v vektor. J6 példa erre egy F
n

test feletti egyvaltozos polinomok vektortere, amelyben az 1,z,..., 2™, ... polinomok
generatorrendszert alkotnak.

2.18. Definicié Egy I test feletti V' vektortér {g ,...,gn} generatorrendszerét mini-
malis generdtorrendszernek nevezzik, ha bdrhogy is hagyunk el ebbdl a rendszerbol vek-
torokat, akkor vagy az tires halmazt kapjuk, vagy a keletkezett vektorrendszer mdr nem
generdtorrendszer.

2.19. Tétel (Kicserélési tétel) Ha f 7...7fn eqy linearisan figgetlen vektorrendszere,
9y 9, pedig eqy qenemtmrenda/ere eqy F test feletti V' vektortérnek, akkor barmely
fi (i= 1 2 ..... ,n) vektorhoz van olyan g; vektor, hogy az

fl""7Ii—17gj’ii+l'”71

n

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas. A feltételekbdl kovetkezik, hogy dimV > 1. Ekkor a generatorrendszer
tartalmaz legalabb egy nem nullvektort. fgy, ha n = 1, akkor a fiiggetlen vektorrend-
szer vektora helyére beirva a generatorrendszer egy nem nulla vektorat, egy linearisan
fiiggetlen vektorrendszert kapunk. fgy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy n > 2. Tegyiik
fel, indirekt modon, hogy van olyan f vektor (legyen ez, példaul, az f vektor), amelyet

barmelyik 9; (j=1,...,m) vektorral is cseréliink ki, a cserével keletkezett
gjv...,iQ,...,Ll
vektorrendszer linedrisan fiiggd. Akkor minden j = 1,...,m esetén vannak olyan 3;, o

(i =2,...,n) skaldrok, hogy
19, + o sf, + o+ sl =

22



de az egyiitthaték kozott van olyan, amelyik nem a nulla. Mivel az

Sy

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen (mert az
fofyf,

linedrisan fiiggetlen vektorrendszer nem fiires részrendszere), ezért ; # 0 tetszoleges
j=1,...,m index esetén. Tehat g; (7 =1,...,m) kifejezheté az

Sy
vektorok linearis kombinacidjaként. Mivel a

99,

vektorrendszer generatorrendszer, ezért f . kifejezheto a

99,
vektorok, és igy az
50 L,
vektorrendszer linedris kombinéaciéjaként. Ez viszont azt jelenti, hogy az
fofyf,

vektorrendszer linedrisan fiiggd. Ez ellentmondas. fgy az indirekt allitas nem helyes,
azaz a tétel allitasa az igaz. O]

2.20. Tétel Ha Lq - fn eqy linedrisan fiiggetlen vektorrendszere, g,s---+9, pedig egy

generdatorrendszere eqy F' test feletti V' vektortérnek, akkor n < m.

Bizonyitas. Az f vektorhoz van olyan vektor (pl. g ) gy, hogy

RYISEREEY )

T

linedrisan fiiggetlen vektorrendszer. Az f ,-hoz is van olyan vektor a generdtorrendszer-
ben, amit f, helyébe irva, linedrisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk. Ebben a g,
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nem fordulhat eld kétszer, ezért ez a vektor nem egyenld g ~gvel. Feltehetjii (az indexek
esetleges felcserélése utén), hogy ez a vektor a g, vektor, azaz a

gl’g27i3""’in

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Mivel azt az eljarast folytathatjuk mindaddig, amig
a fiiggetlen vektorrendszer vektorai el nem fogynak, ezért n < m. O]

2.21. Definicié Egy F test feletti V' vektortér {b,...,b,} vektorrendszerét a V wvek-
tortér egy bazisinak nevezziik, ha V minden vektora elddll egyértelmien az by,...,b
vektorok linedris kombindciojaként.

n

Ha B = {by,...,b,} egy F test feletti V vektortér bazisa, akkor tetszéleges a €
V' vektorhoz van egy és csak egy F-beli elemekbdl all6 olyan a,--- , a,, elemsorozat,
amelyre a = a1b; + -+ - + ayb,, teljesiil. Az ag,. .., q, skalarokat az a vektor B bazisra
vonatkozo6 koordinatainak nevezziik.

2.22. Tétel Eqgy F test feletti V wvektortér valamely nemiires vektorrendszere akkor és
csak akkor bazis, ha filiggetlen generdtorrendszer.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az {a,,...,qa,} vektorrendszer egy béazis. Akkor a tér
minden vektora eldéllithat6 (egyértelmiien) a benne lev vektorok linearis kombinacidja-
ként, és igy a vektorrendszer a vektortér generatorrendszere. Mivel minden vektort, igy
a nullvektort is csak egyféleképpen lehet eldallitani a rendszerben levé vektorok linearis
kombinaciéjaként. Viszont a nullvektorra érvényes a

OQ1+OC_L2+"'+OQHZQ
eloallitas, ezért tetszoleges oy, o, . .., o, skalarok esetén az
a4 agay + -+ apa, =0

feltételbdl
ap=ay=-=0a,=0

kovetkezik, azaz a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

Forditva, tegyiik fel, hogy {a,,...,a,} egy linedrisan fliggetlen generatorrendszer.
Akkor a vektortér minden vektora el6all a rendszerhez tartozé vektorok linearis kombi-
naciéjaként. Tegyiik fel, hogy valamely b vektorra érvényesek az

10y + Qaly + -+ + apa, = b
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/ / /
01a; + 0ply + - + oy, =b

eldallitasok. Akkor

! / /
Q1) + Qaly + + -+ + Qply, = 0 A + Qgly + ++ + O Ay,
amib6l
/ ! /
(1 —ay)ay + (ag — ah)ag + -+ + (a0 — ap)a, =0

adédik. Mivel (a feltétel szerint) az {a,,...,qa,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen,
minden i = 1,...,n indexre oy; — o = 0, azaz a; = «. Tehat minden vektort pontosan
egyféleképpen lehet el6éllitani az aq, . . ., a, vektorok linearis kombinaciéjaként. Definicio
szerint ez azt jelenti, hogy az {a,,...,a,} vektorrendszer bézis. O]

Bizonyitas nélkiill mondjuk ki a kovetkezo tételt.

2.23. Tétel Tetszbleges F' test feletti V- # {0} wvektortér tetszdleges, nemiires vektor-
rendszere esetén a kovetkezo feltételek eqgymassal ekvivalensek:

1. a vektorrendszer a 'V wektortér bazisa;
2. a vektorrendszer a V' vektortér maximalis fliggetlen rendszere.

3. a vektorrendszer a V' vektortér minimdlis generdatorrendszere.

2.24. Megjegyzés A bazis fogalmat csak véges sok vektorbol allé vektorrendszerre ér-
telmeztiik, de megjegyezziik, hogy tetszéleges szdmossagu (nemiires) vektorrendszerre is
értelmezhets. Egy F' test feletti vektortér vektoraibol allo tetszoleges B vektorrendszerét
a vektortér bazisanak (pontosabban: Hamel-bazisdnak) nevezziik, ha a V' vektortér bar-
mely v vektorahoz megadhaté B-nek egy és csak egy olyan véges részrendszere, amelyhez
tartoz6 vektorok linearis kombinacidjaként egyértelmiien eloallithaté a v vektor. Egy F
test feletti egyvaltozos polinomok vektorterében az 1,x,...,2", ... polinomok halmaza
a vektortér egy Hamel-bézisa. Tetszoleges szamossag esetén is érvényes, hogy a bézis

fogalma egybeesik a fiiggetlen generatorrendszer fogalmaval.

2.25. Tétel Ha egy F test feletti vektortérnek van n elemi bdzisa, akkor bdrmely bdzisa
n vektort tartalmaz.
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Bizonyitas. Legyen B és B egy V vektortér egy-egy bézisa. Tegyiik fel, hogy a B
bazisban 1év6 vektorok szama n. Mivel B’ generatorrendszer, ezért B’-ben legalabb n
vektor van az el6z6 tétel miatt. Ha B’-ben n-nél tobb vektor lenne, akkor B’ tartalmazna
legaldbb n + 1 vektorbdl all6 linearisan fiiggetlen rendszert. Mivel B egy n-elemii gene-
ratorrendszer, ezért minden (véges) linedrisan fiiggetlen vektorrendszerben legfeljebb n
elem van, amibdl az ellentmondé n + 1 < n egyenléséghez jutunk. Tehét a B’ ben 1év6
vektorok szama is n. O

2.26. Definicié Legyen n pozitiv eqész szam. Eqgy F' test feletti vektorteret n-dimenzios
vektortérnek neveziink, ha V' ben van n-elemi bazis. Az egyetlen vektorbdl (csak a null-
vektorbol) dallé vektortér dimenzidgjan 0-dt értink. Ha egy (nem csak a nullvektorbdl
dallo) vektortér nem tartalmaz véges bazist akkor azt mondjuk, hogy a vektortér végtelen
dimenzids.

2.27. Megjegyzés Bizonyithatd, hogy eqy (nem csak a nullvektorbdl dllé) vektortérnek
akkor és csak akkor van véges bazisa, ha van véges generdtorrendszere. fgy eqy (nem
csak a nullvektorbol dllo) vektortér akkor és csak akkor végtelen dimenzids, ha nincs
véges generdtorrendszere.

2.28. Tétel Legyen V eqy F' test feletti olyan vektortér, amelynek van véges bdzisa.
Akkor V' bdrmely fiiggetlen vektorrendszere kiegészithetd V -beli vektorokkal gy, hogy a
kiegészitéssel keletkezett vektorrenszer a 'V eqy bdzisa. Mas szavakkal: V' minden fiigget-
len vektorrendszere benne van V' eqy bdzisaban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a V' vektortér tartalmaz egy n-elemii bazist. A 2.20. Tétel
miatt minden fiiggetlen vektorrendszer legfeljebb n elemet tartalmaz. Legyen b,,...,0b,,
a V egy fliggetlen vektorrendszere (m < n). Ha ez a vektorrendszer generdtorrendszer,
akkor a 2.22. Tétel szerint a vektortér bazisa; ekkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel,
hogy nem bazis. Akkor van a V' vektortérnek olyan b,, ,, vektora, amely nem fejezhetd ki
aby,..., b, vektorok linedris kombinaciéjaként. A 2.12. Tétel miatt a {b;,...,b,,, 0,41}
vektorok linearisan fiiggetlenek. Ha ez generatorrendszer, akkor a bizonyitassal készen

vagyunk. Ellenkezé esetben (az elézéekhez hasonléan igazolhatd, hogy) van olyan b,, .,

vektora a vektortérnek, hogy a {b,...,b,,, 0,11, 0,12} vektorrendszer linedrisan fiigget-
len. A gondolatmenetet folytatva, egyszer csak kapunk egy olyan b,...,b,,,0,,11,---,b,
vektorrendszert, amely bazisat alkotja a V' vektortérnek. O]

Néhany példa:
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o A térbeli vektorok vektorterének dimenzidja 3.

o Tetszoleges [ test feletti ™ vektortér dimenzidja n: ebben a vektortérben az e;
(¢ = 1,...,n) vektorok a vektortér egy bazisat alkotjdk, ahol e; az az n-elemi
sorozat, amelyben az i-dik elem az [F test egységeleme, azaz 1, a tébbi elem pedig
az [F test nulleleme, azaz 0.

e Egy T test feletti egyvaltozés polinomok F[z] vektorterében az 1,x, 2%, ... 2", ...
polinomok a vektortér egy Hamel-bézisat alkotjak. Igy az Flx] vektortér végtelen
dimenzios.

2.4. Vektortér altere

2.29. Definicié Egy F test feletti V vektortér valamely W # () részhalmazdt a V' vektor-
tér eqy alterének nevezziik ha W a V' beli miveletre és a V' elemeinek az F'-beli skaldrokkal
valo szorzasdra nézve vektorteret alkot F felett.

2.30. Tétel Eqgy F test feletti V' vektortér valamely W # () részhalmaza akkor és csak
akkor altere a V' wvektortérnek, ha minden a,b € W és tetszoleges o, 8 € F' skaldrokra

aa+ Bbe W
teljestil.

Bizonyitas. Legyen W a V vektortér egy altere. Legyenek a,b € W tetszoleges vekto-
rok, a, f pedig tetszoleges skalarok. Akkor aa, Sb € W és igy

aa+ fbeW.

Forditva, tegyiik fel, hogy tetszoleges a,b € W vektorokra és tetszoleges o, 8 € F
skalarokra
aa+ Bbe W

teljesiil. Legyenek a,b € W tetszéleges vektorok. Az a = 1 és f = 1 vélasztas mellett,
a+beW,igy W zart a V-n értelmezett 6sszeadasra nézve. Legyen a € W tetszoleges
vektor, a € I pedig tetszoleges skalar. Akkor a b =0 és § = 0 valasztassal:

aa = aa+ fbe W.
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Igy (felhasznélva a 2.3. Tételt is), ha a € W, akkor
—a=(-1)aeW.

Tehat W zart az Osszeadasra nézve, és emellett minden altala tartalmatott vektorral
egyiitt tartalmazza annak ellentettjét is. Ebbdl mar kovetkezik, hogy W csoportot alkot
a V-n értelmezett osszeadasra nézve. A fentiekbdl az is adddik, hogy aa € W minden
a € F és minden a € W esetén. Természetesen ezekbol mar kovetkezik az is, hogy
tetszoleges a, B € F és a,b € W elemek esetén az aldbbi egyenléségek teljesiilnek:

ala+b) = aa + ab,

mivel ezek az egyenléségek tetszoleges «, 5 € F és tetszoleges a,b € V elemekre teljesiil-
tek amiatt a feltétel miatt, hogy V vektortér F' felett. Kovetkezésképpen W is vektortér
az F test felett. O

2.5. Vektorrendszer rangja

2.31. Tétel EgyV vektortér W; (i € 1) altereinek tetszbleges nem iires rendszere esetén
NictW; is altere V-nek.

Bizonyitas. Legyen W; (i € I) egy V vektortér altereinek tetszéleges nem iires rend-
szere. Mivel a V' nullvektora benne van a W; alterek mindegyikében, ezért M;c;W; nem
iires. Legyenek a,b € N;c;W; tetszoleges vektorok, a, 5 pedig tetszéleges skalarok. Akkor
a,b € W; minden i € [ indexre teljesiil, és ezért (a 2.30. Tételt is hasznalva)

aa+ Bb e W;

minden ¢ € [ indexre, azaz
aa + Bb € NietW;.

A 2.30. Tétel miatt ebbol az adédik, hogy N;e;W; a V' vektortér egy altere. O
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2.32. Definicié Egy V wvektortér ay,...,a, vektorai dltal generdlt altéren az oket tar-

talmazo dsszes altér metszetét értyik. Ez megegyezik az aq,. .. ,a, vektorokat tartalmazo
legszikebb altérrel. Az ay,...,a, vektorai dltal generdlt alteret < ay,...,a, > modon
jeloljiik.
2.33. Tétel Lgy I test feletti V' vektortér tetszbleges ay, ..., a, vektoraira

<Ay, ...,a, >={aa, + -+ aya,: ag,...,a, € F}

Bizonyitas. A 2.30. Tétel miatt

{aiay + -+ apa, s ay,...,a, € F} C<ay,...,a, > .
Mivel {a1ay + -+ ana,, : aq,...,a, € F} olyan altér, amely tartalmazza az a,,...,q,
vektorok mindegyikét, ezért
<ayy...,a, >C{aga; + -+ ana, : ag,...,a, € F}.
Igy
<ay,...,q, >={aa+--+ana,: o,...,q, € F}
O

2.34. Definicié Egy F test feletti V vektortér aq,. .., a, vektoraibol dllo vektorrendszer
rangjdn az dltaluk generdlt < a,,...,a, > altér dimenziojat értjik. Egy {a,...,a,}

r=n

vektorrendszer rangjat p(ay, . . ., a,) modon fogjuk jelolni.

2.35. Megjegyzés Az vilagos, hogy egy vektorrendszer rangja nem fiigg a benne sze-
repl6 vektorok sorrendjétol.

2.36. Tétel Egy vektorrendszer rangja megegyezik a kozottik levo linedrisan fiiggetlenek
szamdnak mazximumdval.
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Bizonyitas. Legyenek a,...,a, egy F' test feletti V' vektortér tetszdleges vektorai.
Legyen az {a,,...,a,} vektorrendszer rangja m, azaz m az altaluk kifeszitett

W:<Q177QTL>

altér dimenzidja. Legyen r az ay,...,a, vektorok kozott levo linearisan fiiggetlen vek-
torok szamanak maximuma. A 2.35. Megjegyzés szerint feltehetjiik, hogy a,,...,a,
linedrisan fiiggetlenek (igy paronként kiilonbozé) vektorok V-ben. Vildgos, hogy az
{a;,...,a,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen W-ben is, igy r < m. Az is nyilvan-
vald, hogy az a, ., ... ,a, vektorok mindegyike kifejezhet6 az a,, ..., a, vektorok linearis
kombinécidjaként, és igy az {a,,...,a,} vektorrendszer a W altér egy generatorrendsze-
re. Ebbdl m < r adddik, ami a fent bizonyitott » < m egyenlotlenséggel egyiitt az r = m

egyenlOséget eredményezi. O]

2.37. Tétel Egy vektorrendszer rangja nem vdltozik, ha a benne szereplé vektorok vala-
melyikét megszorozzuk eqy nem nulla skalarral.

Bizonyitas. Legyenek a,,...,a, egy F' test feletti V' vektortér tetszoleges vektorai.
Legyen 0 # a € F' tetszoleges. Megmutatjuk, hogy

play, ..., a,) =plaa, ..., a,).

Ebbdl mar kovetkezik a tétel allitdsa.
Mivel ag, € (ay,...,qa,), ezért

) Un

<&Ql7"'7gn> g <Q17"'7Qn>'

Legyen

tetszoleges elem. Akkor

1
a= (‘51)(“@1) + +&nay,
miatt
a € <aQ1= ?an>7
és ezért
<Q1’ 7a’n> g <aa1’ 7an>
Tehat teljesiil az
<Q17 7Qn> = <aal7 ’an>



egyenloség. Ebbol mar kovetkezik a

play, ... a,) = plag,...,a,)

egyenldség (lasd a 2.36. Tételt). O

2.38. Tétel Egy vektorrendszer rangja nem valtozik, ha a benne szereplé vektor valame-
lyikéhez hozzdaadjuk eqy tole kiilonbozo, a vektorrendszerben szereplo vektor konstansszo-
rosdt.

Bizonyitas. Legyenek a,,...,a, (n > 2) egy F test feletti V' vektortér tetszoleges

’=n

vektorai. Legyen a € F' tetszoleges skalar. Megmutatjuk, hogy

play, ay, ..., a,) = p((a; + aay), ay, ..., a,).

Ebbol mar kovetkezik a tétel allitasa.
Mivel a; + aa, € (a4, ...,qa,), ezért

r=n

((a; + aay), a9, ..., a,) C(ay,ay...,4a,).

Legyen
a=¢&a; +&ay+ -+ 6a, € (a,a,,...,a,)

tetszoleges elem. Akkor
a=¢&a; + (ol + & —ai)ag + - + &g, =

§i(ay + aay) + (& — abi)ay + -+ - + &aay,

miatt
a € ((a; +aay), @y, ..., a,),
és ezért
(ar, ... a,) C (a1 + aay), @y, - - -, ay,)-
Tehat teljesiil az
(@y;- . a,) = ((a) + @ay), a9, - .-, ay,)

egyenldség. Ebbdl mar kovetkezik a

play, ... a,) = p((a; +aay), ay,...,a,)

egyenléség (lasd a 2.36. Tételt). O
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3. fejezet

A linearis leképezések 1.

3.1. Definicié Legyenek Vi és Vo ugyanazon F test feletti vektorterek. Vi-nek Va-be valo
@ leképezését a Vy vektortérnek a Vo-vektortérbe valo linedaris leképezésének nevezzik, ha
tetszoleges a,b € V) és tetszoleges av € F' esetén teljesiilnek az alabbi eqyenloségek:

p(a+b) = w(a) + (b),

p(aa) = ap(a).

A V1-b6l Va-be torténd dsszes linedris leképezés halmazdt Hom(Vy, Va)-vel fogjuk jeldlni.

3.2. Tétel Tetszoleges F' test feletti V| és Vo vektorterek esetén ¢ akkor és csak akkor
linedris leképezése Vi-nek Va-be, ha tetszdleges a,b € Vi vektorok és tetszéleges a, B € F
skaldrok esetén

p(aa + Bb) = ap(a) + Be(b)

teljestil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ a Vj vektortérnek a V5 vektortérbe valé linedris leképe-
zése. Akkor tetszoleges a,b € V] vektorok és tetszoleges a, 5 € F skalarok esetén

p(aa + fb) = p(aa) + ©(Bb) = ap(a) + Bp(b).

Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ a V; vektortérnek a V5 vektortérbe valé olyan leképezése,
hogy tetszoleges a,b € Vi vektorok és tetszoleges «, f € F' skalarok esetén teljesiil az

p(aa + Bb) = ap(a) + Bp(b)
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egyenloség. Legyenek a,b € V; tetszoleges vektorok, és legyen o € F' tetszoleges skalar.
Akkor

pla+b) = p(la+1b) = 1p(a) + 1p(b) = ¢(a) + »(b),

p(aa) = p(aa +0b) = ap(a) + 0p(b) = ap(a).
O

3.3. Megjegyzés A 5.2. Tétel alapjin, ha {by,...,b,} eqy F test feletti V' wvektortér
bazisa, akkor tetszoleges
a=mb +---+ b, €V

vektor és V -nek valamely vektortérbe valo o linedris leképezése esetén

pla) = aa(plr)) + - - anlp(by))-

Ez és a kovetkezd tétel azt mutatja, hogy eqy linedris leképezés egyértelmiien meg van
hatdrozva a vektortér eqy bazisara valo leszikitése dltal.

3.4. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F' test feletti vektorterek. A Vi vektortér tet-

szbleges {by,...,b,} bdzisihoz és a Vy vektortér tetszéleges ¢y, ..., c, vektorsorozatihoz

megadhato Vi-nek Va-be valo eqy és csak eqy olyan ¢ linedris leképezése, amelyre
eb,)=c¢, i=1,...,n
teljestil.

Bizonyitas. Tetszoleges

vektorra definidljuk p(a)-t a kovetkezéképpen:
pla) = aic; + - + ang,.

Koénnyen ellen6zizheto, hogy ¢ a Vi vektortérnek a V; vektortérbe valé olyan linearis leké-
pezése, amelyre teljesiil a tételben szereplé p(b;) =¢; (i = 1,...,n) feltétel. A 3.3. Meg-
jegyzés szerint vilagos, hogy a feltételeket teljesitd linedaris leképezés egyértelmiien meg
van hatarozva. O
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3.5. Tétel Ha p egy Vi wvektortérnek eqy Vo vektortérbe valo linedris leképezése, akkor
¢ a Vi nullvektorahoz a Vo nullvektordat rendels.

Bizonyitas. Jelolje 0, illetve 0, a V4, illetve a V5 nullvektorat. Akkor

©(01) = ¢(0; +0;) = ¢(0y) + ©(0y).

Hozzdadva az egyenléség mindkét oldaldhoz a (0,) vektor ellentettjét, a

adodik. O

3.6. Definicié Legyenek Vi és Vo ugyanazon F' test feletti tetszdleges vektorterek, és
legyen @ a Vi wvektortérnek a Vy wvektortérbe vald tetszbleges linedris leképezése. A ¢
linearis leképezés képterén a V, vektortér

Imp={beVy: (Ja € V1) ¢(a) = b}
modon definidlt részhalmazdt, magterén pedig a Vi vektortér
Kerp ={a e Vi: p(a) =0}

modon definialt részhalmazdt értjik, ahol 0, jeldli a Vy vektortér nullvektordt.

3.1. abra. Imyp és Kerp
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7. Té Jgyanazon F' test feletti tetszoleges Vi és Vo wvektorterek és tetszoleges @ :
3.7. Tétel Ug F test feletti tetszdleges Vi és Vi vektorterek és tetszéleges o
Vi — V5 linedris leképezés esetén Imy a Vay vektortérnek, Kerp pedig a Vi vektortérnek
eqy-eqy altere.

Bizonyitds. Az vildgos, hogy Imy # (). Legyenek b, és b, az Imp tetszOleges vektorai.
Akkor megadhatdk olyan a,,a, € V; vektorok, amelyekre

ola;) =b, é olay) = by

teljesiil. Legyenek a, 8 € F tetszoleges skalarok. Akkor

p(aa; + Bay) = ap(a,) + Bp(ay) = aby + Bby,

amibdl kovetkezik, hogy ab, + b, is benne van az Ime-ben. Kévetkezésképpen Imyp a
V1 vektortér egy altere.

Az el6z6 tétel miatt 0, € Kery. Igy Kerp # (. Legyenek a, és a, a Kerp tetszdleges
vektorai. Legyenek «, 8 € F tetszoleges skalarok. Akkor

plaa, + Bay) = ap(a,) + fe(ay) = al, + S0, = 0,.
Tehat aa; + Ba, € Kerep. igy Kerp a Vi vektortérnek egy altere. O]
3.8. Tétel (Dimenzidtétel) Tetszbleges F' test feletti tetszdleges Vi és Vo vektorterek és
Vi-nek Va-be valo tetszoleges o linearis leképezése esetén
dim(Vy) = dim(Imy) + dim(Keryp).

Bizonyitas Legyen dim(V) = n és dim(Kerp) = m. Ha m = n, akkor Kerp = V) és
Imy = {05} (itt 0, pedig a V4 vektortér nullvektorat), és igy dim(Vy) =n=0+n =
dim(Imep) + dim(Kery). Tegyiik fel, hogy m < n. Legyen {a,,...,qa,,} a Kery egy

bézisa. Ez kiegészithet6 a Vi egy {ay, ..., 0, i, - - -5 @, } bazisdava. Megmutathaté (az
olvaséra bizzuk), hogy {¢(a,,,1),-..,¢(a,)} egy bazisa az Imep altérnek, ami bizonyitja
allitasunkat. O

3.9. Definicié Egy ¢ € Hom(V,V,) linedris leképezést izomorfizmusnak nevezink, ha
o sziirjektiv (azaz, Va-re képez) és injektiv (azaz, kolcsondsen egyértelmi). Azt mond-
guk, hogy eqy Vi wvektortér izomorf eqy Vo wvektortérrel, ha megadhato Vi-nek Vs-re valo
izomorfizmusa (ekkor persze Vo is izomorf Vi-gyel, s ezért azt is szoktuk mondani, hogy
Vi és Vi egymdssal izomorfak).
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3.10. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F' test feletti vektorterek, és legyen @ Vi-nek

Va-be wvalo izomorfizmusa. Akkor a Vi tér tetszdleges ay, ..., a,, vektorai akkor és csak

akkor linedrisan figgetlenek, ha a Vs tér p(ay), ..., ¢(a,,) vektorai linedrisan figgetlenek.

=m

Bizonyitas. Valamely a,,...,a,, € V} vektorokra és aq, ..., a,, € F' skalarokra
oy + -+ amay, = 0,
akkor és csak akkor teljesiil, ha

arp(ay) + - -+ amp(a,,) = 0,.

Ebbdl mar egyszertien kovetkezik a tétel allitdsa. O]

3.11. Tétel Ugyanazon test feletti véges dimenzios vektorterek akkor és csak akkor izo-
morf eqymdssal, ha azonos dimenziojiak.

Bizonyitas. Legyenek V; és V, ugyanazon test feletti véges dimenzids vektorterek.
Tegyiik fel, hogy dim(Vy) = dim(V3). Legyen {b,...,b,} a V; vektortér, {¢,...,c,}
pedig a V5 vektortér egy-egy bézisa. Akkor van Vi-nek Va-be olyan ¢ linedris leképezése
(3.4. Tétel), amely a b, bazisvektorhoz a ¢; bazisvektort rendeli (i = 1,...,n). Mivel a
{c1,...,¢,} vektorrendszer bézisa Vo-nek, ezért ¢ sziirjektiv.
Legyenek
a=aib + -+ ayb,

és

arp(by) + -+ anp(b,) = Fro(by) + ... Bup(by,),
és igy
aicy + -+ ane, = Pic; + ... Buc,,

amibdl
O[Z‘:Bi, ’L:L’I’L

adodik, azaz a = b. Tehat ¢ injective. Kovetkezésképpen ¢ Vi-nek Vs-re valé izomorfiz-
musa.
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Forditva, tegyiik fel, hogy V; és V5 egymaéssal izomorfak. A 3.10. Tétel alapjan igen
egyszertien adédik, hogy dim(Vy) = dim(V3), ha figyelembe vessziik, hogy a bazis nem
mas mint egy maximalis linedrisan fiiggetlen vektorrendszer. O]

3.12. Definicié LegyenV egy F test feletti n-dimenzids vektortér, és legyen B = {b,,...,b,}
a'V eqy bdzisa. Tetszoleges
a=aib, + -+ aub,

vektor esetén jelolje [alg a kovetkezd n-elemi sorozatot:
lals=| .| € F".

Az |alg € F™ sorozatot az a vektor B bazis szerinti koordindtds alakjdanak, az [a]p sorozat
elemeit pedig az a vektor B bazis szerinti koordindtdinak nevezzik.

3.13. Tétel Legyen V egy I test feletti vektortér és B a'V eqy bdzisa. Akkor tetszéleges
a,b € V wvektorok és tetszoleges o € F' skaldr esetén teljesiilnek az alabbi eqyenloségek:

la+b]s = |a]s + [b]s,

laa]s = ala]s,

azaz a @ : a+— [alg a 'V vektortérnek az F™ vektortérre valé izomorfizmusa.

Bizonyitas. A tétel allitasa a korabbi allitasok nyilvanvalé kovetkezménye. m
3.14. Tétel Egy F test feletti n-dimenzios V' wvektortér barmely B bdzisa esetén a V
tetszéleges {a,...,a,,} vektorrendszere akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha az
F™ vektortér {[a,]s, - - ., |a,,l8} vektorrendszere linedrisan figgetlen.

Bizonyitas. Mivel a — [a]p linedris leképezés, ezért a 3.10. Tételbdl igen egyszeriien
kovetkezik a tétel allitésa. O
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4. fejezet

Matrixok

4.1. A matrix fogalma

4.1. Definicié FEqy R gytiri elemeibol képezett, m sorba és n oszlopba elrendezett mn
elemi; sorozatokat az R gyiri feletti m X n tipusd mdtrivoknak nevezzik. Egy n X n
tipust matrizot négyzetes matrixnak is nevezink.

Egy R gytirti elemeibdl képezett m xn tipusi métrix tehat egy m sorbdl és n oszlopbdl
allé olyan

a1 a19 N AT
921 929 ... QAop
Am1 Am2 ... Qmp

tablazatnak felel meg, amelyben szereplo elemek az R gytlirti elemei.

4.2. Megjegyzés Tetszoleges n pozitiv egész szam esetén jelolje I, az n-nél nem na-
gyobb pozitiv egész szamok halmazat. Egy R gytri feletti m x n tipusu matrix gy is
tekinthet6, mint az I, x I, Descartes-szorzatnak az R-be vald egyértelmii leképezése.
Egy R gytirt feletti m x n tipusi A maétrix alta az I,,, X I,, halmaz (i, j) eleméhez hozza-
rendelt R beli elemet a;;-vel fogjuk jel6lni (de alkalmazni fogjuk az ;[A]; jelolést is). Az
a;j elemeket az A métrix elemeinek nevezziik. Az a;; elemre az "i-dik sor j-dik eleme”
(vagy a 7j-dik oszlop i-dik eleme”) kifejezést szoktuk hasznélni.

Az

A1y -5 Qi
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elemsorozatot (i € I,,,) az A matrix ¢-dik sordnak, az
Qay;

Clmj

elemsorozatot (j € I,,) az A matrix j-dik oszlopdnak nevezziik.
Ha A egy F test feletti m x n tipust matrix, akkor az A métrix i-dik (i € I,,) sorét

alkotd [a;1, .. ., a;,] elemsorozat az F™ vektortér (mint sorvektorok tere) egy elemének te-
kinthetd, ezért az [a;1, . . ., i) elemsorozatot az A matrix i-dik sorvektoranak is szoktuk
nevezni. Hasonléan, az
aij
S
(mj

elemsorozatot (j € I,,) az A matrix j-dik oszlopvektoranak is szoktuk nevezni.

Jelolések matrixokra:

a1 a12 P A1p

921 929 P Aon,
A7 [az‘j]; Amxm [aij]mxm

Am1 Am2 ... AOmn

Tekintsiink néhany példat métrixokra:
1. Az egész szamok gytirije feletti, azaz egész szamokbol képezett 3 x 3 tipusi matrix
példaul a

-2 3 0
1 -1 35
2 3 -9

matrix.
2. A komplex szamok teste feletti, azaz komplex szamokbdl képezett 2 x 3 tipusi
matrix paldaul a
-1 3—1 1+
2—-3i 0 -9

matrix.
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3. A valds egyiitthatds polinomok R|x] gytirtije feletti 2 x 2 tipusi matrix példdul a

2—x 3r°—2r+1
2 3—=x

matrix.

4.3. Definicié Két mdatrixot akkor tekintink egyenlonek, ha azonos tipusiak, és elemeik
rendre megegyeznek.

Ha k = min{m,n}, akkor az

11 Q12 ... QA1 p—1 Qip

Q21 Q22 ... U p—1 A2
A =

Am1 Am2 ... Gy n-1 Omn

matrix azonos indexl elemeibol allo

ai1, a2, . . ., gk
elemsorozatot az A matrix f6atléjanak nevezziik (ezek a fenti A métrix kék elemei). Az
A matrix elemibdl allo

Qi G2 n—1s - - - Ak n—(k—1)
elemsorozatot az A matrix mellékatléjanak nevezziik (ezek a fenti A matrix zold elemei).
Figyeljiik meg, hogy a mellékatloban &ll6 elemeknél az indexek Osszege n + 1.

4.4. Definicié FEqy A mdtriz fédtlojaban dllo elemek dsszegét az A mdtriz nyomadnak
nevezziik és tr(A) mddon jeléljiik.

4.5. Definicié Eqy R gyiri feletti m x n tipusi A mdtriz transzpondltjidn azt az AT
maddon jelolt n x m tipusi (R feletti) matrizot értjik, amelyben az i-dik sor (i =1,...n)
megegyezik az A mdtriz 1-dik oszlopdval.

4.6. Megjegyzés A definicié alapjdn tehdt : ;[AT]; = ;[A]; tetszéleges A métrix-

ra. Vildgos, hogy egy matrix transzpondltjat ugy is megkaphatjuk, hogy tiikrozziik a
foatlojara.
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4.2. Miuveletek matrixok kozott

4.7. Definicié Azonos, m x n tipusi

a1 19 C Q1

921 929 R Aoy,
A =

Am1 Am2 ... Qmp

s

bll bl? bln

b?l b22 b2n
B = )

bml bm2 bmn

mdtrizok 6sszeqén az ugyancsak m X n tipusi

a1 + bll a12 + b12 R Q1 -+ bln
A+B— azlJ'rbm a224'r522 a2n'+b2n
Am1 + bml Am2 + bm2 <o Qmn + bmn

mdtrixot értjik.

4.8. Megjegyzés Az dsszeaddst tehdt csak azonos tipusiu mdtrizok kozott értelmezziik.
4.9. Tétel Tetszdleges R gytiri feletti m x n tipusi matrizok M,s,(R) halmaza a mdt-

rizok (elézéekben definidlt) dsszeaddsdra nézve kommutativ csoportot alkot. Ebben a cso-
portban a

00 ..0
0 0 0
o=|. |
0 0 0



matriz (az un. m X n tipusd nullmdtriz) a nullelem. Egy

a1 192 ... Qpp
A a?1 afz . a?n - ﬂf[,,,lx,,,(]?,)
Am1 Am2 .. Amp
mdtriz ellentettje a
—dail —a12 ... —Aip
—A _ *(:]/21 *(:122 . *6:1277, c ]\me,](R)
—Am1 —Am2 ... —Qmp

mdtriz.

Bizonyitas. A definicidk alapjan nyilvanvalé.

4.10. Tétel Eqy R gyiri felettt m x n tipusi mdatrizok esetén
(A+B)" = AT +B".
Bizonyitas. Tetszbleges i € {1,...,m} és j € {1,...,n} indexek esetén
i(A+B)"]; = j[(A+B)li = j[Al; +; Bli = i[A"]; +; [B']; = A" + B'];.

fgy
(A+B)" = AT + BT.

4.11. Definicié Egy R gyiri feletti m x n tipusi

a1 a12 Ce Q1n

921 929 Ce Qon
A =

Am1 Am2 ... Amp
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és eqy n X k tipusi

bll b12 cee blk
N b21 bgg . bgk
bnl bn2 cee bnk

matrix AB szorzatdn azt az m X k tipust mdtrixot értjik, amelyben az i-dik sor j-dik
eleme a kovetkezoképpen van definidlva:

n n

JABJ; = Z( J[Alk £[Bl;) = Zaik:bk:j = ajbij + -+ Qinbpj.
k=1 k=1

Figyeljiik meg, hogy az AB szorzat akkor és csak akkor van értelmezve, ha A oszlo-
painak szdama megegyezik B sorainak szamaval.

Tetszoleges gytri feletti

a1 a12 AT
a921 929 ... Qop
A =
Am1 Am2 ... AOmn
matrixra vezessiik be a kovetkezo jelolést: tetszoleges j = 1,2, ..., n esetén legyen

alj

[Qj] = :
Qmyj

Az [a;] matrix tehdt egy olyan R feletti m x 1 tipusi matrix, amely az A matrix j-dik
oszlopabdl all (megtartva az oszlopbeli sorrendet). Ezen jelolés szerint az A métrix Ggy
is tekintheté mint egy n-elemi sorozat, azaz :

A =lay], ..., [a,]]-

Test feletti métrixok esetén azt is mondhatjuk, hogy az A matrix az [a4],...,[a,] 08z
lopvektorok sorozata.

Legyen R egységelemes gytirli, n pedig egy tetszoleges pozitiv egész szam. Jelolje
le;] (i =1,...,n) azt az R feletti n x 1 tipusi matrixot, amelyben az i-dik elem az R
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egységeleme, az Osszes tobbi pedig az R nulleleme. Akkor tetszoleges R feletti m x n
tipusi A = [[a4], ..., [a,]] matrix esetén az A matrix és az [¢;] matrix szorzatdra

Ale;] = [a]

teljesiil. Vildgos, hogy azonos, m x n tipusu A és B matrixok akkor és csak akkor
egyenléek, ha Ale;] = Bleg;] teljesiil minden ¢ = 1,..., n indexre.

4.12. Tétel Tetszdleges gytiri feletti A, B, C madtrizok esetén az (AB)C szorzal akkor
és csak akkor van értelmezve, ha értelmezve van az A(BC) szorzat. Ha a szorzatok
értelmezve vannak, akkor (AB)C = A(BC).

Bizonyitas. Legyen A, ., tetszbleges méatrix. Valamely B és C matrixok esetén az
(AB)C szorzat akkor és csak akkor létezik, ha B egy n x k tipust, C pedig egy k X t
tipusi méatrix, amely akkor és csak akkor teljesiil, ha 1étezik az A(BC) szorzat. A fenti
jeloléseket hasznélva,

k k n
{(AB)C]; = ) (W(AB). u[Cl) = Y (Y (Al o[Bl.) J[C];) =
u=1 u=1 ov=1
k n kK n
=D > (AL o[Bl) W[Cl) = > > (i[AL( w[Blu u[C];) =
u=1 v=1 u=1 v=1
n k n
Y GIAL (Bl u[Cy) = D (AL Y (Bl [C])) =
v=1 u=1 v=1 u=1
> (i[Al, ,[BCy) = J[A(BC));
v=1
minden ¢ € {1,...,m} és j € {1,...,n} indexre. Tehdat (AB)C = A(BC). O
4.13. Tétel Tetszdleges gyiiri feletti A, B, C mdtrizok esetén az A(B+C) mdtriz akkor

és csak akkor van értelmezve, ha értelmezve van az AB+ AC szorzatdsszeg. Ha a szoban
forgo matrizok értelmezve vannak, akkor A(B + C) = AB + AC.

Bizonyitas. Legyen A, ., tetszdleges méatrix. Valamely B és C matrixok esetén az
A(B + C) matrix akkor és csak akkor van értelmezve, ha a B és C madtrixok n x k
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tipustuak, amely akkor és csak akkor igaz, ha létezik az AB + AC szorzatosszeg. Ebben
az esetben

[AB+C); =) i[Al, JB+CJ; =
= i[Alu u[Bl; + Y i[Al. u[C]; =i [AB]; +; [AC]; =; [AB + AC]J;.

]

Az el6z6 tételhez hasonldéan igazolhatd, ezért a bizonyitasat nem részletezziik a ko-
vetkez6 tételnek.

4.14. Tétel Tetszdleges gylri feletti A, B, C mdtrizok esetén a (B+ C)A matriz akkor
és csak akkor van értelmezve, ha értelmezve van a BA + CA szorzatdosszeg. Ha a szoban
forgé mdtrizok értelmezve vannak, akkor (B + C)A = BA + CA.

4.15. Tétel Tetszdleges R gyiiri feletti nxn tipusi mdtrizok M, (R) halmaza a mdtrizok
osszeaddsdra é€s szorzasdra nézve gyurit alkot. Ez a gyiri dltaldban nem kommutativ,
még akkor sem, ha R kommutativ. Ha R egységelemes qyiiri, akkor az M,(R) mdtriz-
gyuri is az; benne az

(100 ... 00 0]
10 ... 000
001 ... 000
E=1: el
000 ... 100
000 ... 01F¢
000 ... 001

matriz (az un. egységmdtriz) az egységelem.

Bizonyitas. A 4.9. Tétel szerint M, (R) kommutativ csoportot alkot az Osszeaddsra
nézve. A 4.12. Tétel szerint a szorzas asszociativ az M, (R) halmazon. A 4.13. Tétel
és a 4.14. Tétel szerint az M, (R) halmazon a szorzds mindkét oldalrdl disztributiv az
osszeadasra nézve. Tehat M, (R) gytlrit alkot a matrixok Gszeaddsira és szorzdsira
nézve. ]
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4.16. Tétel Egy kommutativ R gyiri feletti m xn tipusi A és n x k-tipusi B mdtrizok
esetén

(AB)” = BTAT.

Bizonyitds. Az (AB)? métrix i-dik soranak j-dik eleme egyenld a AB métrix j-dik

soranak i-dik elemével, azaz a
n

Z ajtbti

=1
szorzatosszeggel. A BT AT mirix i-dik sordnak j-dik eleme egyenlé a B? métrix i-dik

sordanak (azaz a B matrix i-dik oszlopanak) az AT maétrix j-dik oszlopédval (azaz az A
matrix j-dik soraval) képezett

n n
E bti&jt = E ajtbti
t=1 t=1

szorzatosszeggel. Ebbol mar adédik a tétel allitasa. O]

4.17. Definicié Egy R gyiri feletti m x n tipusi

a1 A2 ... Qip

921 929 Ce Qon
A =

Am1 Am2 ... Amp

matriznak az R eqy o elemével képezett aA szorzatin az

aany a2 ... OQip
921 Qo ... (Odop
Ay A2 .. AQmp

R feletti madtrizot értjiik.

4.18. Tétel Eqgy F test elemeibol képezett m xn tipusu mdtrizok halmaza mn-dimenzios
vektorteret alkot az F test felett. Ebben a vektortérben az E;; (1 <i<m,1<j<n)
mdtrizok eqy bazist alkotnak, ahol E; ; jeloli azt az m x n tipusi madtrizot, melynek t-dik
sordban a j-dik elem 1, az dsszes tobbi elem pedig a nulla.

47



4.3. Matrixok sorlépcsos alakja

Egy
a1 a19 oo QAp
a921 9292 e o,
Am1 Am2 - Qmn

matrix a;; elemét féelemnek nevezziik, ha az a;; elem az i-dik sor elsé nem nulla eleme,
azaz a;; # 0 és a;; = 0 minden j-nél kisebb pozitiv egész k indexre. Ha egy sorban
minden elem nulla, akkor annak a sornak nincs féeleme.

Egy matrixot 1épcsis (vagy sorlépesds) alakunak neveziink, ha teljesiti a kovetkezo
feltételeket:

(1) a matrix csupa nulldkat tartalmazo sorai (ha vannak ilyenek), a matrix utolso sorai;
(1) a nem nulla sorok féelemei alatt csak 0-dk allnak;

(2) barmely két egyméas utan kovetkezé nem nulla sor esetén a lentebbi sor féeleme
késobbi oszlopban jelenik meg, mint a felette levo sor féeleme, azaz a lentebbi sor
féeleme el6tt tobb nulla all, mint a felette levo sor féeleme el6tt.

Példa 1épcsos alakt matrixra:

020 0 0
003 =25
000 0 9
000 O O
000 O O

A pirossal jelolt elemek a féelemek.

4.19. Definiciéo Egy F' test elemeibol képezett mdtrixz elemi dtalakitasain a kovetkezo
atalakitdsok valamelyikét értjiik:

o A madtriz két (kilonbozd) sordnak, illetve két (kilonbozd) oszlopdnak felcserélése.

o A mdtrixz valamelyik soranak, illetve oszlopanak az F test eqy nem nulla elemével
valo szorzasa.

48



o A mdtriz valamelyik sora (illetve oszlopa) F egy elemével vald szorzatdnak egy
masik sorhoz (illetve oszlophoz) valé hozzdaddsa.

4.20. Tétel A sorokra vonatkozo elemi datalakitdsokkal minden test feletti matrixz lépcsds
alakra hozhato.

Bizonyitas. Legyen A egy test feletti tetszoleges m x n tipusi matrix. Feltehetjiik,
hogy A nem nulla, és sorainak szama legalabb ketto. Sorok esetleges cseréjével elérjiik,
hogy a métrix csupa nulldkat tartalmazo sorai (ha vannak ilyenek) a métrix utolsé sora-
iba keriiljenek. Az A oszlopvektorai koziil jelolje j annak a nem nulla oszlopvektornak
az indexét, amely el6tt allé oszlopvektorok (ha vannak ilyenek) mindegyike nullvektor.
Feltehetjiik, hogy a sorok megfelel6 cseréje utan matrixunk olyan alaki, amelyben az elso
sor j-dik eleme (azaz a;;) nem nulla. Ez lesz az els6 sor féeleme. Az i-dik (i > 2) sotbdl
vonjuk ki az els6 sor “L-szeresét. Ezzel olyan matrixot kaptunk, amelyben az ay; f8elem

P
alatti elemek mindegylijke nulla. Takarjuk le az els6 sort. Ha az igy kelekezett matrix
minden eleme nulla, vagy egyetlen sora van, akkor a vizsgalt matrixot 1épcsos alakra hoz-
tuk. Ellenkez6 esetben a fenti eljarast alkalmazzuk az elsé sor letakarasaval keletkezett
matrixra. Az eljarast véges lépésben befejezziik, melynek eredményeként olyan 1épcsos
matrix keletkezik, amelyet az eredetibol elemi sormiiveletek alkalmazasaval nyertiink. []

A fenti eljarast szemlélteti a kovetkezd példa.

0 21 -1 -1 01 0 -1 01 0 -1 0 1 0
1 2 3 =2 1 2 3 =2 0 2 4 =2 0 2 —2
0 00 O|~|2 02 Of~]0 04 0|~]|0 0 4 0]~
2 0 2 0 0 2 1 -1 0 2 1 -1 0O 0 =3 1
-1 01 0 0 00 O 0 00 O 0O 0 0 O
-1 0 1 0 -1 0 1 0 10 -1 0
0 2 4 =2 0 2 4 =2 01 2 -1
0 0 12 0|~]0 012 O|~1]0 0 1 O
0 0 —12 4 0 0 0 4 00 0 1
0 0 0 0 0 0 0 O 00 0 O
Még egy példa:
001 —1 001 0 001 0
00 3 -2 002 0 000 O
000 O0[~]001 —=1f~1]000 =1~
002 0 00 3 -2 000 —2
001 0 000 O 000 O
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5. fejezet

Linearis egyenletrendszerek 1.

5.1. Definicié Linedris eqyenletrendszeren olyan eqyenletrendszert fogunk érteni, amely
véges sok elsofoki egyenletbol dll és véges sok ismeretlent tartalmaz.

Az m egyenletbdl allo, n ismeretlent tartalmazo linearis egyenletrendszer altalanos
alakja

a1y +apre +... +apr, = b
a91T1 +(122.272 4+ ... —i—aann = bg
Am1T1 +@maTa +... +QmnTn = by

amelyben szerepl6 a;; (1 < i <m, 1 < j <n)un. egyiitthaték és a b; (1 < j < m)
un. konstansok valamely F test elemei. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy egy F test feletti
egyenletrendszerrdl van szo.

5.2. Definicié Egy

a1 +ai0re +... Fai,T, = b1
a21T1 +CL22£L’Q +... 7LCL2”IH = b2
A1 T1 FAmaTs + .0 FpnTy, = by
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linearis egyenletrendszer egyiitthatoibol képezett

a1 19 R Q1

921 929 R Qo
A =

Am1 Gm2 ... Qmn

mdtrizot a linedris eqyenletrendszer matrixanak, az

app a2 a, by

a1 A2 ag, by
(A,b) = .

A1 Amo -+ A Om

mdtrizot pedig a linedris eqyenletrendszer kibovitett mdtrizdnak nevezziik. Ezeket, vala-
mint az

T bl

T b
z= 27 b= ’

T b

jeloléseket haszndlva, a linedris eqyenletredszer
Az =b

alakban is felirhato; ezt az alakot a linedris egyenletrendszer mdtrizszorzatos alakjanak

nevezzuik.

5.1. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

5.3. Definicié FEgy F test feletti m egyenletbol allo, n-ismeretlent tartalmazo

a1 +CL12[L’2 ... +a1nxn = b1
9177  +a90Ts +... “Fag,x, = by
A1 T1 FCmaXas + ... FamnZn = bm
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C1
N 7/ N 7/ . (32 9 Ve e
linedris egyenletrendszer megolddsain olyan | | € F™ rendezett elem n-eseket értiink,

Cn,
amelyek esetén F'-ben teljesiil az

a;101 + Qoo + -+ + A1,Cp = b;

eqyenldoség minden v = 1,2,--- ,m indexre.

Egy T test feletti

a11T1 +a1222 +... Fa1pT, = bl
a21T1 +a90xy +... +aonTy, = bg
A1 T1 +amaXs + ... F@mnTn = by,

linearis egyenletrendszer a kovetkezoképpen is felirhaté
T10; + -+ Tna, =0

ahol

az F™ vektortér vektorai.
C1

c
Egy ,2 € ™ vektor akkor és csak akkor megoldasa a fenti egyenletrendszernek, ha

Cn
a b e F™ vektor eléall az a4, ...,a, € F™ vektoroknak a cy,...c, skalarokkal képezett
linearis kombindciéjaként.
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5.2. Linearis egyenletrendszer megoldhatésaganak sziik-
séges és elégséges feltétele

5.4. Tétel Eqy I test feletti

anry  tapre +... +ax, = by

a1 +asrs +... +as,xr, = by

Am1T1  FTamaT2 + ... FAppTn = bm
linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg, ha az{a,,...,a,} vektorrend-
szer rangja megegyezik az {a,...,a,,b} vektorrendszer rangjdval, azaz

olay, ..., a,) = olay,...,a,,b).

Az egyenletrendszernek akkor és csak akkor van egyértelmi megolddsa, ha az{a,,...,a,
vektorrendszer rangja is és az {ay,...,a,,b} vektorrendszer rangja is megegyezik az

egyenletrendszerben szerepld ismeretlenek szamaval, azaz

olay,...,a,) =n=o(ay,...,a,,b).
Bizonyitas. Az, hogy az
anry  +apre +... 4apr, = b
a9211 +agpre +... —I—(Ignl‘n = bg
Am1T1 FamaTas + ... FappZn = by

egyenletrendszer megoldhatd, azzal ekvivalens, hogy megadhatok olan ¢y, ..., ¢, € I ska-
larok, amelyekre teljesiil a c;a;+- - -+cpa,, = b egyenléség, amely viszont azzal ekvivalens,
hogy a b vektor benne van az F™ vektortér {a,,...,a, vektorrendszere altal kifeszitett
altérben. Igy (ay,...,a,,b) C {(ay,...,a,). Mivel (ay,...,a,) C ay,...,a,,b) mindig
teljesil, ezért (ay,...,a,,b) = (ay,...,q,). Ez azzal ekvivalens, hogy o(a,,...,qa,) =
olay, ... a,,b).

Vizsgéljuk az egyértelmii megoldhatdsaggal kapcsolatos allitast. Tegyiik fel, hogy
a linedris egyenletrendszer egyértelmiien oldhaté meg, azaz van egy és csak egy olyan
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&1

Co
€ F" vektor, amelyre teljesiil az c;a, + - - - + cpa,, = b egyenloség. Megmutatjuk,

Cn
hogy ekkor az aq,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek. Tegyiik fel, hogy &aq + -+ +
&na,, = 0 teljesiil ugy is valamely &, ..., ¢, € F skalarokkal, hogy azok koziil valamelyik
§&1+a

p . §2+ o
nem egyenlé a nullaval. Akkor a ) € " vektorra

fn‘;‘cn
(51 + Cl)@l +---+ (gn + Cn)Qn -

= (&a,+ - +&a,) + (g +- -+ cpa,) =0+0=0

S+ C1
o €2+ ¢ N R )
teljesiil, és igy a . vektor az egyenletrendszer | . [-t6l kolonb6zo megoldasa,
&n + Cn Cn
ami ellentmondds. Tehét az {a,,...,a,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Igy n =

olay,....a,) = o(ay,...,a,,b).
Forditva, tegyiik fel, hogy n = o(ay,...,a,) = o(a;,...,a,,b). Akkor az egyenlet-

’=n r=n’ =

rendszernek van megoldasa a tétel elsé allitasa szerint. Az n = o(ay,...,a,) feltételbdl
kovetkezik, hogy az a,...,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, és ezért beloliik minden
vektor, igy a b vektor is egyféleképpen allithaté elo. Tehat a linearis egyenletrendszernek
egy megoldasa létezik. O]

5.3. A Gauss-, illetve a Gauss-Jordan-moddszer
Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasain a kévetkezo atalakitasokat értjiik:
(1) két egyenlet felcserélése,
(2) valamelyik egyenletnek egy nullétdl kiilonbozé skalarral vald szorzésa,

(3) az egyik egyenlethez egy t6le kiilonboz6 egyenlet skalarszorosanak hozzdadésa.
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Az elemi atalakitasok mindegyike az eredetivel ekvivalens egyenletrendszert eredményez.

A linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai a bévitett méatrixban a sorokra vonat-
kozo6 kovetkez6 elemi atalakitdasokat (un. elemi sormiiveleteket) eredményezik:

(1) a matrix két sordnak felcserélése,
(2) a matrix egy soranak egy nullatol kiillonboz6 skalarral valé szorzasa,
(3) a matrix egyik sordhoz egy téle kiilonboz6 sor skalarszorosanak hozzdadésa.

A 4.20.Tétel miatt minden matrix 1épcsos alakra hozhatd, igy minden lineéris egyen-
letrendszer elemi atalakitasokkal olyan alakra hozhaté, melynek matrixa 1épcsés alak.

A Gauss-méddszer. A Gauss-moddszer elso szakaszaban a linearis egyenletrendszer
kib&vitett matrixat 1épesds alakra hozzuk. Ha ez az alak tartalmaz [0,0,...,0|c| alaki
sort 1ugy, hogy ¢ # 0, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa, mert ez arra utal,
hogy a kibdvitett matrix sorlépcsés alakjanhoz felirt, az eredetivel ekvivalens linearis
egyenletrendszerben az ennek a sornak megfelel6 egyenlet 0z, + O0zy + --- 4+ 0z, = ¢
alaku, amely ¢ # 0 esetén nem teljesiilhet. Vizsgdljuk azt az esetet, amikor a kibovitett
matrix 1épcsds alakja nem tartalmaz ilyen sort. Miel6tt ezt megtennénk, vezessiik be a
kovetkez6 elnevezéseket. Egy linedris egyenletrendszer x; valtozdjat kotott véltozonak
nevezziik, ha a kibovitett matrix 1épcsos alajanak j-dik oszlopaban van féelem. Ellenkez6
esetben azt mondjuk, hogy z; szabad véltoz6. Ha nincsenek szabad véltozok, akkor az
esetleg eloforduld 0xy +0xy + - - - 4+ 0x, = 0 alakid egyenletek elhagyasa utdn olyan egyen-
letrendszert kapunk, melyben az egyenletek szama megegyezik az ismeretlenek szamaval,
és ennek az egyenletrendszernek a matrixa olyan diagonélis matrix, melynek f6atléjaban
minden elem nullatél kiilonbozoé. Ekkor az egyértelmli megoldast megkaphatjuk, ha az
utolso egyenletbol meghatarozzuk az x,, ismeretlen értékét, majd ezt behelyettesitve az
utolsé elotti egyenletbe, abbdl kifejezziik az x,,_; értékét. Folytatva ezt az eljarast,
megkapjuk a linearis egyenletrendszer egyetlen megoldasat. Ha vannak szabad valtozdk,
akkor azoknak tetszdleges értéket adva, atrendezés utan az eléz6 esetnek megfelel6 alakot
kapunk, amelybdl a kotott valtozdk egyértelmiien kifejezhetck. Mivel a szabad valtozdk
helyére az alaptest tetszoleges elemét beirhatjuk, ezért az eredeti egyenletrendszernek
ebben az esetben tobb megoldasa, végtelen sok elemet tartalmazé test esetén végtelen
sok megoldasa van.

Feladat Gauss-mddszerrel oldjuk meg a valds szamok teste feletti

Ty +21’2 +r3 = 8
2?[71 —xT2 +2ZL‘3 =6
3£B1 +Zo —T3 = 2
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linearis egyenletrendszert!
A linearis egyenletrendszer kibovitett matrixa:

1 2 1 |8
2 -1 2 | 6
3 1 -1 | 2

Vonjuk ki a masodik sorbdl az elsé sor kétszeresét, a harmadik sorbdl pedig az els6
sor haromszorosat. Eredményként a kovetkezé matrixot kapjuk:

(1 2 1 | 8]
0 -5 0 | —10f.
0 —5 —4 | —22]

Vonjuk ki a harmadik sorbdl a masodik sort! A keletkezett matrix:

1 2 1 | 8
0 -5 0 | —10].
0 0 —4 | —12

Az ezen matrixhoz tartozo, az eredetivel ekvivalens linearis egyenletrendszer:

Ty 2z +wyg = 8
—5T9 = -10
—dzy = —12

melynek megoldasa: x5 = 3,1, = 2,21 = 1.
Feladat Gauss-modszerrel oldjuk meg a valds szamok teste feletti

T +2I2 —31'3 =1
2[E1 —XT9 —XT3 =7

linedris egyenletrendszert!
A linedris egyenletrendszer kibévitett matrixa:

1 2 =3 |1
2 -1 —1 | 7|

Vonjuk ki a mésodik sorbdl az els6 sor kétszeresét. Eredményként a kovetkezd mat-

rixot kapjuk:
1 2 =3 |1
0 =5 5 | 5|°



Ebben az els6 sor féeleme 1, a masodik sor féeleme —5.
Az ezen matrixhoz tartozo, az eredetivel ekvivalens linearis egyenletrendszer:

T —|—2£L’2 —3!173 = 1
—51’2 +5£L‘3 = 5,

melyben ;1 és xy kotott valtozok, xs pedig szabad valtozd. Ennek megfeleléen ren-
dezziik at az egyenletrendszert:

T +2332 = 1+ 3.1'3
—533'2 = 5— 51’3.
T1
Ennek megoldasa az az £ = |2 | vektor, melyben zo = 23 — 1 és 1 = x5 + 3, azaz
T3
= |z3—1| =23 |1| + |—1],
I3 1 0

ahol x3 tetszOleges valos szam. Tehat az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
van.

A Gauss-Jordan-modszer. A Gauss-Jordan-moédszer annyiban kiilonbozik a Gauss-
modszertdl, hogy a linearis egyenletrendszeren olyan elemi atalakitasokat hajtunk végre,
amelyek az egyenletrendszer matrixat ugy hozza 1épcsos alakra, hogy nem csak a f6-
elemek alatt, hanem a f6elemek feletti elemeket is kinullazuk (ha van a féelem felett
elem).

Példa A Gauss-Jordan médszerrel oldjuk meg a valds szamok teste feletti

21’1 +3I2 +(L’3 =5
X1 —XT2 —f-ZL‘g =1

linearis egyenletrendszert!
A linearis egyenletrendszer kibovitett matrixa:



Cseréljiik fel a két sort (ez annak felel meg, hogy az egyenletrendszerben felcseréljiik a
két egyenletet)! A keletkezett métrix:

1 -1 1|1
2 3 1 | 5|°
Vonjuk ki a masodik sorbdl az els6 sor kétszeresét! A keletkezett matrix:

1 -1 1 | 1
0 5 -1 ] 3|
Adjuk az els6 sorhoz a masodik sor 1/5-ét! A keletkezett matrix:

RG]

Az ehhez tartozd, az eredetivel ekvivalens egyenletrenszer:

T +4/5$3 = 8/5
+5ZL‘2 —x3 = 3

Az x1 és x5 kOtott valtozok, az x5 pedig szabad valtozé. Az egyenletrendszernek végtelen
sok megolddsa van: zy = —4/5x3 + 8/5, x5 = 1/bxs + 3/5. A linedris egyenletrenszer
x1, Ta, T3 megoldasait ugy is tekinthetjiik, mint egy térbeli vektor harom koordinataja,
azaz azt is mondhatjuk, hogy a linearis egyenletrendszer megoldasai az

1 —4/5 8/5
T3 1 0

térbeli vektorok.
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6. fejezet

A determinans

Ebben a fejezetben tetszéleges kommutativ gytirti feletti négyzetes matrixok determi-
nansanak fogalmat definialjuk rekurziv médon. Definidljuk az 1 x 1 tipusi és a 2 x 2
tipusi matrixok determinansanak fogalmat, majd tetszoleges n > 2 egész szam esetén
definidljuk az n x n tipusi matrixok determindnsanak fogalmat az (n—1) x (n—1) tipusi
matrixok determinansanak segitségével.

6.1. Definicié Legyen

air a1 ... Qin

Q21 Q22 ... Q2
A= |

ap1 Ap2 ... Qpp

egy R kommutativ gyiird feletti (négyzetes) mdtriz. Az A mdtriz det(A) mddon jeldlt
determinansan az R gyird kovetkezo elemét értyiik:

1. Han =1, azaz A = [a11], akkor det(A) = ay;.

air aig

2. Haon =2, azaz A = l
21 A22

} , akkor det(A) = ajja90 — ajza9 € R.

3. Han > 2, akkor
det(A) = a11Ai + a10A1s + - + a1, A,

amely képletben Ay, = (—1)Y* D1y, ahol Dy jeléli az A mdtrizbol az elsé sor és a
k-dik oszlop elhagydsdval keletkezett (n—1) x (n—1) tipust madtriz determindnsat.
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6.2. Megjegyzés Egy A négyzetes matrix determindnsat |A| médon is szoktuk jelolni.
Ha fel akarjuk tiintetni az A métrix elemeit is, akkor egy

ay;pr a1 ... Qip

a1 Q29 ... Q9
A= .

Ap1 Ap2 ... Apn

matrix determinansat jelolhetjiikk még a kovetkezoképpen is:

ajpr a1 ... Qaip
a21 QA29 ... Q9pn
Ap1 Ap2 ... QApp

Egy n xn tipusi matrix determinansat n-edrendii determinansnak is szoktuk nevezni.
Annak ellenére, hogy egy R kommutativ gytirti feletti négyzetes matrix determinansa
az R egy eleme, mégis szoktunk beszélni egy determinans oszlopairdl, illetve sorairdl.
[lyenkor a szébanforgd métrix oszlopaira, illetve soraira gondolunk.

Példa Definicio alapjan szamoljuk ki az alabbi, az egész szamok gytriije felett determi-

nanst
2 1 0 5
0 1 -1 =2
31 1 27
2 -3 1 0
Megoldas.
g 1 _01 _52 1 -1 =2 0 -1 -2 0o 1 -1
s 1 1 9 =21 1 2|—-3 1 2|=-513 1 1]|=
5 3 1 0 -3 1 0 2 1 0 2 =3 1
1 2 1 2 1 1
SRR ERRESEN)
(13 2 23 1 5 131 3 1 -
2 0 2 1 2 1 2 -3 N

=2(-2+6-8)—(—4—2)—5(—=1+11) = —8+6 — 50 = —52.
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6.3. Definicié FEgy négyzetes mdtrixzot felsd haromszogmatriznak neveziink, ha fodtloja
alatt minden elem nulla:

@11 a2 ... dip
0 a29 ... Q9pn
0 0 ... apn

Ha a fodtlo felett allo elemek mindegyike nulla, akkor also haromszégmdtrixrol beszéliink:

a1q 0 c. 0
91 A2 ... 0
ap1 Ap2 ... App

A determinans definiciéjanak kozvetlen kovetkezménye az alabbi tétel.

6.4. Tétel Tetszdleges kommutativ gyiiri feletti felsd (illetve alsd) haromszogmdtriz de-
termindnsa megeqgyezik a fodatloban dllo elemek szorzatdval.

6.1. A determinans alaptulajdonsagai

Tetszoleges R kommutativ gytirt feletti

ayj; a1 ... QAip

Q21 Q22 ... Q2q
A =

Ap1 Ap2 ... QApp

matrixra (ahol n > 2), vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

TetszOleges 4,5 € {1,2,...,n} indexekre, jelolje D;; az A matrixbdl az i-dik sor és a
j-dik oszlop torlésével keletkezett (n—1) x (n—1) tipust métrix determindnsat (amelyet
az i-sor j-dik eleméhez tartozé aldetermindnsnak neveziink). Legyen

Ayj = (=1)" Dy,

amit az A matrix i-dik sordnak j-dik eleméhez tartozo elgjeles aldeterminansnak neve-
ziink.
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Az
ai1Ain + aipAio + - - + ain Ay,

szorzatosszeget az A matrix i-dik sora szerinti, az
ayj Ay + agjAa; + -+ anj Ay,

szorzatosszeget az A matrix j-dik oszlopa szerinti kifejtésének nevezziik.
Egy legalabb két sort tartalmazo négyzetes matrix determinansa tehat nem mas, mint
az elsd sora szerinti kifejtése.

Nem nehéz beldtni, hogy egy 2 x 2 tipusi matrix barmely sora, illetve barmely oszlopa
szerinti kifejtése megegyezik a matrix determinansaval. Ennél tobb is igaz:

6.5. Tétel (Kifejtési tétel) Tetszbleges kommutativ gyiri feletti négyzetes mdtriz bdr-
mely sora, illetve barmely oszlopa szerinti kifejtése megegyezik a matriz determindnsdval
(azaz az elsd sor szerinti kefejtésével).

A kovetkezo tételt a Kifejtési tétellel egyiitt a késobbiekben alkalmazni fogjuk.
6.6. Tétel (Ferde kifejtési tétel) Tetszbleges kommutativ gyiird feletti, legaldbb két sort
tartalmazo négyzetes matrix esetén, eqymdstol killonbézo i, j és k indexekre

aitAp1 + @Az + -+ + @i Agn = 0,

€s
(114]‘4’41}: + (12,7'44214’ + (InjAnls =0
teljestil.
A 6.5. Tétel és a 6.6. Tétel eredményeit a kivetkezo két képletben foglalhatjuk Gssze:
det(A) hai=k
ainAp + aigAge + -+ QinAgy =
1A4k1 2Ak2 k { 0 ha i 4k
és

det(A) haj=k

arjAig + agjAag + -+ anjAng = {0 ha j #k

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az aldbbi tételt.
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6.7. Tétel Kommutativ gyiri feletti tetszdleges négyzetes A mdtriz esetén det(A) =
det(AT), azaz eqy négyzetes mdtriz determindnsa megeqyezik transzpondltjanak determi-
ndnsdval.

A kovetkezo tételek a determinansok egy sordval, illetve oszlopaval kapcsolatos alap-
tulajdonsagokat tartalmazzak.

6.8. Tétel Ha egy determinans valamely sordban vagy oszlopaban minden elem 0, akkor
a determinans értéke egyenlo 0-val.

Bizonyitas. Legyen A olyan n xn tipusi métrix, amelynek i-dik sordban (vagy oszlopa-
ban) minden elem nulla. Akkor a métrix i-dik sora (vagy i-dik oszlopa) szerinti kifejtése
egyenld O-val. Igy a Ferde kifejtési tétel miatt det(A) = 0. O

6.9. Tétel Ha eqy R kommutativ gyuri feletti A négyzetes mdtriz valamely sordban vagy
oszlopdaban allo elemek mindeqyikét megszorozzuk az R valamely o elemével, akkor az igy
keletkezett matrixz determindansa megegyezik az A mdtriz determindnsanak c-szorosdval.

Bizonyitas. Legyen A,, az a matrix, amit egy n X n tipusi A matrixbdl ugy ka-
punk, hogy annak ¢-dik sordban all6 elemek mindegyikét megszorozzuk az R valamely «
elemével. Az A; , métrix i-dik sora szerinti kifejtése:

det(A; o) = capnApn+aaplipt: - +aanAim = a(aqAn+aiAip+- - +aiAin) = adet(A),

felhasznalva a Kifejtési tételt is. Az oszlopokra vonatkozé allitas hasonléan igazolhaté.
O

6.10. Tétel Ha eqy R kommutativ gyiri feletti n x n tipusi A mdtriz valamely sordban
(vagy oszlopdaban) dllo elemek mindegyike csupa kéttagi dsszeg: x1+y1, Tatys, - - -, Tnt+Yn,
akkor az A matrix deteminansa megegyezik azon B és C mdtrizok determinansdanak
asszegével, ahol a B, illetve C mdtriz széban forgé sordban (vagy oszlopdban) lévd elemek
a4z X1, To,. .., T, elemek, illetve (C-nél) az yy,ya, - . ., yn elemek, a tébbi helyen levd elemek
pedig rendre megegyeznek (mind a B, mind a C matrizndl) az A mdtriz ugyanazon helyen
dllo elemeivel. Képletben (2 x 2 tipusi mdtriz 2. sordra):
a b a b a b

T1+y1 T2+ Yo Ty To Y1 Y2
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Proof. Legyenek A, B és C a tételben szereplé matrixok! A bizonyitast az i-dik sorra
végezzilk el. Az oszlopokra vonatkozo allitas hasonléan igazolhatd. Tegyiik fel tehat,
hogy az A matrix ¢-dik sora x1 + y1, 22 + Y2, ..., T, + yn. Alkalmazva a Kifejtési tételt
az A matrix ¢-dik sorara:

det(A) = ($1 + yl)Ail + (2o + yQ)AiQ + -+ (xn + yn)Am =

= (1141 + 22Ain + - + 1, Ai) + (Y1 An + y2Ais + - - + Y Ain) = det(B) + det(C).
]

A kovetkezo tételek a determindnsok két soraval, illetve oszlopaval kapcsolatos alap-
tulajdonsdgokat tartalmazzak.

6.11. Tétel Ha egy determindns két kilonbozé sora (vagy két kilonbiozd oszlopa) rendre
ugyanazon elemeket tartalmazza, akkor a determindns értéke a 0.

Bizonyitas. Ha egy n x n tipusi A maétrix i-dik és k-dik (i # k) sordban levé elemek
rendre megegyeznek, akkor az i # k indexekre alkalmazva a ferde kifejtési tételt, valamint
a kifejtési tételt:

0= anAg + aioAkz + -+ + QinApn = a1 Ap1 + agaAga + -+ + g Apy = det(A).

Hasonléan igazolhaté az oszlopokra vonatkozé allitas. O]
6.12. Tétel Ha eqy R kommutativ gyiri elemeibol képezett determindns valamelyik so-
rahoz (vagy oszlopdhoz) hozzdadjuk egy téle kilonbozé sor (vagy oszlop) valamely R-beli

elemmel valo szorzatdat, akkor a determindns értéke nem vdltozik.

Bizonyitas. Adjuk az n x n tipusi A matrix ¢-dik sorhoz a j-dik j # 7 sor @ € R
szorosat. Az igy keletkezett matrix i-dik soraban all6 elemek

;1 + Qj1, Qg + Qj2, - .y Qi + Q-

A 6.10. Tétel és a 6.9. Tétel szerint ennek a métrixnak a determinansa egyenlé det(A) +
adet(B-vel, ahol B olyan métrix, amelyben az i-dik és j-dik sorok megegyeznek. Mivel
i # j, ezért a 6.11. Tétel szerint det(B) = 0. fgy a vizsgalt matrix determinansa valéban
egyenlo az A matrix determinansaval. O
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6.13. Tétel Ha egy determindansban két kiilonbozd sort (vagy oszlopot) egymdssal felcse-
rélink, akkor a determindns elojelet valt.

Bizonyitas. A sorokra vonatkozé allitast bizonyitjuk. Legyenek i < j tetszdleges sorin-
dexek. Cseréljiik fel az

ay;; a1 ... QAip
;1 Qo ... QAip
A =
a1 Q2 ... Qjp
| An1 Gp2 ... Gpp

matrixban az i-dik és a j-dik sort. Az

ayj; a1 ... Qaip
aj1  Qjo2 ... GQjn
Al =
;1 Qo ... Qip
| An1 Gp2 ... Gpp

méatrixot kapjuk (amelynek az elemei az i-dik és j-dik sor kivételével rendre megegyeznek
az A matrix ugyanazon helyen all6 elemivel). Olyan dtalakitdsokat hajtunk végre az A’
méatrixnak csak az i-dik és j-dik soran (a j-dik sort kivonjuk az i-dik sorbdl, majd az
igy keletkezett i-dik sort hozzaadjuk a j-dik sorhoz, végiil pedig az igy adodoé j-dik
sort kivonjuk az i-dik sorbdl) amely dtalakitdsokkal a determindnsa nem valtozik (lasd
a 6.12. Tételt és a 6.9. Tételt):

ay; a2 ... Qip aiq a12 . QA1n

a1 Aj2 ... Qjp A1 — Qi1 Aj2 — A2 ... Ajp — Qip
det(Ay=|: o =] L L=

;1 G2 ... G ;1 ;2 cee Ain

Ap1 Ap2 ... Qpp QAn1 Ap2 c. Apn
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a1l 19 Ce QA1 a1 a12 Ce Q1n
Gj1 — a1 A2 — Q2 ... Qjp — Qi —Q;1 —Ai2 ... —Qp
= : o= e | = —det(A).
aj1 Q59 e Ajn Q41 A jo s Qjn
QAnp1 (05%) e QApn QAp1 (05%) e Apn

Példa. Hatarozzuk meg az

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

matrix determindnsat.

Megoldas. Vonjuk ki a masodik sorbdl az elsé sor 5-szorosét, a harmadik sorbol
az elsé sor 9-szeresét, és a negyedik sorbdl az elsé sor 13-szorosat, majd vonjuk ki a
harmadik sorbdl a masodik sor 2-szeresét. Akkor

1 2 3 4 1 2 3 4 12 3 4
5 6 7 8 0 -4 -8 -12 0 -4 -8 -—12

9 10 11 12| |0 -8 =16 —24/ [0 O 0 0
13 14 15 16 0 —12 —-24 -36 0 —12 —-24 —-36

Mivel a harmadik sor minden eleme 0, ezért a determinans értéke 0.

6.2. Vandermonde-féle determinans

6.14. Definicié Vandermonde-féle determindnsnak nevezzik az

1 1 . 1
aq ag c anp
CL% (L% Ce (LfZ
n—1 n—1 n—1

aq Ay R ¢




determindnst, aholn > 2.

6.15. Tétel Az

1 1 o 1
aq a9 . (079
2 2 2
aj ay o a,
n—1 n—1 n—1

aq Qo S a,

Vandermonde-féle determindns értéke egyenld az dsszes a; — a; (1 < j <i <n) kilonb-
ségek szorzatdval, azaz az

[(ag —ay)(az —aq) -+ (a, — a1)][(az — ag)(ag — as) - -+ (ap — a2)] -+ [(an — an_1)]

szorzattal.

Bizonyitas. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik. n = 2-re igaz az allitas, mert
(definici6 szerint)
1 1

a1 a2

= a2 — Q.

Legyen n > 2. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas, azaz
V(@ an) = (a5 — a2) -+ (an — a2)][(as — as)(as — as) -+ (an — az)] -+ [(an — an_1)].

Bizonyitjuk az allitast n-re. A

1 1 1

aq a9 . Ay,

2 2 2

Vay,ag,...,a,) = | 31 ag ... Gy
a?t oap! a1

determindnson végezziik el az alabbi dtalakitdsokat. Vonjuk ki az n-dik sorbdl az (n—1)-
dik sor a;-szeresét, azutan az (n — 1)-dik sorbdl az (n — 2)-dik a;-szeresét, ... , végiil a
masodik sorbdl az els6 sor a;-szeresét. Ezekkel az atalakitasokkal a determinans értéke
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nem valtozik, igy

1 1 1
0 ay — aq a, — a1
0 a — aia a? — aqa
V(al,ag,...,an): 2 142 n 1Qp,
n—1 n—2 n—2 n—2
0 ay™ —aiay coarTt —ayay

Az els6 oszlop szerinti kifejtést alkalmazva,

o — aq . Ay — Q1
az — ajay . ak —aa,
V(al, asg, ... ,an) =
ay ' —apay™? ... a"? —apat?

Az oszlopokbdl kiemelve a kézos tényezoket,

1 1 1
Vay,asg,...,a,) = (as —ay)(ag —ay) -+ (a, — ay) a% a% - ai =
= (ag —ay)(ag —a1) -+ (an — a1)V(ag, ..., a,) =
= [(a2 —a1)(as — a1) - -~ (an — a1)][(as — az)(as — az) - (an — a2)] -~ [(an — @n-1)]-

]

6.3. A determinansok szorzastétele

Ebben a fejezetben a determinansok szorzastételével foglalkozunk. Ennek bizonyitasahoz
felhasznaljuk a Laplace-féle kifejtési tételt, amelyhez definidlni fogjuk tetszoleges tipusi,
kommutativ gytiri elemeibdl alkotott matrix aldeterminansanak fogalmat.

Legyenek m,n > 1 tetszoleges egész szamok. Legyenek tovabba
1<iy <ig < -+ <ixp <min{m,n}

és
1< <jo<--<jr <min{m,n}
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tetszoleges egész szamok! Egy m x n tipusi A matrixbdl képezett

Qjrjy Qiggo -+ Qiggy

Qiggi - Aiggo -+ Qigjy,
k-adrendli determinanst az A matrix egy k-adrendi aldeterminansanak nevezziik.

Ezt a determinanst tehat ugy képezziik, hogy az A matrixbdl az ¢;-dik, io-dik, ... 7p-
dik sorban, illetve azon beliil a j;-dik, jo-dik ... jp-dik oszlopban &all6 elemeket megtartjuk
az eredeti elrendezésiik szerint, a tobbi elemet elhagyjuk, és az igy visszamaradt k x k
tipusi (négyzetes) matrix determinansat képezziik.

Legyen A egy n x n tipusi matrix. Ha

QAiyj1 Qiyge -+ Giggy,

Qipgr Qigga -+ - Qiggy
az A egy olyan aldeterminénsa, ahol & < n, akkor az A métrixbdl az i;-dik is-dik ...
ir-dik sorok, illetve a ji-dik, jo-dik ... ji-dik oszlopok elhagyésaval keletkezett (n —
k) x (n — k) tipust métrix determindnsa az A matrixnak szintén egy ((n — k)-adrendit)
aldeterminansa. Ezt az aldeterminanst az

Qivgr  Qigga -+ Giggy

Qipji Qiggy -+ Qiggy,
aldeterminans komplementer aldetermindnsanak nevezziik. Ha ezt a komplementer al-
determinans még megszorozzuk

(_1)21+"'+Zk+]1+'“+]k -val,
akkor az igy keletkezett determinanst az
Qiyji Qiyjo -+ Giggy,
Qipji Qiggy -+ Qiggy,
aldeterminanshoz tartozo el6jeles aldeterminansnak nevezziik.
A determinansok szorzastételének bizonyitasahoz sziikségiink lesz a Laplace-féle ki-

fejtési tétel néven ismert kovetkezo tételre, amely a mar korabban kimondott Kifejtési
tétel altalanositasa.
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6.16. Tétel Ha eqy kommutativ gyiri elemeibdl képezett n x n tipusi A négyzetes mdat-
rizban kijelolink k < n sort (vagy k oszlopot) és képezziik az ezek dltal meghatdrozott
0sszes k-adrendi aldeterminanst, és ezeket megszorozzuk a hozzdjuk tartozo eldjeles alde-
terminansaikkal, végil ezeket a szorzatokat dsszegezziik, akkor eredményként az A mdtrix
determindnsat kapjuk.

Ezek utan megfogalmazzuk és bizonyitjuk a determinansok szorzastételét.

6.17. Tétel Azonos tipusi, négyztes mdtrizok szorzatinak determindnsa eqyenld a té-
nyezok determindansainak szorzataval.

Bizonyitas. Legyenek

ay;r a1 ... Qaip

a21 Q29 ... Q9
A=

ap1 Gp2 ... Gpp

és

b11 b12 Ce bln

b21 b22 Ce bgn
B =

bpi bpa ... bpn

tetszoleges kommutativ gytrt feletti matrixok. Képezziik a 2n x 2n tipusu

-CLH ... Qip 0 0
A 0| lau .. @G 0 ... 0
-E B| |-1 ... 0 by ... by,
0 ... =1 bu ... bu

matrixot. Alkalmazuk a Laplace-féle kifejtési tételt az els6 n sorra. Akkor

A O

E B = det(A)det(B).
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Ha az

aijlr ... Qip 0 0
apl oo Gpp 0 ... 0
—1 0 b11 bln
0 ... =1 bu ... bu

matrix (n + i)-dik oszlopabdl (i = 1,...,n) kivonjuk a j-dik oszlop (j = 1,...,n) b;-
szeresét, akkor a kovetkezd matrixot kapjuk:

)

Ennek determinansa egyrészt megegyezik az

A 0

-E B
méatrix determindnsaval, masrészt viszont (alkalmazva a Laplace-féle kifejtési tételt az
utolsé n oszlopara) egyenl6 det(AB)-vel. Tehat det(A)det(B) = det(AB). O

6.4. Marixok inverze

Egységelemes R gytirii feletti n x n tipusi matrixok egységelemes M, (R) gyliriijében
beszélhetiink egy matrix inverzérol, ha 1étezik.

6.18. Definicié FEgy egységelemes R gyiiri feletti A € M, (R) négyzetes mdtriz inverzén
azt az A=t € M,(R) mdtrizot értjiik, amelyre AA™' = A~YA = E teljesiil. Ekkor azt is
mondjuk, hogy A invertalhato mdtriz.

6.19. Megjegyzés Ha egy (négyzetes) A matrix invertdlhaté, akkor az A inverze is
invertalhaté (ugyanis az A~! métrix inverze az A matrix).

6.20. Tétel Ha az A,B € M,(R) mdtrizoknak van inverze, akkor az AB szorzatnak és
a BA szorzatnak is van inverze, mégpedig (AB)™1 = B7!A~! és (BA)"! = A~'B~ L.
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Bizonyitas. Mivel

(ABYB'AH)=ABB HA'=AEA ' = AA ' =E,
és

(B'A™H)(AB)=B (A 'A)B=B'EB=B 'B=E,

ezért

(AB)"'=B'A
Hasonléan igazolhatd, hogy

(BA)'=A"'B™.

m
A kovetkezkben test elemib6l képezett (négyzetes) matrixok invertalhatésdgéara adunk
sziikséges és elégséges feltételt a determinansuk segitségével.

6.21. Definicié Fgy kommutativ gytri elemeibol képezett A négyzetes matrixzot requld-

ris mdtriznak nevezink, ha det(A) # 0. Viszont azt mondjuk, hogy A szinguldris mdtriz,
ha det(A) = 0.

6.22. Tétel Eqgy I test elemeibol képezett requldris matriznak van eqy €s csak eqy in-
verze. Szinguldris mdtriznak nincs inverze.

Bizonyitas. Legyen

ayp a2 ... Qin

Qg1 Q22 ... Q2
A=

ap1 Gp2 ... Gpp

egy F' test elemeibdl képezett regularis matrix. Képezziik az

A An o A A Ay o Ag

Al 1 Agr Ay ... Ay 1 Az Az oo Ap
det(A) | : R det(A) | R

Ap Ane o0 Ay, Ay, Aoy oo Ay

matrixot, ahol A;; jeloli az A matrix i-dik sordnak és j-dik oszlopdnak metszetében &ll6
a;; elemhez tartozé eldjeles aldetermindnst. Figyeljiikk meg, hogy az A~! mdtrixot gy
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képezziik, hogy minden eleme helyére beirjuk a hozza tartozo eldjeles aldeterminanst, az
igy keletkezett matrixot transzponaljuk, majd ezt a matrixot megszorozzuk az A matrix
determinansanak reciprokaval. Mivel A reguléris, ezért a determinansa az F' test egy
nem 0 eleme, és ezért van F-ben reciproka (mésképpen: inverze). Tehat az A~! matrix

jol definidlt.
A matrixok szorzasanak definiciéja alapjan az

11 ai2 Q1n
AA-L Qg1 A22 Q2n 1
: det(A)
Qp1  Gp2 Qpp,

/111 1421
/412 /422
f41n f42n

métrix i-dik sordnak j-dik eleme (a Kifejtési tétel és a Ferde kifejtési tétel szerint) egyenld

a kovetkezovel:

1
det(A)

Tehidt AA~! = E. Hasonlbéan igazolhaté, hogy A™'A = E. fgy az

A A
1 Agr Ago

A=
det(A)

/4n1 f4n2
matrix az

a12

22

a1
a1

A:

(p1  Ap2

matrix inverze.

——(anAj + apAjs + - + ainAjn) = {

A1n
Aon

ann

f41n
f42n

Ann

T

1 hai=j
0 hai#j.

Annak bizonyitasahoz, hogy A-nak pontosan egy inverze van, tegyiik fel, hogy egy

B matrix is inverze az A matrixnak. Akkor

B=BE=BAA )= (BA)JA"'=EA'=A"1
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Mar csak annak igazolasa van hatra, hogy szingularis matrixnak nincs inverze. Legyen
A egy szinguldris matrix. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy A-nak van inverze. Legyen
B az A egy inverze. Akkor (hasznalva a determinansok szorzastételét is)

1 = det(E) = det(AB) = det(A)det(B) = 0det(B) = 0,

ami ellentmondas. Tehat egy szingularis matrixnak nem létezik inverze.

Példa. Adjuk meg az

121
A=101 2
111
matrix inverzét, ha létezik.
|A| =2, igy
(12 fo2 Jo 11"
11 11 |11
TR 2 U O T T |
2 11 |11 11|
2 1 11| |12
12 02 o 1]]
[-ro2 -1 -1 -1 3 ~1/2 —1/2 3/2
=51 0 1| =5]2 0 —2/=|1 0 -1
3 -2 1 -1 1 1 ~1/2 1/2 1/2

6.23. Megjegyzés Ha cqy egységelemes R qyiri feletti A négyzetes mdtrizhoz van
olyan R feletti X négyzetes mdtrix, amelyre AX = E teljesiil, akkor azt is szoktuk mon-
dani, hogy X az A mdtriz jobb oldali inverze. Ha XA = E teljestil, akkor azt mondjuk,
hogy X az A bal oldali inverze. Ha eqy test feletti négyzetes mdtriznak van bal oldali
vagy jobb oldali inverze, akkor a determindnsok szorzdastétele miatt A reguldris mdtrix,
és igy A-nak van inverze.

6.24. Tétel Eqgy I test elemeibdl képezett reguldris A madtriz inverzének determindnsa
1’ - 1L

megegyezik az A determindnsdnak reciprokdval. Képletben: |A~ Al
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Bizonyitas. A determindnsok szorzastétele alapjan

1=[E[=[AAT = [A[]ATY,
amibdl [A~!] = ﬁ adodik. O
Példa. Adjuk meg az A’BC~! matrix determinansét, ha

|A| =2, |B| =10, |C|] = -5.

A determindnsok szorzastétele miatt

1
IAPBC!| = |A%||B||C!| = |AP|B||C™!| =32 10- <—5) — —64.

6.5. Matrix rangja

6.25. Definicié Egy F' test elemeibdl képezett m x n tipusu

a1 19 oo Qp

a921 9292 - A A9y,
A =

Am1 Am2 ... Qmn

matrix oszlopvektoraibol dllo vektorrendszer rangjat az A madtrixz rangjdnak nevezziik.

6.26. Tétel Test elemeibdl képezett matriz rangja megegyezik a mdtrizbol kivalaszthato
nem zérus értéki aldeterminansok rendszamanak mazimumauval.

6.27. Tétel Egy F test feletti n xn tipusi A mdtriz oszlopvektorai (az F™ vektortérben)
akkor és csak akkor linedrisan figgetlenek ha az A mdtriz requldris (azaz determindnsa
nem egyenld az F' nullelemével).

Bizonyitas. A 6.26. Tétel miatt egy test feletti n x n tipust matrix oszlopvektorai akkor
és csak akkor linearisan fiiggetlenek, ha a matrix rangja n. A rang definicidja szerint ez
azt jelenti, hogy a matrix determindnsa nem a nulla, azaz a matrix regularis. ]
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6.28. Tétel Test elemeibdl képezett matrixz oszlopvektoraibol dllo vektorrendszer rangja
megeqgyezik a sorvektoraibol dallo vektorrendszer rangjdval.

Bizonyitas. Az allitas annak kovetkezménye, hogy egy négyzetes matrix determinansa
megegyezik transzponaltjanak determinanséaval. m

Emlékeztetiink arra, hogy egy R gytlirti elemeibdl képezett matrix elemi atalakitasain
a kovetkezo atalakitasok valamelyikét értjiik:

e A miétrix két (kiilonbozé) sordnak, illetve két (kiilonbozé) oszlopanak felcserélése.

e A matrix valamelyik soranak, illetve oszlopanak az R gytirti egy nem nulla elemével
valé szorzésa.

e A matrix valamelyik sora (illetve oszlopa) R egy elemével valé szorzatanak egy
maésik sorhoz (illetve oszlophoz) valé hozzaadésa.

6.29. Tétel (Rangszamtétel) Test elemeibdl képezett mdtriz rangja elemi dtalakitdsok
soran nem vdltozik.

Bizonyitas. A 6.28. Tétel, a 6.26. Tétel, a 2.35. Megjegyzés, a 2.36. Tétel, a 2.37. Tétel,
és a 2.38. Tétel alapjan nyilvanvalé. O]

Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szamok feletti

1 2 1 8
2 -1 2 6
3 1 =1 2

matrix rangjat.
Megoldas. Adjuk a mésodik sorhoz az els6 sor (—2)-szeresét, a harmadik sorhoz

pedig az els6 sor (—3)-szorosat. A keletkezett métrix

1 2 1 8
0 -5 0 -10
0 -5 —4 =22

Vonjuk ki a masodik oszlopbdl az els6 oszlop 2-szeresét, a harmadik oszlopbdl az elso
oszlopot, valamint a negyedik oszlopbdl az elsé 8-szorosat. A keletkezett matrix
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1 0 O 0
0 -5 0 -10
0 -5 —4 =22

Vonjuk ki a harmadik sorbdl a mésodik sort. A keletkezett métrix
1 0 0 0
0 -5 0 -10
0 0 —4 —12
Vonjuk ki a masodik oszlop kétszeresét a negyedik oszlopbdl. A keletkezett matrix:

1 0 O 0
0 -5 0 0
0 0 —4 —-12

Vonjuk ki a harmadik oszlop haromszorosat a negyedik oszlopbdl! A keletkezett

matrix

Mivel

0o 0 -4

a vizsgalt matrix egy nem nulla aldeterminansa, ezért az

10 0 O
0 -5 0 0
0 0 —4 0

matrix rangja 3. Mivel kdzben elemi dtalakitasokat alkalmaztunk, ezért az eredeti matrix
rangja is egyenlo 3-mal. Figyeljiik meg, hogy a fenti

10 0 O
0 -5 0 0
0 0 —4 0



matrix féatléjan kiviil minden elem nulla, és rangja megegyezik a féatloban all6 nem
nulla elemek szamaval. Nem nehéz belatni, hogy altalaban is igaz a kovetkezo:

6.30. Tétel Ha eqy mdtrix minden fodtlon kivili eleme nulla, akkor rangja megeqyezik
a foatloban allo nem nulla elemek szamadval.

80



7. fejezet

Linearis egyenletrendszerek I1.

7.1. Tétel Egy Ax = b linearis eqyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg, ha az
egyenletrendszer A mdtrizanak rangja megegyezik az (A, b) kibdvitett mdtriz rangjdval.
Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg egyértelmien, ha az A és (A,b)
matrizok rangja megegyezik az egyenletrendszerben szereplo ismeretlenek szamaval.

Bizonyitas. Egy test feletti matrix rangjan az oszlopvektorokbdl allé vektorrendszer
rangjat értjiik. A tétel tehat gy is megfoglmazhatd, hogy egy test feletti

a11r1 +a1222 +... Fa1pT, = b1
2121 +CL22.T2 —+ ... +a2nIL’n = bg
Am1T1  +amaT2 +... FAppTn = bm

linearis egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha

a1 a12 .. A1p
Q21 Ag22 ... d2p
A =
m1 Am2 ... Gmp
matrixdnak
ai Q1n
a21 Q2n,
a; = gy Ay =

am1 Amn
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oszlopvektoraibdl allo vektorrendszer rangja megegyezik az

a kibovitett matrix

oszlopvektoraibdl allo vektorrendszer rangjaval. fgy allitasunk a 5.4. Tétel kovetkezmé-

nye.

A kovetkezd szakaszban bebizonyitjuk a Cramer szabaly néven ismert tételt, amely
egy modszert ad egy n egyenletbol all6, n ismeretlent tartalmazé olyan egyenletrendsze-
rek egyértelml megoldasanak meghatarozasara, amelyek matrixdnak determinansa nem

egyenlo a nullaval.

ap; a2 A1n
a1 Aa22 Q2n
(A7 l_)) = . .

Am1  Am2 Amn
a11 A1n
a21 A2p,

Ql - . 9 7Qn - . 7[_)
am1 Amn

7.1. A Cramer-szabaly

Ebben a fejezetben egy specidlis egyenletrendszerre adunk megoldast.

7.2. Tétel (A Cramer-szabdly) Ha az n egyenletbdl dallo, n

a1y +apers +... +aA1Th
911 +A92Ty ... +QonTy,
Ap1T1 +aAp2Ty +... +ap,Ty,

linedaris eqyenletrendszer

{(111 @12 (1111-‘
Q21 A22 Qon
I |
[ : o
\‘(In 1 ap2 (’/mJ

ismeretlent tartalmazo



mdtriza reqularis, akkor az egyenletrendszer megoldhato, mégpedig egyértelmiien, és a
megoldast a kévetkezo képlet szolgdltatja:

T = = oo n
detA o
ahol
apy ... Arp—1 b1 Qippr ... aiy
a1 ... G2k—1 by agk+1  --. Q2p
detAy, = . . .
Qp1  «v. Ank—1 brL pk+1 --- Gpp

(az Ay mdtrizot (az un. k-dik mddositott mdtrizot) az A mdtrizbdl gy szdrmaztatjuk,
hogy annak k-dik oszlopa helyére beirjuk az egyenletrendszer konstansainak oszlopvekto-
rat).

Bizonyitas. A vizsgélt egyenletrendszer matrixszorzatos alakja

Az =),
ahol z jeloli az x,...,x, ismeretlenekbdl (mint szimbélumokbdl) allé oszlopvektort, b
pedig jeloli az egyenletrendszer by, ..., b, konstansainak oszlopvektorat.

Mivel az A matrix a feltétel szerint regularis, ezért 1étezik inverze:

Ay Ay o0 A

Al 1 Az A o Ap
det(A) | ST

Ay, Ay oo Ay

Megszorozva ezzel az Az = b egyenloséget balrdl, azt kapjuk, hogy

a1 A Ay o0 An by
T2 1 Ay Asx ... Ao by

: + ~ det(A) oo :
T Aln A2n o Ann bn

Konnyen ellenérizheto, hogy

Tk (b1 Ay + bo Aok + -+ - + b Apk),

1
~ det(A)
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amelyben a
blAlk + bQAQk + -+ bnAn,k

szorzatosszeg megegyezik az

aig ... aip—1 by a1 k+1 --- Qin

@21 ... QA2k—1 by azkg+1 .. Q2p
Ay = . . . .

Ap1 . Qpk—1 bn Apk+1 -+ Qpp

matrix k-dik oszlopa szerinti kifejtésével, ami viszont (a Kifejtési tétel szerint) egyenld
det(Ay)-val. Igy
d(ifAk ( )
Ty = =1,...,n).
" detA 1

]

7.3. Tétel Eqy olyan linedris eqyenletrendszer, amelyben az egyenletek szama megegye-
zik az ismeretlenek szamaval akkor és csak akkor oldhato meg egyértelmien, ha az eqyen-
letrendszer mdtriza requldris.

Bizonyitas. A Tétel 7.1. szerint az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg
egyértelmiien, ha az egyenletrendszer matrixanak rangja és kiegészitett matrixanak rang-
ja egyenlo, és ez a kozos rang megegyezik az ismeretlenek szamaval. Ez a mi esetiinkben
akkor és csak akkor teljesiil, ha az egyenletrendszer matrixa regularis. O]

7.2. Homogén linearis egyenletrendszerek

7.4. Definicié FEgy linedris egyenletrendszert homogén linedris egyenletrendszernek ne-
veziink ha az egyenletrendszer konstansainak mindegyike az F' test nulleleme; ellenkezo
esetben inhomogén linedris egyenletrendszerrol beszélink.

Egy homogén linedris egyenletrendszernek az
r1=0,...,2,=0

elem n-es mindig megoldasa; ezt az egyenletrendszer trividlis megoldasanak nevezziik.
Ezért a homogén linedris egyenletrendszereknél igazabdl az a probléma, hogy mikor van
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a trividlistol kiillonboz6 megoldasa. A 7.1. Tétel alapjan egyszeriien adédik a kovetkezo
eredmény.

7.5. Tétel Eqy homogén linedris eqyenletrendszernek akkor és csak akkor van a trividlis-
tol kiilonbozo megolddsa, ha az eqyenletrendszer mdtrizanak rangja kisebb az ismeretlenek
szamdnal.

Ebbdl a tételbol kovetkezik az alabbi eredmény.

7.6. Tétel Eqy olyan homogén linedris eqyenletrendszernek, amelyben az eqyenletek szd-
ma megeqyezik az ismeretlenek szamaval akkor és csak akkor van a trivialistol kilonbozo
megolddsa, ha az eqyenletredszer mdtriza szinguldris.

A kovetkez6 tétel egy homogén linearis egyenletrendszer Osszes megoldasainak hal-
mazaval kapcsolatos.

7.7. Tétel Eqy m egyenletbdl dllo, n ismeretlent tartalmazo Ax = 0 homogén linedris
egyenletrendszer megoldasainak halmaza az F™ vektortér eqy altere.

Bizonitas. Jelolje H C F™ az Az = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldasainak
halmazat. H # (), mert a nullvektor (azaz a trividlis megoldas) eleme H-nak. Legyenek

a,be H
tetszoleges vektorok. Akkor tetszoleges o, 5 € F' esetén
A(aa + pb) = a(Aa) + B(Ab) = 0.

Tehat
aa+ Bb € H.

A 2.30. Tétel miatt H az F™ vektortér egy altere. O

7.8. Definicié Egy Ax = b linedris eqgyenletrendszerhez tartozé homogén linearis eqyen-
letrendszeren (mds szavakkal: a linedris egyenletrendszer homogén részén) az Az = 0
homogén linedris eqyenletrendszert értjik.
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A kovetkezo tétel azt mutatja meg, hogy hogyan kaphatjuk meg egy linearis egyenlet-
rendszer Osszes megoldasat (azaz az un éltaldnos megolddsét) a homogén rész dltalanos
megoldésa és az egyenletrendszer egy (u. partikuldris) megolddsédnak segitségével.

7.9. Tétel Jelolje I az Ax = b linearis eqyenletrendszer megoldasainak, H pedig a [i-
nearis eqyenletrendszerhez tartozo homogén linearis eqyenletrendszer megoldasainak hal-
mazat. Akkor I = H + ¢, ahol ¢ az Ax = b egyenletrendszer egy (un. partikuldris)
megolddsa.

Bizonyitas. Legyen a € H tetszoleges. Akkor

Ala+c)=(Aa)+ (Ac)=0+b=0,

amibol
H+cClI
kovetkezik.
Legyen d € I tetszoleges. Akkor
d=(d-¢+c

Mivel
ezért d € H + ¢, amibdl

kovetkezik. O

Példa Hatérozzuk meg az R3 vektortérnek az R? vektortérbe vald

r+y—=z
f(xayaz): |i3x_y+52:|

linedris leképezés képterének és magterének egy-egy bazisat!

Megoldas. Az f linedris leképezés képtere a 2-dimenziés R? vektortér

o= [ 5355) - {2 )
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vektorainak altere, azaz az

ORI

vektorrendszer altal generalt altér, melynek dimenzidja megegyezik az
1 1 -1
A= {3 -1 5}
matrix rangjaval. Vizsgaljuk az A matrix rangjat.

A 1 1 -1 1 1 -1 1 0 0 1 0 0
13 -1 5 0 —4 8 0 —4 8 0 —4 0|
Ebbol latszik, hogy az A matrix rangja 2. Mivel oszlopokat egymassal nem cseréltiink

fel, és els6 két oszlop dltal meghatarozott mésodrendli aldeterminans nem nulla, ezért az

A matrix elso két oszlopvektorabol allé vektorrendszer maximaélisan linearisan fiiggetlen,

és igy az E))] és [_11} vektorok a képtér egy bazisat alkotjak.

A dimenzi6tétel miatt dim(R3) = dim(Imf)+dim(Kerf), azaz 3 = 2+ dim(Kerf),
amibdl dim(Kerf) = 1. A magtér vektorai pontosan azok az R3-beli

[
I
SIS

vektorok, amelyek a
r +y —z =0
dr —y +5z =0
homogén linearis egyenletrendszer megolddsai.
A Gauss-mddszer alkalmazaséval ez az egyenletrendszer

r +y —z =0

-4y +8z =0
alakra hozhat6. Ebbol y = 22 és v = —z adddik, azaz a magtér 6sszes vektora kifejezheto
. —1 —1
2z =z | 2 | médon. Tehat a | 2 | vektor a magtér egy bézisa.
z 1 1
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8. fejezet

Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

8.1. A matrix sajatértékeinek és sajatvektorainak fo-
galma

8.1. Definicié FEqgy F' test valamely \ elemét az F test feletti n x n tipusi A mdtrix
sajdtértékének nevezziik, ha megadhato olyan 0 # x € F™ vektor, amelyre teljesiil az

Az =Xz
eqyenldség. A feltételnek eleget tevd x vektorokat az A matrix sajatvektorainak (ponto-

sabban, a \ sajatértékhez tartozo sajatvektoroknak) nevezziik.

8.2. Megjegyzés Adott A € M,(F) mdtriz esetén F™ minden vektora legfeljebb egy
sajdtértékhez tartozo sajatvektor lehet. Ugyanis, ha x eqy A € M, (F) mdtriz o, 5 € F
sajdatértékekhez tartozo sajdatvektor, akkor

ar = Az = fir,

amibdl x # 0 miatt o = B kovetkezik.

8.3. Tétel Tetszileges A € M, (F) mdtriz tetszéleges sajatértékéhez tartozo sajatvekto-
rok a 0 vektorral eqyiitt az F™ vektortér eqy alterét alkotjak.
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Bizonyitas. Jelolje W az F™ vektortér azon részhalmazdat, amely a 0 vektorbol és
az A matrix valamely \ sajatértékéhez tartozd Osszes sajatvektoraibdl éll. Tetszoleges
z,y € W és tetszbleges £, n € F skaldrok esetén

A(Sz +ny) = E(Az) + n(Ay) = E(Az) +n(Ay) = Mz + ny).

Tehat
Ex+nyeWw.

A 2.30. Tétel miatt W az F" vektortér egy altere. O]

8.4. Definicié Egy A madtriz \ sajatértékéhez tartozo sajatvektoraibol, illetve a nullvek-
torbol allo alteret az A mdtriz A sajatértékhez tartozo un. sajdtaltérnek nevezzik. Ennek
dimenziojat a A sajatérték geometriai multiplicitasinak nevezziik.

8.2. Matrix karakterisztikus egyenlete

8.5. Definicié Legyen A egy F test feletti n X n tipusi (négyzetes) mdtrix. A
ka() = (—1)"|A = XE
polinomot az A mdtrix karakterisztikus polinomjdnak, az
|A—XE| =0

eqyenletet pedig az A matriz karakterisztikus egyenletének nevezziik.

Az €l6z6 definiciéban |A — AE| az [A — AE] mdtrix determindnsat jeloli. Tehdt egy
n X n tipusu A matrix karakterisztikus polinomja, illetve karakterisztikus egyenlete

ka(\) = (—1)"det(A — AE),

illetve
det(A — \E) =0

modon is felirhatd.
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Megjegyeziik, hogy ha

a1 Q2 ... Qi
A— a?1 G?Q ... Qop ’
Gp1  Qp2 Apn
akkor
ajl — A a12 Q1n
A _\E — a21 22 .— A Q2n
Gn1 an2 App, — A

8.6. Tétel Eqy F test valamely X eleme akkor és csak akkor sajatértéke eqy F test feletts
A mdtriznak, ha A gyoke az A mdtriz karakterisztikus egyenletének, azaz teljesiil rd az
|A — AE| = 0 egyenldség.

Bizonyitas. A € F' akkor és csak akkor sajatértéke egy A € M, (F) matrixnak, ha van
olyan 0 # x € F™ vektor, hogy
Az = \z = \Eg,

azaz
[A — \E]z = 0.

Ezen utobbi kifejezés egy homogén linearis egyenletrendszer matrixszorzatos alakja. A
tehat akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha ennek az egyenletrendszernek van nem-
trividlis megoldasa, ami a 7.3. Tétel miatt azzal ekvivalens, hogy az [A — AE| métrix
szingularis, azaz

|A — \E| = 0.
L]

8.7. Megjegyzés Egy A € My (F) mdtrixz sajdtértékeinek, illetve sajatvektorainak meg-
hatdrozasat tehdt azzal kezdjik, hogy meghatdrozzuk a mdatrixz karakterisztikus egyenleté-
nek F testbeli gyokeit. Ha vannak ilyenek (jeloljon egy sajdtértéket X\), akkor a A-hoz
tartozd sajdatvektorok az [A — AE|x = 0 homogén linedris egyenletrendszer nem-trividlis
megolddsvektorai lesznek. A megolddsvektorok halmaza (a sajatvektorok halmaza hozzdvé-
ve a nullvektort) a 8.5. Tétel miatt az F™ vektortér eqy altere, ennek dimenzidja, azaz a
sajdatérték geometriai multiplicitdsa megegyezik a fenti homogén linedris egyenletrendszer
megolddsa sordn szabadon vdlaszthato ismeretlenek szdmdval (ldsd a Gauss-mddszert).
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8.8. Megjegyzés FEqy mdtriznak nincs mindig sajdtértéke. Példdul az

0 1
A= [_1 0 } € My(R)
matrix karakterisztikus egyenlete

2 +1=0.

Ennek az egyenletnek nincs gyoke a valds szamok R halmazdban (testében), ezért az A
mdatrixnak nincs sajdtértéke R-ben.

Ha az A mdtrizot, mint a komplex szamok C teste feletti mdatrixzot tekintjik, akkor
karakterisztikus egyenletének megolddsar C-ben +i, és igy az A mdtriz sajatértéker +i.

8.9. Definicié Fgy A madtriz valamely A\ sajatértékének algebrai multiplicitdsin azt a
pozitiv egész szamot értjik, amely megegyezik A-nak, mint a |A — xE| = 0 karakterisz-
tikus egyenlet gyokének multiplicitdsdval. Eqy mdtrix spektruman a sajdtértékeibol dallo
rendszert értjiik, mindegyiket annyiszor véve, amennyi annak algebrai multiplicitasa.

8.10. Megjegyzés Bizonyitds nélkil kozoljik, hogy eqy A mdtriz valamely X sajdtérté-
kének geometriar multiplicitdsa kisebb vagy eqyenlo mint az algebrai multiplicitdsa.

Példa. Az
1 00
A= |01 1| € My(R)
0 0 1

fels6 haromszogmatrix karakterisztikus egyenlete (1 — \)® = 0, igy egyetlen sajatértéke
van; ez egyenld 1-gyel. Ennek a sajatértéknek 3 az algebrai multiplicitdasa. A A\ = 1

x
sajatértékhez tartozé |y | sajatvektorokra
z
0 0 0] [z 0
00 1| |yl=10
0 0 0] |2 0

teljesiil, amibél z = 0 adddik (x és y pedig tetszoleges olyan valds szamok, amelyek
egyike nem nulla). Igy a sajatvektorra

T 1 0
yl =2 (0] +y |1
z 0 0
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1 0
addédik. Tehat a A = 1 sajatérték sajat altere az |0 és |1| vektorok altal kifeszitett
0 0
altér. Ennek dimenzidja 2, igy a A = 1 sajatérték geometriai multiplicitasa 2. Tehat itt
most a geometriai multiplicitas kisebb az algebrai multiplicitasnal.

Példa. Hatérozzuk meg a komplex szamok teste feletti
i1
11

Megoldas. A matrix karakterisztikus egyenlete

matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

=0,

1= A l
1 1—A

azaz

A —(1+i)A=0.

A gyokok (és igy a sajatértékek): 0 és 1+ 1.
A X = 0 sajatértékhez tartozd sajatvektorok az

B

1w +iy =0
r +y =0

azZazZ az

linearis egyenletrendszer megoldasai:

2=

ahol z tetszoleges nullatol kiilonb6zo komplex szam.
A X =1+ sajatértékhez tartozo sajatvektorok az

]
BB
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linearis egyenletrendszer megoldédsai. Fz a linearis egyenletrendszer

—x +iy =0
z =iy =0

alakl, melynek megoldasa z = iy, azaz

=1

ahol y tetszoleges nullatdl kiilonbozé komplex szam.

8.3. Matrixok hasonlésaga

8.11. Definicié Legyenek A és B egy F' test elemibdl képezett azonos tipusi négyzetes
mdtrizok. Akkor mondjuk, hogy A hasonlé B-hez, ha megadhato F elemeibdl képezett
olyan requldris C mdtriz, hogy A = C~'BC teljestil.

(1) Mivel tetsz6leges négyzetes A matrixra A = EAE teljesiil, és mert E = E71
ezért minden matrix hasonlé 6nmagédhoz. Mas szavakkal: a matrixok hasonlésaga
reflexiv relacio.

(2) Az A = C7'BC egyenldség ekvivalens a CAC™! = B egyenléséggel, ami B =
(C1)"'AC™! alakban is frhaté, és ami annyit jelent, hogy B hasonlé A-hoz. Igy
tetszoleges A és B matrixok esetén A akkor és csak akkor hasonlé B-hez, ha B
hasonl6 A-hoz. Azért a hasonlésdg definiciéjaban a sorrendnek nincs jelentOsége.
Mas szavakkal: a matrixok hasonlésaga szimmetrikus reldcié.

(3) Ha az A, B és C maétrixok esetén A és B hasonlé métrixok, tovdabbd B és C is
hasonlé matrixok, akkor megadhaték olyan regularis X és Y maétrixok, amelyek-
re A = X 1BX = X 'Y !CYX teljesiil. A determindnsok szorzdstétele miatt
YX reguldris matrix. Tovabba (YX)™! = X-1Y~1 Igy A = (YX)'C(YX),
ami annyit jelent, hogy A és C hasonlé matrixok. Tehat a matrixok hasonlésaga
tranzitiv relécio.

8.12. Tétel Hasonlo madtrizok karakterisztikus polinomjai megegyeznek, igy hasonlo madt-
rixok spektruma kézos.
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Bizonyitas. Legyenek A és B egy F test elemeibdl képezett hasonlé méatrixok. Akkor
van olyan F feletti reguldris C matrix, hogy A = C'BC. Ezért az F tetszbleges A
elemére

/A - \E| = |C'BC - \E| = |C"'BC - C"'(AE)C| =
=|C7'(B - AE)C| = |[CT!||B — \E||C| = |C7'||C||B — \E| =
= |C7'C||B — AE| = |E||B — \E| = |B — \E|.
Tgy
ka(z) = kp(z),

azaz az A és B matrixok karakterisztikus polinomjai megegyeznek. Ebbol mar kévetke-
zik, hogy az A és B matrixok spektruma kozos. O]

8.13. Megjegyzés A 8.12. Tétel dallitasinak megforditisa nem igaz. Példdaul a valos

elemd
11 10
a<lpr ]om=fp V]

mdtrizok esetén mindkét mdtriz karakterisztikus polinomga x> —2x+1, a mdtrizok mégsem
hasonloak, hiszen az E eqységmdtriz csak énmagdval hasonlo.
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9. fejezet

Linearis leképezések 11.

9.1. Miuveletek linearis leképezések kozott

9.1. Tétel Legyenek Vi és Vo ugyanazon F test feletti vektorterek. Vi-nek Vy-be valo tet-
szoleges @1, o linedris leképezései esetén w1+ o is Vi-nek Va-be valo linedris leképezése,
ahol a 1 + s leképezés a kovetkezoképpen van értelmezve:

(o1 +¢2) © a — @i(a) +2(a), ac€Vi.
Bizonyitas. Tetszbleges a,b € V) és tetszoleges a, B € F esetén
(91 + ¢2)(aa + Bb) = p1(aa + Bb) + p2(aa + Bb) =

api(a) + Be1(b) + apa(a) + Bea(b) =
a(p1(a) + pa(a)) + Blw1(b) + @a(b)) =
alpr + w2)(a) + B(p1 + @2)(b).

Tehat, a 3.2. Tétel miatt, 1 + @9 a Vi vektortérnek a V5 vektortérbe vald linearis leké-
pezése. O

9.2. Definicié A 9.1. Tételben definidlt 1 + o linedris leképezést a @1 €s @y linedris
leképezések dsszegének nevezziik.
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9.3. Tétel Legyenek Vi és Vy ugyanazon F test feletti vektortererk. Ha ¢ a Vi wvektor-
térnek a Vo vektortérbe valo lineari leképezése, akkor

—p:a = (=1)(p(a) aeW
18 linearis leképezése Vi-nek Vs-be.

Bizonyitas. Legyenek a,b € V; tetszoleges vektorok, a, 8 € F pedig tetszoleges skala-
rok. Akkor

(—¢)(aa + Bb) = (=1)(p(aa + pb)) = (=1)(ap(a) + Be(b)) =

= (=D(ap(a)) + (=1)(Bp(b)) = a((=1)¢(a)) + B((=1)(p(b)) =
= a(—p(a)) + B(—(p(b)).

Tehat —¢ a V; vektortérnek a V5 vektortérbe vald linedris leképezése. O

9.4. Definicié A 9.3. Tételben definidlt —p linedris leképezést a ¢ : Vi +— Vo linedris
leképezés ellentettiének nevezziik.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az aldbbi tételt.

9.5. Tétel Tetszoleges F' test feletti tetszoleges Vi és Vo wvektorterek esetén, Vi-nek V-
be valo dsszes linedris leképezéseinek Hom(Vy, V) halmaza kommutativ csoportot alkot
a linedris leképezések (el6zdekben definidlt) dsszeaddsdra nézve. Ennek a csoportnak
a nulleleme az a leképezés, amely Vi minden eleméhez a Vo nullelemét rendeli. FEqy
@ Vi — V5 linedris leképezés ezen csoportbeli ellentettje megegyezik p-nek az elozo
tételben definialt —yp ellentettjével.

9.6. Tétel Legyenek V| és Vy ugyanazon F' test feletti vektorterek. Vi-nek Vy-be valo
tetszoleges @ linedris leképezése és tetszoleges o € F' skaldr esetén az

(ap) : a = alp(a)), aeW

modon definidlt leképezés a Vi vektortérnek a Vi vektortérbe valo linedris leképezése.
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Bizonyitas. Legyenek a,b € V) tetszoleges vektorok és &, n € F tetszoleges skalarok.
Akkor

(ap)(€a +nb) = afw(Ea +nb)) =
= a(€p(a) + 1) = (af)p(a) + (an)p(b) =
= &(a(p(a)) + nlap(b) = E(ap)(a)) + nlap)(b)
0

9.7. Definicié A 9.6. Tételben szerepld ap linedris leképezést a @ linedris leképezés o
skaldrral képezett szorzatdnak nevezziik.

9.8. Tétel Tetszdleges F test feletti Vi és Vy vektorterek esetén Hom(Vy, Va) vektorteret
alkot F' felett (a linedris leképezések dsszeaddsdra, illetve a linedris leképezések skaldrral
képezett szorzdsdra nézve).

Bizonyitas. A 9.5. Tétel és a linedris leképezések skalarral képezett szorzatanak defini-

cidja alapjan egyszerti. O

9.9. Tétel Legyenek Vi,Vs, V3 ugyanazon F' test feletti vektorterek. Ha @1 a Vi-nek
Vo-be, o pedig Vo-nek Vi-ba valo linedris leképezései, akkor a

(p201)(a) = p2(p1(a)), a€Vi
mddon definialt leképezés a Vi vektortérnek a Vi vektortérbe vald linedris leképezése.

Bizonyitas. Legyenek a,b € V) tetsz6leges vektorok és «a, 5 € F tetszoleges skalarok.
Akkor

(pa01)(aa + Bb) = pa(p1(aa + b)) = pa(api(a) + Bpi (D) =
= apa(p1(a)) + Bp2(p1(b) = alpapr)(@) + B(p2p1)(b).
0

9.10. Definicié A 9.9. Tételben definidlt pop1 € Hom(Vy, V3) linedris leképezést a szo-
ban forgo linedris leképezések szorzatanak nevezzik.
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9.11. Tétel Tetszdleges F' test feletti V' wvektortér esetén Hom(V, V') gyiirit alkot a li-
nedris transzformdaciok dsszeaddsdra és szorzdsdra nézve.

Bizonyitas. A 9.5. Tétel miatt (Hom(V,V);+) egy kommutativ csoport. Igen egy-
szerlien igazolhatd, hogy (Hom(V, V') félcsoport a linedris leképezések szorzasara nézve.
Annak igazolasa, hogy a linearis leképezések szorzasa disztributiv mindkét oldalrdl a
linedris leképezések Gsszeadasara nézve, technikai jellegli, azt az olvaséra bizzuk. O

9.2. Linearis leképezések matrixa

9.12. Tétel Legyenek Vi, illetve Vo ugyanazon F' test feletti n, illetve m dimenzios vek-
torterek. Akkor Vi-nek Vi-be vald tetszdlege o linedris leképezéséhez és Vi, illetve Vy
eqy-eqy rqzitett By, illetve By bdzisdhoz van eqy és csak eqy olyan m x n tipusu, F' felett:
()8, B, matriz, hogy Vi tetszdleges a vektora esetén

[o(a)]s, = [¢ls,/m: [a]s,

teljestil. Mds szavakkal, a p(a) € Va vektor By bdzis szerinti koordindtds alakjdt (mint
eqy m x 1 tipusi mdtrizot) gy is megkaphatjuk, hogy képezzik az m x n tipusi [¢|g, /s,
matriznak az a vektor By badzis szerinti koordindtds alakjaval (mint egy n X 1 tipusi
matrizszal) vald szorzatdt.

Bizonyitas. Legyen By = {b;,b,,...,b,}. Jelolje [¢]g, /5, azt az m x n tipust matrixot,
melynek j-dik osztolvektora egyenlé a ¢(b;) € Vi vektor By bézis szerinti koordindtds
alakjaval. Legyen a = Z?Zl a;b; a Vi vektortér tetszoleges vektora. Akkor

lals: = [@0<Z%bj>] - [Z ajw(bj)] =

j=1 By

= a;lp(b]s,) = [¢]s.s [dls,
j=1
Ha egy m x n tipust C = [¢;;] métrixra is teljesiil, hogy V; tetszéleges a vektora esetén
[o(a)]s, = Cld]s,,
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akkor minden b; € B, vektorra is teljesiil, és ezért minden j = 1,2,...,n indexre

1 C1j

0 Coj
[o())]s, = Clhyle, =C | | =

0 Cmj

azaz a [p|p,/p, matrix j-dik oszlopa minden j indexre megegyezik a C métrix j-dik
oszlopaval, amibol kovetkezik, hogy

C = [¢]B,/5;-
Tehat egy és csak egy olyan matrix 1étezik, amely teljesiti a tételbeli feltételeket; ez a
matrix a [¢]g, 5, matrix. O

Példa Hatérozzuk meg az R? vektortérnek az R? vektortérbe vald

x—i—y—z}

o(r,y,2) = [3:5 g+ 5z

linearis leképezés standard bazisokhoz tartozé matrixat!

Megoldas. Az R? vektortér standard bézisa az

1 0 0
ol, ||, 1o
0 0 1

vektorrendszer. Az R? vektortér standard bazisa pedig az

1 0
0|’ 1
vektorrendszer. Mivel

1 1 0 1 0 -1

p: |0 — , e 1] = , @ 0] = ,
3 -1 5

0 0

ezért p-nek a fent emlitett standard By, By bazisokhoz tartozé matrixa

1 1 -1
[90]32/31: 3 -1 5 |-
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Példa Mdédositsuk az elézd példat gy, hogy az R? vektortérben a standard bdzis
helyett a

2 0 2
1), 1], |3
3 1 -1
bazist tekintsiik!
Megoldas. Mivel
2 0 2
—1 1 3|=-16,
3 1 -1
ezért a
2 0 2
1), 1], |3
3 1 —1

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, és ezért valéban bazisa a 3-dimenziés R? vektortér-
nek. Mivel

2 —2 V 0 2 6
p: (=1 — 99| P 1| — NEERZ 3|~ YK
3 1 -1

ezért p-nek a standard bazisokhoz tartozé matrixa

-2 0 6
[@]82/81: 22 4 —9|°

Tekintsiik példaul a

vektort. A ¢ definicidja szerint

Az a koordinatas alakja a

2 0 2
-1, 1], |3
3 1 ~1



bézisra nézve

1
a= |1
1

Igy ¢(a) koordinétds alakja a 9.12. Tétel szerint

20 61| T4
22 4 —2f || [24)

Osszhangban a fenti eredménnyel.

—_

Példa Most médositsuk az eredeti példat gy, hogy az R? vektortérben a standard
bézis helyett az

bazist rogzitjiik. Az elézbek szerint
L 1 0 1 0 -1
p: (0] — sl ¥ 11 — | e 0 — 5|
0 0 1

Ha az [é] vektornak az

1 2
-1’ 1
bézira vonatkozé kordinatéit x; és x5 jeldli, akkor

S [

T +2$2 = 1
-1 +Ty = 3.

azaz

Ebbdl
$1:—5/3, .T2:4/3

fgy a  matrixdnak els6 oszlopvektora

Wil
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Hasonléan allipithaté meg a masik két oszlopvektor is. A szamitast nem részletezve, a

@ keresett matrixa
(o] ~[-5/3 1 —-11/3
BB g3 00 4/3 |

1
Példaul, az a = | 1| vektor ¢ szerinti képe a B] vektor, melynek az
0

bézisra vonatkozo koordinatas alakja:

ik

Ezt az eredményt kell kapnunk, ha ¢ matrixat jobbrél megszorozzuk az a oszlopvektorral:

—_

o s | =[]

9.13. Tétel Legyenek Vi, V5 és Vs ugyanazon F' test feletti vektorterek rendre a By, By
és Bs bazisokkal. Akkor tetszdleges p,m @ Vi — Vo és tetszoleges € : Vo — V3 linedris
leképezések esetén
[0 + 1By, = [©lBays + [N]Ba/5 S
[§n)Bay8: = (€] 3o/, 1] B2 /81 -
Mads szavakkal: linedris leképezések dsszegének és szorzatanak mdtrixa megegyezik a line-
dris leképezésekhez tartozo mdtrizok dsszegével és (megfeleld sorrendben vett) szorzatdval.

Példa. Rogzitsiink a térben egy Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszert. Hata-
rozzuk meg a térbeli vektorok vektorterének énmagaba valé azon linearis leképezéséhez
(a koordinatatengelyek &ltal kijelolt bézis szerint) tartozé métrixot, amely tetszéleges
térbeli vektorhoz az xy-sikra es6 merdleges vetiiletének 30°-0s (pozitiv irdnyban tiirténd)
elforgatottjat rendeli.

Megoldas. Jelolje n azt a leképezést, amely minden térbeli vektorhoz annak az xy-sikra
valé merdleges vetiiletét rendeli, ¢ pedig jelolje azt a leképezést, amely minden térbeli
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vektorhoz annak z-tengely koriili 30%-os (pozitiv irdnyban torténd) elforgatottjat rendeli.
A példaban vizsgalt leképezés ennek a két leképezésnek a ¢n szorzata. Jeldlje i, j, k a
rogzitett derékszogli koordindtarendszer altal kijelslt alapvektorrendszert, és tekintsiik a
térbeli vektorokat koordinatas alakban. Mivel

1 0 0
n@=i= (0|, nG) =j= |1, nk) =0= |0},
0 0 0

ezért az n linearis leképezés matrixa

Mivel
&) al 0
. 2 . 2
pi)=| 11, nG)= L], ek)=kE=|0],
0 0 1
ezért a ¢ linedris leképezés matrixa
V3 1
NV
[SO]: 5 3 0
0 0 1
fgy a 9.13.Tétel szerint
V3 V3 1
¥»o-10]f1too0 > =5 0
[en]= |1 3 ol [0 1 0f=]1 ¥ g
0 0 1] (000 0 0 0

9.3. Bazistranszformacio

9.14. Definicié Egy V' wvektortér énmagdba valo ¢ linedris leképezéseit linedris transz-
formdcidknak nevezzik. Ha B o'V egy bazisa, akkor ¢ ezen bdzis szerinti matrizdt [p|g
modon fogjuk jelélna.
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9.15. Tétel Egy I test feletti n-dimenzios V' vektortér tetszoleges T linedris transzfor-
mdcicja €s tetszoleges B bdzisa esetén a kovetkezd feltételek eqymdssal ekvivalensek.

1. A B bazis T-szerinti képe is bdzisa V -nek.
2. 7] reguldris matriz.

Bizonyitas. Mivel egy négyzetes matrix akkor és csak akkor regularis, ha oszlopvektorai
linearisan fiiggetlenek, ezért az allitas a 3.14. Tétel kovetkezménye. O

9.16. Definicié FEgy V wektortér valamely T linedris transzformdaciojdt bazistranszfor-
mdcionak nevezzik, ha V-nek van olyan bdzisa, melynek T szerinti képe bdazisa V -nek.

9.17. Tétel LegyenV egy F test feletti n-dimenzids vektortér, és legyen B = {e;,...,¢,},
illetve B' = {¢e},...,e..} aV két bazisa. Legyen T a 'V wvektortér azon bazistranszformd-
cioja, amelyre

e,=7(e;), 1=1,...,n

teljestil. Akkor tetszdleges a € V' vektor esetén

la]s = [7]5' [a]s.

Bizonyitas. Legyen a € V tetszéleges vektor. Az a alakja a B’ bazisban (valamely
al,...,al € F skaldrokkal):

a=aie +--+ape = onT(e) £+ agT(e,).
Ezért (hasznélva a 9.12. Tételt és a 3.13. Tételt is)
lals = ai[r(e)ls + -+ + anlr(e,)ls = ai[rlsle]s + - - + ap[rlslen]s =

= [7]sla]s-
Ebbé6l mar adodik az
lalz = [7]5'a]s

egyenldség, mivel [7]z regularis (9.15. Tétel), igy van inverze. O
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9.18. Tétel LegyenV eqy F test feletti n-dimenzids vektortér, és legyen B = {e;,...,¢e,},
illetve B' = {¢ey,...,e.,} aV két bdzisa. Legyen T a V wvektortér azon bazistranszformd-
cioja, amelyre
o ) L
LiiT(Li)ﬁ lil?"'v”’

teljestil. Akkor a V' wvektortér tetszoleges ¢ linedris transzformdcioja esetén
AN owr — [F12H A o[+
[Pl = [7]5 []8[7]8-

Bizonyitas. Legyen ¢ a V' vektortér egy linedris transzformécidja. A 9.12. Tétel szerint
© méatrixa a B’ bazisban a kovetkezd alaku:

[els = [le(eD)]s, - - - [e(en)]s] =

ler(e)]s -, [oT(en)]s] =
715 ler(e))s, - - [T]5 [v7(e,)]s] =
(15 [Plsllsleds, - - [T]5 [¢lslT]slen)s] =
[7)5" [¢lsl7]5:

Ko6zben felhasznaltuk a kovetkezo két tételt is: 9.17. Tétel, 9.13. Tétel. n

Példa. Hatdrozzuk meg az el6z0 fejezet végén levo példaban szereplé ¢n linearis leké-
pezés matrixat abban B’ bazisban, melynek vektorai:

1 0 1
21, (1|, |0
2 1 1

Annak a 7 bézistranszforméciénak a matrixa (a standard bazisban), amely a standard
bazis vektorait a B’ bazis vektoraiba viszi:

1 01
210
2 1 1
Ennek inverze:
1 1 -1
-2 -1 2
0o -1 1
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Innen adddik, hogy a ¢n linearis leképezés B’ bézisbeli matrixa:

S

11 -1 [4¥ -3 0][1 01
=2 -1 2| |1 ¥ o] |210
0 —1 1 0O 0 off2 11

9.19. Tétel Linedris tarnszformdcio kiilonbozé bazisok szerinti mdtrizai eqymdshoz ha-
sonlo matrizok.
Bizonyitas. A 9.18. Tétel szerint nyilvanvalo. m

Megfogalmazunk egy kovetkezményt.

9.20. Tétel Eqgy F test feletti véges dimenzios V' wvektortér valamely T linedris transz-
formdcidja akkor és csak akkor bazistranszformdcio, ha V' bdarmely bdzisanak T szerinti
képe bdzisa V -nek.

Bizonyitas. A 9.15. Tétel, a 9.18. Tétel és a 6.17. Tétel alapjan nyilvanvalo. O

9.4. Linearis transzformaciok sajatértékei, sajatvek-
torai

9.21. Definicié Legyen V' eqy F' egy test feletti vektortér, és p a V' egy linearis transz-
formdcicja. Az F wvalamely \ elemét a ¢ eqy sajdtértékének nevezzik, ha megadhato
olyan 0 # x € V wektor, hogy

p(r) = Az.

A fenti egyenldségben szerepld x # 0 vektorokat a ¢ linedris transzformdcio \ sajdtérté-
kéhez tartozo sajdtvektoranak nevezziik.

9.22. Tétel Eqgy F test feletts V' vektortér valamely ¢ linedris transzformacidjinak sa-
jatértéker megegyeznek ¢ tetszoleges V -beli B bdzisdhoz tartozo mdtrizdnak sajatértékei-
vel.
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Bizonyitas. Legyen B a V vektortér egy bazisa. Mivel ¢-nek a V kiilonb6z6 bézisai
szerinti matrixai hasonldk egymashoz, és mivel hasonlé métrixok spektruma kozos, ezért
elég azt megmutatni, hogy ¢ sajatértékei megegyeznek a B bazis szerinti matrixanak
sajatértékeivel. Az F valamely A eleme akkor és csak akkor sajatértéke p-nek, ha

p(x) = Az

teljesiil valamely 0 # x € V vektorra. Ezen utobbi egyenléség azzal ekvivalens, hogy

lp(z)]s = [Az]s,

lplslz]s = Alz]s,

ami annyit jelent, hogy A sajatértéke a [p]g matrixnak. ]

9.23. Tétel Eqgy V wektortér tetszoleges ¢ linedris transzformdciojanak V' valamely B
bazisdahoz tartozo mdtriza akkor és csak akkor diagondlis, ha B minden vektora a ¢ eqy-
eqy sajatvektora. Ha ez a helyzet, akkor a diagondlis mdtriz foatlojaban allo elemek a ¢
sajatértékei (mindegyik annyiszor szerepel a fédtloban, amennyi az algebrai multiplicitd-

sa).
Bizonyitas. Legyen [¢]|s diagondlis a V' egy

Biey,...,e,}

béazisdban. Ha a féatléban allé elemek rendre A, ..., \,, azaz

AN 0 .00
0 X ... O
[(:O]B - . . . . )
0 0 An
akkor
[p(e)]s = [elsle]s = [Mieils,
azaz

ple;) = Nie;

teljesiil minden ¢ = 1,...,n indexre. Tehat a B bazis elemei a ¢ linearis transzformacié
sajatvektorai.
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Forditva, tegyiik fel, hogy egy F' test feletti V' vektortér valamely

Bie,...,e,}

bazisanak elemei a V' egy ¢ linedris transzformécidjanak sajatvektorai. Akkor minden
1 =1,...,n indexre

ple;) = Nie;
teljesiil valamely \; € F' skalarral. Ebbdl mar vilagos, hogy

A 0 ... 0

0 X ... O
[(’D]B: : : .. : ’

0O 0 ... X\,

azaz ¢ B bazisbeli métrixa diagondlis. Mivel ezen diagondlis matrix karakterisztikus
egyenlete

n

i=1
ezért egy-egy sajatérték annyiszor szerepel a féatloban, amennyi az algebrai multiplici-
tasa. O]
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10. fejezet

Az R" vektortér

10.1. Definicié Az R™ vektortér

a1 by

a b
a= ’ , b= ’

an, b,

vektorainak skaldris szorzatan az
@:a1b1+a2b2+---+anbn

szorzatdsszeget értjiik.

Konnyen ellenérizheto, hogy igaz a kovetkezo tétel:

10.2. Tétel Az R™ vektortér tetszdleges a, b és ¢ vektoraira €és tetszéleges o valds sza-
mokra az alabbiak teljesiilnek:

1. ab= ba,
2. a(b+c) = ab+ ac,
3. (a)b = a(ab) = a(ab).

111



10.3. Megjegyzés Az R" vektortér vektorait oszlopvektorokként tekintettiik, ezért R™
egy

3]

a2

S
I

an

vektora gy is tekinthetd, mint egy R feletti n x 1 tipust matrix. Ekkor transzponaltja:
QT - [a17a27 .. aa/n]

egy sorvektor, azaz egy 1 X n tipusd matrix. fgy az R™ vektortér valamely

a1 by
(05} / b2
a= és b= | .
an by,
vektorainak skaldaris szorzata
a'b="b"a

formédban is felirhato.

10.4. Definicié Két R™-beli vektorrdl akkor mondjuk, hogy merdlegesek (ortogondlisak),
ha skaldris szorzatuk 0. Egy vektorrendszert ortogondlisnak nevezziik, ha vektorai paron-
ként ortogondlisak.

10.5. Definicié Egy a € R™ vektor abszolit értékén az |a| = /aTa nemnegativ valds
szamot értjik. Eqgy R™-beli vektort eqységuektornak neveziink, ha abszolut értéke egyenld
1-gyel.

Tetszoleges 0 # a € R™ vektorbdl mindig készithetiink egy egységvektort, mégpedig
ugy, hogy elosztjuk az abszolut értékével. Ezt az eljarast a vektor normalasanak is
szoktuk nevezni.
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10.6. Tétel Az R™ wvektortér minden olyan ortogondlis vektorrendszere, amely nem tar-
talmazza a nullvektort linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Legyen b,,b,, ... b, az R" vektortér egy olyan ortogonalis vektorrendszere,
amely nem tartalmazza a nullvektort. Tegyiik fel, hogy valamely aq, s, ..., «a, valos
szamokkal

by + aoby + -+ - + b, = 0.

Beszorozva az egyenl6séget skaldrisan a b; (j = 1,2,...,n) vektorral, a kovetkezd egyen-
16séget kapjuk:

Q;j (be]) = 0.

Mivel a b; vektor nem a nullvektor, ezért Q]Tl_)j = |l_)j|2 # 0, amibél a; = 0 kovetkezik
minden j = 1,2, ..., n indexre. Tehat a by, b,,...,0b, vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.
]

10.7. Definicié Az R™ vektortér ortonormdlt bdzisin pdronként ortogondlis eqyséquek-
torokbol dllo bazist értiink.

Az R" vektortérben azok az e; vektorok, amelyek i-dik eleme 1, a t&bbi elem pedig 0,
ar R™ vektortér egy ortonormalt bazisat alkotjak. Ezt a bazist az R™ vektortér standard
béazisdnak nevezziik. Ha kiilon nem emlitjiik, akkor az R™ vektortér bazisan a standard
bézist értjiik.

10.8. Definicié Akkor mondjuk, hogy eqy V' vektortér elodall a Wy és W alterek direkt
osszegeként, ha Wiy N Wy =0 és Wy + Wy =V (ez utébbi feltétel annyit jelent, hogy V
minden vektora eléall eqy Wi-beli és eqy Wo-beli vektor dsszegeként). Ha egy V' vektortér
eldall valamely Wy és Wy alterek direkt dsszegeként, akkor ezt V.= W1 @ Wy maddon
jelolyiik.

10.9. Definicié Az R™ wvektortér eqy W alterének ortogondalis kiegészitd alterén az R™
vektortér mindazon a vektoraibdl dllé W+ alteret értjiik, amely a vektorok merdlegesek a
W altér minden vektordra.
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Legyen adott egy

a1y a12 Ce Q1np

921 A9 ... QAgp
A =

Am1 Am2 ... Omn

matrix. Jelolje W az R™ vektortér azon alterét, amelyet a matrix sorvektorai generalnak.
Ezt az alteret az A matrix sorterének nevezziik. A W ortogonalis kiegészito altere az R™
vektortér mindazon

I
o)
= €eR"
',”En
vektoraibol all, amelyekre
apn Gz ... Qi 1 0
Q21 Q2 ... Q2p xo | 0
vdots|  |vdots
Am1 Am2 ... OGmp Tn 0
teljesiil, azaz amely x vektor megoldasa az
Az =0

homogén linearis egyenletrendszernek. Ennke az egyenletrendszernek az i-dik egyenlete
a1+ aipZo + -+ + ATy =0

alakl, amely azzal ekvivalens, hogy az A matrix i-dik sorvektora merdéleges az x vektorra.
Tehat egy x € R™ vektor akkor és csak akkor van benne az A maétrix nullterében, ha
benne van a W sorterének ortogondlis kiegészitéjében, azaz a W+ altérben. fgy az A
matrix nulltere a sorterének ortogondlis kiegészitdje.

10.10. Tétel Az R™ vektortér tetszéleges W altere esetén R = W @ W—.
Bizonyitas. Ha x € R™ benne van a W és W+ alterek metszetében, akkor

2> = 2"z =0,
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azaz x = 0.

Jelolje m a W altér dimenziéjat. Ekkor W-nek van m elem@ béazisa. Ezekbdl a
béazisvektorokbol, mint sorvektorokbdl készitsiink egy m x n tipusi maétrixot. Ennek
sortere a W altér. A matrix nulltere a W+ altér. A dimenziététel miatt dim(W+) =
n —m. Legyen by,...,b,, a W altér egy bazisa, b,,.,...,b, a W egy bazisa. Tegyiik
fel, hogy

albl + - Oémbm + @m+1bm+1 + - anbn = Q
Akkor
arby + -+ amb, = —ami1b, g — 0 — anb,.

A bal oldali vektor eleme W-nek, a jobb oldali eleme W+-nek, igy a W N W+ = () miatt
aiby + -+ anb,, =0

és

am+1bm+1 + -+ anl_)n J Qv
amibol az két vektorrendszer fiiggetlensége miatt a; = 0 kévetkezik minden i =1,...,n
indexre. Tehdat b,,...,0,,,b,,41,--.,b, az n-dimenziés R" vektortér linedrisan fiiggetlen

vektorrendszere. fgy ez a vektorrendszer egy bazisa az R"™ vektortérnek. Ebbd6l mar
kévetkezik, hogy R™ minden vektora el6all egy W-beli és egy W--beli vektor dsszegeként,
azaz W + W+ = R".

10.11. Tétel Az R™ vektortér tetszbleges W altere esetén (WH)+ =W.

Bizonyitds. Az vildgos a definiciébdl, hogy W C (W1)+. A forditott allitds bizonyi-
tdsahoz tegyiik fel, hogy z € (W), Mivel R* = W @ W+, ezért megadhaték olyan
a € W és b € Wt vektorok, amelyekre 2 = a + b teljesiil. Ha megszorozzuk ennek
az egyenléségnek mindkét oldalét b-vel, akkor 0 = b’z = b'a + b'b = 0 + |b|?, amibél
b = 0 kovetkezik. fgy z =a € W Tehat (W)t C W. A két tartalmazasi reldciébdl
(W)L =W adédik. O

10.1. R feletti linearis egyenletrendszerek

Legyen
ai ai2 e Q1n
G21 A2 Q2n,
A= ,
Am1 Am2 ... Omn
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egy F test elemeibdl képezett m x n tipust matrix. Ez a matrix meghatarozza az F"
vektortérnek az ™ vektortérbe vald

X

PA T S = Az

Tn

linearis leképezését. Ennek nullterét, azaz az F" vektortér Kerpa alterét az A matrix
nullterének is nevezziik és N4 maédon jeldljiik.

Jelolje az A matrix i-dik (i = 1,...,m) sordbdl képezett al = [a;, aia, - . -, @in] vek-
torok altal generalt F" vektortérbeli alteret S mddon. Ezt az alteret az A matrix
sorterének nevezziik.

10.12. Tétel Tetszoleges F test elemeibol képezett m X n tipusi A madtriz esetén n =

dim(Na) + dim(Sa).

Bizonyitas. A dimenziététel miatt n = dim(Kerpa) + dim(Impa). Mivel Kerpa =
Na, ezért dim(Kerpa) = dim(Na). Az vildgos, hogy a pa linedris leképezés képtere,
azaz az R™ vektortér Impa altere megegyezik az A matrix oszlopvektorai altal kifeszitett
altérrel. A 6.28. Tétel szerint ennek dimenzidja megegyezik a sorvektorok altal kifeszitett
altér dimenziéjaval, azaz dim(Impa) = dim(Sa). Ebbél mar kovetkezik a tétel allitdsa.

10.13. Tétel Valos szamokbol képezett tetszoleges A matrix nulltere és sortere eqymas
ortogondlis kiegészitoi.

Bizonyitas. Az R" vektortér egy c¢ vektora akkor és csak akkor van benne az A métrix
nullterében, ha megoldésa az Az = 0 homogén linedris egyenletrendszernek. igy az N
nulltér az Sa sortér ortogonalis kiegészito altere. A 10.11. Tétel alapjan viszont az Sa
sortér az N altér ortogonalis kiegészitd altere. O]

10.14. Tétel Ha a valos szamok teste feletti Ax = b linearis egyenletrendszernek van
megolddsa, akkor az A madtrix sortere mindig tartalmaz ezen megolddsok kézil eqyet
és csak egyet, az Osszes megoldas pedig gy adodik, hogy a sortérbe esé megoldashoz
hozzaadjuk az A mdtriz nullterének (azaz az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megolddshalmazdnak) dsszes elemét.
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Bizonyitas. Legyen v az egyenletrendszer tetsz6leges megolddsa. Mivel R” = Sy @ Na,
ezért megadhatok olyan a € Sp és b € Na vektorok, amelyekre v = a + b teljesiil.
Tetszoleges ¢ = 1,2, ..., m index esetén

bi=alv=al(a+b)=ala+0

mivel b € N és igy al'b = 0. EbbSl viszont az adédik, hogy az A métrix sorterében 1évé
a vektor az Ax = b egyenletrenszer egy megoldasa.

Ha v és w is olyan vektorok a sortérben, amelyek megoldasai az egyenletrendszernek,
akkor kiilonbségiik megoldsa az egyenletrendszer homogén részének, azaz a kiilénbségiik
benne van az Ny altérben. Mivel a sortér altér, ezért a két vektor kiilonbsége benne van
Sa-ban. Mivel SpA NN =0, ezért v — w = 0 vagyis v = w.

Az, hogy az 0Osszes megoldas pedig ugy addédik, hogy a sortérbe esé megoldashoz
hozzaadjuk az A matrix nullterének Osszes elemét mar kovetkezik a bizonyitas el6zo
részeibdl és az R" = Sp @ Na ténybdl. O

10.2. Az R" vektortér linearis transzformacioi

Az R™ vektortér linedris transzformdaciéit (azaz énmagaba vald linedris leképezéseit) n-
dimenzids tenzoroknak is szoktak nevezni. Mi is ezt a kifejezést hasznaljuk. A tenzorokat
latin nagy betiikkel jeloljik. Egy A tenzor (standard bazisbeli) métrixat A mddon
jeloljiik.

10.15. Definicié Egy n-dimenzids A tenzor dltal meghatdrozott a, = A(e;) (i =1,2,...,
vektorokat az A tenzor vektorkoordindtdinak nevezzik.

10.16. Megjegyzés FEgqy tenzor vektorkoordindtdi az A tenzor standard bdzis szerinti
mdatrixdnak oszlopvektorai.

A 3-dimenzids tenzorokat osztélyozhatjuk a képhalmazuk (az értékkészletiik) szerint.
Egy 3-dimenzids A tenzorrdl azt mondjuk, hogy
1. nulltenzor, ha képhalmaza csak a nullvektort tartalmazza,

2. linedris tenzor, ha képhalmaza egy dimenzids,

3. planaris tenzor, ha képhalmaza 2-dimenzids,
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4. teljes tenzor, ha képhalmaza az egész R? tér.

10.17. Definicié Az R™ vektortér a és b vektorainak a o b diadikus szorzatdn azt az n-
dimenzios tenzort értjik, amely az R™ vektortér tetszoleges r vektordhoz az Q(I_)Tf) vektort
rendeli (itt a vy kifejezés a b és az r vektorok skaldris szorzatdt jelili).

Ha a és b az R? vektortér vektorai, akkor az a o b diadikus szorzat nulltenzor, ha
a = 0, és linedris tenzor, ha a # 0.

A kovetkezo tétel a diadikus szorzat matrixaval kapcsolatos.

a1 by
. | L az| b . )
10.18. Tétel Az R™ vektortérbelia = | | ésb= | .| vektorok diadikus szorzatdanak
Qn, bn
mdtriza
a1by aiby ... aib,
(12b1 (Igbg C (Igb,,
aby a,by ... a,b,

Legyenek a; (1 =1,2,...,n) egy A tenzor vektorkoordinatéi! Har = &e;+---+&,e,,,
akkor minden i = 1,2,...,n indexre & = elr. Ezért

Al) =a&i+- - +a,6n =

=a,(efr)+--+a,(er) =(a;0e + - +a,0e,)(r).

A= zn:(% °¢;).
i=1

Az a; o e; diadikus szorzatokat az A tenzor tenzorkomponenseinek nevezziik.

Tehat

10.19. Definicié Az R™ vektortér eqy A’ tenzordt az A tenzor adjungdltjanak nevezziik,
ha tetszéleges a,b € R™ vektorokra [A(a)]Tb = a® A'(b) teljesiil (a képletben a vektorok
kozotti skaldris szorzds szerepel).
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10.20. Tétel Minden A tenzornak pontosan eqy adjungdltja van, és annak valamely B
ortonormdlt bdzis szerinti mdtrixa megeqyezik az A tenzor B bdzis szerinti mdtrizanak
transzpondltjdval.

10.21. Definicié Egy A tenzort szimmetrikus tenzornak neveziink, ha A = A’. Ha egy
A tenzor esetén A = — A’ teljesiil, akkor az A tenzort ferdén szimmetrikus tenzornak
nevezzik.

Mivel tetszéleges A tenzor esetén 3(A+ A') egy szimmetrikus, 3(A— A’) pedig ferdén
szimmetrikus tenzor, az A = 2(A+ A') + 3(A — A’) egyenldség alapjén kimondhaté a
kovetkezo tétel.

10.22. Tétel Minden tenzor elddllithato eqy szimmetrikus és eqy ferdén szimmetrikus
tenzor dsszegeként.

10.23. Definicié FEgy wvalos szamokbol dllo négyzetes A mdtrixot szimmetrikus mdat-
riznak nevezziik, ha AT = A. Az A mdtrizot ferdén szimmetrikusnak nevezziik, ha
AT = —A.

A szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrixokra (mint a valds szamok teste feletti
métrixokra) gy is tekinthetiink, mint a komplex szamok feletti olyan matrixokra, ame-
lyek elemei valos szamok. Ezért beszélhetiink valds, illetve komplex sajatértékeikrdl is.
A kovetkezo tétel arra ad valaszt, hogy mik lehetnek a szimmetrikus, illetve a ferdén
szimmetrikus matrixok komplex sajatértékei.

10.24. Tétel Szimmetrikus mdtriz minden sajdtértéke valos szam. Ferdén szimmetrikus
matriz minden sajdtértéke képzetes szam.

Bizonyitas. Legyen A egy n-edrendii valés elemii négyzetes matrix. Legyen A = a+ib €
C az A egy sajatértéke. Akkor van olyan 0 # v = z + iy € C" vektor, hogy



Szorozzuk be ezt az egyenloséget balrél a v vektor konjugéltjanak transzponaltjaval.
Ekkor az —
(v) Av=A(z* + |y*)

egyenldséget kapjuk. Vegyiik mindkét oldal konjugaltjanak transzponaltjat. Ekkor
— —
(v) ATv = A(jz]* +[y*)

adodik, felhasznalva azt is, hogy valés szam megegyezik a konjugaltjaval. Ha A szim-
metrikus, akkor ezen utobbi egyenldség

—T p—
(v) Av = A(|z” + [y*)
alaki. A masodik és az utolsé egyenloséghbdl azt kapjuk, hogy
Mzl* +1y*) = Az + [y,

azaz

A=A

Ez éppen azt jelenti, hogy A valds szam.
A ferdén szimmetrikus eset bizonyitdsa a szimmetrikus esettol csak annyiban kiilon-
bozik, hogy az
— —
(v) ATv=A(|z” + [y[*)

egyenloségbol

—T —

(v) (A = X(|z* + [y[*)
kovetkezik, s ezért A = —\ miatt b = 0, azaz A = ib adédik; tehat ferdén szimmetrikus
esetben a A sajatérték képzetes szam. O]

10.25. Tétel Szimmetrikus matriz kilonbozo sajdatértékeihez tartozo sajdtvektorok eqy-
masra merolegesek, azaz skaldris szorzatuk 0.

Bizonyitas. Legyenek a és b egy A szimmetrikus matrix valamely A és p sajatértékeihez
tartozo sajatvektorok, azaz

Aa=MXa és Ab= ub.

Ekkor
b'Aa = M\"a,

120



amib6l (mindkét oldal transzpondltjat véve)
a"AThb=N"a
addédik. Mivel az A matrix szimmetrikus, ezért

A'a=a"Ab=a"pb,

amibol
bra=a"b
miatt
(A—p)a"b=0
adédik. Ha X\ # p, akkor a’'b = 0, azaz a és b egymdsra mer6leges vektorok. n

10.26. Tétel Az R"™ vektortér eqy tenzora akkor és csak akkor szimmetrikus, ha A mdt-
rixa az R™ tér tetszéleges ortonormdlt bdazisaban szimmetrikus. Az A tenzor akkor és
csak akkor ferdén szimmetrikus, ha matriza az R™ tér tetszdleges ortonormdlt bdazisaban
ferdén szimmetrikus.

Bizonyitas. Legyen A az R™ vektortér egy szimmetrikus tenzora, A pedig a standard
bézishoz tartozé matrixa. Tetszoleges i,5 = 1,2, ..., n indexek esetén

i[Alj = el Ae; = ¢ Algy) =

= [A(e)]"e; = ¢ A(e) = e Ae; = [AlL.

Tehat az A tenzor A matrixdban az i-dik sor j-dik eleme megegyezik a j-dik sor i-
dik elemével, azaz az A szimmetrikus tenzornak a standard b&zishoz tartozématrixa
szimmetrikus. Megmutathatd, hogy ha B az R" vektortér egy tetszoleges ortonormaélt
béazisa, akkor a standard bazist B-re képez6 B bazistranszformacié standard bazisbeli
B matrixéra telesiil, hogy B! = BT. Igy az A szimmetrikus tenzor B bazisbeli [Als
matrixara
Al =B 'AB =B"AB

adodik; ez a matrix szimmetrikus.

Hasonléan igazolhaté, hogy ferdén szimmetrikus tenzor matrixa az R™ tér tetszoleges
ortonormalt bazisaban ferdén szimmetrikus. O]

121



10.27. Tétel Szimmetrikus tenzor sajdtértékei valos szamok, ferdén szimmetrikus ten-
zornak csak O lehet a sajatértéke.

Bizonyitas. Ha A egy szimmetrikus tenzor, akkor matrixa szimmetrikus, melynek sa-
jatértékei valés szamok. Ha A ferdén szimmetrikus tenzor, akkor matrixa ferdén szim-
metrikus, igy annak sajatértékei képzetes szamok, tehat ezen sajatértékekbdl csak a 0
lehet eleme a valés szamok R testének. [

Bizonyitas nélkiil kozoljiik a kovetkezo tételt, amit a szimmetrikus tenzorok "Fotengely-
tételének” is szoktak nevezni.

10.28. Tétel Az R"™ vektortér minden szimmetrikus A tenzora esetén létezik az R™ vek-
tortérnek az A sajdatvektoraibol dallo ortonormdlt bazisa. Ebben a bdzisban az A mdtrixa
diagondlis (a fédtloban az A sajatértékei szerepelnek, mindegyik annyiszor, amennyi an-
nak algebrai multiplicitdsa).

Legyen A egy n-dimenzids szimmetrikus tenzor. Az el6z6 tétel miatt van az R"
vektortérnek az A sajatértékeibél allé B = {sy, S,, - .., s, } béazisa. Jelolje \; az A tenzor
s; sajatvektorahoz tartozo sajdtvektordt. TetszGleges r = > " &;s; vektorra

Z& Z&A 5; Z(Aﬁi)& =

=1

:Z(/\igi )(slT) Z/\ s;08;)(r) = Z)\ s;08;) | (r).

=1
Tehat

A= Zn:)\i(§i O§i)7
=1

azaz az A tenzor el6dll az s, o s, diadikus szorzatok Osszegeként.

10.29. Definicié Az A=3"" N(s;0s,;) elddllitast az A szimmetrikus tenzor spektral-
elddllitasanak nevezziik.
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