9. eloadas

Trigonometrikus fliggvények és inverzeik. Trigonometrikus egyenletek.

Trigonometria

Hegyesszogek szogfliggvényei

Derékszogl haromszogben az a hegyesszog szinusza, koszinusza, tangense, kotangense

(0<a<90°):
. a szoggel szemkozi befogd a sina szoggel szemkozi befogd
e sSiIna=-= - - o tga=—= = -
c atfogo b cosa szog melletti befogd
b sz6g melletti befogd b cosa 1
® CoOsSa=-—= - - octga:—:—:—
c atfogo a sina tga

45°

b 50° o [e0° B 45
1 1 1

Nevezetes szogek szogfliggvényei (30 °, 45 °, 60 °)

. 1 1 . 1 42
® sin30°=co0s60°=- e tg30°=ctgb60°=— ® sin45°=c0s45°=—=—
’ g @
. 3
® sin60°=c0s30°=— otg60°=ctg30°=\/§ o tg45°=ctg45°=1
2

Forgasszogek szogfliggvényei (a € R)

Definiciok:
e Forgassuk el azi=(1, 0) vektort az origd koriil a forgasszoggel. Az igy kapott e egységvektor
végpontjanak els6 koordinataja cos a, masodik koordinataja sin a.
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sina T

o tga= ,hacosa*0,azaza+— +kim (keZ)
cosa 2
cosa )

o ctga= ,hasina*0,azaza*kmr (keZ)

sina

Megjegyzés: Az a forgasszdg tangense az x = 1 egyenlet(i egyenesen olvashatd le, felhasznélva, hogy

s , (. Sina tga
hasonlo haromszogek oldalaranyaibdl =—,
cosa 1
A
1
)
€ .
sin/a sin a fga
a -
-1 cos a -1 cosa |1
-1 -1

A definiciokbol kovetkezik: e -1<sina<1, -1<cosa<1
Pitagorasz-tétel: sin? a+cos?a=1

Minden k € Z esetén:

sina=sin(a+k-2 ), o tga=tg(a+k-m),
e cosa=cos(a+k-2rr), o ctga=ctg(a+k-m)

Néhany azonossag

Az egységkoron lévo pontok 1. és 2. koordinatajanak 6sszehasonlitasaval néhany azonossag:

1“ (sin)

T—a a e COs a =cos(-Q)

e sin(-a)=-sina
a (cos) e sin(IT-a)=sina
-1 —-Qa 1
)y e sin(IT + a) =sin(-a)
Tra - e COs (7T - a) = cos(JT + a)
-1
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Szogek ivmértéke

e 1radian nagysagu egy kor azon kozépponti szoge, amelynél az iv hossza egyenl6 a kor sugaraval.

JT
e Példak: 360 °ivmértéke 2 5T radian; 180 ° ivmértéke T radian; 90 ° ivmértéke — radian;
2
’ ’ ’ 7T e ’ 7’ ’ Tr e ’ ’ 7’ 7T e
60 ° ivmértéke — radian; 45 ° ijvmértéke — radian; 30 ° ivmértéke — radian.
3 4 6
© Q
e Kapcsolat egy szog fokokban (a°) és radianban (a,) megadott értéke kozott: =—
180° gt
= q,=1radidn: a°=—— =57.2958...°
JT

A szinusz- és koszinuszfliggvény

Ertelmezési tartomany: e Dgn =R, Deos =R
Ertékkészlet: ° Rsin = [_1’ l]’ RCOS = [_l’ l]

Periodicitds: e sina=sin(a+k-2m) (keZ), = a szinusz- és koszinuszfliiggvény
e cosa=cos(a+k-2m) (keZ) 2 rt szerint periodikus
Paritas: e sin(-a) =-sina = a szinuszfliggvény paratlan (grafikonja tiikrés az origéra)

e cosa=cos(-a) = a koszinuszfliggvény paros (grafikonja tiikros az y tengelyre)

Zérushelyek: o sinx=0 < x=kr (keZ)

JT
e cosx=0 < x=—+km (keZ)
2
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A tangens- és kotangensfiiggvény

< ’ . ’ sinx
Ertelmezési tartomany: etgx=
Cosx
Cos X , .
e ctgx =—— ottvan értelmezve, aholsinx #0,azaz x k1t (ke Z)
Sinx

= Dtg:R\{gmn:kez}, Deg=R\{k 7 :keZ)

TT
ott van értelmezve, ahol cosx #0,azaz x* — + k1t (ke Z)
2

Ertékkészlet: o Ryg=R, Dyg=R

Periodicitas: e tga=tg(a+k-m) (keZz), = a tangens- és kotangensfiiggvény
o ctga=ctg(a+k-m) (keZ) rtszerint periodikus

_ sin(-a) -sina , L .
Paritas: o tg(-a)= = =-tga = atanges- és kotangensfliggvény paratlan
cos(-a) cosa

o ctg(-a)=-ctga (grafikonjuk tiikros az origdra)
sinx
Zérushelyek: o tgx= =0 < sinx=0 & x=ki (keZ)
COSX
COSX JT
o ctgx= =0 < cosx=0 = x=— +krt (keZ)

sinx 2
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Az arkusz fliggvények

T JT
e Az f(x)=sinx fliggvény szigordan monoton a [——, —] intervallumon
2 2

= alesz(ikitésének ezen az intervallumon létezik inverze.
. .. . . . -1 Tt
Az arkusz szinusz fliggvény: arcsin x = (sm | [z 7_7]) ; Darcsin =[=1, 1], Rarcsin = [——, —].
272 2

e Az f(x) = cosx fliggvény szigordan monoton a [0, 71] intervallumon
= a leszlikitésének ezen az intervallumon létezik inverze.
Az arkusz koszinusz fliggvény: arccos x = (cos | [o,n])'l; Darccos = [-1, 1], Rarccos = [0, 7T].

—
-

o b arcsinx
2 arccos x
1 [
sin x
_ I _q 1 o
2 2
_14
_r -1
2 A

VAS T JT
o Azf(x)=tgx (x +—+ki, ke Z) fliggvény szigordan monoton a (——, —) intervallumon
2 2 2

= aleszlikitésének ezen az intervallumon létezik inverze.

- JT JT
Az arkusz tangens fliggvény: arctg x = (tg | (Lzrgzr)) 1; Darctg =R, Rarctg = (_E ;)

e Azf(x)=ctgx (x* kT, keZ)fliggvény szigordan monoton a (0, 77) intervallumon
= a leszlikitésének ezen az intervallumon létezik inverze.
Az arkusz kotangens fliggvény: arcctg x = (ctg | (o,n))'l; Darcetg =R, Rarcetg = (0, 17).

j A 3
| tg x
R oo RO
2 )
| . arctg x
_m T
2 2
,,,,,,,, _E,
g 2 |
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Néhany azonossag

1) Addicids képletek:  sin(x +y)=sinxcosy +cosxsiny = sin2x=2sinxcosx
Sin(x — y) =sinx cosy —cosxsiny
COS(X + ) = COSXCOS Y —Sinxsiny = cos2x =cos’x -sin®x

COS(x —y)=cosxcosy +sinxsiny

1+cos2x 1-cos2x
2) cos?x +sin’x=1 = cos’x=—, Sin’x=——
) . 5 2 2
COS“ X —SIN“X=Cc0S2x
sin® x + cos? x 1 1
3)1+tg’x= = = cos’x=
cos® x cos® x 1+tg’x

Feladatok

Az alabbi feladatokhoz hasznaljuk fel a kdvetkezd azonossagokat:
1) sin®x +cos’x=1

2) cos2x = cos® x — sin®x

3)sin2x=2sinxcosx

Segédanyag:
https://math.bme.hu/bevmat/szogfuggvenyek.pdf

1. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan:

1 3
a)sinx=- b)sinx=-—— c)sin2x)=1 d)sinx=0.7
2 2

2
e) cosx:—T f) cos’x=1 g)cosx=0.3 h)tgx=-v3

2. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan:
a)4sin’x-8cosx=-1 b) cos2x-2sinx=-3
c)2cos’x+sinx-1=0 d) cos2x-sin’x-6sinx=4

3. Oldja meg az alabbi egyenleteket a [0, 2 rt] intervallumon:
a)sin2x-sinx=tgx b) (cosx +sinx)? + cosx=1
) 2sin?x + cos(7T - x) =2 d) cos2x=sinx+1
e)cos2x+2cos’x-2sinx-1=0 f) 2sinxcos2x=sin2x
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Eredmények

1. feladat

. 1 7T 57T
a)sinx=— &= x;=—+k'2m, x,=— +k-211 (keZ)
2 6 6

. 3 47T 57T
b)sinx=— & x;=— +k:271, x,=— +k-271 (keZ)
2 3 3

T
c)sin2x)=1 <& x=—+k 11 (ke Z)
4
d)sinx=0.7 & x;=arcsin(0.7) + k-2 =0.775397 + k-2 1,
X, =71r=arcsin(0.7) + k-2m=2.3662+k-21m (keZ)
V2

3T
e)cosx=——— <& x=x— +k-271 (keZ)
2 4

f)cos’x=1 < x=k-1t (keZ)
g)cosx=03 < x;p=%arccos(0.3)+k-2m=+12661+k-21m (keZ)

h)tgx:—«/g = x=—g+k-rr (kez)

A 2. és 3. feladat eredményei megtalalhatdk az alabbi linken:
https://math.bme.hu/~nagyi/bevmat-B/BevmatB-trigonometria.pdf

Néhany megoldas

2.a)4sin’x-8cosx=-1
Megoldas. Felhasznéljuk:sin®x +cos?x=1 = sin’x =1-cos?x
Ezt az egyenletbe beirva: 4(1-cos’x)-8cosx=-1
4-4cos’-8cosx=-1
4cos’x+8cosx-5=0

Ez cos x-re masodfoku egyenlet. A megoldoképletbdl:

-8+ 4/82-4:4-(-5) _8+12

(cosx);, = =
H 24 8
1 7T
l.eset:cosx=- &< x=t—+k-271 (ke Z)
2 3
-20 5 , . B
2. eset: cosx = — =-- <-1, ezért ebben az esetben nincs megoldas
8 2

(mivel -1 < cosx <1 minden x e R esetén)

T
Amegoldés:x:ig +k-2mm (keZ)
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2.b)cos2x-2sinx=-3

Megoldas. Felhasznaljuk: 1) cos2x =cos?x - sin®x
2)sin’x+cos’x=1 = cos’x=1-sin’x
Innen: cos 2 x = cos” x =sin®x = (1 - sin” x) - sin®x = 1 - 2sin

Ezt az egyenletbe beirva: (1-2sin*x)-2sinx=-3
2sin’x+2sinx-4=0
sinx+sinx-2=0

1+ 4/1-4-1-(-2) -1#3

Ez sin x-re méasodfoku egyenlet. A megolddképletbdl: (sinx), , = » ==
: 1

JT
l.eset:sinx=1 < x=—+k-271 (ke Z)
2

2. eset: sinx=-2<-1 = ebben az esetben nincs megoldas
(mivel -1 < sinx <1 minden x e R esetén)

JT
Amegolda’s:x:; +k-2m (keZ)

3.a)sin2x-sinx=tgx

sinx

Megoldas. Felhaszndljuk:  sin2x=2sinxcosx, tgx = (Kikotés: cosx +0)

COs X

sinx

Ezt az egyenletbe beirva: 2sinxcosx —sinx =
COos X

Megjegyzés: nem oszthatunk sin x-szel, mert ez nulla is lehet. Helyette: emeljiink ki sin x-et,
rendezziink nullara, és alakitsunk szorzatta:

1
sinx(Zcosx—l— ):0
COosS X

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0.

l.eset:sinx=0 = x=0 vagy x=71 vagy x=2T7
1

2.eset:2cosx-1- =0

COSX
2cos’x-cosx-1=0
1+4/1-4-2-(-1) 1+3

(cosx)y, = =
’ 4 4

2.a)eset:cosx=1 = x=0 vagy x=27r, deezekazl.esetben mar szerepeltek

1 27T 47T
2.b) eset: cosx=-— = x=— vagy x=—
2 3 3

27T 47T

Amegoldas: x; =0, x, =TT, X3=27T, X4=—, Xg=—
3
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3.e) coS2x+2c0s’x—-2sinx-1=0

Megoldas. Felhasznaljuk: 1) cos2x =cos?x - sin®x
2)sin’x+cos’x=1 = cos’x=1-sin’x
Innen: cos 2 x = cos” x =sin®x = (1 - sin” x) - sin®x = 1 - 2sin

Ezt az egyenletbe beirva: (1-2sin*x)+2(1-sin’x)-2sinx-1=0
1-2sin?x+2-2sin’x-2sinx-1=0
4sin’x+2sinx-2=0
2sin’x+sinx-1=0

-1+ 41-4-2-(-1) -1%3

(sinx);, = =
’ 2:2 4

. 1 T 51

l.esetisinx=- = x;=—,X,=—

2 6 6
. 3
2.esetisinx=-1 = x3=—
2

, T 57T 3

Amegoldas: x;=—, x;=—, X3=—

6 6 2



