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Lakasar adatbazis - részlet

KinArMFt |Terulet Terasz Szoba Felszoba |FurdoszobgdEmelet DeliTaj
10,70 32 0 1 0 1 2 0
10,00 32 0 1 0 1 2 0
10,50 32 0 1 0 1 2 0
12,00 34 0 1 0 1 1 1
13,00 34 0 1 0 1 1 1
13,90 35 0 1 0 1 0 1
17,20 43 0 2 0 1 1 0
15,90 44 3 1 0 1 2 0
13,90 46 0 2 1 1 3 1
18,00 47 0 1 0 1 2 0
14,90 47 3 1 0 1 2 0
20,00 47 0 2 0 1 1 0
15,50 48 0 2 1 1 0 0
28,90 50 15 2 1 1 1 1
19,90 50 0 3 0 1 1 1
15,90 51 0 1 0 1 2 1
16,50 52 3 2 0 1 3 1
20,00 53 0 2 0 1 0 1
17,30 55 0 2 0 1 2 0
17,90 56 0 2 0 1 1 0
16,90 56 0 2 0 1 2 0

o eredmény- és magyarazo jellegli valtozok
o Cél: egy eredményvaltozé alakuldsanak jellemzése a
magyarazé valtozok segitségével
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Legegyszeriibb eset - kétvaltozos kapcsolat modellezése

Magyarazé valtozo - teriilet vs. eredmény valtoz6 - kinalati ar

KinArMFt versus Terulet (with least squares fit)
250

T
Y =-4.31 + 0.400X ——

KinArMFt

Terulet

corr(KinAr, Terulet) = 0,86 — szoros linearis kapcsolat. Hogyan
lehetne ezt a kapcsolatot modellezni?
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Modell

Legyenek tehat

o X;: a magyarazé valtozé megfigyelései, t =1,...,n
@ Y;: az eredményvaltozé megfigyelései, t =1,...,n
@ u;: a modell hibatagja, t=1,...,n.

Ekkor a modell
Ye=a+BXs+u, t=1,....n

alakd, ahol
o X; figgetlen u-tél minden t esetén,

o (u¢) pedig i.i.d. (fiiggetlen, azonos eloszlasi) sorozat 0
varhaté értékkel és o szérassal.
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Modell

A hibatag tartalma:

kihagyott valtoz6(k) hatasa

helytelen fliggvényforma megvalasztasabdl adédo eltérések
mérési hibak

modellezhetetlen véletlenség

stb...

Feladat:
@ az « és B valds paraméterek becslése a mintabdl
@ a modell illeszkedésének vizsgalata, mérése

o eldrejelzés
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Paraméterbecslés — legkisebb négyzetek médszere (OLS)

Jeldlje a és b az « és [3 paraméterek futd értékeit, és legyen

Zet*Z + —a— bX;)?

t=1

az un. veszteségfiiggvény (hibak négyzetosszege). Ezt kell
minimalizalni az a, b paraméterek fliggvényében.

Megoldas: szélséérték keresési probléma, azaz derivalunk, melybdl
megkapjuk a

WV(@D) _ 55 e =23 (Ye—a-bXe) =0
63 t=1 t=1
8V(a b)

—2ZXtet ZXt(Yt—a_bXt)ZO

t=1

an. normalegyenleteket.
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Paraméterbecslés — legkisebb négyzetek médszere (OLS)

Innen egyszerli szamolassal adédik, hogy

_ ae 5 "o XeYe—n-XY S,
A=V _pX & foz=tXeYemn XY 5y

Példankban (kinalati 4&r modellezése teriilet alapjan) az OLS
eredménye

&= —4,312 és [ =0,4002.
Tehat ezen két egylitthaté esetén minimalis a hibak
négyzetdsszege, azaz ez a "legjobban" illeszkedd egyenes.

De milyen értelemben a "legjobban" illeszked6?

Valasz: determinaciés egyiitthatd, mely az illeszkedés jésagat
méri.
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Determinacios egyltthato

Jeldlje
o TSS: 27_,(Y: — Y)? teljes négyzetosszeget, mely az atlagtdl
valé teljes szérédas egy mérészama,
o ESS: 37, (Y: — Y:)2 = 327_,; €2 a hibak négyzetosszegét,
mely az eltérésvaltoz6 szorédasat méri a regresszids becslésnél,
e RSS: >7 1(Yt Y)? a regressziés négyzetdsszeget.
Ekkor

n

TSS=> (Vi - Y=Y (V;-Vi+ V.- V)2 =
t=1 t=1

- Z(Yt - g/t)z +Z(S\/t e ?)2 +2Z (Yt — \A/t)(\A/t - )_/)
t=1 t=1 t:lT

ESS RSS 0

Azaz a tokéletesen rossz modelltol a tokéletesen j6 modellig vezetd
at (TSS) hosszabdl éppen RSS hosszi részt tettiink meg.
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Determinacios egyltthato

Viladgos, hogy TSS = ESS + RSS, igy definidlhaté az

RSS ESS
2 _ — =
"= TSS b TSS €[o.1]

determinaciés egyiitthatd, mely az illeszkedés jésagat méri.
R =Corr(Ye, Y).

mértékegység fliggetlen

ESS: meg nem magyarazott szérédas

RSS: megmagyarazott szérédas

értelmezhetd %-ként - a magyardzé6 valtozok ismerete
mennyiben csokkentette az eredményvaltozo tippelésekor a
hibat (ahhoz képest, mintha nem ismertiink volna egyetlen
magyarazé valtozét sem.)

Példankban: R? = 0, 7391, azaz egy mintabeli lakasnal az r
variancidjanak 73,9%-4t magyarazza az alapteriilete (minden mas
valtozét figyelmen kiviil hagyva).
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Mintavételi helyzet

Az adatbazisunk alapjan tehat kaptunk egy regressziés egyenest, és
azt is tudjuk, hogy ez mennyire "j6l" illeszkedik az adatokra. De,

@ az adatbazis csak egy minta az eladasra kinalt lakasok sokkal
bévebb sokasdgabdl, azaz a mintavétel tiikr6zodik a
paraméterek becsléseiben is;

@ ezért tehat G4n. mintavételi ingadozas Iép fel;

@ azaz a paraméterek ingadozasat vizsgalni kell!
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Statisztikai tulajdonsagok

Az o és B paraméterek fenti & és [3 becslései torzitatlan és
konzisztens becslések.

Tétel 2.

2 22:1 e

A zaj 0° szérasnégyzetének torzitatlan becslése s> = P

| |
A\

Tétel 3 (Gauss-Markov).

A kétvaltozos linearis regressziés modell paramétereinek linearis
torzitatlan becslései kéoziil a hagyomanyos legkisebb négyzetek
médszerével (OLS) kapott becslések hatdsosak, azaz a torzitatlan
linearis becslések koziil ezek szérasa a legkisebb.

\
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Statisztikai tulajdonsagok

A regresszios egylitthatok sztenderd hibai:

2 257N 2
2 S S 2 _ S Zt:lXt s
s5=—, sp=—"="t & s

. X-s?
BT S’

N

ahol 52 52 becsiilt paraméterértékek kézti kovarianciat jeldli.

Tétel 5.

Adott X; mellett minden u; eloszldsa N(0, ), akkor & és 3 is
normalis eloszlast kévetnek, tovabba fiiggetlenek s>-tél.

| A

A\
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Konfidencia intervallumok

Konnyen igazolhatd, hogy

a—a . B-8
~th2 € ——— ~ip 2,
S& SB

melynek segitségével felépithetd a

ad—«

P(—t*§ gt*):l—a

Sé

1 — € szintii konfidencia intervallum, ahol t* az (n — 2)
szabadsagi fokl t eloszlds £/2 szinthez tartozé értéke.

0 esetén az eljaras és a konfidencia intervallum ugyanigy irhaté fel.

A t6bbvaltozés linearis regresszié 1.



Elorejelzés

A modell alapjan adott X = Xy érték mellett Y{ becsiilt értéke
Yo = & + BXo.
Ez az Gn. pontbecslés.

De, mivel a paraméterek becslése pontatlan, igy ez is hibaval
terhelt, tehat a pontbecslés mellé tartozik egy konfidencia
intervallum is, mely hasonléan szdmolhaté az el6z6ekhez.
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Alkalmazas a példara

Visszatérve a példankra, és osszefoglalva az eddigieket:
o A becsiilt modell: ¥ = —4,312 + 0,4002 - X
e R?=0,7391
@ A becsiilt paraméterek hibai: 0,5569 és 0, 0063
@ 95%-os konfidencia intervallumok: (—5,405; —3,220) és
(0,388;0,413)

o Egy 44 m?-es, 15,9 MFt ar(i lakas modell alapjan becsiilt 4ra
13,3 MFt. A becslés sztenderd hibaja 10,04 (!!!), tehat a
konfidencia intervallum (—6,4; 33,0).
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Alkalmazas a példara

250

T T T T T
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Tobbvaltozos linearis
regresszio




Alapmodell
A modell:

Yt:“51+“52X2’t+...+/3ka7t+ut, t=1,..., T,

ahol T > k,

@ Xp,..., Xk (k—1) darab fiiggetlen regresszor, avagy

magyarazo valtozd, Y a fliggd, avagy magyarazott valtozo,
@ u; azonos eloszlasu, korrelalatlan sorozat, azaz Eu; = 0,
Eu% =02 és Eusus =0, ha t # s.

Legyen y = (Y17"'7YT)T1 /6 = (517"‘7/8/()7—1 u= (u17'

)T,
1 X1 ... Xe1

B 1 X272 Xk’2
1 X277' oo XeT

)

Ekkor a modell az y = X3 + u kompakt formaban is felirhaté.
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Paraméterbecslés

Legyen b € R¥ egy tetszbleges futé paramétervektor. Ekkor a
hibavektor

e =e(b) =y — Xb,
tehat a koltségfliggvény, azaz a hibak négyzetosszege a
Vb)=eTe=(y—Xb) (y—=Xb) =y Ty —2b" X"y + bTXT Xb

alakot olti. Ennek a minimumat kellene megtalalni. Mivel

V() v on
V) oxTy +2xTXb
ab y
82V (b) ;
—oXTX >
ob? 20,

igy a minimum
B=XTX)" X"y,

feltéve, hogy X teljes, azaz k rangl, mert csak ekkor létezik e fenti
inverz és lesz ezaltal a minimum egyértelmi.

A t6bbvaltozés linearis regresszié 1.



Paraméterbecslés - geometriai jelentés

Mit is jelent geometriailag ez a becslés?

@ Az X oszlopvektorai altal kifeszitett altér épp azon pontokbdl
all, melyek eldalinak eredményvéltozéként valamilyen
regresszids egyltthatdkkal.

o Altaldban persze a valédi eredmény véltozé ebben nincsen
benne, ezt fejezi ki a reziduum. Azaz hogy mennyire messze
van egymastdl a valédi és becsiilt eredményvaltozo.

o Az altér legkozelebbi pontja kell nekiink... azaz merdlegesen
vetitink!

@ A valddi eredmény valtozot merdlegesen levetitve az altérre
kapjuk meg a legjobb becslést, a kapott egylitthaték pedig az
optimalis regresszids koefficiensek.

@ Azaz az

§=X5=XX"X)'XTy =Py
_I;_/
Osszefliggésben a P matrix éppen a megfeleld projekcié matrix.
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Hibatag tartalma

o Kihagyott |ényeges valtoz6(k) hatésa - dvezet, feldjitas, flités
tipusa

@ Bevont folosleges valtozé(k) hatdsa - félszobdk szama

o Helytelen fliggvényforma megvéalasztasa - emelet hatasa
nemlinearis

@ Mérési hibak

e Megmagyarazhatatlan (elére nem lathatd) véletlen hatasok
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Alkalmazas a példara

OLS, using observations 1-1406, Dependent variable: KinArMFt

Coefficient ~ Std. Error t-ratio p-value

const —9,01894 0,778806  —11,58 0,0000
Terulet 0,297493  0,0102045 29,15 0,0000
Terasz 0,310490  0,0206688 15,02 0,0000
Szoba 0,689808 0,348937 1,977  0,0483
Felszoba —0,385095  0,405612 —0,9494 0,3426
Furdoszoba 5,13010 0,681629 7,526 0,0000
Emelet 0,0544509 0,132172 0,4120 0,6804
DeliTaj 1,19155 0,457579 2,604  0,0093
Buda 6,21968 0,475105 13,09 0,0000
Mean dependent var 26,49523 S.D. dependent var 19,63583
Sum squared resid 98751,24 S.E. of regression 8,407620
R? 0,817708 Adjusted R? 0,816664
F(8,1397) 783,3158  P-value(F) 0,000000
Log-likelihood —4984,082  Akaike criterion 9986,164

Schwarz criterion 10033,40 Hannan—Quinn 10003,82
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Paraméterek értelmezése

A paraméterek értelmezésével elemezhetjiik modelliinket:

@ egyszer(i értelmezés - ha a vizsgdlt magyardzé valtozé egy
egységnyivel megvéltozna (c.p.), akkor modelliink szerint
varhatéan hany egységnyit valtozna az eredményvaltoz6

@ konstans értelmezése - ha valamennyi magyardzé valtozé nulla
értékii lenne, akkor modelliink szerint varhatéan mennyi az
eredményvaltozénk értéke

Figyelem,
@ ceteris paribus, azaz "a tébbi valtozatlanul hagyasaval"
@ minden valtozét a sajat egységében mérve

A példara alkalmazva tehat
@ plusz egy szoba kb. 0,68 MFt tobbletet jelent, mig

@ plusz egy firdészoba kb. 5 MFt tobbletet jelent! (Kicsit
furcsa, de normélis jelenség, késébb még vizsgalni fogjuk.)
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Tobbszoros determinacids egyltthatd

Mivel
XTXB =XTy = XT(XB +e(D)),

igy XTe(B) = 0, azaz a hibavektor mindegyik regresszids vektorral
korrelalatlan! Ezt felhasznalva adédik, hogy a teljes négyzetosszeg
(TSS) felirhat6 az alabbi felbontasban:

T -_— -_—

(Yi=YP=yly-TY’ =(9+e) () +e)-TY* =
i=1

=97y +2eTg+ele—TY>=(§Ty - TY?)+e'e
~~ N
0 RSS ESS
Igy, hasonléan a korabbi esethez, definialhaté az

RSS ESS
2 __ _
R = TSS 1= 7SS <[0.1]
tobbszoros determinacids egyiitthatd. Ha 81 # 0, akkor

R =Corr(Y;, Y).
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Modellfeltevések

Ahhoz, hogy a becslésiink elényos tulajdonsagokkal rendelkezzen,
modelliinknek bizonyos feltételeket teljesitenie kell:

@ linearis modellstruktdra

@ adatmatrix teljes oszloprangt, azaz nincs lineéris kapcsolat az
oszlopai kézt (kollinearitas)

@ a hibak fliggetlenek a magyarazé valtozoktdl (exogenitas)

@ a hibdk azonos eloszlasbél szarmaznak, azaz szérasuk
megegyezik (homoszkedaszticitas)

@ a hibak korrelalatlan sorozatot alkotnak (autokorrelélatlansag)

Ezek teljesiilését mostantdl mindig feltessziik. Feloldasukrél és
azok hatésairdl késébb fogunk beszélni.
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Statisztikai tulajdonsagok

Tétel 6.

A B paraméter fenti B becslése torzitatlan becslés, tovabba
D?(p) = (XTX) o2,

Tétel 7.

| \

or
A zaj 0 szérasnégyzetének torzitatlan becslése s* = w

| A\

Tétel 8 (Gauss-Markov).

Legyen c € R¥ tetszbleges és 11 = c” 3. Ennek legkisebb szorast,
linedris, torzitatlan (BLUE) becslése az y minta alapjan fi = c' j3,
ahol § a linedris regresszios egylitthatok fenti LS-becslése.
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Valtozok relevancidja

Definicio 1.

Egy valtozdt relevansnak neveziink, ha a sokasagi paramétere
(regresszids egyiitthatdja) nem nulla, azaz B; # 0.

A becsiilt regresszids egyltthaték mintavételi ingadozasat a

N

Bi — Bi

A AN 2 tn—k

se(i)
Osszefliggés irja le. Ennek segitségével megkonstrualhaté a valtozé
relevanciajara vonatkozé (parcidlis) t-préba, ahol Hp : 3; = 0.

Coefficient Std. Error t-ratio p-value

const —9,01894 0,778806 —11,58 0,0000
Terulet 0,297493 0,0102045 29,15 0,0000
Terasz 0,310490 0,0206688 15,02 0,0000
Szoba 0,689808 0,348937 1,977 0,0483
Felszoba —0,385095 0,405612 —0,9494  0,3426
Furdoszoba 5,13010 0,681629 7,526 0,0000
Emelet 0,0544509  0,132172 0,4120 0,6804
DeliTaj 1,19155 0,457579 2,604 0,0093
Buda 6,21968 0,475105 13,09 0,0000
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Konfidencia intervallum

Ez alapjan konnyen szerkesztheté konfidencia intervallum adott
(1 — &) megbizhatdsagi szintre:

Bi+ t_a/2- se(37)

A példankban t(1397,0,025) = 1,962, igy

Variable  Coefficient 95% confidence interval
const —9,01894 —10,5467 —7,49118
Terulet 0,297493 0,277475 0,317511
Terasz 0,310490 0,269945 0,351035
Szoba 0,689808 0,00531082 1,37431
Felszoba —0,385095 —1,18077 0,410579
Furdoszoba 5,13010 3,79297 6,46723
Emelet 0,0544509 —0,204826 0,313728
DeliTaj 1,19155 0,293935 2,08917

Buda 6,21968 5,28768 7,15167
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A modell egészének relevanciija

o Az el6z0 préba csak egyenkénti vizsgalatra alkalmas, ezért
parcialis.

o A modell egészének relevanciaja is érdekes szamunkra,
azaz hogy a

Ho: Bi=02=...=Bk=0
hipotézis fennall-e.
o Figyelem, most
H1 : di: B,’ 7'5 0
@ Azaz azt vizsgaljuk, hogy a modell eltér-e lényegesen a
nullmodelltdl, vagy sem.
o Implikalja az egyes valtozék irrelevanciajat kiilon-kiilon,
tehat el6szor ezt vizsgaljuk.
@ A préba
RSS/k
ESS/(n—k —1)
globalis F-préba, azaz egy ANOVA-préba.

~ Fin—k—1
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Alkalmazas a példara

Analysis of Variance

Sum of squares | df | Mean square
Regression 442969 8 55371,1
Residual 98751,2 1397 70,6881
Total 541720 1405 385,566
442969
R?> = _—""— =0,81708
541720 ’
71,1
F(8,1397) = 25371, = 783,316 [p-value 0]

70, 6881
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Parcialis korrelaciés egyiitthatd

Cél: két kvantitativ valtozé kapcsolatabdl ki akarjuk sziirni egy
vagy tobb kvantitativ valtozé hatéasat.

Kérdés: milyen lenne a vizsgalt két valtozé kapcsolata, ha a
kiszlirt valtozokat allandé szinten tartanank?

Valasz: parcialis korrelacids egyiitthatd

PXY — PXzZPyzZ
PXY.Z = > >
\/1_pXZ\/1_pYZ

Feltételek:
o kvantitativ (skalas) valtozdink vannak;
o csak lineéris Osszefiiggés létezik koztiik;

@ X és Y kozott ugyanolyan jellegii és szintii kapcsolat van a Z
valtoz6 teljes értéktartomanyaban.
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Standardizalt egyltthatok

o Az eddig latott BA,- egyltthaték mértékegység fliggoek.

o A mértékegység megvaltoztatasaval ezek is valtozhatnak.
Ettol a jelenségtol szeretnénk megszabadulni.

@ Azaz standardizalunk, ami azt jelenti, hogy 0 varhaté
értékiivé, és 1 szdrasiva transzformaljuk az egyiitthatdkat,
mint v.v.-kat.

o Elso lehet6ség: az adatbazis standardizalasa, majd a
becslések lefuttatasa, melynek eredményeképp megkapjuk a
standardizalt regresszids egyiitthatdokat.

o Masodik lehet6ség: ehelyett érvényes a

fi= - JvrX)

Var(Y)

osszefliggés, ahol Var(.) a valtozd szérasnégyzetét jeloli. Azaz
nem kell standardizalni a teljes adatbazist a standardizalt
egyltthatdk eléallitasdhoz.
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Parcialis korrelacié és standardizalt egyltthatok a példaban

Viltoz6 coeff. std.coeff. corr parc.corr.
konstans -9,01894
teriilet 0,297493 | 0,637543 | 0,8597 0,565
terasz 0,310490 | 0,196722 | 0,5478 0,363
szoba 0,689808 | 0,070112 | 0,7115 0,085
félszoba -0,385095 | 0,008012 | -0,0102 0,017
fiirdészoba | 5,13010 0,109830 | 0,6173 0,174
emelet 0,0544509 | -0,031682 | -0,0800 -0,071
déli tajolas 1,19155 0,030002 | 0,1884 0,067
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Elorejelzés

120 —

KinAMFt —— ' ' ' '
forecast
95 percent interval
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