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Példa - BKV villamosenergia-terhelési gorbéje
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Figure: BKV villamosenergia-terhelési gorbéje, negyedérankénti mérések
(2 hét adatai, ezer kw-ban mérve)

Az id6sor alakja sugallja a napi periodicitas jelenlétét.



Példa - Fogyasztéi arindexek
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Figure: Fogyasztéi arindexek
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Spektral-elemzés

A Wold-tételben meghataroztuk annak feltételét, hogy egy adott
(co, ..., cq) sorozat mikor lehet egy g-adrendii MA folyamat
autokovariancia fiiggvénye. Ezt most megprébaljuk altaldnositani
tetszbleges stacionarius folyamatra.

Tétel 1 (Herglotz tétel).

Legyen (cx) egy valés szamsorozat. Ekkor létezik olyan (x:)
stacionarius folyamat, melyre cx = E(x¢x¢1x) pontosan akkor, ha
ci eléall

Ck = / " F(dX)

alakban, ahol i = \/—1 és F(d)\) szimmetrikus mérték a [—m, 7|
intervallumon.

A tételben szerepl6 F mértéket spektralis mértéknek nevezziik.

Idésorok elemzése



Spektral-elemzés

Az F(d\) szimmetrikus mérték azt jelenti, hogy minden
A C [—m, ] mérhetd halmazhoz tartozik egy véges F(A) >0
szam, melyre

F(AUB) = F(A)+ F(B), haAnB#10,
F(A) = F(—A).

Ekkor az integralt kozelitd 0sszegekkel definidljuk az

/ eik)\F(d)\) — nh_[go Z eik>\j F([)\j—h )\J])
- max(d;)—0 j=1

formaban, ahol —m = A\g < A\ < ... < A\, = 7 az intervallum
felosztdsa, d; = A\j — A\j_1 pedig a j-dik részintervallum nagysaga.
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Spektral-elemzés

1. eset: F abszolit folytonos a Lebesgue mértékre.

Ekkor tetszbleges A C [—m, m] mérheté halmaz esetén létezik egy
f(\) integralhaté fuggvény olyan, melyre

Hm:/a»w.

A

Ezt hivjuk spektralis strliségfiiggvénynek. Ekkor
cx = / e f(N)d ),

ami éppen f Fourier-transzformaltja (konstanstdl eltekintve). Ha
egy idGsor autokovarianciai a fenti alakban el6allithatok, akkor azt
mondjuk, hogy folytonos spektruma van.
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Spektral-elemzés

Visszafelé elvégezve a transzformaciot adodik, hogy

1 o0
f(\)=—
0= 2,
ahonnan a ¢, = c_x és e = cos(k\) + isin(k)) tulajdonsigok
alapjan
1 (o0}
FN) =5 <c0 +2 kZ:l Cx cos(kA)) .
Példak:

2

o ha (e¢) fehérzaj, akkor f(\) = 5-

@ ha (x¢) MA(1) folyamat, akkor f(\) = %‘50 + Bre~iA2

1 2

1—ae—i*

@ ha (xt) AR(1) folyamat, akkor f(\) = 52
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Spektral-elemzés

2. eset: F csak néhany pontra koncentralt mérték.
Legyenek ezek a pontok a \; € [—m, 7], \j = A_j, j € N pontok, a
sz sulyokkal. Ekkor
F(A) =) o7
/\jEA

Ekkor azt mondjuk, hogy az id6sornak diszkrét spektruma van. Ezt
felhasznélva a (ck) sorozatra azt kapjuk, hogy

(0.9} o
ck = Z afeik’\f — G- 222012 cos(kA;)
j=—o0 =1

az F mérték szimmetria tulajdonsdga miatt.

Idésorok elemzése



Spektral-elemzés

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy van-e olyan folyamat,
melynek a fenti alakd diszkrét spektruma van.

Tétel 2.
Ha id6sorunk eléall az

x = Ao+ Z(Aj cos(Ajt) + Bjsin(\;t))
j=1

alakban, ahol (Aj, B;) fiiggetlen, 0 varhaté értékii és Ujﬂ szorast
v.v-k, akkor (x;) autokovariancia fiiggvénye éppen a fenti alakd.

Azaz a diszkrét spektrum azt jelenti, hogy id6sorunk véletlen
periddusok 0sszegeként all el6.
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Spektral-elemzés

Egyszeriisitsiik tovabb a modellt: tegylik, fel hogy

xe = ag+ »_(ajcos(Ajt) + bjsin(Ajt)) + e
=1

alakd, ahol ag, bk, Ak konstansok, (e;) pedig fehérzaj. Ezek az dn.
rejtett periédusl idosorok Aq, ..., A\, rejtett periodusokkal.

Legyen a fenti idésor egy véges megfigyelése (xi,...,xy), és
tegylik fel, hogy m és A\1,..., A\, ismertek. Feladatunk az
ismeretlen (ak, bx) egytiitthatok becslése a minta alapjan.
LS-becslés:

ag, bk

N
min (Z Xt — a cos(Axt) — by sin()\kt))2> k=1,...,m.
t=1
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Spektral-elemzés

Egyszerli szamolassal adédik, hogy

2 & ;2
aj = N;xt cos(A\jt) és b= N ;Xt sin(Ajt)

Probléma: a fenti ); frekvencidk altalaban nem ismertek!

Definici6 1.

Minden \ € [—, w] értékre legyen az Iy()\) = (a()\))? + (b()\))?
fliggvény az un. periodogram fiiggvény, ahol

a(\) = \/>th cos(At) és b(\) = \/>th sin(\t). Azaz

N

2 .
N the—lt)\ )

t=1

N
.
N

In(A) =
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Spektral-elemzés

Tetszbleges \ € [—m, | esetén teljesiil, hogy

N-1

In(A) =2 & cos(Ak),
k=0

ahol

1 N—k
ek = — Z Xt Xt+k-
N t=1

Ha a periodogramot éppen a rejtett periédushoz tartozé pontban
szamoljuk ki, akkor

IN 3 N .
A()\k) = 5 dk, es B()\k) = 5 bk

adadik.
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Spektral-elemzés

Tétel 4.

Tegylik fel, hogy a mintabeli megfigyelések szama végtelen tart.
Ekkor a periodogram hatarértékére

. . 0, A#E XM k=1,....m
N|I~r>noo In(A) = { 400, A= A\g valamilyen k-ra

adodik. A fenti konvergencia sztochasztikus értelemben értendé.

v

Numerikus szamitasoknal a periodogramot a A = 0, %, %, ... un.

Fourier-frekvenciakon értékelik ki. Nagy mintaelemszam esetén a
periodogram kiugré értékei nagy valdszinliséggel rejtett
frekvenciakat jelentenek. Ezek tesztelesére szamos préba all
rendelkezésre (pl. Fisher-féle g-préba, Whittle-féle médositott
g-préba).
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Példa - BKV adatok spektruma

Periodogram énékei
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Periodusok

A numerikus adatok alapjan megallapithat6, hogy a becsiilt
slirliségfiiggvény a 96-os periédusnal (periédus= 27/\) veszi fel a
maximumat, ami a negyeddras megfigyelések miatt egy napos
ciklusnak felel meg (24 - 4 = 96).

Idésorok elemzése



Példa - BKV villamosenergia-terhelési gorbéje
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Figure: BKV villamosenergia-terhelési gorbéje, negyedérankénti mérések
(2 hét adatai, ezer kw-ban mérve)
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Példa - fogyasztéi arindexek spektruma
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Periodusok

A maximumot a 42,5 hosszii peridéduson veszi fel, ami kb. 3,5
éves ciklusnak felel meg.
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Példa - Fogyasztéi arindexek

145.0 4
140.0
135,0

130.0
125.0 A
120,0 A
115,0 1
110,0 4
1050

Arindex

N\
{3>

<

_

)
7

100,0

T r  — T T r T T T v
5 5% 8 8 4 5 s 8 8 3 45 85 58 8 %
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 =
£ £ 8 €8 8 £ g £ € 8 8 8 € € & €
g 8 & &g 8 g g € 8 g8 8 8 8 %8 8 .8 & .8
o S —~ & o T v o - % 3 D — & ¢ T D
X & & o o & & S O o o S o2
= - - N - - N~ - - - - R - SR - TR - S = — =)
e T e R S B SR S B s SR o S S B X

1993. februar 1997. aprilis

Figure: Fogyasztéi arindexek
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STACIONARITASI TESZTEK




Stacionaritasi tesztek

Nem stacionarius folyamatok két alapesete:
@ determinisztikus trendet tartalmazé idésorok (trend-stac.)
@ egységgyok (unit root) folyamatok (differencia-stacionarius)

values

time
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Figure: Francia frank napi arfolyama 1986 és 1993 kozott, 2459
megfigyelés
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Stacionaritasi tesztek

Tekintsiik az alabbi modellt:
Ye =« + ot + ut,
ahol uy ARMA folyamat, azaz

l-az—...—0pzP)ur =1+ f1z+ ...+ Bqz9) €.

A(2) B(z)

Tegylik fel, hogy B invertalhatd, és legyen
A(z) =(1—=Mz)(1—Xoz)...(1 = Np2).
Ekkor, ha A1,..., A\, az egységkoron belil helyezkednek el, akkor

By
U = A(Z)Vt \U( )vt

joldefinialt, és W(z) gyokei az egységkoron kiviilre esnek. Azaz y;
trend-stacionarius folyamat lesz.
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Stacionaritasi tesztek

Tegyiik fel, hogy A\; = 1. Ekkor
A(Z)ur = (1 —2)(1 — Xoz) ... (1 — Apz)ur = B(2)ey,

azaz

B(z)

(1-2)u = (1= X2z)...(1—Xp2)

er = U (2)ey,

ahol W* gyokei az egységkoron kiviilre esnek. Ekkor

Vi—Yi-1=1-2)yy=(1—2)a+0t—0(t—1)+ (1 — 2)ur =
=049+ V*(2)e;

an. egységgyok folyamatot kapunk.
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Stacionaritasi tesztek

Tehat

@ ha A(z)-nek van 1 darab egységgyoke, a tobbi gyok pedig az
egységkoron kivil van, akkor egységgyok folyamatunk lesz,

@ ha minden gyoke az egységkoron kiviilre esik, akkor
trend-stacionarius folyamatunk van.

Tobb egységgyok esetén a fenti gondolatmenetet ismételni kell az
egységgyokok multiplicitasanak megfelel6en.

Ezek lesznek az an. ARIMA(p, d, q) folyamatok, ahol d az
egységgyokok szamat jeloli. Az ilyen folyamatok d-edrendbeli
differencidzasa vezet stacionarius folyamathoz.
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Stacionaritasi tesztek

Hogyan kell ezeknél a folyamatoknal a trendet eltavolitani?
@ Trend-stacionarius esetben egy egyszerii kivonas (osztas)
megoldja a problémat

o Egységgyok folyamat esetén ez nem j6 megoldas (Id. példaul
az eltoldsos véletlen bolyongast), mert ekkor a kivonas/osztés
nem sziinteti meg a reziduumok szérdsanak iddbeli valtozasat.
Emiatt hasznaljuk ezekben az esetekben a differenciazast.

@ Trend-stacionarius esetben viszont a differenciazas nem jé
megoldas, mert ekkor egységgyok keriilne az MA részbe!
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Stacionaritasi tesztek

Tehat minden egyes idGsornal alapvetéen fontos kérdés, hogy vajon
a vizsgalt folyamat tartalmaz-e egységgyokot vagy sem.

Viszont, az egységgyok tesztek targyalasa el6tt figyelembe kell
venniink az alabbiakat:

@ véges mintak allnak csak rendelkezésiinkre, igy nem lehet
megallapitani, hogy a folyamat tényleg a fenti, precizen
definialt, altalanos egységgyok folyamat, vagy pedig egy
stacionarius folyamat;

@ csak azt lehet tesztelni, hogy elére meghatarozott rendii

autoregressziv folyamatok tartalmaznak-e egységgyokot, vagy
sem;

@ azaz tesztelésre alkalmas hipotézis akkor fogalmazhaté meg,
ha el6re korlatozott rend(i autoregressziv folyamatok alkotjak
a vizsgalat targyat.
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Stacionaritasi tesztek

Dickey-Fuller teszt: autokorrelalatlan reziduumok esetén
alkalmazhaté csak. A becsiilt regresszid

Yt =+ pyr-1+ 0t + &

alakd, ahol e ~ N(0,0) i.i.d. folyamat. A kérdés az, hogy p értéke
1 lesz-e, azaz egységgyok folyamatunk van-e, vagy sem. Tehat

Ho: p=1.

« és § értékének fliggvényében idotrendet tartalmazé ill. nem
tartalmazo, eltolasos vagy eltolas nélkiili véletlen bolyongas
folyamatokat kapunk Hp teljesiilése esetén.
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Stacionaritasi tesztek

Autokorrelalt reziduumok esetén: a Phillips-Perron (DF teszt
korrigalt valtozata) teszt, valamint a kibdvitett DF-teszt (ADF)
alkalmazhatd, de most eltolds nélkiili vagy eltoldsos egységgyok
folyamatokat keresiink tgy, hogy y; késleltett értékei is
megjelennek a modellben, de ezek mar csak stacionarius formaban.

KPSS teszt: trend-stacionaritds vs. stacionaritds tesztelésére

LMC teszt: AR(p) vs. ARIMA(p, 1,1) tesztelésére
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Figure: Francia frank napi arfolyama 1986 és 1993 kozott, 2459
megfigyelés

Biztos, hogy nem staciondrius az id6sor, hiszen egyértelmi linearis
trendet tartalmaz.
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A nem-stacionarius viselkedés innen is egyértelmiien leolvashaté.
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Autocorrelation function for vi
LAG ACF PACF Q-stat. [p-value]
1 0.9985 ***x 0.9985 **x  2454.7787 [0.000]
2 0.9971 **x -0.0052 4903.2766 [0.000]
3 0.9955 x*xx -0.0098 7345.3686 [0.000]
4  0.9940 *xx  0.0010 9781.0852 [0.000]
5 0.9925 **x -0.0008 12210.4307 [0.000]
6 0.9910 x*xx -0.0055 14633.3434 [0.000]
7 0.9895 *xx 0.0013 17049.8580 [0.000]
8 0.9880 *xx 0.0005 19459.9980 [0.000]
9 0.9865 *xx 0.0016 21863.8040 [0.000]
10 0.9850 =*xx  0.0025 24261.3287 [0.000]
11 0.9835 =*xx  0.0045 26652.6529 [0.000]
12 0.9821 x*xx -0.0006 29037.7866 [0.000]
13 0.9806 *xx -0.0002 31416.7438 [0.000]
14 0.9791 =*xx -0.0038 33789.4867 [0.000]

Kivétel nélkill minden késleltetésen szignifikans az autokorrelacié és
alig csokkennek az értékek, azaz idésorunk egyértelmiien nem
stacionariusnak tinik.
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Actual and fitted v1
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Linearis trendet illesztve az adatokra jol latszik, hogy idésorunkat a
linearis trendtdl megtisztitva kellene stacionarizalni. De hogyan?
Determinisztikus avagy sztochasztikus ez a trend?
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A fenti kérdés eldontésére a kibdvitett Dickey-Fuller (ADF) teszt
ad valaszt.

Augmented Dickey-Fuller tests, order 1, for vi
sample size 2457
unit-root null hypothesis: a =1

test with constant

model: (1 - L)y = b0 + (a-1)xy(-1) + ... + e
i1st-order autocorrelation coeff. for e: 0.000
estimated value of (a - 1): 8.58636e-005

test statistic: tau_c(1) = 0.19528

asymptotic p-value 0.9724

with constant and trend

model: (1 - L)y = b0 + bixt + (a-1)xy(-1) + ... + e
1st-order autocorrelation coeff. for e: 0.000
estimated value of (a - 1): -0.00641982

test statistic: tau_ct(l) = -2.76327

asymptotic p-value 0.2111

Idésorok elemzése



Ha az ereseti idGsor csak konstanssal integralt, de a konstans és
trend koriil stacioner, akkor determinisztikus a trend:

test with constant

model: (1 - L)y = b0 + (a-1)*y(-1) + ... + e
ist-order autocorrelation coeff. for e: 0.000
estimated value of (a - 1): 8.58636e-005
test statistic: tau_c(1) = 0.19528
asymptotic p-value 0.9724

Ha az iddsor konstans és trend korll sem stacioner, akkor
differenciazni kell:
with constant and trend
model: (1 - L)y = b0 + bixt + (a-1)*y(-1) + ... + e
1st-order autocorrelation coeff. for e: 0.000
estimated value of (a - 1): -0.00641982

test statistic: tau_ct(1l) = -2.76327
asymptotic p-value 0.2111

Mindkét esetben tarthaté a nullhipotézis, azaz nem stacioner a
folyamat. Ezért differenciazni fogunk!
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Figure: Az id6sor els6 differencidzottja
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Autocorrelation function for d_vi
LAG ACF PACF Q-stat. [p-value]
1 -0.0113 -0.0113 0.3134 [0.576]
2 0.0064 0.0062 0.4132 [0.813]
3 0.0045 0.0047 0.4640 [0.927]
4 -0.0076 -0.0075 0.6064 [0.962]
5 -0.0010 -0.0012 0.6087 [0.988]
6 0.0107 0.0107 0.8899 [0.989]
7 -0.0069 -0.0066 1.0066 [0.995]
8 -0.0084 -0.0087 1.1805 [0.997]
9 -0.0084 -0.0087 1.3561 [0.998]
10 -0.0191 -0.0190 2.2565 [0.994]
11 -0.0089 -0.0092 2.4511 [0.996]
12 -0.0132 -0.0134 2.8831 [0.996]
13  0.0135 0.0135 3.3365 [0.996]
14 -0.0194 -0.0190 4.2634 [0.994]

Most mar a korrelogram-on is latszik a stacionaritds, a Ljung-Box
Q-statisztikak sem szignifikansak.
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Ennek teljesen formalis igazolasdhoz ujra segitségiil hivjuk az
ADF-tesztet.

Augmented Dickey-Fuller tests, order 1, for d_vi
sample size 2456
unit-root null hypothesis: a = 1

test with constant

model: (1 - L)y = b0 + (a-1)*y(-1) + ... + e
i1st-order autocorrelation coeff. for e: 0.000
estimated value of (a - 1): -1.00503

test statistic: tau_c(1l) = -34.9874
asymptotic p-value 5.278e-037

with constant and trend

model: (1 - L)y = b0 + bixt + (a-1)xy(-1) + ... + e
ist-order autocorrelation coeff. for e: 0.000
estimated value of (a - 1): -1.00548

test statistic: tau_ct(1) = -34.9911

asymptotic p-value 6.389e-058

A nullhipotéziseket elvetjiik, azaz a transzformalt idésor mar
stacionarius, nem tartalmaz egységgyokot.
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