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Tobbvaltozos linearis regresszio Nominalis tulajdonsagok kédolasa
Logisztikus regresszio

Kérdés: hogyan szerepeltethetiink egy mindéségi (nominalis)
tulajdonsagot (pl. férfi/n6, egészséges/beteg, szezonalis hatasok,
korcsoportok, tapasztalat) egy linedris regressziés modellben?

Megoldas: kodolni kell, hiszen csak szamszerii értékekkel tudunk
dolgozni, ezért a lehetséges (véges sok!) kimenetelt fogjuk kédolni
valamilyen egészértékii valtozéval.

Legegyszeriibb eset: binaris kédolds, azaz csak 0 — 1 értékii
valtozékkal kédolunk. Ezek az Gn. Dummy-valtozok.
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Kddolas

2 kimenetel: 1 dummy valtozénk van 0 és 1 értékkel
k kimenetel: kell-e mindegyikre kiilon k darab dummy? Nem, ez
ugyanis nem lenne j6 megoldas minden esetben! Ugyanis

@ k kimenetelre elég (k — 1) darab dummy valtozé az dn.
referencia-kédolas logikaja alapjan. Itt egy kimenetel kap
(k — 1) darab 0 értéket, ez lesz az un. kontroll-csoport, a
tobbi (k — 1) kimenetelen pedig mindig pontosan egy darab
dummy lesz 1 értékii.

o Példa 3 kimenetel esetén: A, B, C a lehetséges kimenetelek,
Ra, Rg a két dummy véltozé

Ra | Rg
Al 1l 0
B| O 1
C| O 0
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Dummy-valtozé csapda

Miért célszerii ezt hasznalni a kézenfekv6 "k valtozé - k dummy"
koédolas helyett?

@ Ha a modell nem tartalmaz konstans tagot, akkor hasznalhaté
mindkét kédolas, nem lesz beldle probléma.

@ Viszont, ha a modellben van konstans tag, akkor TILOS k
csoporthoz k darab dummyt hasznalni, kiildnben egzakt
multikollenaritas lép fell Ez az 4n. dummy-valtozd csapda.
Az ok egyszerii: ekkor ugyanis a konstans és a k darab
dummy miatt X oszlopai linearisan 6sszefiiggdk lennének, ami
ellentmond a modell alapfeltételeinek.
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Dummy a modellben

Dummy-valtozé magyarazé valtozéként minden gond nélkdil
bevehetd a linearis regressziés modellbe a folytonos valtozék mellé.
Ez nem fogja bantani a regressziét, és az OLS is gond nélkiil
mikodik. A lehetséges eseteket az alabbi harom modell irja le:

o Y =01+ BpD + BxX + u: csak a tengelymetszetet tériti el,
azaz pl. +1 egység GDP hatasa ugyanaz minden csoportban,
de nem ugyanannyi a 0 GDP-hez tartozé munkanélkiiliség

o Y =751+ (BpD+ Bx)X + u: a meredekséget tériti el, azaz
pl. ugyanannyi a 0 GDP-hez tartozé munkanélkiiliség minden
csoportban, de nem egyfoma a +1 egység GDP hatasa a
csoportokban. (Interakcié!)

o Y =014 Bp1D1+ (Bp2D2+ Bx)X + u : az el8z6 kettd
keverékét kapjuk. (Interakcié!)
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Kérdés

Mi torténik akkor, ha most a 0-1 értéku valtozénkat
nem magyarazoként, hanem magyarazott

valtozéként kivanjuk a modellben szerepeltetni?

6-7. elbadas A tobbvaltozos linearis regresszi6 Ill., Fékomponens-analizis



Tobbvaltozos linearis regresszio Nominalis tulajdonsagok kédolasa
Logisztikus regresszio

Minta: mérlegadataikkal adott cégek.

Feladat: cs6d-elorejelzés, azaz azt kell megmondanunk, hogy az
adatok alapjan varhatéan melyik cég fog csédbe menni és melyik
nem, a vizsgalt idéhorizonton beliil.
@ magyaraz6 valtozék: mérlegadatok - folytonos (esetleg
dummy) valtozék
o eredményviéltozé: cséd vagy sem - binaris, azaz
dummy-valtozé
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Binaris valtoz6 az eredményvaltozd szerepében

Alapfeladat: osztalyozast, avagy csoportba-soroldst akarunk
végezni valamilyen adott szempontok szerint. Ezt nevezik
klasszifikacios feladatnak.

o Gyakorlati jelentésége oOrasi: halalozasi adatok, demografiai
adatok, felvételi adatok, stb. elemzése soran.

@ A probléma legelemibb megoldasi médszere: logisztikus
regresszio.

@ Mas megoldas is létezik az ilyen feladatok megoldasara: gépi
tanulas, klaszterezés, diszkriminancia analizis, stb., de ezekkel
most nem foglalkozunk.
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Moéodszer

Az elméleti modell:
Yt:51+52x2t+'--+5kxkt+uv t:]-v"':T

ahol az Y eredményvaltozé binaris (dummy) véltozé.

Kérdés: miikodik-e most is az OLS becslés? Nem valészinii, hiszen
az OLS eredménye skalas (+oo kozti érték), ebbdl nyilvan nehéz
lesz binaris valtozét becsiilni.

Triikk: a linedris struktirat megérizve a célvaltozénk "lgyes"
transzformaltjara alkalmazzuk a lineéris regressziés modellt.
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Modszer - 1. trikk

A célvaltoz6 tehat binaris (dummy) véltozd, azaz

1 'siker" esetén
0 'kudarc" esetén

Y =
1. trikk: nem a siker tényét, hanem annak
Px = P(Y = 1|X)

(a mintara vonatkozd) feltételes val6sziniiségét modellezziik. Ezzel
{0,1} helyett mar [0, 1]-beli valtozét kell modellezniink.

Ez persze még mindig kevés a linearis regressziéhoz!
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Modszer - 2. és 3. trikk

2.triikk: Gjabb transzformacié - az esélyhanyados bevezetése,
amely a siker és a kudarc valdszinliségének aranya, azaz

Px
ddsxy = ——— € [0
Visszafejtve a transzformaciot
. Px %5 oddsy
XU Px+1-Px P41 1+oddsy
- X

Ez mar majdnem j6 lesz, csak a negativ értékek maradnak kil

3. trikk: logaritmalas, azaz a logit bevezetése
logity = log(oddsx) € (—o0, c0).

Ezzel a siker és kudarc eloszlasat is szimmetrizaltuk!
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Modell

Erre illesztiink tehat linearis modellt
logity = a+ BX 4+ u

alakban. Ezt nevezik logit avagy logisztikus regresszidnak.

Innen, a becslések elvégzése utan,

oddsx = eé‘+BX
és A
a+pX
T
1 + ea+BX
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Becslés és az eredmények értelmezése

@ A paraméterek becslése a ML-mddszerrel torténik, mert ekkor
elegendo a feltételes valdszintiségek eldallitasa. A likelihood

fuggvény:
OZB) HPX,H _Px,i)

Yi=1 Yi=0

o Atlagos novekedési rata:

OddSX+1 ea+B(X+1)

oddsy  eatBX y
o Marginélis hatas:
OPx
=pBPx(1—-P
X = BPx( X)
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Eredmények értelmezése

Kérdés: a kapott becslések valészinliségek. Hogyan kell ezek
alapjan elvégezni a klasszifikaciét?
o Cut-off point defini4lasa: Y =1, ha Px > C, ahol C értéke
elére adott, de valtoztathatd.
e Kiilonbozé C értékekhez kiilonbozé klasszifikacié tartozik.
@ Jésag mérése: klasszifikaciés matrix, ami a megfigyelt és a
becstilt értékek kontingencia tabl3ja.
Y=1]|Y
Y=1 A
Y =0 C
A, D: a helyes osztalyozasok szama
B, C: els6faja hibak szdma
Helyes osztalyozasi rata: %

0

O| | ||
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F6komponens-analizis

Fokomponens-analizis
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Fékomponens-analizis

F6komponens-analizis

o Az adatok dimenzidjanak (azaz a valtozék szamanak)
csokkentése gy, hogy lényeges informaciot ne veszitsiink.

o Lényegkiemelés, avagy nehezen megfoghaté fogalmak (pl.
gazdasagi fejlettség) definidlasa osszetett mutatérendszerrel
valé jellemzés atjan - Latens valtozék eldallitasa

@ Osztalyozasi feladatok adott kdzos faktorok alapjan.

o Fiiggetlen komponensek eléallitasa

Az ok az esetek legnagyobb részében a valtozok fliggetlenségi és
kozel azonos szérasu tulajdonsagainak hidnyaban rejlik.

Eszkoz: k < n darab 4j valtozé bevezetése ligy, hogy ezek mar
korrelalatlanok legyenek, és a minta teljes variancidjat (azaz a
valtozok Gsszes szérasat) a lehetd legjobban adjak vissza.
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. . Fékomponens-analizis
F6komponens-analizis

Matematikai hattér

Legyen X egy olyan n dimenziés valészinliségi vektorvaltozd,
melyre EX =0 és VarX = D.

Cél: az n dimenzids térben olyan (j koordinata-rendszer bevezetése,
melyben véletlen vektorunk koordinatai mar korrelalatlanok

Megoldas: ha uy, ..., u, ortonormalt bazis R"-ben, akkor X i-dik
koordinataja ebben a bazisban Y; = u X lesz, azaz

Y =UTX, ahol U=][u,...,u,] ortonormalt matrix.

Azaz X = UY, vagyis X-et egy korrelalatlan komponensii véletlen
vektor elforgatottjaként kivanjuk el6allitani. Ha tehat VarY = A
diagonalis matrix, akkor

D = VarX = Var(UY) = UNUT,

4

ami éppen D spektralel6allitasa.
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. . Fékomponens-analizis
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Néhany fontos megjegyzés

e Y =UTX az X an. f8komponens-vektora, ennek i-dik
koordinataja X i-dik fokomponense.

o Ok mar paronként korrel4latlanok, 0 varhaté értékiiek és
szérasaik éppen D sajatértékeinek négyzetgyodkei, azaz
DY; = /. Ezek X Gn. kanonikus szérasai.

e Y forgatasinvarians, azaz ha V ortonormalt matrix, akkor X
és VX fokomponens-vektora megegyezik.

@ Y viszont nem skalarinvarians, azaz érzékeny a mértékegység
megvaltoztatasara.

@ Ha rangD = n, akkor az dsszes fékomponens nullatdél
kilonb6z6.
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. . Fékomponens-analizis
F6komponens-analizis

Néhany fontos megjegyzés

@ Ha rangD = k < n, akkor csak az els6 k fékomponens nem

nulla. Ekkor
Vi = \/)\7[”[, i:]-a"'aka V= [Vl,..-,Vk] GRnXk
valamint v
7 — { i ] € Rk
VAiliz, ok
jeloléssel

X=VZ,
ahol VarZ = I, V oszlopai ortogonalisak és ||v;|| = v/\j. Ez X
in. kanonikus el6allitasa.
Ha D sajatértékei kiilonbozbek, akkor a fokomponensek eldjeltol
eltekintve egyértelmiiek. Ha nem, akkor a tobbszords sajatértékhez

tartozd sajatvektorok tetszélegesen forgathatdk az altaluk
meghatarozott sajataltérben, azaz nem lesznek egyértelmiiek.
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Szemléletes jelentés

@ Az Uj koordinatarendszer elsd, up iranyanak megfelel tengelye
éppen azt az irdnyt jeloli ki, melynek irdnydban X szérasa a
legnagyobb az 6sszes lehetséges n dimenzids irany koziil, és ez
a maximum éppen X kanonikus szérasa. Ez az els6 fotengely.

@ A masodik fotengely az elsére merdleges iranyok koziil az,
melyre nézve X szérasa a legnagyobb. Ez éppen a masodik
kanonikus szoras lesz.

@ Ezt tovabb folytatva az aldbbi eredmény fogalmazhaté meg:

max{e " De : |le|| =1} = uf Duy = )\

max{e' De: |le[| = 1,e"u; = 0,1 <j < i} = u/ Du; = \;
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. . Fékomponens-analizis
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Dimenzid-csokkentés

Feladat: egy n dimenziés véletlen vektor kozelitése alacsonyabb
dimenzids valtozéval.

Megoldas: legyen Ly azon n dimenzids Z valdsziniiségi valtozdk
tere, melyek egy valdsziniliséggel egy (legfeljebb) k dimenzids
hipersikban veszik fel értékeiket (azaz rang VarZ < k). Keressiik
azt a Z € Ly valdsziniiségi valtozét, amely négyzetes hibaban a
legjobban kozeliti X-et, azaz

E[|X — Z||*> = min!

Megmutathatd, hogy EZ = EX = 0, és Z éppen X merdleges
vetiilete lesz az uq, ..., ux vektorok altal generélt k dimenzids
altérre. Azaz

k
Z=> Y.
i=1

Ekkor E[[X — Z||2 = Aky1 + - - - + An.
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k meghatarozasa

@ X teljes variancidja:
E|X|2=X+...+

Ez megegyezik az Y fokomponens-vektor teljes varainciajaval,
hiszen a forgatas normatarté, azaz E||Y||2 = A1 + ... + A
@ / teljes varianciaja:

2
E|lZI|c=M+ ...+ A
azaz az elsé k fékomponens ennyit magyaraz meg X teljes
varianciajabol.
@ k megvalasztasa: a

_/\1—|—...+)\k
M+ .o+ A,

variancia-hanyados sorozat alapjan.

P
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Példa - gépkocsi jellemzok vizsgalata

Valtozok:
@ MPG - fogyasztas (mérfold/gallon)
e ENGINE - motor (irtartalma (inch-kéb)
@ HORSE - I6er6
o WEIGHT - sily (font)
o ACCEL - gyorsulasi ido

Fékomponens-analizist szeretnénk végezni ezen 5 folytonos valtozé
segitségévell

Eszkoz: SPSS - eredmények az output-on.
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