Matematika A2a - Vektorfiiggvények, 2024/2025/2. félév
Gyakorl6 feladatok

Az aldhuzott feladatok (vagy feladatrészek) mindegyike kitelezGen megoldandé gyakorlaton!

1. Gyakorlat: Improprius integralok
1. Feladat (Improprius integralok tipusa, konvergenciaja, kiszamitasa):
Szamitsuk ki az alabbi improprius integralokat!
a_) fzoo ﬁ da;

b_) fooo H% dz.

2. Feladat (Egy valoszintiségszamitasban tekintett alkalmazas: Az
egyenletes eloszlas varhato értékének kiszamitasa):

Az X egyenletes eloszldas striségfiigguénye:

1
fiRSR, flz)={b—a
0, haz e R\ [a,b].

, ha x € [a, b]

Abréazoljuk az f fiiggvényt! Szamitsuk ki az

E(X) :/ zf(z)de
képlettel megadott vdrhato értéket!

3. Feladat (Improprius integral geometriai jelentése):

Szamitsuk ki a kévetkez6 improprius integralt:

1
/ In z dzx.
0

Mi ennek a geometriai jelentése? Készitsiink abrat is!



4. Feladat (Konvergens vagy divergens?):

Szamitsuk ki a kovetkezs improprius integralt:

/ Inzdz.
1

Konvergens vagy divergens ez az integral? Készitsen abrat is!
5. Feladat (Hanyadosteszt alkalmazasa):

Héanyadosteszt segitségével vizsgaljunk konvergenciat az

/°° dz
L L4210

improprius integral esetében! (Erték kiszamitdsa nem sziikséges.)

Utmutatds: Elsadason vettitk az 1. tipust, pozitiv integrandust improprius
integralokra vonatkozé Hdnyadostesztet:
Ha f,g : [a,00) — R folytonos pozitiv fiiggvények és

o 1)

m ——— = L > 0 véges szam,

akkor az [ f(z)dx ¢s [ g(x) dz improprius integralok ekvikonvergensek,
azaz egyszerre konvergensek, vagy egyszerre divergensek.

2. Gyakorlat: Improprius integralok (folytatas). Komplex
szamok. Miiveletek komplex szamokkal. Egyenletek megoldasa a
komplex szamhalmazon

6. Feladat (Improprius integralok kiszamitasanak begyakorlasa):

Mondjuk meg, melyik tipusba tartoznak az aldbbi improprius integralok!
Szamitsuk ki 6ket és allapitsuk meg, hogy konvergensek vagy divergensek!

a) floo L dx;

et



b_) f3°° 1232$ d(L‘;

3 z
c) f—2 \/gfx :
7. Feladat (Miiveletek komplex szamokkal):

Adjuk meg a kovetkezd komplex szamok algebrai alakjat!

2-i
a) 27 = ——_;
_) L= 52’
b) 2, = 24i .

) 22 3i+(1-1)2’

o) 2= (—V3+i)2,

8. Feladat (Komplex szamok - a komplex szamsik pontjai):
A sik mely pontjaira teljesiil, hogy Re 1 = 37
(Re < az £ komplex szam valds részét jelli.)

9. Feladat (Komplex n-edik gy6kok hasznalata egyenletek megoldasakor,
IL.):

Oldjuk meg a
2T —2=0

egyenletet a komplex szamok halmazan! A megoldasokat algebrai alakban
kérjik! Hol helyezkezdnek el a sikon ezek a megoldasok?
10. Feladat (Masodfoku egyenlet megoldoképletének hasznalata):
Oldjuk meg a

22— 442=0
egyenletet a komplex szamok halmazan! A megoldasokat algebrai alakban
kérjiik!
11. Feladat ( i hatvanyainak hasznalata):

Szamitsuk ki az



i+ it 412020
értekeét!

12. Feladat ( Komplex n-edik gy6kok hasznalata egyenletek megoldasakor,
IT.):

Oldjuk meg a
A48 -8V3i=0

egyenletet a komplex szamok halmazan! A megoldasokat algebrai alakban is
kérjik!

3. Gyakorlat: Linearis algebra: Vektorok. Skalaris szorzat,
vektorialis szorzat és alkalmazasaik. Sik egyenlete. Egyenes egyen-
letrendszere. Vektorok linearis fiiggetlensége a rendezett szam n-
esek vektorterében

13. Feladat (Vektorok hajlassz6ge; skalaris szorzat):

Szamitsuk ki az a = (3,1, —1) és b = (2, 1, 3) vektorok skaléris szorzatat és
a két vektor hajlasszogét!

14. Feladat (Vektor felbontasa adott vektorral parhuzamos és arra
merdleges vektorok Gsszegére):

Bontsuk fel a v = (1,2,5) vektort az a = (1, 3,2) vektorral parhuzamos és
arra merdleges vektorok Osszegére!

15. Feladat (Vektorialis szorzat; haromszog teriiletének kiszamitasa):

Szamitsuk ki az a = (1,3,5) és b = (4,7,0) vektorok vektorialis szorzatat,
valamint az A(0,0,0), B(1,3,5) és C(4,7,0) csticsponti haromszog teriiletét!

16. Feladat (Adott ponton atmend, adott normalvektori sik egyen-
lete; pont tavolsaga a siktol):



Irjuk fel a Py(3, 4, 6) ponton atmend, n = (1, —2, 1) normalvektort sik egyen-
letét és szamitsuk ki a Q(1,2,3) pontnak ettdl a siktol vett tavolsagat!

17. Feladat (Két sik tavolsaga):

Mutassuk meg, hogy a 2x+y—2z = 1 és a dx+2y—2z = 1 sikok parhuzamosak
és hatarozzuk meg a két sik tavolsagat!

18. Feladat (Két adott ponton &tmend egyenes paraméteres egyen-
letrendszere):

Irjuk fel az A(1,2,0) és B(1,3,—2) pontokon athaladé egyenes paraméteres
egyenletrendszerét!

19. Feladat (Vektorok linearis fiiggetlensége):
Dontsiik el, hogy a kovetkezs vektorok linearisan fiiggetlenek-e vagy nem! (Itt

még nem hasznaljuk a Gauss-modszert, a kozépiskolaban tanult modszereket
hasznaljuk a feladatban eléfordulé egyszert egyenletrendszerek megoldasanal.)

1 -1 -3
31:1-31:;10
-3 2 1
b)
1 4 13
21 10(; {10
3 1 17

20. Feladat (OPCIONALIS: Vegyes szorzat; kifeszitett paralelepipedon
térfogata):

Hatéarozzuk meg az a = (2,—1,5), b = (—1,0,4) és ¢ = (0,2, —3) vektorok
ebben a sorrendben tekintett vegyes szorzatat, valamint a vektorok &ltal
kifeszitett paralelepipedon térfogatét!



21. Feladat (OPCIONALIS: Adott ponton atmend, adott egye-
nesre merdleges sik egyenlete; sik és egyenes doféspontja):

Hatéarozzuk meg a Py(—2,—1,8) ponton atmend és az

y 33—z
]_:——:
T+ 9 3

egyenletrendszerd egyenesre merdleges sik egyenletét, és ennek a siknak az
egyenessel valo doféspontjat!

4. Gyakorlat: Linearis algebra (folytatas): Linearis tér al-
tere. Bazis. Altér dimenzidja. Matrixok. Miveletek matrixokkal

22. Feladat (Altér dimenzi6ja, bazisa, I.):

Mutassuk meg, hogy az
M = {(z,y,2) € R} 32 —2y=42}

az R feletti (R3, +,.) linearis tér egy altere! (A ,-" jel szammal torténd
szorzést jelol.)

Mennyi ennek az M altérnek a dimenzioja?

Adjuk meg az M altér egy bazisat!

23. Feladat (Altér dimenzi6ja, bazisa, II.):
Igazoljuk, hogy az
M = {(x1, 72,23, 74) € R4| x1 + 3xe = by — 14}

az R feletti (R*, +,.) linearis tér egy altere! (A ,-" jel szimmal torténd
szorzast jeldl.)

Héany dimenzios ez az M altér?

Adjuk meg ennek az altérnek egy bazisat!

24. Feladat (Linearis fiiggetlenség vizsgalata):



Tekintsiik az R feletti (R?,+,.) linearis tér a = (1,2,3), b = (0,0,0) és
c = (—1,2,4) vektorait. Lineérisan fiiggetlen-e az ezekbdl a vektorokbol allo
vektorrendszer? Miért?

25. Feladat (Vektor adott bazisra vonatkozo6 koordinatai):

Igazoljuk, hogy a

vektorrendszer bézist alkot az R feletti (R3, +,.) linearis térben és irjuk fel a
1

v = [3]| vektort ezen bazisvektorok linearis kombinéacidjaként! Adjuk meg
2

a v vektornak a B béazisra vonatkozo koordinatait! (Még ne hasznéljunk

Gauss-modszert az egyenletrendszer megoldasakor.)

Utmutatds: Elegendd belatni, hogy a vektorok linedrisan fiiggetlenek, mert
az (R3 +,.) linearis térben 3 linearisan fiiggetlen vektor bazist alkot. A
linearis fiiggetlenség bebizonyitasa utan a v vektornak a B bazisra vonatkozo
koordinatait a

1 1 1 0
v= 13 :>\1 1 +)\2 2 —l—/\g 1
2 0 3 -1
A1
felirasa utan szamitjuk ki. Ekkor [v]z = | A2 |, azaz A\, Ay és A3 kiszamitasa
A3
0
utan [vlg = |1].
1

26. Feladat (Matrixmtiveletek):

1 0 -1 2 3
Legyen A= |0 0 1 —1 1| cR3>*%¢s
-2 0 1 0 0



01 2 3 4
B=|00 1 1 1] R,
11 -1 -1 -2
Szémitsuk ki az AT, —A, 5A, B — 5A maétrixokat!
Végezziik el az AT -B, A-B”, A-B, B- A métrix szorzasok koziil azokat,
amelyeket lehetséges!

27. Feladat (OPCIONALIS: Egy masodrendidi matrix negyedik
hatvanya):

a
0

suk ki az A* méatrixot!

Legyen A = [ Z] , ahol a € R tetsz6legesen rogzitett valos szam. Szamit-

Utmutatds: Mivel a matrixok szorzasa asszociativ, elegendd az A? matrixot
kiszamitani, majd azt négyzetre emelni. Amennyiben a hatvanykitevs egy
nagy pozitiv egész szam lenne, ezt a modszert nem hasznélhatnank. Nagy
kitevs esetén mér a méatrixok diagonalizalasat is ismerntink kell, amit késébb
tanulunk.

28. Feladat (OPCIONALIS: Ritkan lehet a matrixok szorzasa is
kommutativ):

Hatarozzuk meg mindazokat a B matrixokat, amelyek esetében az

2 3
(Jegyezziik meg, hogy dltaldban a mdtrizok szorzdsa nem kommutativ!)

1 2 :
A = [ } matrixszal valo szorzés kommutativ!

5. Gyakorlat: Determinansok. Matrix rangja. Inverz
matrix. Matrixegyenletek

29. Feladat (Determinansok kiszamitasa):

Szamitsuk ki az alabbi matrixok determinansat:



[1 a b+c
a) |1 b a+cl;
1 ¢ a+b
[1 4 9 16
b) 4 9 16 25 '
9 16 25 36
|16 25 36 49

30. Feladat (Vektorrendszer rangja; generalt altér dimenzioja; al-
tér egy béazisa):

Hatarozzuk meg az

-1 0 2 1
a; = |—2|,ay=|2|,az3= |4| ésay= |2
-3 1 6 3

vektorok altal alkotott vektorrendszer rangjat! Mennyi a generélt altér di-
menzidja? Adjuk meg ennek az altérnek egy béazisat!

31. Feladat (Paramétert tartalmazé matrix invertalhatésaga; in-
verz matrix kiszamitasa adjungalt matrix segitségével):

Mely A € R paraméterekre invertalhato az

2 =5 1
A=11 0 A
2 -1 3

matrix? Szamitsuk ki A = 1 esetén az inverz matrixot az adjungalt métrix
segitségével!

32. Feladat (Inverz matrix kiszamitasa elemi sormiiveletek segit-
ségével):

Szamitsuk ki a
3 1 =2
D=|-4 -2 4
1 0 -1



méatrix inverzét elemi sormitiveletek segitségével!
33. Feladat (Matrixegyenlet megoldasa):

Hatarozza meg az 6sszes olyan X matrixot, amelyre
A-X=C+(b"-b)-X

teljesiil, ahol

~1 9 1 -2 1 1 1
b=|2|,A=|-44 4| e&sC=|-4 —10 -2
—1 1 0 5 ~1 -4 0

6. Gyakorlat: Linearis egyenletrendszerek. Gauss-mddszer.
Gauss-Jordan médszer. Cramer-szabaly

34. Feladat (Gauss-Jordan mddszer vagy Gauss-Jordan eliminacio,
IL.):

Oldjuk meg Gauss-Jordan modszerrel az alabbi linearis egyenletrendszert!
(Azaz kérjiik az elemi sormiiveletek hasznélatat a redukalt lépesés alakig!)

r+y+2z= -1
20 —y+2z2= -4
dr+y+4z= —2.

Utmutatds: Gauss-mddszerrel a lépcsds alakig megyiink el, ez olyan [A |b]-vel
ekvivalens matrix, melyben a f6atlo alatt csupa nulla van, és melyben teljes
nulla sor nem gyarthatoé mar le. Lépcsds alakban a csupa 0 sorokat a végére
tessziik, vagy akar el is hagyhatjuk, és barmely 2 egymas utani sor esetén az
alsoé sorban az elején t6bb 0 van, mint a fels§ sorban. Tetsz6leges sor fGeleme
nem maés, mint a sor elsé nemzérus eleme.

Ha megelégsziink a lépcss alakra hozassal (Gauss-modszerrel), még sziik-
ségiink lesz par visszahelyettesitésre ahhoz, hogy felirjuk az egyenletrendszer
megoldasat.

Redukdlt lépcsds alakhoz tovabbi elemi sortranszforméaciok sziikségesek, ez

10



olyan specialis 1épcsés alak, melynek minden soranak fGeleme 1, és amelyben
a f6elemek oszlopaiban a fGelemeken kiviili szamok mind nullak. A redukalt
lépcsGs alakbol mar azonnal latszik, melyek a szabad valtozok és latszik az
egyenletrendszer megoldésa is. Gauss-Jordan mddszer a neve annak, mikor
redukalt 1épcsds alakig dolgozunk elemi sortranszforméciokkal.

35. Feladat (Gauss-Jordan moédszer vagy Gauss-Jordan eliminéacio,
II.; a hozzarendelt homogén linearis egyenletrendszer megoldashal-
maza; annak egy bazisa):

Oldjuk meg Gauss-Jordan modszerrel az alabbi linearis egyenletrendszert!
(Azaz kérjiik az elemi sormiiveletek hasznélatat a redukalt lépcsds alakig!)
Mennyi az egyiitthatématrix rangja és az egyenletrendszer szabadsagfoka?
Irjuk fel a hozzarendelt homogén lineéris egyenletrendszer altalanos megoldasét
és a megoldashalmaz egy bazisat!

3r1 4w —T3 —a4 =
921 419 —213 —x4 —275=

r1 —X2 —Ty +2x5 =

Ty 4+x9 —x3 —3x4 +dxs = 2.

36. Feladat (Gauss-modszer vagy Gauss-eliminacié, II1.):

Oldjuk meg Gauss-eliminéacioval az alabbi lineéris egyenletrendszert! (Itt
méar nem kérjiik a redukalt lépcsés alakot.)

T+ 91’2 — 51’3 = 1
3r1+ 51y —x3= 1
r1 — 21’2 + 21’3 = 2.

37. Feladat (Cramer-szabAly):

Oldjuk meg Cramer-szabéllyal a

21’1 — L9 — T3 = 4
31‘1 + 41’2 - 21‘3 = 11
3131—2.I2+4$3: 11.

11



linearis egyenletrendszert!

38. Feladat (OPCIONALIS: Linearis egyenletrendszer megoldasa
inverz matrix modszerrel, Cramer szaballyal, Gauss-eliminacioval):

Oldjuk meg az
5[E1 + 31’2 + 91‘3 = 20

31’1 + 29 + 2.1’3 = 7
3171 + 2&72 + 41’3 = 11.
linearis egyenletrendszert
a) inverz matrix modszerrel;

b) Cramer-szaballyal;
c¢) Gauss-eliminacioval (redukalt lépcsés alakig alakitva a kib&vitett matrixot)!

7. Gyakorlat: Paraméteres linearis egyenletrendszerek.
Négyzetes matrixok sajatértéke, sajatvektora. Diagonalizalas

39. Feladat (Parameéteres linearis egyenletrendszerek):

A p,q € R paraméterek értékétsl fiiggden targyaljuk és oldjuk meg Gauss-
eliminacioval a kovetkezd lineéris egyenletrendszert:
r +y +z= 2q
20 =3y +2z= 4q
3r —2y +pz= q.

40. Feladat (Nem szimmetrikus masodrendii matrix sajatértékei,
sajatvektorai; diagonalizalas):

. 5 — : . . . .
a) Szamitsuk ki az A = - } (nem szimmetrikus) matrix sajatértékeit

és sajatvektorait!

b) Diagonalizalhato-e az A matrix? Ha igen, akkor adjon meg egy diago-
nalizalé matrixot!

12



c) Diagonalizalja az A méatrixot!

41. Feladat (Szimmetrikus harmadrendi matrix sajatértékei, sajatvek-
torai; diagonalizalé matrix megadasa):

Diagonalizalhato-e az

0 0 3
A=10 3 0
300
matrix? Ha igen, akkor adjon meg egy diagonalizildé matrixot!

42. Feladat (OPCIONALIS: Szimmetrikus harmadrendii méatrix
ortonormalt matrixszal torténd diagonalizalasa):

Ortonormalt métrixszal diagonalizaljuk az

0 0 =2
M=|0 -2 0
-2 0 0

matrixot!

43. Feladat (OPCIONALIS: Matrixok hatvanyozasa nagy hatvanykitevék
esetén):

Szamitsuk ki az A'%92 matrixot, ha
5 —6
A= {3 - 4} .

8. Gyakorlat: Tobbvaltozds fiiggvények: Parcialis- és irany-
menti derivaltak. Erint8sik egyenlete

44. Feladat (Sikmetszetek, szintvonalak):

Hatérozzuk meg az f(z,y) = e"@*+¥") (1) € R? fiiggvény grafikonjanak a
koordinatasikokkal parhuzamos sikmetszeteit! Szemléltessiik az (x, y)-sikban

13



a szintvonalakat! Készitsiink abrat a feliiletrsl!

45. Feladat (Parcialis derivaltak, gradiens, érintdsik, masodrendii
parcialis derivaltak, Hesse-matrix, 1.):

Tekintsiik az 229y
flz,y) = Ty OV € (0,00)
fliggvényt.
(a) Szamitsuk ki a fliggvény = és y valtozok szerinti parcialis derivaltjait!
(b) Adjuk meg a grad f(1,2) értékét!
(c) Irjuk fel az (1,2, f(1,2)) pontban tekintett érintGsik egyenletét!
)

(d) Szamitsuk ki a méasodrendi parcidlis derivaltakat az (zo,v0) = (1,2)
pontban!

(e) Irjuk fel a fiiggvény Hesse-métrixat!

46. Feladat (Iranymenti derivalt kiszamitasa, 1.):

Szamitsuk ki az
f:R* =R, f(r,y)=2xe"—ay
fliggvény v = (3,4) irdny mentén vett irdnymenti derivaltjat az (1,0) pont-

ban!

Utmutatds:
\Y%
avf(x>y) = f\’,(:U,y) = gradf . M

47. Feladat (IrAnymenti derivalt kiszamitasa, II.):

Szamitsuk ki az
[RP=R, flry)=2>—zy+y

fliggvény e irdnyaban vett irdnymenti derivaltjat a P(1,1) pontban, ha e az
z-tengely pozitiv agaval o szoget bezard vektor! Melyik irany esetén lesz a

14



derivalt értéke a legnagyobb? Mennyi ez a maximum?

9. Gyakorlat: Tébbvaltozoés fiiggvények (Erint&sik, gradi-
ens vektor, Jacobi-matrix, lancszabalyok)

48. Feladat (Erinté&sik, I1.):

Mutassuk meg, hogy a Py(1,1,3) pont rajta van a
z=(y+a)y—2°)+3, (z,y) €R?

egyenletd feliileten! Irjuk fel ebben a pontban a feliilet érintdsikjanak az
egyenletét! Adjuk meg az érintGsik egy normalvektorat!

49. Feladat (Parcialis derivaltak, gradiens vektor, érintdsik, I11.):

Szamitsuk ki a
2z =cos(x —2y), (x,y) €R?

fliggvény els6rendi parcialis derivaltjait! Adjuk meg a gradiens vektor értékét
az (zo,y0) = (%,%) pontban, és irjuk fel az érint6sik egyenletét ugyancsak
ebben a pontban! Adjuk meg az érintésik egy norméalvektorat!

50. Feladat (f € R? — R fiiggvény Jacobi-matrixa):

Szamitsuk ki az
flz,y) =22° +3zy — 9%, (z,y) € R?

kétvaltozos valos fliggvény f'(a) Jacobi-matrixat az a = (1,2) pontban!
51. Feladat (Vektor-vektor fiiggvény Jacobi-matrixa):

Szamitsuk ki az
flz,y) = (2® + 9% 2> —¢?), (z,y) € R?

kétvaltozos vektor-vektor fiiggveny f’(a) Jacobi-méatrixat az a = (1,2) pont-
ban!

15



Utmutatds:
Jacobi-mdtriz (Derivdlt mdtriz):
Tegyiik fel, Legyen f € R" — R™, azaz Vx = (21,22, ...,x,) € Dy,

f(x) = f(21, 72, ..., 20) = (f1(%), f2(%), - - -, [ (X)),

ahol f; € R™ — R az i-edik koordinatafiiggvény. Ha f € D{a} (azaz f derival-
hat6 az a-ban), akkor Vi € {1,2,...,n} és Vj € {1,2,...,m} létezik f;-nek
x; szerinti parcialis derivaltja a-ban, és ezeket méatrixba rendezve kapjuk az
f fiiggvény a-ban vett deriwdlt mdtrizdt, vagy Jacobi-mdtrixdt, azaz

oh a) oh a) ... Oh (g
9 0 (a) OB o
f/ _ (flany"'afTﬂ) _ B_M(a) a_m(a) E)T(a> Ran
T1, Ty .., Tp) o o .
a(a) F2(a) a2 (a)
Megjeqyzések:

o A %(a) helyett szoktuk a 0, f; jelolést is hasznélni, ezt is ismerni kell.

o Kétszer derivalhatéo f € R"™ — R fiiggvények esetén (azaz f € D?
esetén) az f” nem mas, mint a Hesse-méatrix.

o A derivalhato vektor-vektor fiiggvények definiciojaban A = f/(a), vagyis
az A méatrix nem més, mint az f fiiggvény a-ban tekintett Jacobi-

matrixa (derivalt matrixa).

52. Feladat (Lancszabaly elss specialis esete):

A lancszabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a

fiiggvény Z/(t) derivaltjat, ahol
F(z,y) := (arctgz) +y, x:=e* ésy = cos(2t).

Utmutatds:
A lancszabaly els6 speciilis esete:

16



Tegyiik fel, hogy F € R? — R a z = F(x,y) szaballyal megadott valos értéki
kétvaltozos fliggvény. Tegylik fel tovabbé, hogy x és y mindketten fiiggvényei
a t valtozonak, azaz
z=f({t), y=g().
Ezeket behelyettesitve F-be kapjuk, hogy z = F(f(t),g(t)), azaz igy a z
csupan t fiiggvénye, azaz z € R — R, mely egy kiils6 F és egy € R — R? belss
fliggvény kompozicidja. Tegyiik fel, hogy F| f,g derivalhato fiiggvények.
Ekkor
2(0) = T = R (0),9(00) - 1) + BF (7 (1), 9(1)) - /(1)
Megjegyzés:
A lancszabaly els6 specialis esetének képletét egyszertibben is le tudjuk irni,
éspedig
_dz df

dg
") = —= = 9 F - —L .2
=g T g el
vagy akar a kovetkezs alakban:

dz OF dxz OF %

At~ o dt oy dt
53. Feladat (Lancszabaly masodik specialis esete I.):

A lancszabaly masodik specialis esetével szamitsuk ki a
2(t,s) == F(f(t,s),9(t,s)) = F(z,y)
fiiggvény % és % parcialis derivéltjait, ha

+

x
F(x,y) = y, valamint x := '™ és y 1= ",

x4+

54. Feladat (Lancszabaly masodik specialis esete II.):

A lancszabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a
z(t,s) == F(f(t,s),9(t,s)) = F(z,y)
fiiggvény % és % parcialis derivéltjait, ha

1
F(z,y) :=In+/22 + y?, valamint z := T és y = e,
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Utmutatds:

A lancszabaly masodik specialis esete:

Tegyiik fel, hogy F' € R? — R a z = F(z,y) szabéllyal megadott valos értékid
kétvaltozos fliggvény. Tegylik fel tovabbé, hogy = és y mindketten kétvdltozos
fugguények t és s valtozokkal, azaz

I:f(tas)v y:g(t73>'

Ezeket behelyettesitve F-be kapjuk, hogy z = F(f(t,s), g(t, s)), azaz igy z a
t és s fiiggvénye, azaz z € R? — R, mely egy kiils6 F és egy € R? — R? bels6
fliggvény kompozicioja. Tegyiik fel, hogy F, f,g derivalhato fiiggvények.
Ekkor

0 5 ,
= = OF(f(t.s),9(t,9)) _a{ FOF(f(t,5),9lt,5) - 52,
o 5 ;
0% o (f(t.9).0t.5) - 2L+ a0, 5). a1 5)) - 2.
Megjegyzés:

A lancszabaly masodik specialis esetének képletét egyszeriibben is le tudjuk
irni, éspedig

0z af dg
E —_— alF * E + aZF ° a’
0z af dg
% — alF * % + aQF * %.

vagy akar a kovetkezé alakban:

0: _OF o0 oF oy
ot 0x ot 0oy ot
0: _or or oF 9y
ds Oxr O0s Oy Os
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10. Gyakorlat: Feltétel nélkiili és feltételes szélsGérték-
szamitas
55. Feladat (Lokalis szélsGértékszamitas, 1.):
Hatarozzuk meg az

fla,y) =2° = 32" + 22y +¢°, (z,y) € R?
fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit és lokalis szélsGértékeit!
56. Feladat (Lokalis szélsGértékszamitas, II.):
Hatarozzuk meg az
flz,y) =2 +y* = 9zy, (z,y) € R?

fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit és lokalis szélsGértékeit!
57. Feladat (Sz6veges szélsGérték feladat):
Egységnyi térfogatiu téglatestek koziil melyiknek a legkisebb a felszine?
58. Feladat (Feltételes szélsGérték feladat, I.):
Tekintsiik az alabbi feltételes szélsGérték feladatot:

max f(x,y) = x +y, feltéve, hogy g(x,y) = 2> +y—1=0.

(a) Oldjuk meg tugy, hogy a korlatozo feltételbsl y kifejezésével vissza-
vezetjiik a problémat egyvaltozos, feltétel nélkiili szélsGérték feladatra!

(b) Oldjuk meg Lagrange-szorzok modszerével is! (Alkalmazzuk itt a sziik-
séges feltételt és az elégségeset is!)

Megjegyzés: Az el6z6 szélsGérték feladatot

maz(z +y), feltéve, hogy g(z,y) =2 +y —1=0
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alakban is frhattuk volna, mindkét jelolésmodot ismerni kell.
59. Feladat (Feltételes szélsGérték feladat, II.):

Tekintsiik az alabbi feltételes szélsGérték feladatot:
minf(z,y) = 2? + 1?2, feltéve, hogy g(z,y) =z + 2y — 4 = 0.
(a) Mi a feladat geometriai tartalma?

(b) Oldjuk meg ugy, hogy a korlatozo feltételbdl y kifejezésével vissza-
vezetjiik a problémat egyvaltozos, feltétel nélkiili szélsGérték feladatra!

(c) Oldjuk meg Lagrange-szorzok modszerével is! (Alkalmazzuk itt is a
sziikséges feltételt és az elégségeset is!)

60. Feladat (Feltételes szélsGérték feladat, II1.):

Oldjuk meg Lagrange-szorzok modszerével az alabbi feltételes szélsGérték fe-
ladatot:

maxf(z,y) = 2* + 3wy + 12, feltéve, hogy = +y = 100.

Bizonyitsuk be, hogy valéban megtalaltuk az optimalis megoldast!

11. Gyakorlat: Numerikus sorozatok

61. Feladat (Numerikus sorozatok hatarértéke (1. Féléves anyag
ismétlése)):

Szamitsuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét:

7
(a) anz(l 3”), neN:

-— dn 4+ 12
n?+3n—1

D) ay =T e

(b) a n’"+Tn+5 "
3n® —3n+1

(© an=cs— s nEN
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1—n?
d) a,=—5-—, eN;
@ =y "
() ap,=vn?2+3n—10—3n, neN;

(f) an = V3" +2", neN;
1 2n
(9) an:(9n+) . neN.

- In—1
2n® — 20 sin?(5n)
h n — 5 Na
(h) a 8nd —n3 41 ne

_V3n+ —V3n

1) a, = ; e N;
() -
on _n
n2+3
10\ 2o
(k) an—(n+ O> , neN;
— n
1000
o) an:nZH, n e N;
1 !
[RAN— nn

A fenti feladatok mellett - ha marad id& - érdemes még egyéb sorozat hatarértékeket
is gyakorolni, pl. az Egyvaltozos valos fiiggvények analizise Neptun-tananyaghol.

12. Gyakorlat: Numerikus sorok

62. Feladat (SorGsszeg meghatarozasa, I.):

Szamitsuk ki az alabbi numerikus sor 0sszegét:

= (=1)"+3
Z%-

n=1

63. Feladat (Teleszkopikus sor Gsszege):
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A részletosszeg-sorozat hatarértékének meghatarozaséaval szamitsuk ki az alabbi
teleszkopikus numerikus sor osszegét:

=~ 1
;n(n—I—Q)'

64. Feladat (Konvergencia vizsgalat, I.):

Vizsgéljuk a

[e.9]

n
Zl?m—l—lO

n—=

sor konvergencidjat!
65. Feladat (Konvergencia vizsgalat, II.):

Vizsgaljuk a
= nl

20n

n=1

sor konvergenciajat!
66. Feladat (Konvergencia vizsgalat, I11.):

Vizsgaljuk az alabbi sorok konvergenciajat:

0 > (5+3)
© g’; 4”nnn'

67. Feladat (Divergencia, feltételes konvergencia, abszolit konver-
gencia vizsgalata):
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Vizsgaljuk, hogy a

[ee]

n 2n+1
>y 2

n=0

sor divergens, feltételesen konvergens vagy abszolat konvergens?
68. Feladat (Geometriai sor Osszege):

Szamitsuk ki a

sor Osszegét!

69. Feladat (Az igazsagtalan hazigazda feladata):

Tegyiik fel, hogy végtelen sok embert hivunk vendégségbe magunkhoz és hogy
egyforma kor alaka pizzakbol szolgalunk fel nekik a kdvetkezs igazsagtalan
szabaly szerint: mi, vendéglatok, nem esziink, kiszolgaljuk a vendégsereget.
Erkezéskor minden vendég hiz egy sorszamot, és az elsG sorszamu vendég
kap egy pizzat, a kovetkezd sorszamu vendég egy felet, az utdna kdvetkezs
sorszamu egy negyed pizzat, az azutdni mér csak egy nyolcadot, és minden
lépés utan mar csak feleannyit kap a soron kdévetkezd vendég.

Pontosan mennyi pizzat kell rendelniink ehhez a bulihoz?

70. Feladat (Hatarértékes Osszehasonlitoé kritérium):
A hatéarértékes 6sszehasonlité kritérium segitségével vizsgaljuk az alabbi sorok

konvergencidjat:
[e.e]

@ S




Utmutatds: Ezeket a feladatokat a kovetkezd tétellel kérjitk megoldani:

Tétel (Hatarértékes osszehasonlité kritérium): Legyenek >  a,
és > > b, pozitiv tagt numerikus sorok. Tekintsiik az alabbi hatarértéket:

Ekkor

1) ha h > 0 véges szam, akkor > | a, és >~ b, egyszerre konvergensek
vagy egyszerre divergensek (azaz ekvikonvergensek);

2) hah=0¢és > b, konvergens, akkor Y °  a, is konvergens;
3) ha h =00 és > >~ b, divergens, akkor Y > a, is divergens.

Azt, hogy lim,_, §* egy 0-tl kiilénboz6 véges szam, a,, ~ by-nel jeldljik.

13-14. Gyakorlatok: Felkésziilés a vizsgara. A nehezebb
tipusfeladatok megbeszélése
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