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1. leszamolasi problémak

1.1. permutaci6

1.1.1. ismétlés nélkiili
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1.2. wvariaci6
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1.2.2. ismétléses
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1.3. kombinéacid

1.3.1. ismétlés nélkiili

1.3.2. ismétléses

1.3.3. binomalis tétel

1.3.4.



1.3.5.
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1.3.6.
1=0 L
1.3.7.
i m+n\ m+n+1
k o n
k=0
1.3.8.

1.4. skatulya-elv

Ha n darab dolgot kell n — 1 helyre tenni, akkor biztos lesz olyan, ahol 2 db van.

1.5. szita-modszer

PL.:
els6 1000 szamban hany db oszthat6 2,3,5 el?



2. grafelmélet

2.1. kneser graf
KGny, V(K)=(}) E(K) = diszjungt halmazok vannak dsszekotve

2.2, feszits részgraf

G graf Osszes pontjat tartalmazza.

2.3. feszitett részgraf

G graf egy részgrafja akkor feszitett,ha a részgraf pontjai altal meghatéarozott Gsszes él(ami G grafnak is
éle) eleme a részgrafnak.

2.4. priifer-k6d

Cimkézett pontokon,mindig a legkisebb szomszédjat irjuk le.

2.4.1. cayley-tétel

n cimkézett ponton n"~2 fa adhat6 meg.
BIZ.:
A kod definiciojabol adodik, hogy minden fahoz tartozik kod, illetve hogy az eggyértelmi. Minden kodhoz
tartozik egy graf, mert a pontcimkék visszafejtésébdl tudunk eggyet rajzolni. az hogy ez a graf fa azért van,
mert ha lenne benne kor, akkor mikor a kor utolsé pontjat irnénk fel, az mér volt, igy ezt az algoritmus nem
engedi.

2.5. kruskal algoritmus

Moho algoritmus:Mindig a legkisebb sulyt, az eddigiekkel kort nem alkoté élt valasztjuk ki.Ez az algo-
ritmus minimaélis sulytu feszitGerd6t ad.
BIZ..
Tegyiik fel hogyvan kisebb minimalis feszitGerdé G grafon(Legyen T,,;).Az algoritmusunk &altal meghataro-
zott erdd legyen Ty;,. Ha van éle t,,-nak, T,;4-on kiviil(tehat nem ugyanaz a két graf), nevezziik ezt b-nek,
és adjuk hozzé t,;4-hoz. Igy ebben a grafban keletkezett egy kor, viszont ebbél akkor el lehet hagyni egy élt,
ami az algoritmus miadt kissebbnek kéne lennie b-nél, de nagyobbnak a T,,; miatt, igy TaigTopt.

2.6. euler-kor

G graf v élét tartalmazo kor.

2.6.1.

Akkor,és csak akkor van,ha G graf V fokszama paros.

2.6.2. kinai postas-probléma

Tegyiik fel, hogy minden foksziim paratlan. Ekkor minden élt meg kell duplazni, igy ez az utvonal
maximalis hossza 2 - E(G).



2.7. hamilton-kor

G graf V pontjat tartalmazé kor.
SZUKSEGES FELTETEL:

Ha G grafban létezik k olyan pont, amelyeket elhagyva a graf tobb mint k& komponensre esik szét, akkor
nincs Hamilton-kor.(k + 1-el hamilton-ut)

BIZ.:

Ha van benne hamilton kor, és mas él nem, akkor k pontot elhagyva a kor k — 1 komponensre esik szét.
Tehat ha k-ra szeretnénk hogy szétessen,az lehetetlen, vagy nincs benne Hamilton-kor.

ELEGSEGES FELTETELEK:

2.7.1. dirac

V pont foka min.3 akkor van.

2.7.2. pobsa

dy <dg <...<dyp k:=0,1,...,n haVk < 5-reigaz hogy di > k + 1 akkor van.

posa—ore.:

Azaz ore feltételébdl kovetkezik a posa feltétel. Tegyiik fel hogy van egy graf mire ore feltétele igaz, de posaé
nem. Tehat dy < dy < ... < dp < k < 5. Tehat barmely kettd fokdsszege kisebb mint n. Mivel az ore
feltétel igaz a grafra ezért ezek mind Gsszekdtott pontok. Tehat ezek Ossze vanna kotve —1 csuccsal, azaz
legfeljebb egy csucs mehet a mésik részgrafba. Mivel a k -nél kisebb foki csucsok kevesebben vanna mint 7
ezért a masik részgrafban mindenépp lesz egy ezekkel Osszekottetlen pont. Legyen ez y. d(y) < n —k — 1.
Bérmely kis foszamu csticcsal ennek a fokdsszege d(y) + d(z) = n — k — 1+ k = n — 1 ami nemlehet, ugyanis
a grafban igaz az ore feltétel. Vagyis ha egy grafra teljesiil az ore feltétel, akkor a posa is.

2.7.3. chvatal

A:
HaVd, < k < %—re igaz hogy d,,—; > n — k akkor van.
B:
Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor van olyan G’ graf amire aminek a fokszamai dj < dj, ..., és d; > d;akkor
nincs benne hamilton kor.
BIZ.:
A.

Nézziink egy ellenpéldat. Adjunk hozzé éleket addig, mig épphogy nem lesz benne Hamilton-kor. E graf
barmely két pontja kozott lesz hamilton-ut. Nézziik azt az {x,y} pontpart, melyek nincsenek Gsszekotve,
és maximaélis a fokszamuk. z-bd&l vezet at y-ba, és ez az ut barmely pontjaval Ossze van kotve x, akkor
dly) <n—1—d(z) = d(z)+d(y) <n—1.

Legyen d(z) < d(y) d(z) := h. Allités:d, < h < %. Ez azért igaz, mert y-nak van h darab nemszomszédja,
amwlyek kisebbek, mint d(z), mertkiilonben z helyett az valasztottuk volna. Ha ez igaz, akkor d,,_, > n—h-
nak is igaznak kell lennie a tétel alapjan. h+1 cstcs fokszama nagyobb mint n—h. Mivel x nek h szomszédja
van, igy ezek koziil az eggyik biztos nem az. Nevezziik ezt z-nek. Tehéat h 4 d(z) > n, ami ellentmondas, két
Osszekottetlen cstcs fokdsszege maximum n-1. Tehat az éllitast igazoltuk.

B:

Ha a feltétel nem teljesiil, akkor van egy k, hogy dp < 5 Adp—p <n—Fk—1.

2.7.4. ore

Ha V szomszédos pontparra igaz hogy d(x) + d(y) > n akkor van.
BIZ.:



Indirekten tegyiik fel, hogy a feltételek igazak, de nincs a grafban Hamilton-kor. Vegyilink még éleket a grafthoz
ugy, hogy tovabbra se legyen ham. kor, de még egy él felvételével mar lenne. Erre a G’ grafra tovabbra
is igaz a feltétel. Mivel egy él hozzavételéve lenne hamilton-kor, igy G’-ben van hamilton at. Legyen ez
Z1,22,...2k T =21,y = 2. Ha x szomszédos z; valamely pontjaval, akkor y nem ldhet Gsszek6tve zj_1-el,
mert hamilton-kért adna. Igy tehat nem lesz 6sszekdtve legalabb d(x) pontal, azaz d(y) < n — 1 — d(x), ami
viszont ellentmondaés.

2.8. parositasok

G graf akkor és csak akkor péaros,ha V kore paros hossziasagu.
teljes paros graf:ha minden A-beli pont 6ssze van kétve minden B-beli pontal.

2.8.1. hall

G = (A, B)grafban akkor és csak akkor van A-t lefedd parositas,ha VX C A részhalmazra |N(X)| > | X]|.
BIZ.
Forditva is igaz. Tf. hogy van egy M C A parositasunk, és egy « ¢ M .Ha u -nak van szomszédja B\ M’ akkor
ezt az élet hozzéavessziik M parositdshoz. Ha csak M beli pontal van 6sszek6tve, akkor keresniink kell egy
alternal6 utat, aminek els6 és utolso eleme ¢ M-nek, és V 2. éle M beli. Ha ez nem lehetséges, akkor az 1j

parositasunk lefogja A-t, mert ha v nem lenne benne M-ben, de lenne egy pont ami v szomszédja, és € T”,
és T € M', akkor N(T") = N(M U {u}) > T nem lenne igaz.

2.8.2. frobenius
G = (A, B)grafban akkor és csak akkor van teljes parositas ,ha |A| = |B| és |[N(X)| > | X|VX C A-ra.

2.8.3. gallai

v(Q):(nt)legnagyobb fiiggetlen élhalmaz
7(G):(tau)legkisebb lefogd ponthalmaz
a(G):(alfa)legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz
p(G):(ro)legkisebb lefogo élhalmaz

v(G) <7(G)

BIZ.:

Legyen M egy maximaélis méreti fiiggetlen élhalmaz. M éleinek a lefogasahoz mar v(G) = M pontra van
sziigség,ezért 7(G) > | M|

a(G) < p(G)

BIZ.

Legyen M egy maximalis méreti fiiggetlen ponthalmaz. M pontjaimak a lefogésdhoz méar a(G) = M pontra
van sziigség,ezért p(G) > | M|

7(G) + a(G) = |V(G)|,minden hurokmentes grafban

BIZ.

Egy X halmaz pontjai csak akkor fiiggetlenek,ha |V (G)|— X lefogd ponthalmaz. Tehdt 7(G) < |[V(G)—X| —
7(G) + a(G) < |V(G)|. Hasonloan be lehet latni a(G) > |V(G) — Y| minden lefogé ponthalmazra.—
7(G) +a(G) =2 [V(G)|

v(G) + p(G) = |V (G)],ahol nincs izolalt pont
BIZ..
v(G) darab fiiggetlen élhalmaz v(G) pontot fog le. A tobbi pont legfeljebb |V (G)| — 2v(G) éllel lefoghato.



Tehat, |V(G)| — v(G) > p(G). Azt is tudjuk, hogy ha A egy minimélis lefogo élhalmaz, akkor A k darab
csillagbol all. Ezért p(G) = |V(G)|—k. Ebbdl kaphatunk gy egy fiiggetlen élhalmazt, hogy minden csillaghol
kivalasztunk egy élet. Tehat v(G) > k = |V(G)| — p(G).

2.8.4. konig

v(G) =7(G)
a(G) = p(G),akkor ha nincs izolalt pont.
BIZ.

A hall tételnél lattuk, hogy N(T'U{u}) = T, ugyanis « benne van 7’-ben, igy TU M’ \ T minden élet lefog.
TUM'\T = |M| = p(G). Innen p(G) > 7(G), de minden grafra pon az ellenkezdje igaz, igy paros grafnal
egyenlGség all fent. A gallai azonossagokbol rogton latszik a masik egyenléség is.

2.8.5. tutte

G-ben akkor és csak akkor létezik teljes parositas ha VX C A-ra ¢,(G — X) < | X]|
(x pontot elhagyva a grafbol kevesebb mint x péaratlan komponensre esik szét,akkor van teljes parositas)
BIZ.:
Indirekten tegyiik fel, hogy igaz a feltétel, de nincs teljes parositas. Legyen G egy ilyen minimalis pontszamiu
ellenpélda. Y C V(G) gatnak hivunk ha ¢,(G—Y) = |Y|. Legyen Yj egy maximalis elemszamu ilyen halmaz.
1.Belatjuk hogy nincs paros komponens. Ha lenne, egy elemet kivéve beléle és Y ba téve lenne egy nagyobb
gatunk, ami a feltétel szerint lehetetlen.
2.Belatjuk, hogy minden paratlan komponensben egy tetszéleges pontot elhagyva van teljes parositas. Tud-
juk, hogy ¢,(W\ (X U{y})) > |z| +2, ahol W egy paratnan komponens, X ennek egy maximalis parositésa,
y pedig az a pont ameik Yy hoz van parositva. Tehat ¢,(G — (Yo UX U{y})) > [Yo| — 1+ |X|+2 =
[Yo| + | X| +1=|Yo U X U{y}|, tehét lenne egy nagyobb gét.
3.Belatjuk, hogy a paratlan komponensekbdl egy pont parosithté Yp-bol az eggyik elemhez. Hagyuk el az Yy
on beliil futo éleket. Igy egy paros grafunk marad. A hall feltétel teljesiil, ugyanis minden pontboél fut egy
él legalabb Yj-ba, mert ha nem, akkor Yy-nak p pontjat elhagyva p darab péaratlan komponens keletkezne az
eredeti grafban.

2.8.6. petersen

Ha G 3-reguklaris és 2-szeresen éloszefiiggs, akkor létezik benne teljes parosités.
BIZ.:
Tutte bizonyitasat hasznaljuk. Minden Yj és paratlan komponens kézott legalabb 3 él fut, mert 1 nem futhat
az OsszefiiggGség miadt, 2 sem, mert akkor a komponensen beliil fut6 élet Gsszesen péaratlan sokan vannak,
amit 2 szer levolva is paratlan szdm marad ami lehetetlen. Tehat t > 3c,(G — Yj), és mivel 3 regulasis a
graf, igy ¢, (G —Y)) < |Yp|. Innen tutte tételébdl kovetkezik.

2.8.7. stabil parositas

Egy G graf M C E(G) stabil, ha nem létezik olyane € E(G) \ M, amely e két végpontjara igaz, hogy 6k
egymés preferencialistdin mint aktudlis parjuk.

2.8.8. galey-shapley

Péaros graf tetszéleges preferencialistik esetén is stabil.
BIZ.:
Algoritmus: A beli elemen menek B beli elemekhez,a listajuk sorrendjéban, B -k félreteszik a legjobb ajan-
latot, kov. kérbe A-k mennek tovabb, stb...



2.9. pontszinezés

klikkszam (w(G)):(omega)
egy maximalisan nagy olyan részgraf, ami teljes .
kromatikus szam(x(g)): (ki)
a graf szinezésénél hasznélt szinek minimélis szdma
Yw(G) < x(g),ha perkekt akkor egyenld

2.9.1. brooks
x(G) <A

A:maximaélis fokszam, ha G graf nem egy paratlan hosszu kor, vagy teljes graf.

BIZ.:

A = 2, ekkor igaz. Tegyiik fel hogy d > 2. elég 2-szeresen Osszefiiggs grafokkal foglalkoznunk, ugyanis
ha az x pontot elhagyva 2 komponensre esik, ot a fokszamok nem ndéhettek, illetve z-nek is csak csokkent.
Igy a feltétel miadt ki tudjuk szinezni A szinnel a két grafot kiilon-kolon, és ezt jol permutalva eggyiitt is.
Csak a 3 szorosan sszefliggd grafokkal kell torodniink, ugyanis ugyanazt az elvet kovetve mint az el6bb csak
egy probléméba iitkdzhetiink. A két elhagyott pont, x,y , és ezek szine kiilonbozs. Ekkor mindkét gfarban
behuzzuk az (z,y) élt, de igy tovabbra is teljesiil rajuk a fokszamkritérium. Ekkor vagy kiszinezhetoek a
grafok A szinnel, vagy teljes grafot kaptunk valahol. (paratlan kér nem gont ugyanis A > 3)Ha mindkét
rész kiszinezhetd, akkor kiillonb6z§ szine van x, y-nak. Ha viszint egyik grafunk teljes,az azt jelenti hogy egy
szomszédja van x, y-nak is, tehat ha 2'-t haggyuk ez az elején x helyett akkor is szétesik a grafunk, és igy mar
egy helyes szinezést fogunk kapni. Tehét a 3 szorosan Gsszefiiggs grafok maradtak. Jeloljiik meg a pontokat
ugy, hogy legyen olyan vy, vs,v, amikre igaz hogy {vi,v2} ¢ E(G),{v1,vn} € E(G),{vs,v,} € E(G). A
tobbi pontot ugy jeloljik meg, hogy vs, vs, . ..v,_1, és minden legyen nagyobb indexi szomszédja. Haggyuk
el {vy,va} élt, igy biztosan Osszefiiggs marad a grafunk. A maradék grafnak van feszitéfaja, és egy v,-
t6l kiilonbozs elssfoku pontja. Legyen ez vs. Ha elhadjuk a {vy,vs,vs3}-at, akkor a graf még Osszefiiggd
marad.Ha ezt folytatjuk, kapunk egy jo szinezést, mert vy és vy ugyanolyan szind, igy marad szin v,-nek is.

2.9.2. mycielski konstrukcio

Vk > 23Gy graf, hogy w(Gg) =2 A x(Gy) =k
BIZ.:
A grafunkat paros graffa alakitjuk V(G) pont hozzdadasaval.Az eddigi pontok u;-k, az ujjak v;-k. Minden
v; Ossze van kotve az Osszes u; szomszéddal, és z Gssze van kotve sszes vi-vel. Igy minden v; pont w; szind
lesz, és z egy k + 1-edik szin.

2.10. élszinezés
2.10.1. vizing

Ha G graf egyszert akkor x.(G) < A+1

BIZ..

Minden ponthoz rendeliink egy szint(c(v)), mivel A lehet maximum egy pont éle ezért A + 1 pontal ez
lehetséges. {x,y1} €l még nincs kiszinezve. ha (z) = c(y1) akkor az élet erre a szinre szinezziikk. Ha -
b6l nem indul ki ¢(y;) szind él, akkor ¢(y;) sziniire szinezziik. tehat felhehetjiik, hogy van x-nek olyan ys
szomszédja, hogy ennek az élnek a szine ¢(y;). Ha 2-b6l nem indul ki c(ys2) él, akkor {z,c(yz)}-t c(ya)-re
cseréljiik, ekkor viszont z-b6l nem indul ki ¢(y;) szind él. Ellenkez6 esetben feltehetjiik, hogy z-nem van
olyan y3 szomszédja, melyek kozti él ¢(y2). a gondolatmenetet folytatva kapjuk yg,ys, . . .

Csak akkor akadunk el ha van olyan h, hogy {z,yn} szine c(yp), és valameik 1 < i < h c(yn) = c(y:)
igaz. Ekkor tekintsiik G-nek egy részgrafjat, amelyet c¢(x) és c(yp) alkotnak(G’). G’-ben minden pont foka
maximum 2, és mivel x b6l nem indul ki ¢(z) szind és, ugy mint y, vagy y;-bol sem c(yy,) illetve ¢(y;) szind,



tehéat ezek a pontok elsé fokuak. G’ utakbol, illetve izolalt korokbél, esetleg még kor komponensekbdl 4ll.
x tehat az eggyik ut végpontja, tehat y;, vagy y; mas komponensbe esik. A masik komponensb a szineket
cseréljiik fel ugy, hogy c¢(x) = c(ysvn), €s igy mar ki tudjuk szinezni a grafunkat.

2.11. halozatok
2.11.1.

Egy halozatban nem létezik javito ut, ha a folyam maximalis.
BIZ.:
Legyen A C V(G), azon csucsok halmaza, s-b6l még elérhetdk, egy részleges javitouton. Tekintsiik azt a
vagast, melyet azon élek alkotnak, melyen egyik vége A-ban masik pedig nem a-ban van. Ekkor f(e) = c(e),
egyébként s — a meghosszabitésa eljutna b-be.ez ellentmondas. Ha b € A, és a ¢ A, akkor ugyanezért
f(e) = 0. Tehat az élek mindig telitettek.

2.11.2. ford-fulkerson

a maximadlis folyam értéke egyenld a minimalis vagas értékével.
BIZ.:
A minimélis folyam nyilvin nem lehet nagyobb a minimélis vigas értékénél. Az el6zé tételbdl lattuk, hogy
a maximalis folyam értéke megegyezik egy vagéas kapacitasosszegével. A javitoéut modszerrrel mindig elérjiik
a maximalis folyamot, ha mindig a legrévidebb javitéut mentén javitunk.

2.11.3. edmonds-karp

Ha mindig a legrévidebb javito utat nézziik, akkor a maximaélis folyam meghatarozasa sziikséges lépések
szama mindig feliilr6l becsiilhet a pontok szamanak polinomjaval.

2.11.4. egészértékiiségi lemma

Ha egy halézat minden kapacitasa egész szam, akkor létezik olyan maximalis folyam, aminek minden éle
egész.

2.12. mengere
2.12.1.

ha egy graf iranyitott, s,t € V(G), akkor az s-bdl t-be vezets paronként élidegen iranyitott utak maximalis
szama megegyezik az Osszes irdnyitott s — ¢ utak lefogé minimaélis szaméval.(ha iranyitatlan, akkor is igaz)
BIZ.
Az utak szama > az éldiszjung utakéhoz képest. Minden kapacitas legyen 1. Tekintsiink egy maximalis
folyamatot, aminek minden éle egész. Ilyen van. Egy minimélis vigas minden utbél le kell fogy fogjon, igy
az pont az utak szdma. Az Gsszes utat lefogo élek szama < mint az éldiszjungt utak szdma(ford-fulkerson),
és mivel kevesebb és tobb nem lehet,ezért egyenls. Ha iranyitatlan, akkor felcseréljiik 2 iranyitott élre.

2.12.2.

Ha egy iranyitott graf s,¢ € V(G), két nem szomszédos pont, akkor az s-bél ¢-be vezets végpontoktol
eltekintve pontidegen irdnyitott utak maximalis szama megegyezik az Osszes s — t utat s és t felhasznalasa
nélkiil lefogd pontok minimalis szdméaval.(ha irdnyitatlan, akkor is igaz)

BIZ.
Egy pontot helyettesitiin egy éllel, ugy hogy az odafuté élek a kezd&pontjan lesznek, az onnan induldk pedig
a végpontjan, és alkalmazzuk ré az elobbi tételt. Ha iranyitatlan, akkor felcseréljiik 2 irdnyitottra.
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2.13. Oszefiiggések
2.13.1.

k(G) < MNG) <0(G) kK = Osszefiiggdseégi szam A = élosszefligglségi szam 0 =minimum fokszam
A minimaélis foksztimhoz tartozé éleket elhagyva a graf szétesik. — A < 4,
Tegyiik fel hogy A = k. Legyen E' C E(G) |E'| = k. Egy vagas e € E egyik végpontjat elhagyva G vagy
szétesik, vagy 6(G) < k izolalt pont lesz. a vannak tovabbi pontok, akkor |[V(G)| < k + 1, akkor a graf
szétesik— k < k
G graf szorosan Osszefiiggs, ha legalabb k + 1 pontja van, és akdrhogy hagyunk el belSle k pontot, még
Oszefiiggs marad.

2.13.2. mengere

Legalabb 3 pontii graf 2-szeresen 0sszefiiggs, ha ha barmeik két élén vagy pontjan vezet at kor.

2.13.3. dirac

Ha k > 2 és G graf k-szorosan Osszefiigg, akkor barmely z1,xo, ...,z pontjan at vezet kor.
BIZ.:
Tegyiik fel hogy k-ig igaz, vagyis C' kor méar tartalmazza x1,xs,...,xr_1-et, de xx-t még nem. Vegyiink

fel egy z pontot, melyet C' minden pontjaval Gsszekotiink, és z A x; kozott (végpontokat kivéve)a pont-
diszjungt utak maximalis szama ¢t. Legyen y; ...y, azon pontok halmaza ahol el6szor talalkozik az at a C
korrel. Ha t > k akkor van olyan x; A x;41 hogy koziilok ketts y; keriil. Ezek legyenek y; A y2. Ekkor
T1.eeXjeouYl. o Thoo-Y2...Ti41 ... 21 KOron minden rajta van. Ha t < k akkor az aj graf ¢t pont elhagyasa-
val szétesik, (menger tétel)— xx A z kiilon komponensbe keriil, mivel az eredeti graf k szorosan Osszefiiggs, 2
egyediili komponens, azaz a kor minden pontjat elhagytuk, tehat t = k—1 és V(G) = 1, 3, ... xp—1. Ekkor
minden z;-bdl halad at x-ba.

2.13.4. petersen

2k regularis grafban létezik 2 faktor.(faktor:olyan részgraf, menyben az Osszes csucs bennevan, és azok
foka k)
BIZ.:
Elég OsszefiiggSekre nézni. Van benne euler-kor, nézziik iranyitva: Duplazzuk meg a cstcsokat, legyen v+ Av™
a v-b6l. Minden fokszadm a G’-ben % = k — Tehat G’ egy k regularis paros graf, tehat van benne teljes
parositas. Ha egy ilyet rogzitiink, akkor ezt visszafejtve G-be kaptunk egy 2 faktort.

11



