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1. Peano-axiomak

1.1. 1

Van 1 természetes szam.

1.2, 2

Vn termeészetes szdhoz van 1, és csak 1 n'(n # n') természetes szam. (Az n ugynevezett rakovetkezdje.)

1.3. 3

Van 1, és csak 1 természetes szam, amely egyetlem szdmnak sem a rakovetkezdje. (jele:0 Vv 1)

14. 4

Han'=m' =-n=m

1.5. 5

Ha Nj a természetes szamok N halmazéanak olyan részhalmaza, mely tartalmazza az 1-et(vagy 0-at), és
Vn € Ny esetén n’ € N teljestil, akkor Ng = N
(a teljes indukcio)

2. halmazok

2.1. félcsoport

Ha S halmazon értelmezve van egy asszociativl miivelet, akkor azt mondjuk, S erre a miiveletre félcso-
portot alkot.

2.2. csoport

Ha egy G halmazon értelmezve van egy asszociativ, és invertalhaté? miivelet, akkor azt mondjuk, hogy
G csoport.

2.3. gyitri

Ha egy R halmazon értelmezve van két miivelet(jeliik:-;+)tgy, hogy az 6sszeadés asszociativ, invertalhato
és kommutativ®, valamint a szorzasra asszociativ és disztributiv* mindkét oldalrél az dsszeadésra nézve, akkor
azt mondjuk, hogy R gytird.

2.4. test

Egy F kommutativ gytirtt(a - is kommutativ) testnek neveziink, ha a - invertalhato az F'\ {0} halmazon.
O=nullelem.
Egy test algebrailag zart, ha minden legalabb els6foki polinomjénak van legalabb egy zérushelye.

Ya-(b-c)=(a-b)-c

2Egy S halmazon értelmezett * miiveletre azt mondjuk, hogy S-en invertalhato, ha (Va,b € S)(3z,y € S) = axx =b y*a =
b

3ab = ba

d4a-(b+c)=a-b+a-c=(b+c)-a



3. komplex szadmok

Testet alkotnak.

3.1. algebrai alak

a+bi=z =a—bi

Wl

3.2. trigonometrikus alak

b
EZ:|Z‘2 r = a2+b2 Y=— a=7T-'C085¢ b:T~Sing0 T:|Z|
a

z=r(cosp + i-siny)

3.2.1. szorzas

2129 = r17r2(cos (p1 + p2) + i+ sin (1 + ¢2))
3.2.2. osztas

V4 T R .
L= L(cos (1 — p2) +i-sin (o1 — 92))
%) T2

3.2.3. Movire-formula

n

2" = 1r"(cos (ny) + i sin (nyp))

3.2.4. gyo6kvonas

4. polinomok

apx” + a1z '+ . 4 ap_1x+a, =0

A polinomok halmazas kommutativ gytrtt alkot. Az Osszeadasuk, illetve a szorzasuk szintén gytirtt alkot.
- :multiplikativ irdsmoéd, nullelem: 1
+ : addiktiv irasmoéd, nullelem: 0

4.1. nullosztd

Egy R kommutativ gytirti valamely a elemét nulloszténak nevezziik, ha van hozza olyan R-beli b # 0
elem, hogy ab = 0.
Egy kommutativ nullosztémentesnek gytrit integralasi tartomanynak neveziink.



4.2. oszthatosag
Egy legalabb els6 foku polinomot irreducibilisnek neveziink, ha nem bonthat6 fel nala kisebb fokszamu
polinomok szorzatéra.
V komplex eggyiitthatos legalabb els6foki polinomnak van zérushelye a komplex szamok halmazéaban.
4.3. megolddképletek
4.3.1. els6foka

—b
ar+b=0 r=—
a
4.3.2. masodfokua
—b+Vb? — dac

ar’ +br+c¢=0 T1,2 =
4.3.3. harmadfoki
Cardano képlet:

ar® + b’ +cx+d=0
-b 25 (—b? + 3ac)

ri=— — —+
Y7 3a 3a(—208 + 9abe — 27a%d + \/A(—b2 + 3ac)? + (—2b° + Jabc — 27a2d)2)
(=26 + 9abe — 27a2d + /4(—b% + 3ac)3 + (—2b° + 9abe — 27a2d)?)s
a
323
. —b (1 —iv/3)(=b? + 3ac)
) _

=—+
3a  323a(—2b3 + 9abe — 27a%d + \/4(—b% + 3ac)® + (—203 + 9abc — 27a2d)?)s
(1 + iv/3)(—20% + 9abe — 27a2d + /4(—b2 + 3ac)® + (—20° + 9abe — 27a2d)?)3s
625a
_ b N (1 + i/3)(—b? + 3ac)
3a  323a(—2b3 + 9abe — 27a%d + \/4(—b% + 3ac)® + (—2b3 + 9abc — 27a2d)?)s
(1 — iv/3)(—2b% + 9abe — 27a%d + /A(—b% + 3ac)® + (—2b3 + Yabe — 27a2d)?)s
623¢

T3

4.3.4. negyedfoka

3 megoldoképlet. 5> -ra nem létezik megoldoképlet.

4.4, vieta-formulak
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(-1) =z2129+ ...+ Zn_12n
n

(-D)=z14+... 4+ 2,

4.5. 1irreducibilitas

Ha Z[z]-beli polinom irreducibilis Q[z] felett, akkor Z[x] felett is.
Ha Z[z]-beli polinom irreducibilis Z[z| felett, akkor Q[z] felett is.

4.5.1. gaus lemma

5

Két primitiv polinom® szorzata is primitiv.

4.5.2. schonemann-eistein-féle kritérium

Ha egy egész eggyiitthatos, legalabb els6foki polinomhoz megadhaté olyan p prim, amely nem osztja
a legnagydbb kitevéjii tag eggyiitthatojat, de a tobbiét igen, és p? nem osztja a konstans tagot, akkor a
polinom irreducibilis Z[z] felett.

5. Matrixalgebra

Egy R gytrid elemeibdl képzettn X n- es matrix a szorzasra és az osztasra nézve gytrit alkot, ha R
kommutativ, és nem zart®, akkor kommutativ.
Valés szamok halmazan képzett A métrix akkor szimetrikus, ha A = AT
Ferdén szimetrikus, ha —A = AT
Ortogonalis matrix” inverze is ortogonalis. Ez a szorzatukra is igaz.

5.1. Determinans

det A = det AT
A szinguléris, ha det A = 0, egyébként reguléris.

5.1.1. cramer szabaly

Az =b A : méatrix z,b : vektor
Ez az egyenlet homogén, ha b 6sszes eleme 0. Ekkor trividlis megoldas az, ha x4, ..., z, = 0. Egyéb megoldés
akkor van, ha az ismeretlenek szidma tobb mint a rang szama, vagy det A = 0.
Akkor oldhaté meg, ha A rangja megegyezik (A,b) rangjaval. Ha ez a rang = az ismeretlenek szaméaval,
akkor a megoldasok eggyértelmtiek, ha kevesebb, akkor t6bb megoldasa van.
Ha ¢; jeloli annak a métrixnak a determinénsat, amelyben az i-edik oszloptdl eltekintve megegyezik A-val,

az i-edik oszlop pedig b, akkor z; = 33 i=1,...,n

5.1.2. lapache

Legyen A egy n X n-es métrix, és legyen k egy tetszéleges pozitiv egész szam ugy, hogy k < n. Ha
az A matrixban tetsz6leges k sor rogzitése utan ezekhez a sorokhoz tartozé Osszes aldeterminans(k-ad ren-
diiek) megszorozzuk a hozzajuk tartozé adjungalt® aldeterminansokkal, és ezen szorzatokat dsszeadjuk, akkor
eredményként det A-t kapunk.

5Ha egészek a polinom eggyiitthatéi, és azok relativ primek egymashoz.
%a bER ab=0

TAT = A1 A=matrix

8



5.1.3. kifejtési tétel

det A = E?Zl(—l)i_‘_jaij det A”
Azaz, Ha egy rogzitett sordnak az elemeihez tartézéd elGjeles aldetermindnsokat megszorozzuk veliik, és
Osszeadjuk Oket.

5.1.4. ferde kifejtési tétel

Haegy A = (a;5) € M, [C] matrix egy soranak(illetve oszlopanak) elemeit rendre megszorozzuk egy méasik
sorhoz(illetve oszlophoz) tartozé elGjeles aldeterminansal és dszseadjuk Gket, akkor 0-at kapunk.

5.2. rang

Tetsziilegesmatrix rangjan a matrixbsl kivalaszthaté nem zérus értékd aldetermindnsok rendszamanak®
maximumét értjiik.

5.3. inverzio

Akkor van, ha det A # 0.

1 _ 1
det A = S i

6. vektorok

6.1. fiiggetlenség
6.1.1.

Egy vektorrendszer akkor fiiggetlen ha azok lineéris kombinaciéjaként nem lehret elGallitani a nullvektort.

6.1.2.

Ha az a1,...,a, € F () vektorokbol képeztt A, x, méatrix determinansa nem nulla, akkor a vektorok
lineérisan fiiggetlenek.
6.1.3.

Test elemeibdl képzett matrix rangja megegyezik a linearisan fliggetlen oszlop /sor-vektorainak maximalis
szamaval.
6.1.4.

Generatorrendszernek azt nevezziik, amikor a tér barmely vektora elGéllithaté ezek a vektorok lineéris
kombinaciojaként. Ha ez a generatorrendszer minimélis, akkor bézis, ami egyben a maximaélisan fiiggetlen
vektorok szama is.

6.1.5.

Ortogonalis vektorrendszer fiiggetlen.

I xm



6.2. altér

6.3. leképezések

Legyen Vi V V, ugyanazon F test feletti vektorterek. A Vi-nek a Va-be valoé valamegy ¢ leképezését
linearis leképezésnek nevezziik, ha Va,b € V V a € F esetén p(a+ b) = ¢(a) + ¢(b), illetve p(aa) = ap(a)
teljesiil.

Akkor izomorf két vektortér, ha van egy bijektiv'® kolcsondsen eggyértelmi leképezés kozdttiik.
Véges dimenzidterekben két vektortér akkor izomorf, ha dimenzidjuk egyenld.

Szimetrikus egy leképezés, ha p(a;b) = ¢(b; a).

6.3.1. képtér

Legyen ¢ : Vi — V5 lineéris leképezés esetén a képhalmaz Im ¢ :={b € Va;3a € V; : p(a) = b}

6.3.2. magtér

Legyen ¢ : Vi — Vs lineéris leképezés esetén a leképezés magja Ker o := {a € Vi;¢(a) = 02} 0, a V4
tér nullvektora.
6.3.3. transzformacio

Egy vektortér onmagédba valo leképezését hivjuk igy.

6.3.4. funkcional

Legyen V vektortér F test felett. V vektortérnek F-be vald leképezését hivjuk igy. Az altaluk alkotott
vektortereket duélisuknak hivjuk. Jeliilésiik:V*

6.4. sajatérték/vektor

Av=X v = Av=Auv—= |[A-)X|=0
Ez azt jelenti hogy A méatrixunk f6atlojanak az elemeibdl kivonjuk a lambdakat.
Egy matrix ey, ..., e, bazisban akkor diagonalis, ha az e; vektorok mineggyike sajatvektora a matrixnak.
Szimetrikus matrix sajatértéke valos. Ferdén szimetrikusnak képzetes szam(bi).

6.4.1. miveletek

a,b térbeli vektorok skaldris szorzatdn azt a val6s szamot értjiik, hogy |a||b| cos(f3).
Az R™ vektortér tetszéleges a, b skalarszorzatan azt értjiik, hogy a1b; ..., anb, = (a,b).

Egy vektor hossza :|a| = /a2 + ...+ a2

Két vektor szoge radidnban:arccos( ﬁj—@l)

Tetszéleges v € F és [a1;az] € Vi X V3 esetén legyen afay; as] := [aa;; aas]. Ezzel a skalarral valo szorzassal
V1 x V5 vektorteret alkot F' test felett. Ezt a vektorteret direkt szorzat nevezziik.

6.4.2. karakterisztikus polinom

A kifejtési tagok sorba A\z-edik fokat kapjék.

10injektiv(Minden erlemhez kiilénbdz6 elemet rendel) és sziirjektiv(Minden elemet rendel valamihez az értékkészletben).



6.5. euklideszi terek

Euklideszi térnek(E,,) neveziik azt, ha egy valds vektortéren értelmezve van egy valds értékd skalarszor-
z48s.
Egy E,-nek a A b vektorair6l azt mondjuk, hogy ortogonéalisak, ha (a;b) = 0.
E,-nek van ortogondlis bazisa.
Euklideszi téren valo leképezést ortogonélisnap hivunk, ha Va € E,, vektorra igaz, hogy (¢(a)p(a)) = (g; a).
Egy linearis leképezés szimetrikus, ha ¢ = ¢*.
Egy linearis leképezés ferdén szimetrikus, ha ¢ = —p*.
Egy linearis leképezés ortogonélis, ha =1 = *.
Egy lineéaris leképezés nomralis, ha pp* = p*p.

6.6. gorbék

sikbeli masodrendd gorbén olyan sikgérbér értiink, melynek egyenlete egy rogzitett sikbeli z, kordinata-
rendszerben a kdvetkezs alakt:az? + bry + cy? +dx +ey+ f =0

6.6.4. parabola

y2 = 2px

6.6.5.

(u,v) akkor, és csak akkor szimetriakdzéppont, ha au + %v + % =0 A gu +ev+ 5 =0.

6.6.6.

o Njo

az 1j kordinata-rendszer tengelyei a sajatvektorai ennek a métrixnak:( %

2

6.7. bessel-egyenlStlenség

6.8. cauchy-schwarz-bunyakovszki-egyenlGtlenség

Valos euklideszi tér tetszdleges a és b vektora esetén (a,b)? < ||a||?|]b]|?.}!

Hlall = /(a,a)



6.9. komplex euklideszi tér

Legyen V vektortér a komplex szamok teste felett. A V' x V -nek C-be valo leképezését linearis funk-
cionaltnak nevezziik abban az esetben, ha méasodik valtozéja linearis, az els6 pedig additiv és tetszSleges
a,beV aeC esetén p(aa;b) = ap(a;b).

Egy linearis leképezés énandjugalt!?, ha ¢ = o*.

Egy lineéris leképezés ferdén onandjugalt, ha ¢ = ¢*.
Egy lineéris leképezés ortogondlis, ha ¢ = *.

Egy lineéris leképezés normalis, ha ¢ = ¢*.

6.9.1. hermite

Egy komplex vektortéren értelmezett o linearis funkcionalt Hermite-félének neveziink, ha minden vekto-
rara teljesil ez: ¢(a;b) = p(b;a)

6.10. kvadratikus alak

Egy leképezés segitségével definialt g(u) := ¢(u,w) linearis funkcionalt kvadratikus alaknak neveziink.
Egy kvadratikus alak akkor, és csak akkor valos, ha hermite-féle.

10



