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Sztochasztikus modellek a bioinformatikiban
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e Transzformaciés nyelvtanok

— {T, N, S, R} transzforméciés nyelvtan, ha T és N diszjungt szimbolumok véges halmaza, S € N, R
pedig egy a — [ alakban irt atirasi szabalyok véges halmaza, ahol o € (TUN)*/T* 5 € (T UN)*(*:
az adott ABC feletti véges hosszu szavak halmaza beleértve az iires stringet is). N: nemterminélisok
halmaza, T': terminalisok halmaza, S: kezdénemterminalis.

— A nyelvtan egy A € T* szekvenciat le tud vezetni, ha létezik Ay, ..., A, szekvencidknak egy sorozata
(n < o0) a kovetkezd tulajdonsagokkal: A; = S, A, = A és minden 1 < i < n -re, létezik a« — S
szabdly és B, C stringek, hogy A; = BaC, A;11 = BpC' .

— Nem létezik olyan determinisztikus Turing gép, amely minden A stringre és {T, N, S, R} nyelvtanra
véges id6ben eldonti, hogy a string a nyelvtan altal generélt nyelv eleme-e.

e Transzformacios nyelvtanok Chomsky-féle hierarhiaja

— Megszoritas nélkiili nyelvtanok
Az Osszes lehetséges nyelvtan.

— Kornyezetfiiggs nyelvtanok
Azokat a nyelvtanok, ahol az atirasi szabalya v, Wvs — 71872 alakd, ahol 71,72 € (T'U N)*, de nem
az iires string.

— Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok
Azokat a nyelvtanok ahol az atirasi szabalya W — f alaka, ahol W € N, 8 € (T'U N)*, de nem az
ires string.

— Regularis nyelvtanok
Azokat a nyelvtanok, ahol az atirasi szabalya W — aW’' vagy W — a alaku, ahol W, W’ € N, és
acT.

Kornyezetfiiggd nyelvtanokra a levezetési probléma eldénthets (NP-nehéz).
e HMM

— Egy rejtett Markov modell egy {G(E,V), %X, T, e} négyes, ahol G(E,V) egy irdnyitott graf, ¥ ka-
rakterek véges halmaza, T : E — RT, e : (5,V) — R képzo fiiggvények, melyekre a kovetkezd
tulandonsagok teljesiilnek:

x (G egyszeri grafnak van 2 kitiintetett pontja, START és END, melyeknek rendre a be illetve kifoka
0.

* Minden pontra a T egy eloszlast definial az adott pont kifokain. T'(v|u) az (u,v) él valészintiségét
jelenti.

x A START és az END pontok kivételével midnen pontra az e fiiggvény egy eloszlast definial a
karaktereken. e(o,u) azt jelenti, hogy w -ban o karakter kibocsatasanak mennyi a valoszintisége.

— Egy HMM-ben egy kibocsajtasi ut egy random séta a START allapotbol az END allapotig T és e
valoszintiségei alapjan.

— Minden olyan Rejtett Markov modell, amelyben nem vezet él a START allapotbol az END é&llapotba,
ekvivalens egy sztochasztikus regularis nyelvtannal, abban az értelemben, hogy 1étezik egy val6szint-

levezetéseire.

— A tétel visszafelé nem igaz.
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e Sztochasztikus regularis nyelvtanok algoritmusai
Egy sztochasztikus regularis nyelvtan egy {T, N, S, R, P} 6t6s, melyb6l {T, N, S, R} egy reguléris nyelvtan,
P pedig R — R* -ba képez6 fiiggvény, melyre igaz, hogy minden W € N-re

S PW = aW)+ > P(W —a)=1

acT W'eN a€T



P-t az atiras valoszintiségenek nevezziik. Egy levezetés valoszintisége az atirasi szabalyok valészintiségeinek
a szorzata. Egy A szekvencia teljes valoszintsége (P(A)) a lehetséges levezetési valoszintiségek Osszege.
r ~ ay, -val jeloljiik ha A szekvencidnak aj karakterét egy r € R szabaly vezeti le.

— Viterbi
Az algoritmus minden W € N -re és k-ra megkérdezi az a; . ..apW kozti string legvaloszintibb levete-
tésének valoszintiségét. Ennek a jele v(W, k). A kezdeti feltételek: v(S,0) = 1,v(W,0) =0 ha W # S.
Ekkor dinamikusan programozva

_ oy ’
v(W,k) = W'|Vr£;i)>(akw{v(w Jk—1DPW' — ap, W)}

it RnaxA: VV, —1DP(W — a,)}.
gy Panc(4) = max{o(Won — DPOV > a,))
— Forward
A teljes valoszintiséget szamolja ki az algoritmus. Jelolje f(W,k) az aq...apW kozti string teljes

levezetési valoszintségét. Ekkor ugyancsak dinamikus programozassal és f(S,0) = 1, f(W,0) = 0 ha
W # S kezd&értékekkel a rekurzié a kévetkezd:

fWk) = > oW k= DPW = aW)
W/ \W'—ap, W

sigy P(A)= > o(W,n—1)P(W = a,)
WIW —ay,
— Backward
P(r ~ ay|A) -ra ad valaszt az algoritmus. Minden W € N-re és A* suffixre (A szekvenciabél kivessziik
AF prefixet) kiszdmolja, hogy W-bél indulva milyen valoszintiséggel vezeti le az adott suffixet. Az
algoritmus inicializalasa hatulrol torténik: b(W,n — 1) = P(W — ay,). Igy a rekurzio

bW, k) = > bW’k + 1D)P(W = app W)
W’\W%akJer’

amibsl P(A) = b(S,0). Ezeket felhasznalva ha r = W — a, W', akkor

FW, k= D)P(W = axW)b(W', k)
P(A)

H’D(’F ~ ak|A) =

Ezt poszterior valoszintiségnek hivjuk.
o HMM-ek algoritmusai

— Viterbi
Az algoritmusban v(u, k) jeloli annak az ttnak a valoszintiségét, amely az A* prefixet bocsajtotta ki,

jelenleg az u allapotban van, és itt méar bocsajtott méar ki karaktert. Az algoritmus inicializacioja:
v(START,0) =1 és v(u,0) = 0 ha u # START. Igy a rekurzio

v(u, k) = mgx{v(w, E— 1T (u|lw)e(ak|u)}

amib6l Ppq.(A) = max{v(u,n)T(END|u)} kivetkezik.
u

— Forward
Az algoritmusban f(u, k) jeldli azon utak valosziniiségeinek az Gsszegét, amelyek az A* prefixet bo-
csajtottak ki, jelenleg az u allapotban vannak, s itt méar bocsajtott ki karaktert. Az algoritmus inici-
alizacioja: f(START,0) =1 és f(u,0) = 0 ha u # START. Igy a rekurzio

Flusk) =" flw,k = DT (ufw)e(a|u)

amibsl adodik a P(A) = f(u,n)T(END|u)

— Backward
Az algoritmusban b(u, k) jeloli azon utak valészintiségeinek az Osszegét, amelyek az A* suffixet bo-

csajtjak ki az u allapotbol indulva, s itt mar bocsajtott ki karaktert. Az algoritmus inicializacioja:
b(u,n) = T(ENDIJu). A rekurzio

b(u, k) = b(w, k+ 1)T (w]u)e(ars1|w)



s innen a terminacié P(A) = b(START,0) adodik. Ezeket felhasznalva

fv, k)b(v, k)

ahol v ~ aj az, hogy v bocsajtotta ki ax-t.
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¢ Expectation Maximization
Ha a levezetési valoszintiségek, illetve ugrasi és kibocsajtasi valoszintiségek nincsenek meghatéarozva, ezeket
megbecsiilhetjiik a rendelkezésre 4ll6 adatokbol. Azon paramétereket szeretnénk meghatarozni, amelyek
maximalizaljak a likelihoodot. Az Expectation Maximization metédus egy rekurziv modszer, melyre igaz,
hogy P(DI6;) < P(D|0;41).

— Sztochasztikus regularis nyelvtan

* HEgy nemterminélis hasznalatanak a varhato értéke, feltéve, hogy a nyelvtan az adott szekvenciat
generalta. Jelolje n(W, d) azt, hogy a d levezetésben hanyszor hasznaltuk a W nemterminalist.
Ekkor a varhatoérték definicio szerint:

Zd|d~A P(d)n(W,d)
P(4)

E(W|A) =

x BEgy r atirasi szabaly hasznalatanak a varhato értéke, feltéve, hogy a nyelvtan az A szekvenciat
vezeti le. Jelolje n(r, d) azt, hogy egy d levezetésben az r szabélyt hanyszor hasznaltuk. Ekkor a
varhato érték definicié szerint:

Ed\dNA P(d)n(r,d)
P(A)

E(r|4) =

- HMM

x Egy adott allapot hasznalatanak a varhato értéke, feltéve, hogy az A szekvenciat bocsajtja ki
a modell. Jelolje n(W,p) W hasznalatdnak a szamat. Ekkor a feltételes varhato érték definicio

szerint:

Zp‘pNA P(p)n(mp)

P(A)

x Egy adott atmenet hasznalatanak a varhato értéke, feltéve, hogy az A szekvenciat bocs-jtja ki a
modell. Jelolje n(W; — Wa, p) a Wi-b8l Wa-be ugrasok szaméat. Ekkor a feltételes varhato érték
definici6 szerint:

Zp|p~A P(p)n(Wl — W27p)

P(4)

*x Egy adott karakternek egy adott allapot altali kibocsajtasdnak a varhato értéke, feltéve, hogy az
A szekvenciat bocsajtja ki a modell. Jelolje (W ~ a,p) azt, hogy W hanyszor bocsajtott ki egy a
karaktert a p utban. Ekkor a feltételes varhato érték definicié szerint:

S pen PNV ~ a,p)

E(W|A) =

E(Wl — W2|A) =

E(W ~a|A) = PlA)
e Ekkor a becslések a kovetkez6képpen néznek Kki:
- E(r|A) . E(W7 — Wh|A) . E(W ~ a|A)
PWy = alWy) = ———— TWe W) = ——————= ée(a|lW) = ——+———=

e Legyen {T,N,S,R, P}/{G(E,V),%,T, e} egy sztochasztikus regularis nyelvtan/HMM, melyben a leveze-
tési/ ugrasi&kibocsatasi valoszintiségek halmazat jelolje ;. Jelolje 05 azon levezetési/ ugrasi&kibocsatasi
valoszintisegek halmazat, amelyeket az el6z6 képlettel kapunk meg. Ekkor P(A|f1) < P(A|fs), és egyenlGség
csak 07 = 05 esetén van.
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e A varhatoértékek kiszamolasa a Viterbi, Forward és Backward algoritmusok segitségével:

|A]

1A
E(W|4) = 2=/ WV RPIND S SOV, KBV, )

B E(W ~ a|A) = 2o




[A]|
E(Wl — (1W2|41) - Zk_llak_a ( ! ) ( ! 2) ( 2 )

P(A)
(W, Wyl4) = 2o <W1,k>T<Wz|;v(%<ak+lW2>b<w2,k+1>

e Posterion decoding
Jelolje W ~ (i, j) azt az eseményt, hogy a W nemterminalis az i-edik poziciotol a j-edik pozicidig terjedd
részstringet vezeti le. Ekkor

I(W,i,j)O(W, 1, j)

POV ~ (i, )14) = =5

o Expectation Maximization

: > PW = a)O(W, i, j)
PW —a)==2 — —
( ) Eing(VVaZJ)O(WJ’J)
P(W — WWy) = =t — —
( 12) Zing(WaZa])O(VVaZaJ)
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e Sztochasztikus kornyezetfiiggetlen nyelvtanok
Egy sztochasztikus kornyezetfiiggetlen nyelvtan egy {T, N, S, R, P} 6tos, melybsl { T, N, S, R } egy
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, P : R — R™, melyre igaz, hogy YW € N esetén > BIW 5 PW —=p)=1.

— A kornyezetfiiggetlen nyelvtanok a regularisak felett helyezkednek el.

e Levezetési fa

Mivel nem akarunk megkiilonboztetni két levezetést, amely ugyanazokat a levezetési 1épéseket tartalmazzak,
csak mas sorrendben, ezért bevezetjiik a levezetési fat. A gyoker a kezdd nemterminalissal van felcimkezve,
a levelek terminalis karakterekkel, és minden belsé pont fokszama a hozza tartozo levezetésben szerepls 5
string hossza. § minden egyes karakterére van egy kimend él, a végén levé pont az adott karakterrel van
felcimkezve. Egy levezetési fa valosziniisége a benne szerepls levezetések valdszintiségének a szorzatai, egy
A szekvencia levezetésének a valdszintisége az Osszes olyan levezetési fa valoszintiségének az Osszege, amely
A-t vezeti le.

e Chomsky normalalak
Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan Chomsky normal forméban van, ha minden atirasi szabalya W — WiWala
formaban irhato fel.

— Minden NY = {T, N, S, R, P} sztochasztikus kiérnyezetfiiggetlen nyelvtan ekvivalens egy Chomsky
normdl forméaban levé NY' = {T, N’/ S, R, P'} sztochasztikus kornyezetfiiggetlen nyelvtannal ab-
ban az értelemben, hogy létezik egy valosziniiségtarto sziirjekcio NY lehetséges levezetési fairol NY’
lehetséges levezetési féira.

e Sztochasztikus kérnyezetfiiggetlen nyelvtanok algoritmusai

— CYK
Az algoritmus egy Chomsky normaél forméaban levd kérnyezetfiiggetlen nyelvtanra és egy szekvenciara
megadja annak legvaloszintbb levezetési fajat. Jelolje ¢(W, 14, j) a legvaloszinibb rész-levezetési fanak
a valoszintiségét, amelyik a W nemterminélisbol vezeti le az i-t6l j-edik pozicidig terjeds részstringet.
Az inicializaci6 ¢(W,i,i) = P(W — a;), igy a rekurzié

c¢(W,4,j) = maxmax max {P(W — WiWa)e(Wh, i, k)e(Wa, k+1,5)}
Wy Wa i<k<j

amit felhasznalva a a terminécio: Ppq.(A) = ¢(S, 1,n).

— Inside
Az algoritmus a teljes valoszintiséget adja megegy szekvencianak. Jelolje I(W,1,j) a lehetséges rész-
levezetési fak valoszintiségeinek az Gsszegét, amelyek a W nemterminélisbol vezetik le az i-t6l j-edik
pozici6ig terjedd részstringet. Az inicializacio I(W,i,i) = P(W — a;), igy a rekurzio

j—1
SN PW = WaWo)I(Wh, i, k)I(Wa, k + 1, )
Wy Wy k=i

s ebbdl adodik, hogy P(A) = I(S,1,n).



— Outside
Az algoritmus kiviilrél befelé haladva szamolja ki a teljes levezetési valoszintséget. Jelolje O(W, 1, 5)
az ai...a;—1Wajq1...ay, kozti string Osszes lehetséges levezetési faja valdszintiségeinek az Osszegét.
Az inicializacio O(S,1,n) = 1, illetve O(W, 1,n) = 0 minden W # S esetén. Igy a rekurzio

i—1
OW,i,j) =3NS " P(Wy — WaW)I(Wa, k,i — 1)O(Wh, k, j)+
W1 Ws k=1

ST PWy = WW)I(Wa,j + 1,k)O(Wh, i, k)
Wi Wa k=j+1
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e Szubsztitucidk modellezése

— A szubsztituciok modellezésére leggyakrabban a folytonos ideji Markov modelleket szoktak hasznalni.
A Markov modell feltételezi, hogy egy a karakter b-re vald cseréjének a valdszintisége csak a-tol és
b-t6l fiigg, és attol nem, hogy az adott pozicidban az a karakter el6tt milyen karakter volt. Ez a
val6sdgban persze nem igy van, azonban, a Markov tulajdonsag esetén a modellekkel vald szamolas
kevésbé szamolasigényes, és ez mindig dontd jelentSségli a bioinformatikai modellekben.

— Mivel a biologiai szekvencidk esetében véges sok karakter van, a Markov modell véges allapota. Ezt
egy linearis differencidlegyenlet-rendszerrel lehet megadni, méatrix-vektor formaban: % = Qx, ahol
@ a modellt leir6 rataméatrix, és z tartalmazza az egyes allapotok valoszintségeit. Kezdeti érték
feltételnek az i-edik egységvektort valasztva a differencialegyenlet-rendszer megoldasa megadja annak
a valoszintségét, hogy az i-edik allapotbol kiindulva ¢ id6 elteltével melyik allapotnak mekkora a

valosziniisége. A differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldésa:

o(t) = e@2(0) = 3 9L )

n!

n=0

— Egy folytonos ideji Markov model reverzibilis, ha letezik egy 7 eloszlasfliiggvény, hogy minden i-re és
Jj-re teljesiil a részletes egyensily, azaz m(i)g;; = 7(j)qi ;-

— Mivel @ sorainak az Gsszege 0, igy a rangja kisebb, mint k, igy a hozza hasonlé diagonalis méatrixnak
is kisebb a rangja, mint k, amibél kovetkezik, hogy legalabb az egyik sajatérték 0. Ha ennek a sajatér-
téknek a multiplicitasa 1, akkor Z’f x;(0) = 1 feltétel mellett, ahol minden 2(0) > 0, létezik egyetlen
olyan egyenstlyi 4llapot, mely globalisan stabil. Az i-dik allapot egyensilyi valoszintiségét jeldlje ;.

— Egyensilyi allapotban egységnyi id alatt atlagosan egy mutécio torténik. Altalanos jelenség, hogy az
egyes folyamatok ratajat és az evolicios id6t nem lehet kiilon-kiilon becsiilni, csupan csak a szorza-
tukat. Ekkor st-re adnak Maximum Likelihood becslést (Q = Qos).

e Felsenstein algoritmus

— A szubsztitucios modell kiterjesztése kettérsl tobb szekvenciara a kovetkezSképen teheté meg: csak
azokat a poziciokat tekintjiik, ahol az illesztésben nincs beszuras/torlés. Feltessziik, hogy az egyes
pozicidk egymastoél fliggetleniil evolvalodtak, igy egy evolucios folyamat valosziniisége az egyes pon-
tokon tortént események valoszintiségeinek a szorzata. Legyen adva egy gyoOkeres binaris fa, amely
reprezentalja a szekvencidk leszarmazési sorrendjét. Feltessziik azt is, hogy a fa egyes élein a karak-
terek szubsztiticios folyamata fliggetlen a tobbi élen torténd folyamatoktol, és minden élre egy adott
(altalaban ugyan az) szubsztitticiés modell szerint megy. A fa gyokerében a folyamat minden poziciéra
az egyensulyi allapotbol indul. A teljes szekvenciak valoszintiségeinek az észlelése az egyes poziciokra
vett észlelési valosziniiségek szorzata.

— Elég azt megmutatni, hogy hogyan kell egy poziciéra a karakterek észleléseinek a valdszintiségeit kisza-
molni. Jelolje f(c,v) annak a valészintségét, hogy a v pont alatti részfa levelein az adott karaktereket
észleljiik, feltéve, hogy a folyamat a ¢ karakterbdl indult a v pontban. Az algoritmus inicializalasa
az a karaktert tartalmazo v levélre: f(c,v) = 1 ha ¢ = a, egyébként 0. Ekkor a rekurzié egy belss v
pontra, melynek wuy, us a gyermekei, illetve az ide futé éleken eltelt id6 ¢q, to:

fle,v) = ZP(CHQ t1)f(er, ur) x ZP(C2|0’ t2)f(c2, u2)

ahol P(c¢;le,t;) jeloli annak a valdszintségét, hogy a ¢ karakterbdl indulva a Markov folyamat ¢; id6
elteltével ¢; karakterben van. Ebbdl a teljes valoszntiség: P =) f(c,root)w(c).



— Emelé§ elv
Ha a szubsztittuciot leird6 modell reverzibilis, akkor teljesiil az emels elv. Ez azt mondja ki, hogy ha
a fa gyokerébdl kiinduld két él kozil az egyik hosszat lecsokkentjiik, a méasikat pedig megnéveljiik,
akkor a fa likelihood-ja nem valtozik meg. Az emels elv folyoménya, hogy egy adott fara az észlelési
valoszintiség fiiggetlen attol, hogy hol gyokereztetjiik le, és egy legyOkereztetett fan az észlelési vals-
szintliség megegyezik a gyotkerezetlen fan vett észlelési valGszintiséggel, ahol a folyamatot barmelyik
belsé pontbdl indithatjuk az egyensulyi eloszlasbol kiindulva.
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¢ RNS

— Az RNS szekvencidk a DNS-sel ellentétben egyszali nukleinsav szekvencidk az {A4,C,G,U} ABC
felett, és az RNS szekvencia visszakanyarodva énmagéaval képezhet nukleinsavparokat.

— A térszerkezet azt irja le, hogy melyik pozicidban levs nukleinsav melyik pozicidban levé nukleinsavval
parosodik.

— A bioinformatikdban az RNS-ek alcsomomentes masodlagos térszerkezeteit le lehet irni kdrnyezetfiig-
getlen nyelvtanokkal.

— Egy RNS térszerkezet egy N pozitiv egész szam és pozitiv egészek parjaibol allo rendezetlen paroknak
a véges halmaza, amelyben minden egész szam legfeljebb egyszer szerepel, és minden szam kisebb
vagy egyenl§ N-nél.

— Egy RNS térszerkezet alcsomo-mentes, ha barmely két par altal kifeszitett intervallumok nem lehetnek
valodi metszgk.

— Minden alcsomoémentes RNS térszerkezet egyértelmtien leirhato a {., (,)} feletti ABC N hossza szek-
vencidjaval, amelyikben minden (i, 7) péarra az i-edik pozicioban egy ( all, a j-edik pozizioban ), és
minden olyan pozicibban, és amelyik pozicié nem vesz részt egyik parban sem, . all.

¢ Knudsen-Hein nyelv

— Az alcsomomentes RNS térszerkezetek leirhatdak kornyezetfiiggetlen nyelvtanokkal. KH &ltal generalt
nyelv pontosan azokbol az alcsomomentes RNS térszerkezetekbdl all, amelyben minden (i,7) péarra
j—1>3. Anyelvtan: S — L|LS,L — .|(F),F — (F)|LS.

— Ez a nyelvtan kiterjeszthetd tigy, hogy egy tobbszoros szekvenciaillesztést generaljon, amelyben a szek-
venciaillesztés oszlopainak levezetési valoszintiségei a nyelvtanban a megfelels levezetési valoszintiség
és egy szubsztituciés modellben vald észlelési valoszintiségek szorzata.

e Osszehasonlité bioinformatika

— Alapelve az, hogy a struktdra mindig konzervativabb, mint a szekvencia.
— Az 0sszehasonlité szerkezetpredikciora két metodus 1étezik.

*x Két olyan szekvenciat hasonlitunk 0ssze, amelyekbdl az egyiknek a szerkezete ismert, és ezt pro-
baljuk a masik szekvenciara ravetiteni.

x Egyik szekvencianak a szerkezete sem ismert, de feltessziik, hogy mindkettsé ugyanaz.
¢ Goldman-Thorne-Jones
— Els6 modell, amelyben &sszekapcsoltak a transzforméacios nyelvtanokat az idéfolytonos Markov mo-

dellekkel.

— Felhivta a figyelmet arra, hogy evoliuciés informaciokat felhasznalva javitani lehet a struktirara vo-
natkozo6 predikcidkat.

— A modell egy olyan Markov folyamat, mely harom emittalo allapota van, «, 8, és hurok, melyek a
harom alapvet§ masodlagos térszerkezeti kategoriat reprezentaljak.

— A szekvencidk egy evolucios fa levelein vannak, és a rejtett Markov modellben az egyes emissziok
valoszintisége a karaktereknek az evolicios fa levelein valé észlelési valdszindségeként van definidlva.

e Génkeresés paros HMM-el

— Minden faj genomjaban vannak olyan szakaszok, amelyeknek a szerepe tisztazatlan, illetve nem tartal-
maznak érdemi informéciét. A maradék részben vannak a gének, amelyek a faj altal termelt fehérjéket
kodoljak.



— A paros HMM olyan HMM, amelyek két szekvenciat bocsajtanak ki. Bizonyos allapotok csak az egyik,
més allapotok csak a méasik , mig olyan allapotok is vannak, melyek mindketts féle szekvencidba bo-
csajtanak ki karaktereket. A szemléls csak a kibocsajtott szekvencidkat latja, az egyiittes kibocséjtési
mintazatot nem.

— Paros HMM-kel lehet megadni beszurésok és torlések egyszeri sztochasztikus modelljeit is.

— Irmtraud Meyer és Richard Durbin adott meg egy olyan paros HMM-t, amelynek a segitségével lehet
génszerkezetet prediktalni.
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— A beszirasok és torlések leiro folytonos idejii Markov modell, melyet Thorne-Kishino-Felsenstein 1991-
es publikicidja utan neveztek el.

— Két szekvencia kapcsoltsagi valoszintisége: Py (A, B) = Y Poo(C)P(A|C) P, (B|C) ahol P;(A|C) an-
nak a valoszinésége, hogy a C' szekvencia t id6 alatt A-va evolvalodott, Py, (C') pedig a C szekvencia
egyensilyi valosziniisége.

— Egy tetsz6leges tranzicié reprezentalhato egy « illesztéssel. Az illesztés valdszintisége a tranzicié valo-
szinlisége szorozva az Gsi szekvencia valoszintiségével.

— A beszuras és torlés folyamatat képzeletbeli linkek segitségével irjuk le. A szekvencia minden egyes
karaktere asszocidlva van egy halandé linkkel, mely a karakter jobb oldalan taladlhato. Ezenkiviil a
szekvencia rendelkezik egy halhatatlan linkkel is, amely a szekvencia bal végén taladlhato. A linkek
fliggetlenek. Minden link képes 1j link sziilésére, melyek az eredeti link jobboldalan foglalnak helyet,
s Ossze vannak kapcsolva egy karakter sziiletésével, mely az tjsziilott link bal oldalan helyezkedik
el. A karakter tipusat a szubsztitiiciés model egyensilyi eloszlasa szabja meg. Ilyen modon térténd
valasztasa nem zavarja meg az egyensilyt.

— A sziiletési ratat A-val, a halélozasi ratat pedig p-vel jeloljiik. Tobbszoros beszurasok és torlések nem
lehetségesek ebben a modellben. Egy n hossztusagu szekvencia novekedesi rataja (n+1)A, s a csokkenési
rataja pedig nu.

— Nem vilagos, hogy a hagyomanyos értelemben az illesztések kiilléonbéznek egyméstol, de az itt bemu-
tatott modell alapjan a barmely két illesztés vilagosan kiilonbozik.

— Figyelemmel kisérve az egyes linkek sorsat, harom fajta valoszintségi fiiggvényt kell szamitasba
venni:p, (t) fogja jelolni a valoszintiségét annak, hogy egy halando6 link ¢ idg elteltével tulél, és sa-
jat magat is beleszamitva n utodja van a t-edik idépillanatban. p! (t) jeloli a valoszintiségét annak,
hogy egy link meghal ¢ id§ alatt, de n utodot hagy maga utan, és végiil p!/(t) fogja jelolni annak a
valoszintiségét, hogy a halhatatlan linknek a t-edik idépillanatban n utédja van, Snmagat is beleértve.
Definicio szerint po(t) = pj(t) = 0. A tobbi fiiggvényt ez a differencidlegyenlet rendszer irja le:

dpy (t
%U =An—Dpn_1(t) — (A + p)npn(t) + pnp,y1(t) ahol n >0
dp!, (t /
pd,t( ) _ A(n = 1)ply_y () — (A + p)npl,y () + p(n 4 1)phsy () + pnsa (t) ahol n > 0
ap'" (
pg,f ) _ A(n = )py 1 (t) = (An+ p(n —1))p)(t) + pnp), 4 (t) ahol n > 0

illetve % = up’ (t) + up1(t), tovabba a kezdeti értékfeltételek:
p1(0) =pi(t)=1 pn(0)=pll(t) =0han=23,... p,(0)=0han=0,1,...

Ez egy végtelen dimenziés rendszer, de atfogalmazva sorbanallasi rendszerek nyelvére a probléméat
kényebb megoldani.

e Sorbanallasi rendszerek

— Adott egy rendszer, amelyben egy vagy tobb kiszolgalo egység talalhato. A rendszerbe vevok érkeznek,
akiket ki kell szolgalni. Egy kiszolgal6 egység csak egyetlen vevét tud egyszerre kiszolgalni. Ha minden
kiszolgalo egység foglalt, akkor az Gjonnan érkezett vevéknek varakozniuk kell, ha van szabad, akkor a
vevs kiszolgalasa a beérkezéssel egy id6ben elkezdédik. Mind a kiszolgélast, mind a vevSk beérkezését
Poisson folyamatként képzeljiik el. A rendszer allapotat a rendszerben tartézkodd vevsk szamaval

allapotatol.



— Ha a TKF modellt atfogalmazzuk a sorban &llasi rendszerek nyelvére, akkor a halando linkek lesznek
a vevk. Egy vevs kiszolgalasa egy link haldla. Egy vev( kiszolgélasi idejét egy A parameterd expo-
nencialis eloszlast valdszintiségi valtozo irja le, és minden egyes djonnan beérkezd vevd kiszolgélasa
azonnal elkezdddik, fliggetleniil a rendszerben tartozkodoé vevok szamatol, azaz a rendszer végtelen
sok kiszolgaloegyseggel van felszerelve. Egy link sziiletese a sorban allasi rendszerekben egy 1j vevé
érkezését jelenti. Egy link sziiletési rataja egyenesen aranyos a szekvenciaban meglevs 0sszes linkek
szamaval azaz a modellben felbatorod6 vevékrsl van sz6. A TKF modellben illeszteni kell a szekvenci-
akat, ezért a sorban &llasi rendszerben kivancsiak vagyunk a részéllapotok valdszintdségeire is. Ezt ugy
lehet leirni, hogy minden vev6hoz A parameteri Poisson folyamattal csatlakozik egy ismerds. Ezenki-
viil van egy ’bolti csalogatd’, aki szinten \ parametertd exponencialis varakozasi idével csalogatja be
egymas utan a veviket. Ez a ’csalogatd’ a hallhatatlan link.

e Megoldas
Pa(t) = e (1=AB(E)(AB))" 1, P (1) = (L—pB(t)—e" ) (L=AB())(AB(1)" . i (8) = (1=AB(1) (AB(2))"
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— Az eredeti modell egy javitott valtozatat egy évvel kés6bb publikaltak, amely megenged tobbszoros
beszurasokat és torléseket. Ez lehetfséget ad arra, hogy egy link ne egy, hanem tetszéleges szamu
karakterrel legyen asszocialva. Ekkor azonban a szekvencia széttorhetetlen fragmentumokbol fog allni:
ha egy link a sziiletésekor tobb karakterrel asszocidlodott, akkor nincs lehetGség arra, hogy ezek a
karakterek kiilon-kiilon torl6djenek. Bar a model biologus szemmel nézve nem realisztikus, mégis
jobb, mint az elédje.

— A fragmentumok hossza r paramétert geometriai eloszlasu.

— A szekvenciak hosszénak egyensulyi eloszlasa: v = 1 — %, Yo = (1— ﬁ)%(l - r)(%(l —r)+r)"t
— Két szekvencia kapcsoltsagi valdszintiségének a kiszamolasdhoz Gsszegezni kell az Gsszes lehetséges

fragmentalodason és az Osszes lehetséges tranzicion.
— ¥ ABC feletti szekvencidkat kibocsajté paros HMM ekvivalens a TKF91/TKF92 modellel, abban az

kozott egy valoszintiségtarto bijekcio.

)
!

e Egy allapot rekurzié

— Mivel mind a TKF91, mind a TKF92 modell ekvivalens egy-egy paros HMM-el, a kapcsoltsagi va-
loszintiségek kiszémolhatoak a Forward algoritmussal is, a legvaloszintibb illeszés pedig a Viterbi al-
goritmussal. A TKF91 modell esetében a Forward algoritmusnél egy picit hatékonyabb algoritmus is
létezik.

— Az elnevezés arra utal, hogy a TKF91 modellben a kapcsoltsagi valoszintiség kiszamolhato ugy is,
hogy nem osztjuk a lehetséges illesztéseket 3 halmazra, illetve a paros HMM 3 allapotéra nem kell

kiilon-ktlén szamolni. Az algoritmus: P(0,0) = (1 — %) (1 — AB(t)), ahol P(i,j) az i és j hosszu
prefixek kapcsoltsagi valosziniiségét adja meg.

P(i,j) = P(i — 1, j)A8(0)(a;) + P(i, j — DAB()m(b;)+
P(i— 1,5 — D(as) (e (1 = AB(®)T(blas, 1) — ABORB(E)T (b))
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e Zuker-Tinoco energiamodell

— Az energiamodell az dlcsomomentes RNS térszerkezetek szabadenergiaira ad meg egy értéket. Ebben
a modellben minden érszerkezetet szétdarabolhatd korokre, és a térszerkezet szabadenergiija az egyes
korokhoz rendelt szabadenergiak osszege. Egy S térszerkezet szabadenergiajat AG(S) fogja jelolni, ami
az S térszerkezet szabadenergidja és azon térszerkezet szabadenergidja kozotti kiilonbség, amelyben
egyetlen bazisparosodas sincsen.

— Egy (i, 7) bazispar kisebb egy (i, j') bazisparnal, ha az (i, j) intervallumot magéaba foglalja az (i, j')
intervallum.

— Loopok

null-loop

bulge loop

hairpin loop

stacking loop multi-loop jy terpal loop

* Egy alcsomoémentes térszerkezet null-loopja a maximéalis bazisparokbol és azon poziciokbol Aall,
amelyek nincsenek benne egyetlen bazispar intervalluméaban.

* Egy dlcsomomentes térszerkezetben minden (7,741, j—1, j) négyes stackingloopot alkot, amelyben
mind (¢, ), mind (i + 1,5 — 1) bazispar.

* Egy alcsomomentes térszerkezetben minden (i,i+1,k,k+1,...j—1, j) pozicidk, valamint minden
(i,i4+1,..., K =1,k 7 —1,7) pozicidk bulge-loopot alkotnak, amelyre mind (i, j), mind (i + 1, k)
vagy (k',j —1) bazispart alkot, valamint k és j, illetve i és k&’ kozotti poziciok egyike sem szerepel
béazisparban.

* Egy alcsomomentes térszerkezetben minden (i, +1,...,k — 1,k, 1,1+ 1,...5 — 1, ) poziciok egy
internal-loopot alkotnak, amelyre mind (¢, 7), mind (k,[) bazispart alkot, valamint mind az i és
k, mind az [ és j kozotti poziciok egyike sem vesz részt bazisparban.

* Egy alcsomomentes térszerkezetben minden (i, j) bazisparra az i-tdl j-ig terjedd szakaszban azok
a poziciok, amelyek nem szerepelnek egyetlen, (7, 7)-nél kisebb bazisparosodas intervalluméban,
valamint az (i, j) altal fedett bazisparok (i, j)-vel egyiitt egy multi-loop-ot alkotnak, amennyiben
az (i, ) altal fedett bazisparok szama legalabb 2.

* Egy alcsomomentes térszerkezetben minden (i, j) bazisparra az i-t6l j-ig terjedd szakasz az (i, 7)
bézisparral egy hairpin-loopot alkot, ha a kérdéses szakaszban egyik pozicié sem vesz részt béazis-
parban.

— A Zuker-Tinoco energiamodellnek egy a null-loop szabadenergidja 0.

— Egy L multi-loop-ra szdmolt szabadenergia tag linearis kozelitése: AG(L) = a + bls(L) + clqa(L),
ahol a, b, ¢ konstansok, I5(L) a nem péarosodo6 nukleinsavak szama, l4(L) a parosodé nukleinsav-parok
szama.

— A t6bbi kor energidja csak a benne szerepld béazisparoktol fligg.

e Zuker-Tinoco algoritmus

— Egy RNS szekvenciara megadja a Zuker-Tinoco energiamodellben minimélis szabadenergiaju térszer-
kezetet.

— Minden térszerkezetet pontosan egyszer vesz figyelembe.

— A dinamikus programozas t6bb tablazatot tolt ki, ezek koziil a legmagasabb szinten levs az F° tabla-
zat. F°(j) megadja az els poziciotol a j-edikig terjedd résstring minimalis szabadenergiaji térszerke-
zetének a szabadenergidjat. Az 5-6s fels6 index arra utal, hogy az RNS szekvenciat az 5’ iranybol kezd-

jiik olvasni. A dinamikus programozasi rekurzio: F°(j) = min{F°(j — 1), 2<lg11n 1{F5(l -1)+C,4)}}
<I<j—m—

ahol C(I,j) megadja az [-t6] j-ig terjedd részstring azon térszerkezetei koziil a minimalis szabadener-
gidjunak a szabadenergiajat, amelyben (I, j) bazispart alkot.



e Boltzman eloszlas

Egy S struktura eléfordulési valoszintisége Boltzman eloszlasban: P(S) ~ eiARGT<S)

. . e —AG(S)
Az aranyossagi tényezd reciproka a partiziofiiggvény: Z = > g€ ET

Ha ki tudnénk szdmolni a particiofiggvényt, akkor a minimélis szabadenergiaja térszerkezet valo-
szintiségét a Boltzmann eloszlasban pontosan meg tudnank mondani. Felmeriilhet a kérdés, hogy
sziikséges-e tijra implementalni a dinamikus programozasi rekurziot.

A dinamikus programozéisban az egyes esetek kozotti kapcsolat ugyanaz, csak a szdmolas mas. Ha
szét tudnank valasztani az esetek kozotti kapcsolatokat a konkrét szamolastol, akkor a bonyolult részt
csak egyszer kellene leprogramozni, és csak a szamolasokra kellene kiilon fiiggvényeket irni. Ezt a fajta
programozasi eljarast hivjak algebrai dinamikus programozasnak.
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e NP,

P

Egy dontési probléma NP-beli, ha 1étezik olyan nem-determinisztikus Turing gép, amely minden prob-
lémabeli feladatot meg tud oldani a feladat polinom fliggvényének idejében.

Egy probléma NP-beli, ha létezik olyan tanu, amely polinom idében ellenérizhetd.

Egy dontési probléma P-beli, ha 1étezik olyan determinisztikus Turing gép, amely minden problémabeli
feladatot meg tud oldani a feladat polinom fiiggvényének idejében.

Mivel minden determinisztikus Turing gép egyben nem-determinisztikus Turing gép is, ezért minden
P-beli probléma egyben NP-beli is.

Egy A probléma polinomiélisan visszavezethetd B problémara, ha minden A-beli feladat polinom
idében megoldhaté B-beli feladatok megoldésainak segitségével.

Egy A probléma NP-nehéz, ha minden NP-beli probléma polinomiélisan visszavezetheté A-ra.
Egy probléma NP-teljes, ha NP-beli és NP-nehéz.
Létezik NP-teljes probléma. (pl Hamilton kor)

BPP $P, FP

Egy dontesi probléma RP-beli, ha létezik olyan polinom idében futé random algoritmus, amelyre ha
a helyes valasz nem, akkor az algoritmus is 1 valoszintiséggel nem-et fog mondani, mig ha a vélasz
igen, akkor a helyes valasz tobb, mint 0.5 valoszintiséggel igen.

P C RP C NP, tovabbi sejtés: RP = P!l = NP

Egy dontesi problema BPP-beli, ha letezik olyan random algoritmus, amelyik tobb, mint 0.5 valo-
szintiséggel igen-t mond, ha a tenyleges valasz igen és tobb, mint 0.5 valosziniiséggel nem-et mond, ha
tényleges valasz nem.

NP =BPP= NP=RP
A #P-beli leszamolasi problémék az NP-beli leszamolasi problémék tanuira kérdeznek ra.

Egy #P-beli probléma FP-ben van, ha létezik olyan algoritmus, amely polinom idében kiszamolja a
tanuk szamat.

Egy probléma #P-nehéz, ha minden #P-beli probléma polinom reducibilis rd. Egy probléma #P-
teljes, ha #P-beli és #P-nehéz.

Létezik #P-teljes probléma. (pl teljes parositasok szama)
FP=#P=P=NP

¢ FPRAS, FRAUS, 6nhasonlo

Egy #P-beli leszamolasi probléma FPRAS-ban van, ha létezik ra olyan sztochasztikus algoritmus,
amely minden problémabeli feladatra és § > 0-ra megbecsiili a tanuk szaméat, ugy, hogy teljesiiljon a
P (f(l +et<f< 14 e)) > 1—6 egyenl6tlenség, ahol f a tanuk tényleges széma, f a becslés, és az

algoritmus futési ideje polinom fiiggvénye mind a feladat méretének, mind %—nak7 mind — log(§)-nak.

Ha barmely NP-teljes dontési probléma tanui szaméra létezik FPRAS algoritmus, akkor RP = NP.
#P —teljesN FPRAS # p (pl teljes parositasok széama)



— Egy #P-beli probléma FPAUS-ban van, ha minden feladatara és 6 > O-ra létezik olyan algoritmus,
amely egy random tanut ad meg a 7 eloszlasbol, melyre teljesiil, hogy drv (7, U) < § ahol dry jeldli a
variacios tavolsagot, U a tanuk egyenletes eloszlasét, és az algoritmus futasi ideje polinom fiiggvénye
mind feladat meretének, mind — log(d)-nak.

— Egy #P-beli probléma 6nhasonlé leszamoléasi probléma, ha minden z feladatdnak minden w parci-
alis megoldasahoz létezik egy x’ feladat, amely lefrasa nem hosszabb z leirasanal, és a w parcialis
megoldisok befejezései éppen z’ megoldasai.

— Onhasonlé leszamolasi problémakra létezik FPAUS algoritmus akkor és csak akkor, ha létezik FPRAS
algoritmus.

— Ha egy Onhasonlé leszamoléasi problémara létezik polinom faktort determinisztikus approximécio,
akkor létezik ra4 FPRAS is.
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e Elutasitas metodus
Adott egy 7 eloszlas, amelyre barmely x pontban 7(x) kiszamolhaté egy ismeretlen normalizacios konstans
erejéig(azaz van olyan f(x), hogy % minden x re ugyan az), tovabba van egy p eloszlas, amelybdl tudunk
mintavételezni, egy ¢ fliggvény, amely aranyos p-vel és kiszamolhaté minden x pontban, és ismert egy c

boritékolo konstans tigy, hogy minden z-re f(z) < cg(x). Ekkor a metodus lépései:

— Vesziink egy random z-et p-bdl.

— Vessziink egy random wu-t az egyenletes eloszlasbodl a [0, 1] intervallumon. Ha wucg(z) < f(z) akkor
elfogadjuk z-et, egyébként elutasitjuk, és ujrakezdjiik a proceduarat.

Az elutasitas metodussal generalt random szamok a 7 eloszlast kovetik.

e Metropolis-Hastings
Legyen adott egy irreducibilis, aperiodikus Markov lanc egy X halmazon T'(-|-) d&tmeneti valoszintiségekkel,
amelyre teljesiil, hogy Vz,y : T(z|y) # 0 = T(ylx) # 0, valamint minden z és y parra a T(y|z) egy
ismeretlen normalizaciés konstans erejéig szamolhat6. Legyen adott egy 7 eloszlés, amely sehol nem 0 X-
en, és X barmely pontjara egy ismeretlen normalizacios konstans erejeig szdmolhat6. Ekkor a Metropolis-
Hastings algoritmus a kovetkezs6 két 1épésbél all:

— Ha az aktualis allapot z;, vegyiink fel egy véletlen y -t a T'(-|x¢) eloszlasbol.

— Vegyiink fel egy véletlen u-t az egyenletes eloszlasbol a [0, 1] intervallumon. Legyen z;41 = y, ha
()T (z|y)
U < =t

- F(a:)T(nyp)a egyébként Tt.

A Metropolis-Hastings algoritmus altal definialt Markov lancnak 7 globalisan stabilis stacionarius eloszlasa.
e Markov lanc Monte Carlo

— Gibbs-féle mintavételezés

Akkor alkalmazhaté, ha minden pontra és ¢ koordinatara lehetséges az adott ¢ kooridnata értékét
mintavételezni, gy, hogy a kérdéses értékek a tobbi koordinataval egyiitt a kivant 7 eloszlast kovessék,
felteve, hogy az i-edik koordinata kivételével az Gsszes koordinataérték rogzitett. Ekkor a Gibbs-féle
mintavételezés minden lépésben kivélaszt egy véletlen koordinatat tetszés szerinti, de az aktualis
ponttol fiiggetlen eloszlasbol, és a kivalaszott koordinatara egy 1j értéket valaszt, a w(-|x_;) eloszlast
kovetve, ahol z_; = z1,.. ., -1, Tiq1, ..., Tn.

x Ha a Gibbs-fele mintavételezes irreducibilis Markov lanc, akkor 7 globalisan stabilis stacionarius

eloszlasa.

— Parhuzamos melegités
A péarhuzamos melegités soran egy adott allapottér onmagéval vett k-szoros Descartes szorzatéat
vessziik, és ez lesz az 0j allapottér. Az 0j allapottér eloszlasa koordinatanként definialjuk, az egyes ko-
ordinatak eloszlasai fliggetlenek egymastol, és minden koordinata egy Boltzmann eloszlas lesz. Az ere-
detileg elérni kivant 7 eloszlasra ugy tekintiink, mint egy Boltzmann eloszlasra T = 1 hémersékleten,
igy minden eredeti x allapotra definialni tudjuk az allapot szabadenergiajat: AG(z) = — log(w(z)).

x Ha az egyes kordinatakon vett Metropolis-Hastings algoritmusok altal definialt Markov lancok
aperiodikusak és irreducibilisek, akkor a parhuzamos melegitéssel definidlt Markov lancnak a
koordinatanként vett Boltzmann eloszlasok szorzata globalisan stabilis stacionarius eloszlasa.

% A parhuzamos melegités akkor segitheti el§ a konvergenciat, ha az eredeti allapottér kivant
eloszlasanak tobb lokalis maximuma van, és a Markov lanc nem tud gyorsan keveredni a lokalis
maximumokat elvalaszto kis valoszintiségii allapotok miatt.



Metropolizalt fontossagi mintavételezés
Minden fontossagi mintavételezést fel tudunk hasznalni egy Markov lanc Monte Carlohoz is, ha a
fontossagi mintavételezésre ugy tekintiink, mint egy nulladrendd Markov lancra (a kovetkezs allapot
fiiggetlen az aktudlis allapottol). Ha 7 a céleloszlas, p a fontossagi eloszlas, akkor a Metropolis-Hastings

m(yp(z) _ w(y) ahol w(-) = ()

hényados a fontossagi sulyok hanyadosa: TPy = wle) 20

*x A Metropolizalt fontossagi mintavételezés Markov lancanak masodik legnagyobb sajatértéke: p =
1 — (max;{w(z;)})~!, magyaran a spektralis rés reciproka a legnagyobb fontossagi stily.
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e Markov lancok

Egy Markov lanc grafja egy iranyitott graf, amelynek pontjai a Markov lanc lehetséges allapotai, és
egy u csucshol akkor és csak akkor megy v-be él, ha az u-bol v-be valdé atmenet valoszintisége nem 0.

Egy Markov lanc irreducibilis, ha a grafjaban barmely két pont kézott megy iranyitott ut.

Egy Markov lanc aperiodikus, ha a grafjaban az irdnyitott korok hosszainak legnagyobb k6zos osztoja
1.

Ha egy Markov lanc irreducibilis, aperiodikus és reverzibilis, akkor a részletes egyensulyban szerepld
eloszlas globalisan stabilis lesz.

e Konvergenciasebesség

Az abszolutértékben maéasodik legnagyobb sajatértéknek az 1-t6l vald tavolsagat spektralis rés-nek
hivjak.
Egy r allapotu Markov lanc masodik legnagyobb sajatérték modulusa: p = max, {2, |\-|}

A relaxécios id6 : ——
1—Xo

Lusta markov lanc

x Egy T dtmeneti méatrixa Markov lanc lusta valtozata a y adtmeneti matrixa Markov lanc, ahol
FE az identikus matrix.

x BEgy irreducibilis, reverzibilis Markov lanc lusta valtozata irreducibilis, aperiodikus és reverzibilis
lesz, ugyanazzal a stacionérius eloszlassal, ugyanazokkal a sajatvektorokkal, és a sajatértékek az
eredeti sajatértékek és az 1 szamtani atlaga lesznek.

* Lusta markov lanc midnen sajatértéke > 0, illetve teljesiil, hogy (1 — p/)~! = 2(1 — A\p) 7!

Ha egy P-beli dontési probléméhoz, amelyre a tanuk szaménak logaritmusa polinomiélis fiiggvénye a
feladat méretének, lehet egy olyan irreducibilis, reverzibilis Markov lancot késziteni, amely a tanuk
egyenletes eloszlasahoz konvergal, a spektralis résének a reciproka polinomialisan névekszik a feladat

méretével, és egy lépés a Markov lancban a feladat méretének polinom idejében megtehets, akkor a
P-beli probléméahoz tartozo #P-beli feladatra létezik FPAUS.

Egy markov lanc allapotterében egy S részhalmaz ergodikus folyama: F(S) = >2,c 5 je5 m(0)T(j4).
Egy markov lanc konduktanciaja: & = min{%g)”bY C I,0 < w(S) < 0.5}, ahol I az allapottér. Azaz

a konduktancia a feltételes kifolyasi sebesség minimuma az Osszes olyan részhalmazon, amelynek a
valoszintisege legfeljebb 0.5.

@2
1-20<p<1-2

Poincarré koefficiens: Legyen adva egy I' utvonalrendszer, amely a Markov lanc grafjaban minden
(i,j) parra tartalmaz pontosan egy iranyitott utat i-b8l j-be. Egy ut @Q-mértéket definialjuk a ka-
pacitésok reciprokainak Osszegeként, azaz |vijlq = X .e, Q(e)~t, ahol e = (w,y) él kapacitasa
Q(e) = w(x)T(y|x). Ekkor T atvonalrendszer PK-ja: £ = max, » Yijlom(@)m(4).
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