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1. Birkhoff-Hincsin tétel

A Birkhoff-Hincsin ergodtétel ([13] 2.14 tétele) az ergodelmélet egyik legalap-
vet6bb tétele. Mi itt nem az eredeti bizonyitast kovetjiik, hanem Katznelson és
Weiss érvelését ([7]), amely taldn jobban rdmutat a jelenségekre.

Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy (M, F, u, T') endomorfizmus ergo-
dikus. Ebben az esetben a Birkhoff-Hincsin ergodtétel igy szdl:

1.1. allitas: Vf € Ly-re p-majdnem minden x-re
1 n—1 .
=Y f(T ) " /fdu-

n <
j=0

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy f > 0, ellenkez6 esetben felbontjuk a fliggvényt

pozitiv és negativ részek Osszegére, és ezekre kiilon bizonyitunk.

Legyen
n—1
=) = lim imin l /
) (@) = limsup (1 f) - jgo f(T7z)
1.
1 n—1 , B Tl+1 1 n . f(l‘)
E;}f(TJTx) == (ngf(T ]

miatt fT(Tz) = f(x), f~(Tx) = f~(z) p-majdnem mindeniitt. gy az
ergodicitds miatt p-majdnem mindeniitt f+, f~ = const.

2. Elegendd beldtni: fT < /fd,u < f7, mivel akkor a trividlis f~ < f+
miatt f~ = f* p-majdnem mindeniitt.

3. Legyen ¢ > 0 fix. Az aldbbi 1.-4. 1épésekben beldtjuk, hogy f* < [ fdu+
3e. Az 5. 1épésben vézoljuk, hogy hasonld érveléssel f~ > f fdu— 3e.

1. 1épés: Legyen n: M — Z,

n—1
1 .
= inf >1 <= T7
n(z) :==inf < n > ‘f _n;f( x)+e

Nyilvan
n(z)—1
n(z)ft < Z f(TIx) 4 en(x). (1.1)
j=0



2. 1épés: n(x) helyett korlatos fiiggvényt vesziink. Elészor is, e-hoz vélasszunk
egy N(= N.) > 0 szdmot, melyre az A(= A.) = {x € M | n(x) > N} halmaz-
nak mar nagyon kicsi a mértéke. Konkrétan, legyen N olyan nagy, hogy

€

Ekkor bevezethetjiik a kovetkez6 14j fliggvényeket:

e @ rg A
n(m)—{ b J@) {max{f(x),f+} x € A.

A defininiciébdl kozvetleniil kovetkezik, hogy 7i(z) < N, tehdt korldtos fiiggvény.
Tovabbé a (1.1)-bél

n(x)—1

a@) < Y f(TVx) + ei(x). (1.3)

Jj=0

Mésrészt x € A esetén f(x) < f(z) + fT, {gy (1.2)-b6l

/fdué/zfdqu/Afdwr/Af*S/fdwrs. (1.4)

3. lépés: f és N bevezetésével az ergodikus atlag és fT eltérését szabdlyos
id6kozonként kontroldlni tudjuk: most vélasztunk egy kelléen nagy L(= L)

szamot, hogy L hosszi idére atlagolva ez az eltérés mar elenyészo legyen. Konkrétan

Nft
L

<€ (1.5)

Definidljuk rekurzive a kovetkezd ny(z): M — Z; megallési id8ket: (k > 0)

Tovabba
k(@) = sup{k € Z. | ng(a) < L— 1},
Az A halmaz definicigja alapjan

g —np—1 <N (VkE > 1),

alz) <N



IA
g
3
5/,
+
Q)
~
+
~

+
=z

(1.6)

4. 1épés: (1.6)-t integralva p szerint

Lft< L/fdu+L5+f+N
azaz (1.4) és (1.5) alapjén

f+S/fd,u+s+f+%§/fdu+6+€+s. (1.7)

5. 1épés: Annak igazolasa, hogy f- > /fd,u7 a fenti 1.-4. 1épések mintdjara
torténik (persze forditott irdnytd egyenl8tlenségekkel). Csak néhdny aprébb
részlet véltozik, példdul az A halmazon az f fiiggvényt O-nak definidljuk (f-

0l eleve feltettiik, hogy nemnegativ). Vézlatosan:

n—1
n(x) ::inf{n21 ’iZf(Tix)Sf_-i-E} (A)
0
n(z)—1 4
Y. f(T'z) <n(@)f” +nl2) - (B)
0
Legyen

A= (n(x) > N), /Af(x)du<5, és x € Ara f(z) =0, n(z) =1

mig o ¢ Ara f(z) = f(z), #lx) = n(2) (©)
n(x)—1
Y f(T2) <ia)- [~ +a(e)-e (D)
0

/fduz/fduf/f‘fduz/fdufs (E)



L~ =17 Y (n(@) = ne-1(x)) + [~ (L = np(@))

L—1
Lf~ > f(T'w)—L-e-Nf"
integralva maj?i atosztva

f‘z/fdu—3€
f‘z/fdu~



2. Szubadditiv ergodtétel

A szubadditiv sorozatok fontos szerepet toltenek be az analizisben, az erog-
elméletben pedig kiilondsen nagy a jelentdségiik (t6bbek kozott az entrépia vagy
a Ljapunov exponensek definicidjanal, vizsgalatandl keriilnek el8). Kezelésiik ki-

indulépontja az alabbi alapveto lemma.

2.1. lemma: (Szubadditivitasi lemma (Fekete Mihdly, 1923)) Legyen a:

R és tegyiik fel, hogy Vn,m € Zy-ra

Ap4m S p + Q.-

Akkor
lim 223 ¢s = inf{a—”} .
n n
Bizonyitas:

Tegyiik fel,, hogy a = inf {@} > —o0. (o = inf {%} = —o0 esetén analdg a
bizonyitas.) " "

Ekkor Ve > 0 4 m, hogy dm <a-+e.

Rogzitsiik az m-t, tovébgg egy r = 0,1,...,(m — 1) szdmot. Tekintsik n =

I-m+r, (I - o0) indextl elemek részsorozatat.

an <lam + ay

a"S im .@4_% (2.1>
n Im+r m n

[ — oc-esetén ldtszik, hogy a részsorozat mentén lim sup <= < a+¢, és mivel
r valasztasa tetszoOleges volt m-hez, tovabba tetszbleges e-hoz van alkalmas a,,,
adddik

. a
hmsup—" <a—+e
n n

. a . a
~s limsup — < « = inf —. O
n n

2.2. tétel: (Szubadditiv ergodtétel (Kingman, 1963) ) Legyen (M,F,T, 1)

ergodikus endomorfizmus. Tegyik fel, hogy Fi, Fa, ..., F,, ... € L1 szubadditiv,
azaz Vn,k > 1

Frin(x) < Fi(x) + Fo(TF2) u-majdnem mindenitt. (2.2)

Akkor



e I\ e RU{—00}, hogy

1
lim —F,(z) = A w-magjdnem mindenditt
n on

° )\—inf{l/Fndp nzl}.
n

Megjegyzés: Ha (2.2)-ben egyenlétlenség helyett egyenldség all, szliségképpen
F,(z) = F(2) + Fi(Tz) + ... + F{(T" '2), tovdbbd u invariancidja miatt
L [F,dp = [Fidp Vn, és igy A = [ Fidu. Tehat ebben a specidlis esetben
éppen a Birkhoff-Hincsin ergodtételt kapjuk vissza (az Fy € L, fliggvényre).

A szubadditiv ergodtételre is Katznelson és Weiss bizonyitasat kovetjiik.
Bizonyitas: (2.2)-bél

/Fn+kduS/deu+/Fndu-

fgy a 2.1. Lemma miatt

)\:inf{l/Fnd;L n>1}zlim1/Fndu.
n n

Belatjuk, hogy ezzel igaz az allités.

Jelolés:
N . 1
F7(z) = limsup — F,,(z)
n

F~(z) = liminf %Fn(ac)

1. 1épés: F'T és F'~ invaridns fiiggvények.
Foii(x) < Fi(x) n F,(Tx)

nganis: n+l “n+l n+l n
Igy
lim sup (lim inf) i "T(L‘T) < limsup (lim inf) Fr gx)
azaz
F~(2) < F~(Tx) F*(z) < F*(Tz)
de

/F_(a;)d,u:/F_(Tx)d,u ~  F7(x)=F (Tx),



(F~ interdlhatdsdgdt a Fatou lemma biztositja) és ugyanigy
Ft(x) = F™(Tx).

Igy az ergodicitds miatt FT(z) = F+ és F~(z) = F~ valamilyen konstan-
sokra, p- majdnem mindeniitt. Van tehat hdrom szdmunk: A\, F* és F'~, ezek
egyenlGségét kell belatni.

2. 1épés: Elbszor beldtjuk, hogy FT < .
Koénnyen adédik, hogy F+ < [ Fy du, ugyanis (2.2)-bél

n—1
1 1 ,
—F, < - J :
” n(@) < nZFI(T z) (2.3)
Jj=0
igy Birkhoff-Hincsin ergodtétele miatt

F+§/F1d,u

Legyen N > 1 tetszéleges rogzitett: belatjuk, hogy F < % [ Fn dp.

Legyen egyel6re n is rogzitett, de késébb n — oo-t fogunk venni.

V1 < i < N-re nézziikk az i, i + N, i + 2N,...,i + m;N < n — N (viszont
n— N < i+ (m; +1)N) szdmtani sorozatokat. (2.2)-b6l

F,(z) < Fy(x) + ZFN(Ti+le) + Fou_ e (T meN ).
1=0
Ezeket 0sszegezve 1 < ¢ < N-re

N-1 n—N N-—1
NF,(x) < Y Fi(z)+ Y Fx(T9z)+ > Fi(T" 'x)
i=1 j=0 i=1
azZazZ

E %VFN(TJI)} +% Hf S Fi(z) + % Nz:; Fi(T"ix)} . (24)

1 1
ZF,(x) < —
peLICORSS )

7=0 =1

I II I1I
Most tekintsiik az n — oo viselkedést: Birkhoff—-Hincsin ergodtétele miatt
I—- % / Fn dp p-majdnem minden z-re. Mésrészt nyilvanvaléan p-majdnem
minden z-re IlI — 0 és ITI — 0.
Tehat Ft < N/FNdM VN > 1-re.

Innen

.1
F+§/\=1%fN/FNdM~ (2.5)



3. 1épés: (2.5) fényében elég beldtni, hogy A < F~. —oco = A esetén ez auto-
matikusan teljesiil, igy feltehetd, hogy —oo < A.
Legyen ¢ > 0 rogzitett: be fogjuk latni, hogy A < F'~ + 3. A Birkhoff-Hincsin

tétel bizonyitasanal latott gondolatmenetet fogjuk kovetni. Legyen tehat

o n(z) = min{n >1 ' %Fn(x) < F~ +s} (2.6)
e A={z e M|n(z)> N}

ahol az N > 1 szdmot (e-hoz) tgy vélasztjuk, hogy

JOR@I+1F Dan<e. 27)
Legyen

SN Y oy on(x) x¢ A

F~ ()= { F () és  n(z) = { . eA

Mérmost a definicié szerint F~ < F~(x) (ugyanis z € A-ra n(z) > 1, igy
Fi(z) > F~ 4 ¢). Ugyanakkor (2.7) miatt

/F* dpu < F~ +e. (2.8)

4. 1épés: (2.6)-bél és a definiciékbdl = ¢ A-ra n(xr) = n(x), és igy

n(z)—1 a(z)—1
< Z F~(T’z) + n(x)e = Z F~(T7z) + n(x)e
j=0 7=0

Faw(e) < S F~(T9) + eifa) (2.9)

4 majdnem minden x-re.
Most L > N-hez vezessiik be, ugyantgy, mint Birkhoff-Hincsin ergodtétel bi-
zonyitdsdban a 3. 1épésben, az ng(x),n1(z), ...nk(z) megéllasi idSket és k(x)-t.

A szubadditivitdst hasznélva

FL(x) < Fﬁ(w)($>+Fﬁ(T"1(’>r)(Tnl(x)-r)“‘-'-'i'Fﬁ(T”kfl(Z)w)(Tnk*l(z)m)—&-FL,nk(m) (Tﬂk(ﬂc)x)_

10



Ebbél (2.9) alapjan és kihaszndlva, hogy L —ni < N

Z “(Tz) + el + Z |F (T ).

j=0 j=L—N
Integralva és L-lel osztva
1 - N
)\§ ZFLdﬂS F du+€+f |F1|d,u
Most L — oo esetén (2.8) miatt
A F 4e+e+e ~ AZF.

Megjegyzés: Ha A > —oo, akkor Li-konvergencia is igaz. Ugyanis a (2.3)
1

Formula alapjén —(F,)+ (itt g4 a g fiiggvény a pozitiv része) egyenletesen
n

integralhato. t

F§ lépések (Osszefoglald)

1. FT és F~ invaridns fiiggvények.
2. VN-re F* < %fFN, fgy FT <\

3. \ < F~ bizonyitasahoz bevezetjiik az n(z), A = A(e), F~, i mennyiségeket,

melyekre:
o '™ < F'_(l‘)
. /F— du < F~ +¢

n(x)—1

j=0
4. Mint Birkhoff-Hincsin ergodtételében
L-1 4 L 4
Fi(x) <Y F (TVz)+eL+NF~ + Y F(TV%).
j=0 j=L—N

Tehat integralva és L-lel osztva
1 -
A< Z/FLd,ug/F*dqueJreSF*JrSe

AL F™.

11



3. Oseledec multiplikativ ergodtétele

Ebben a fejezetben a dinamikai rendszerek egy nagyon fontos osztalyaval, a sima
dinamikai rendszerekkel foglalkozunk. Ez azt jelenti, hogy a fazistér, M kom-
pakt Riemann sokasdg, a dinamika pedig egy f: M 9 M C*'-diffeomorfizmus. B
jeloli a Borel o algebrat, {gy (M, B, f) nyilvén automorfizmus. Tovébbi jelolések:

T, M az M sokasig x ponthoz tartozoé érintotere;
D, f: differencial, vagy érintSleképezés: T, M — T¢, M linearis operétor;

Do(f") = (Dgn-r1of) - (Dgn—2f) -+ (Dgaf) - (Daf)-

ami a ldncszabaly egyszerli kovetkezménye.

Fiirstenberg—Kesten tétel (1960)

Ha p ergodikus mérték, akkor I\ € R, hogy
.1 n . .
lim —log||D.f"|| =X p-majdnem minden z-re. (3.1)
n—oo N,

Ertelmezés: A Riemann struktira meghataroz egy bels6 szorzatot az érinto
nyaldb VI, M : x € M fibrumén. (Felilletek esetén ez az un. elsé alapforma.)

ID.f"]| & Dy f™: T, M D linedris leképezés normdja az indukalt norma sze-
rint.

Nyilvan ha més, ekvivalens Riemann-metrikat vélasztunk, akkor log || D, f™||

1
véltozdsa csak korldtos, igy — log || D, "] limesze ugyanaz.
n

Bizonyitas: Alkalmazzuk a szubadditiv ergodtételt az (M, B, u)-re F,(z) =
log || D fnyll-szel (n > 1). A tétel feltételei valéban teljestilnek:

e Mivel f" diffeomorfizmus, a ||D, f™|| pozitiv fliggvény M-en, ami M kom-

paktsiga miatt 0-tdl és oo-tdl is el van valasztva, igy F), € L;.
e Tovabba
Do f™ | = 1D gna f* D f* | < 1 Dgraf* 1D S,

logaritmust véve éppen F,, szubadditivitasat kapjuk.
L, . . . 1 n
Tehét p-majdnem minden z-re I\ = lim —|| log D, f"||. O
n

12



Legyen |[Df~Y|| = sup{||D.f~ | | * € M}, ez a mennyiség, mivel F dif-
feomorfizmus és M kompakt, nyilvdn véges. ||Df~| segitségével alsé becslést
adhatunk A-ra:

1 1
—1||n S —1\n
IDf=H™ = I Dgna(f~1)"

< Do f"|

T

lancszabaly per. def.
ezért Vn > 1-re
1 1 1 n
_logHDf ” < ﬁFn(x) = ﬁlog”DuLf ”

azaz A > —log ||[Df1].
Oseledec tétele feliiletekre (1960)

A tovébbiakban feltessziik, hogy f: M D C!-diffeomorfizmus, M kompakt feliilet,

p-ergodikus mérték f-re.

3.1. allitas: Az alabbi két eset valamelyike biztosan megvaldsul.
(Kiilonb626 Ljapunov exponensek.) I > No, és AT, M = E. & E2 mérhetd

felbontds, hogy p-majdnem minden x-re

1

Yoy ¢ E2-re lim —log ||[Df™(v1)|| = A1,
n
1

Yy € E2-re  lim — log || Df™(v2)|| = Aa.
n

(Azonos Ljapunov exponensek.) A fenti dllitdsban Ay = Ao = A, ahol X a

Fiirstenberg-Kesten tételben szerepld X. Pontosabban, p m.m. x € M esetén
Yo € T, M vektorra

1
lim — log || Df" (v)|| = A
n

Oseledec altaldnosan (1968)

[ M QM Cy-diffemorfizmus, M kompakt Riemann sokasag, pu-ergodikus mérték.
M > > >\ (k <d)
dny,..onpg €Zyini+ -+ np=d

3T, M =E!@---® E¥ mérhetd, invaridns felbontds,

13



hogy
dimEl =n; é D.fEl = FE}
legyen és p-majdnem minden z-re
1 n
Jim —log || Dy f"(v)| = A
amennyiben v € E1 ®---®EL dev¢ El @ --- @ EL-L.
Megjegyzések:

1. A X, ..., A\ szdmokat az f diffeomorfizmus p-mértékre vonatkozé Ljapunov-
exponenseinek hivjuk, n; a A\; multiplicitdsa. A Ljapunov exponensek je-

lentése: az E! irdnyban f aszimpotitkusan )\; exponenciélis rdtaval tagit.

2. u nyilvan ergodikus mérték az f~! inverz dinamikara is, ennek Ljapunov

exponensel —Ag, ..., —A1.
3. Ha f-re a Riemann mérték invaridns és ergodikus, akkor > n;A; = 0.

Megjegyzés: Az éles szemii olvasé bizonyara észrevette, hogy a kétdimezids
esetre vonatkozé 3.1. tételben (szemben az dltaldnos esettel) nem szerepelt a
felbontés invariancidja. Ez mar csak azért is feltiing lehet, mert {gy az E! alterek
megvélasztdsa nem egyértelmii — igazabdl tetszéleges, E2-re egyenletesen transz-
verzalis (mérhetd) altérmezdre igaz marad a tétel dllitdsa. A 3.1. tétel feltételei
mellett valjdban az (egyértelmii) E? altérmezd invaridns (azaz D, fE? = E?% ),
az El altérmezét pedig lehet (egyértelmfien) igy megvalasztani, hogy invarians
legyen. Ezzel a valasztassal kapnank vissza a 2 dimenzids allitast, mint a d
dimenzids tétel specidlis esetét. Bizonyitdsunk azonban nem (feltétleniil) ezt az
E! altérmez6t konstrudlja meg: az aldbb konstrualt E. mindeniitt meréleges
E2-re, ami az invaridns altérmez6kre nem feltétleniil teljesiil.

Az 1 abran az invaridns altérmezoket abrézoljuk az = és a T"x pontok-
ban. Tetszleges Eo(x)-re transzverzalis v vektort felbonthatunk Eq-gyel, illetve
E5-vel parhuzamos komponensekre; az elébbi aszimptotikusan A}-szeresére, az
utébbi Aj-szeresére tdgul. Mivel Ay > Ag, a ¢'||DT™v vektor egyre inkdbb
Eq(T™x) irdnydba all be.

Bizonyitas: (d = 2)

A bizonyités soran haszndlni fogjuk a kovetkez6 konvencidkat. C-vel jeloljik
az univerzalis konstansokat, melyek konkrét értékének nincs jelentOsége: alkal-
mas megvalasztasukkal teljesiilnek az egyes becslések. C' értéke a kiilonboz6

14



-I—n

1. dbra. Az invaridns altérmezdk

formuldkban kiilonboz6 lehet. Hasonléképpen, ,n > 1 (vagy C > 1) esetén
teljesiil X7 alatt azt értjiik, ha az adott mennyiséget elég nagyra valasztjuk (a
korébbi konstans vdlasztdsainkhoz képest), akkor teljestil X.

El6szor felidézziik linearis algebrabdl az alabbi lemmaét:

3.2. lemma: Ha B négyzetes mdtriz, akkor 3A > 0 (szimmetrikus pozitiv de-
finit madtriz), hogy

o A2=PB*B,
o [|Av| = |[Bu]|.

( Itt A a B poldr felbontdsdban — B = U - A, ahol A szimmetrikus pozitiv definit,
U pedig izometria — az abszolut érték, és A sajdtértékei a B mdtriz szinguldris

értékei).

Jelolés:
B, = D.f", n>1
A, = (B:B,)'? (3.2)
Agel™ = peMi=12, (il =1), e Lef".

Feltessziik: p{™ > u{™.

1. 1épés: Meghatarozzuk, mik a A, Ay szamok.

e 3.2. lemma és Fiirstenberg—Kesten tétel miatt py-majdnem minden z-re
1 1 1 n
AL = lim = log || B3 és = lim — log || A,|| = lim — log z2\"

n n n n n n

e f helyett f~'-t véve p-majdnem minden z-re

1
Jlim - log | Do f7"|| = = Az.

15



Els6 eset: A > Ao
2. lépés: T, M = E} @ E? konstrukcidja:
EZ-(n) = span el(-n)7 i=1,2.
3.3. szublemma: Ei(n): n>1 Cauchy (i =1,2).
Megjegyzés: Ehhez elég beldtni, hogy 36 > 0, C' > 0, hogy Vn > 1-re
He§”> RSN H <Ce™ (5> 0). (3.3)

Valéban, akkor

n n C—né
e - o] < L2 2
Bizonyitas:

2 2 2
i S I (Gt | I (G ]

)

hiszen (ef, %) ortonormélt bézist alkotnak. Bevezetve a siny = (egn), eﬁ"“))

jelolést:

2
Hegn) _ 6§n+1)H —9 {1 -~ (egn)7e§n+1)):| —2(1 - cosg) <
< Clsinel,

ha sin ¢ kicsi.

Legyen € > 0.

A Firstenberg-Kesten tétel — a (3.1) Formula — alapjén mér tudjuk , hogy
ha n elég nagy, akkor

(n)

1
A ——loguy’| <e.
n

A definiciékbdl, valamint a (3.2) Formuldbdl kovetkezik, hogy:

(), A
S T

(n+1)

A e

n+1 n n+1 n

‘(65 )’eg )>’ B |< (TL_|11) 76; )>
1

I

Ugyanakkor

(7 )] <

< 1D | || Buet”

Briaey” H =

= D f| | Al
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Jelolés: D = sup{||D,f|| |y € M}.
Ha n > 1, akkor

HAnegn) = ,ugn) < ePate)n (3.5)
tehat

()]
Innen (3.3) és az 1. szublemma kovetkezik. Tehdt: E. = lim E}.. O
3. lépés:

3.4. szublemma: pu-majdnem minden x-re Yu € E1-re
hm 10g||B ull = A\

Bizonyitas: Tegyiik fel: ||u| = 1.

Becsiiljiik:
- [t < |2 (u—el )
o (34) ~ ’_1_ ha > 1.
-HRMge“ﬁﬁn
. HBnegn) = HAnegn) :ugn)

5
e Legyen ¢/ < 7 Akkor n > 1-re

6()\175')77, < ug’ﬂ) < e()\1+s')n

A fentieket Gsszefoglalva

()\17%)7’7, ()\17%)?’1
M= o, (A+e) e
N O < [ Buu| < O 0 S
azaz
. 1 /
limsuplog — ||Byu| < A1 +¢
n
lim inf >\ —€. O

3.5. lemma:

1
lim — lim 8™ 3(= As). (3.6)
n n
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Bizonyitas: (Simon Karolytél szarmazik) Legyen By, () = Dy f~" és ,u(ln)( ) >

ﬂé") (z) a B, (x) szinguldris értékei. Fiirstenberg—Kesten tételébol ~

3 hm log ,u(") AL (3.7)
3.6. allltas: p-majdnem minden x € M -re

lim — 1ogu<">< )3 = (=M1 =)

Birkhoffmecsm tételébdl ~~ 3

X = hm ~log| det By, (x)] = hm—log 8" (@) 5" ()]
Tehat:

hm 1u(n)( )= A" = A (3.8)
Mivel Yz € My, ¥n > O-ra B,,(z) = B; ' (f"z) azért

i () = % (3.9)
'(fra)

Felidézziik Jegorov tételét: ha p valdsziniliségi mérték, és a g, mérheto
fliggvények sorozatira g, — ¢ p-majdnem mindeniitt, akkor Ve > 0 esetén
létezik p(A) > 1 — e halmaz, hogy az A halmazon a konvergencia egyenletes.

Jegorov tételébdl, valamint a (3.7) és a (3.8) formuldkbdl: IH C M, IN € N,
hogy u(H) > 1 — ¢, tovabba ¥Yn > N-re Vo € H-ra

6n(5\1*€) < [Lgn) (1,) < 6”(5\1+5) (310)
(A" =X1—¢) < M(2”) (z) < (A —da+e) (3.11)

Masrészt a Poincaré rekurrencia tételbdl kovetkezik, hogy majdnem minden
x € H-ra f™x € H végtelen sok m > N esetén. Ekkor alkalmazva (3.10)-t
fma-re, (3.9)-bél

efn)\lfna S ‘ugﬂ)(x) S efn)\1+n6

egy részsorozat mentén, és mivel a hatarérték létezik, és e tetszbleges volt,
adédik

A=A ==\ = Ao O

4. 1épés: Hav ¢ E2, akkor v = aey +fea, a # 0, és || B,v|| novekedését nyilvan

|| Bre1|| hatdrozza meg. Hasonléan, a A1 = A2 = A esetben
u = anel —|— ﬂn

és || Bpu|| becslése adédik HB e{™

és HBne;">H becslésébél.
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Oseledec még altalanosabban

(M, F, u, f) endomorfizmus.
A: M — GL(n,R) mérhetd
és
A" = A(f"'z)... A(z) (mérheté kociklus)
Feltevés:
log™ Al € Ly(M, ).
3.7. allitas: 3I' C M, hogy p(I') =1 és Vax € I'-ra
a.) Tim [(A7)" AP = A, 3
b.) Legyenek exp AD < exp A A, sajdtértélei (AS) € RU{—o0})

UM, .. U a sajdtalterek

dim U = n{".

Akkor
() A invaridnsak.

c) HaV® = {0}, vi7 =ul” + ... + U, akkor
m n ")

lim —log || AZv|| = A}
n—oo n

ha

v e VIMNVIr—b,
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4.

Topologikus dinamikai alapfogalmak

Ebben a fejezetben topologikus dinamikai rendszerekkel foglalkozunk. Ez alatt

azt értjik, hogy a fazistér, M egy kompakt metrikus tér, F a Borel-féle o-

algebra, T' : M — M pedig folytonos leképezés. Jellemzben nem rogzitiink

az endomorfizmusra invarians mértéket, azonban a Krylov-Bogoljubov tétel

alapjdn tudjuk, hogy (legaldbb egy) invaridns mérték létezik. Invertalhato eset-

ben (automorfizmusra) feltessziik, hogy T~ is folytonos, tehat ilyenkor 7" ho-

meomorfizmus.

Néhany fontos példa:

1.

2.

A korvonal forgatdsa, M = S! = R /Z!, T,x = 2 + a( mod 1).
A bindris leképezés, M = St = RY/Z!, Tox = 22( mod 1).

A féloldali shift leképezés, ¥ = {0, 1}Z+, azaz a 0 — 1 sorozatok tere:
Yy >z = (r1,22,...). 2,y € ¥y esetén legyen ig = min{s > 1: x; # y;},
ekkor ¥4 a d(z,y) = 27" metrikdval kompakt metrikus tér. (Megjegyzés:
ez a metrika éppen a szorzattopologiat generdlja ¥-n: igy a Tyihonov
tételbol is tudjuk, hogy ¥ kompakt. Masképp is szoktak definidlni met-
rikdt ¥4 -n, ezek mindegyike ugyanezt a topoldgiat generdlja.) A dinamika
Yi-n a shift leképezés: o : ¥y — X4, (0x); = 41, azaz a sorozatot
eggyel elcsusztatjuk. Mivel az els6 elemét elfelejtjiik, ez a leképezés nem
invertalhato.

A kétoldali shift leképezés, ¥ = {0,1}%, azaz a kétiranyban végtelen 0 —
1 sorozatok tere: ¥ > x = (...,T_1,%0,21,%2,...). Z,y € ¥ esetén
legyen ip = min{i > 1 : z; # y;, vagy v—; # y—i}, ekkor ¥ a d(z,y) =
2% metrikdval szintén kompakt metrikus tér. A dinamika ¥-n is a shift

leképezés: 0 : ¥ — ¥, (oz); = 41, ami azonban ezuttal invertdlhato.

Megjegyzés: Ertelemszeriien tekinthetjiik a a shift leképezéseket 2 he-
lyett K szimb6lummal (ahol K tetsz6leges pozitiv egész szam), ekkor a
fazistér {0,1,..., (K — 1)}" (illetve {0,1,..., (K — 1)}%), a metrikat és

a dinamikdkat ugyanigy értelmezziik, mint két szimbdélum esetén.

Smale patké leképzése, ezzel a dinamikai rendszerrel taldlkoztunk mar [13]
8. fejezetében. Emlékeztetésképpen: 1. képezziik le az R egységnégyzetet
egy téglalapra linearisan, mondjuk vizszintes irdnyban nyudjtjuk, fiiggéleges
irdnyban Osszehtuzunk; 2. ezt a téglalapot hajlitsuk meg U alaktra és tol-

juk el Ugy, hogy az U két szara két vizszintes téglalapban metsze at az
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egységnégyzetet. Ezeknek a vizszintes téglalapoknak az 6sképe két vékony
fliggbleges téglalap az egységnégyzetben. A t6bbi pontot a leképezés, ame-
lyet T-fel fogunk jeldlni, kiviszi az egységnégyzetbdl (1dsd még az 2 dbrat).
Végigondolhat6, hogy T2, a mésodik iterdlt, négy fiiggéleges téglalapot
visz 4t négy vizszintes téglalapba, 7" (n > 0) pedig 2" viszintes téglalapot
2" fiiggdlegesbe. Ezek a téglalapok egyre vékonyabbak, A-val jelolve azo-
kat az x pontokat, amelyekre 7'z € R minden [ € Z-re, A két Cantor
halmaz direkt szorzata. Patké leképezés alatt a T : A — A topologikus
dinamikai renszert fogjuk érteni, ami a Cantor halmazoktél megorokolt

topolégidban homeomorfizmus.

S

— W R
PR RKK KKK A
et

~ Iy

2. abra. A patké leképezés

6. A toérusz lindris (vagy algebrai) automorfizmusai (tovabbiakban: TLA),
és ezen belill is a macska leképezés. FEzekkel a dinamikai renszerekkel
[13] 6. és 7. fejezetében foglalkoztunk részletesen. Emlékeztetésképp:
M =T?, Ty : T? — T? Tax = Az( mod Z?), ahol A egy egész elemti,
egységnyi determindnsi 2 x 2-es matrix (T2-re, mint R? /Z2-re gondolunk).
Ilyenkor T'4 homeomorfizmus és teriiletérz6 (tehat a Lebesgue mérték in-
varidns). Kiilonosen fontos az az eset, amikor A sajdtértékei nincsenek
rajta az egqységkoron — a két sajatérték A és 1/X, ahol |A\| > 1 — ilyenkor
azt mondjuk, hogy a TLA hiperbolikus, ezt a tovabbiakban feltessziik. A

2

legismertebb példa az A = < )

) esete, ezt macska leképezésnek is
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hivjuk (CAT= continuous automorphism of the torus), tovdbbi szép tulaj-
donsaga, hogy szimmetrikus, és igy a sajatiranyok merélegesek egymaésra.
Emlékeztet: az 1/A-hoz és A\-hoz tartozé v, € R? illetve v, € R2?
sajatiranyokat stabil, illetve instabil irdnyoknak hivjuk, adott z € T2-
re pedig a W*/¥(z) = {(T? 2)y = x + tvy), |t € R} halmazokat pedig az
x pont stabil és instabil sokasdgainak. Stabil sokasdg képe és Gsképe is
stabil sokasag, és ez igaz az instabil sokasagokra is. Ezek a sokasidgok igy
is jellemezhetok:

Wé(z) = {y € T?|d(Thx, Thy) = 0 ha n — +oo};

Wh(z) = {y € T?|d(T; "z, Ty "y) = 0 ha n — 400},

rdaddsul exponencidlisan. [13] 7. fejezetében az invaridns sokasidgoknak
nagy szerepiik volt annak bizonyitdsdban, hogy a Lebesgue mérték T's-ra
ergodikus (Hopf mddszere).

4.1. feladat: Kétdimenzids hiperbolikus TLA-ra W"(x) és W*(z) siird
T2-n, minden x-re.

4.2. feladat: Mutassuk meg, hogy hiperbolikus TLA-ra eqy x € T? pont
akkor és csak akkor periodikus, ha mindkét koordindtdja raciondlis. (Megj:
1gazdbdl a hiperbolikussag nem is kell, csak az, hogy ne legyen komplex
eqyséqqyok sajdatérték).

Definicié: A T7 : My — My és Ty : My — M topologikus dinamikai rend-
szerek topologikusan konjugaltak, ha 3 ® : M; — Ms homeomorfizmus, hogy
PoT), =T5090.

Konjugalt dinamikai rendszerek a topologikus dinamika szempontjabdl ekvi-
valens médon viselkednek. Példa: a Smale patké és a kétoldali shift leképezés to-
pologikusan konjugéltak, hiszen a Cantor halmaz természetes kédolasat hasznalva,
A pontjai kédolhatéak a Xy = {0, 1}% kétirdnyban végtelen 0 — 1 sorozatok ele-
meivel. Ezt a kddolast m : A — Xo-vel jelolve konnyen ellenérizhetd, hogy
(i) 7 kolesonosen egyértelml, sét, (ii) homeomorfizmus, ha ¥a-t a természetes
szorzattopdlégidval latjuk el, és ami a legfontosabb (iii) egymésba viszi a dina-
mikéakat, tehat com =mwoT.

Fontos megjegyezni, hogy a topologikus konjugacié nem pontosan ugyanaz,
mint [13] 4. fejezetében ismertett izomorfizmus, amely azt fejezi ki, hogy a
két dinamikai rendszer ergodelméleti szempontbdl ekvivalens. Mar [13] 4. feje-

zetében szerepelt, hogy a binaris leképezés izomorf a féloldali shift leképezéssel
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(ha az intervallumon a Lebesgue mértéket, a shift téren az 1/2 — 1/2 Berno-
ulli mértéket tekintjiik, a természetes izomorfizmus az invaridns mértékeket is
egymdsba viszi). Azonban ez az izomorfizmus nem folytonos. Tehat a bindris
leképezés és a féloldali shift ergodelméleti szempontbdl azonosithatéak, de to-

pologikus dinamikai szempontbdl mar nem.
Definicié: Legyen T : M — M topologikus dinamikai rendszer.
e Az x € M pont w-limeszpontjainak halmaza
w(x) = ﬂ U Tix;
neZt j>n

azaz y € w(x) pontosan akkor, ha van idépontoknak olyan ny, részsorozata,

hogy T"*x — y. Amennyiben T invertdlhat6, © € M «a-limesz pontjainak

halmazat
a(z) = ﬂ U T iz,
nezt j>n
definidlja.

o A T leképezés rekurrens pontjai (vagy visszatérd pontjai):
RT)={ze M|z cw()}.

Invertalhaté T-re megkiilonboztetjiik a pozitiv és a negativ rekurrens pon-
tokat (utébbirdl abban az esetben beszélunk, ha = € a(x)), és z-t akkor

mondjuk rekurrensnek, ha pozitiv és negativ rekurens egyarant.

e z € M aT leképezés nemuvdndorlo pontja, ha x tetszéleges U nyilt kornye-
zetére van olyan m > 1, hogy T"U NU # (). A nemvédndorlé pontok
halmazat NW (T)-vel jeloljiik (non-wandering points).

4.3. feladat: Mutassuk meg, hogy (i) NW(T) zart; (i) ha y € NW(T), ak-
kor Ty € NW(T); (iii) minden x € M-re w(x) ¢ NW(T); igy (iv) R(T) C
NW(T); és (v) x periodikus = x rekurrens = x nemvdndorld; viszont (vi)

adjunk példdkat arra, hogy ezek a nyilak nem megfordithatoak.

Idézziik fel [13] 2. fejezetébdl a topologikus tranzitivitds és a minimalités
fogalmat. Ezek az w-limesz halmazok segitségével is jellemezhetéek: M topolo-
gikusan tranzitiv, ha 3x € M, hogy w(xz) = M; és M minimdlis, ha Vz € M:
w(x) = M. A korvonal irraciondlis forgatdsa minimadlis: specidlisan, nincsenek

periodikus pontok, viszont minden pont rekurrens. KEgészen mas viselkedést
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mutat példaul a hiperbolikus TLA: a 4.2. feladatbdl tudjuk, hogy a periodikus
pontok stirti halmazt alkotnak M = T?-n, és {gy NW (Ta,) = T? (specidlisan
a periodikus pontok lezértja). Tudunk viszont példdt mutatni nem rekurrens

pontra.

Definicié: Legyen T : M — M topologikus dinamikai rendszerben x € M
fixpont, azaz Tx = x. Egy y € M pontot x-hez homoklinikusnak hivunk, ha

Ty — x és T~ "y — x egyarant, amint n — oo.

A macska leképezésnek az zo = (0,0) € T? (az origd) fixpontja. A 4.1.
feladat alapjén léteznek y # zg, y € W?*(xg) N W¥(x¢) pontok. Ilyenkor y
xo-hoz homoklinikus, és igy a(y) = w(y) = {xo}, tehdt y nem rekurrens. y €
NW (Ta,) viszont kozvetlentl is latszik, ha lerajzoljuk, mi torténik y egy kis
U kornyezetével. Ekkor T"U n névekedtével egyre inkdbb egy W*(z() mentén
elnytld ellipszis, T~ "U pedig egy erre meréleges nagytengelyii, W*(xz() mentén
elnyil6 ellipszis. Erdemes még megjegyezni, hogy ha alkalmas n-re tekintjiik
R =T7"U-t, ezen a T’ = T?" dinamika gy viselkedik, mint a patké leképezés.

4.4. feladat: Jellemezziik a periodikus pontokat a bindris leképezésre. Mutas-
sunk itt is példdt x € NW(T), x ¢ R(T) pontra.

4.5. feladat: Tekintsink T : M — M topologikus dinamikai rendszert, emyle
rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdggal: YU,V C M nyilt halmazokra In > 0,
hogy T"U NV # (. Mutassuk meg, hogy ekkor T topologikusan tranzitiv.

Definicié: (toplogikus keverés) A T : M — M topologikus dinamikai rend-
szer topologikusan keverd, ha YU,V C M nyilt halmazokra 3N > 0, hogy
minden n > N esetén T"U NV # 0.

A topologikus keverés erésebb tulajdonsag, mint a toplogikus tranzitivitas.
Ez a két fogalom nagyjabdl a keverés, illetve az ergodicitas topologikus dinami-

kai megfelelGje, amint ezt a kdvetkezd példak is mutatjak.

4.6. feladat: Mutassuk meg, hogy a macska leképezés, a bindris leképezés és
a shift leképezések topologikusan keverdek, a kérvonal irraciondlis forgatdsa vi-

szont nem topologikusan keverd.
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5. Arnyékolés

Definicié: Legyen T : X — X topologikus dinamikai rendszer. Azt mondjuk,
az x; € M i € N (invertalhaté esetben akér ¢ € Z) pontsorozat é-pszeudo
pélya, ha Vi : d(T(z;),x;+1) < 0. Hasonl6képpen lehet beszélni véges pszeudo-
palyakrdl is.

A é-pszeudo palyét e drnyékolja az y € M pont palydja, ha d(T*(y),z;) <
e, Vi.

AT : M — M dinamikai rendszer rendelkezik az arnyékolési tulajdonsaggal,
ha minden € > 0-hoz van 6 > 0, hogy minden d-pszeudo pélyat e-arnyékol

valmilyen igazi palya.

Az arnyékolasi tulajdonsag kiilondsképp fontos a dinamikai rendszerek szamitégépes
szimuldcidkkal torténé vizsgalata szempontjab6l. Amikor egy dinamikai rend-
szer palyait szimulaljuk, a kerekitési hibak miatt nem egy valdsdgos palyat, ha-
nem egy pszeudo palyat szamol ki a szamitégép. Az arnyékolasi tulajdonsag azt
fejezi ki, hogy ehhez a pszeudo palydhoz mindvégig kozel halad egy igazi palya.
Természetesen ez nem feltétlen annak a pontnak a palyaja, amibol a szimulaciot
inditottuk. A szimuléacidk tobbsége azonban nem egyetlen pont pélydjanak
vizsgdlatara irdnyul: sokszor egy kell6en stirti — példaul egy invaridans mérték
szerint kisorsolt — véges halmaz minden pontjabdl inditjuk a szimulaciét. Ha
a rendszer rendelkezik az arnyékolasi tulajdonsaggal, a kapott pszeudo-pélyak
mindegyike kozel lesz valamilyen igazi palyahoz. Maésképp szélva, a szimuldlt
fazisportré nem tér el lényegesen a tényleges fazisportrétdl, azaz a fazisportré
stabil a szimuléciébodl ad6dé perturbaciokra nézve.

Ebben a fejezetben azt fogjuk megmutatni, hogy a fazisportré ilyen jel-
legii stabilitasa egészen mast jelent, mint az egyedi palydk stabilitdsa. Konnyt
latni, hogy a korvonal forgatdsa, amely taldn az egyedi palydk merevsége (sta-
bilitdsa) szempontjabdl a legreguldrisabb dinamikai rendszer, nem rendelkezik
az arnyékolasi tulajdonsaggal. Tekintsiink ugyanis egy olyan pszeudo pélyat az
« forgatédsra, amely mindig szisztematikusan azonos irdnyba (mondjuk jobbra)
téved: ;11 = x;+a+06/2( mod 1). Ha volna olyan y pont, melynek pélydja x;-
t drnyékolja, akkor d(xg,y) < €, és a forgatds merevsége miatt d(T"z, T"y) < &
teljesiilne minden n-re. Ugyanakkor d(T™xg, 2,,) = nd/2, ami kellden nagy n-re

e-ndl lényegesen nagyobb, tehat d(z,,T"y) < € nem teljesiilhet.
5.1. lemma: A bindris leképezés rendelkezik az arnyékoldsi tulajdonsdggal.
Bizonyitas. Legyen x,, n > 0 a bindris leképezés e-pszeudo palyédja. Az

y pontot, melynek palyija a teljes x,, pszeudo-palyat e-drnyékolja, ugy fogjuk
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megkapni, mint egy y, pontsorozat limeszpontjat. Az y; pont palydja0 <n < k
esetén fogja a (véges) y, pszeudo-pdlyat drnyékolni. Elészor nem yx-t, hanem
annak k-dik képét adjuk meg: legyen T*(yx) = x; amibdl persze yx még nem
egyértelmi. Minden pontnak, igy T*(y) = zp-nak is két ésképe van, mivel
d(xy, Trr_1) < €, valaszthatjuk azt az 6sképet, melyre d(T* 1y, x5 1) < /2.
Ebbdl, mivel z, e-pszeudo-palya, d(T* lyy, Tor_2) < 3¢/2 kovetkezik, és az
8sképet megfelelden valasztva d(TH 2y, xp_2) < 3e/4 érheté el. Igy folytatva
a konstrukciét kapjuk meg yx-t, amire induktiv érveléssel konnyen adédik, hogy
d(Tyg, z;) < 2¢, minden 0 < i < k esetén. Tovébba d(yk, yrt+1) < /2%, vagyis
yr Cauchy sorozat, és a limeszpont mar a teljes xj pszeudo-palyat arnyékolja.
L.

5.2. lemma: A macska leképezés rendelkezik az darnyékoldsi tulajdonsdggal.

A bizonyitas el6tt bevezetiink néhany tovabbi jelolést. Emlékeztetésképp:
Wu(z) és W#(z) jeldli az x € T? pont instabil és stabil fonaldt. Jelolje W (z),
illetve W (x) a W*(x), illetve W*(z) fonalak x korili, 6 sugaru szakaszét (eze-
ket lokdlis fonalaknak is szoktuk hivni). Elég kis d-ra, ha d(z,y) < J, akkor
Wit(z) N W3 (y) dtmetszés pontosan egyelemii. Ezt a metszéspontot [z, y]-nal
fogjuk jelolni.

A 5.2. Lemma Bizonyitasanak vazlata. Nagyrészt kovetjik a 5.1.
Lemma bizonyitdsat, bar nyilvan sziikségesek eltérések, hiszen T most invertalhatd,
igy nem valogathatunk az 6sképek kozott. y most is yi limesze lesz, ahol yy
palydja az els k iterdcién keresztiil arnyékolja az x,, pszeudo-palyat, tovabba
y helyett most is T*y,-t definidljuk. Konkrétan legyen yo = x¢, és induktiv
konstrukciéval, T*y, = [T*yp_1,21]. Mivel T*y;, és T*y,_1 azonos instabil
fonalon vannak, az 6sképeik kozel keriilnek egyméshoz: ez biztositja, hogy vy
arnyékolja az x,, pszeudo-palyat n < k-ra. Ugyanakkor zj, és T"y;, azonos sta-
bil fondlon vannak, igy TF+1y, és Txy, kozel keriil, kovetkezésképp, mivel z,
pszeudo-pélya, TF+ 1y, és xp 1 tavolsiga is kontrolalhaté. [J.

5.3. feladat: Mutassuk meg, hogy (i) yx pdlydja k iterdcidig valdban drnyékolja
azxzi, i =0,...,k pszeudo-palydt; (ii) azyy pontsorozat konvergens, és a limesz-
pont, y pdlydja mdr a végtelen pszeudo-pdlydt drnyékolja; (i) Hogyan kell e-hoz
0-t vdlasztani?

Ugyan most ezekre a nagyon egyszerii esetekre (bindris és macska leképezés)
mutattuk meg az arnyékolast, mégis konnyen lathatd, hogy ami szamit, az a
dinamika (exponencidlis itemii) tdgitdsa, illetve hiperbolicitdsa (hasonléan lehet

érvelni, ha a Ljapunov exponensek sohasem valnak nullava egy teljes Lebesgue
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mérték{i halmazon). Ilyen értelemben az egyedi pdlydk instabilitdsa éppen a
fazisportré stabilitasahoz kapcsolodik.
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6. Topologikus entrépia

Ebben a fejezetben is topologikus dinamikaval foglalkozunk, tehat M kompakt
metrikus tér, T : M — M folytonos.

Az z,y € M pontok tavolsigit d(z,y)-nal jelolve, konnyen meggondolhatd,
hogy minden n pozitiv egész szdmra

dn(z,y) = max d(T7z,T?y)

7=0,....,n

is metrika, és ugyanazt a topologiat generalja, mint d. Legyen £ > 0 rogzitett.
Az N térben a p metrikdra nézve egy véges (vagy megszamlilhaté) A C N
halmazt e-halénak hivunk, ha Vx € N pontra létezik y € A, hogy p(z,y) < e.
Egy B C N halmaz e-szepardlt, ha Va,y € B: p(x,y) > . N fedése nyilt
halmazokkal ¢ fedés, ha minden a fedésben szereplé halmaz atmérdje kisebb,
mint €. Specidlisan, az M térben tekinthetjiik a d,, metrikdra nézve az (n,¢)

fedéseket, az (n,e) héldkat, és az (n,e) szepardlt halmazokat.

Definicié: Mivel M kompakt, minden n pozitiv egész esetén (i) van véges (n, €)
fedése; (ii) van benne véges (n,e)-hald, (iii) minden (n,e)-szepardlt halmaza
szitkségképpen véges. Jelolje rendre F(n,e,T), H(n,e,T) és S(n,e,T), hogy
egy (n,e) fedéshez legaldbb hany halmaz sziikséges, egy (n,¢) hdlénak legaldbb
hény eleme van, illetve, hogy egy (n,e) szepardlt halmaznak legfeljebb hany
eleme lehet.

6.1. lemma: Minden € > 0 esetén létezik és véges a

he(T) = lim 1log(F(n,E,T))

n—oo N

hatdrérték. Tovabbd h.(T) e-nak monoton csokkend figgvénye.

Bizonyitas. Ha az U;, i = 1,..., I nyilt halmazok egy véges (n,e)-fedést, a
Vj, j =1,...,J nyilt halmazok pedig egy véges (m,e)-fedést alkotnak, akkor az
U; NT~™V; halmazok egy véges (n + m,e)-fedést alkotnak. Kovetkezésképp

F(ner,e,T) SF(’H,,E,T)'F(’ITL,&,T)

majd logaritmust véve adddik, hogy a log(F'(n, e, T)) sorozat n-ben szubadditiv,
és igy a 2.1. Lemma garantalja a limesz létezését. Masrészt minden rogitett n-re

¢ csokkentésével F'(n,e,T) nyilvdn nem csokkenhet. [J.
Definicié: A T : M — M leképezés topologikus entrépidjat

) = Ty BelT)
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definidlja. A 6.1. Lemma alapjdn a hatdrérék nyilvdn létezik: h(T) lehet 0,
pozitiv valés szam, vagy +oo.

Konnyen végiggondolhaté, hogy
F(TL, 2€,T) S H(TL, EaT) S S(TL,&,T) S F(TL,{:‘,T).

Valéban, itt az n-t6l (és T-t6l) valé figgésrdl el is feledkezhetiink: ezek az
allitdsok minden régzitett metrikara igazak maradnak. Az elsé egyenlStlenséghez
tegyiik fel, hogy van egy e halénk, ekkor a halét alkoté pontok koré helyezett
€ sugaru gombok egy 2e-fedést alkotnak. A méasodik egyenl6tlenséghez: a ma-
xim4lis e-szepardlt halmaz nyilvén € hald is egyben (he nem volna az, lehetne na-
gyobb elemszami e-szepardlt halmazt is taldlni). A harmadik egyenl&tlenséghez:
ha van egy k elemi e-fedéstink, akkor a skatulya elv alapjan barmely k+1 elemi
ponthalmazra van két pont, melyek tavolsaga e-ndl kisebb.

Kovetkezésképp a topologikus entropiat ekvivalens médon definidlhatjuk ugy
is, mint

WT) = lim Tm (1 log(H(n,e,T))> — lim Tm (1 log(S(n,e,T))>
e—0+0n—o0 \ N e—04+0n—oo \ N
és ugyanazt az értéket kapnank akkor is, ha lim szerepelne lim helyett.

Az F(n,e,T) mennyiség (és annak kiilonbozé alternativéi) azt mutatjak
meg, hany n hosszi palyat tudunk megkiilonboztetni € skaldn a dinamikai rend-
szeriinkben. Ennek megfelel6en a topologikus entrépia jelentése: milyen expo-
nencialis rataval n6 az n ideig topoldgiai szempontbdl ,,alapvetéen kiillonbozs”
palyak szama. Lényeges kiillonbség van a pozitiv és a nulla topologikus entrépidju
rendszerek kozott. Ezt illusztralja az alabbi két példa.

Tekintsiik a korvonal (raciondlis vagy irraciondlis) forgatdsat. A kdrvonalra
minden € > 0-ra létezik fﬁlge] elemszamu e-halé. Mivel a korvonal forgatdséra
d(T"z, T"y) = d(x,y) minden n-re, ezért az e-hélé egytttal (n,e)-héls, tehdt
H(n,e,T) n-t0l fuggetlen, és igy a topologikus entrépia 0.

Vegyiik végiil a féloldali shift leképezést. Legyen 27 (m+1) < ¢ < 2™ yu-
lamilyen m € Z* szamra. Jeloljiik y;-vel {0,1}™ elemeit, vagyis az m-hosszi
0 — 1 sorozatokat, ¢+ = 1,...,2™. y;-t tetszoleges mdédon kiegészitve végtelen
0 — 1 sorozattd, jeloljikk a fazistér, LT {gy kapott elemeit gi—vel. Nyilvan
d(gi,gj) > € i # j-re, viszont minden z € X esetén létezik ¢, hogy d(z,y,) <e.
fgy YT e-hédléinak minim4lis elemszama 2™. Ha azt szeretnénk, hogy két pont
n iterdcién keresztiil e-kozel legyen egymashoz, az els6 m szimbdlum mellett
tovabbi n szimbdlum kozelségét is garantalnunk kell. Igy H(n,e,T) = 2m+" és
h(T) = log 2.
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Megjegyzések: Hasonléan lehet bizonyitani, hogy K szimbdlum esetén a shift
topologikus entropidja log K.

A logaritmus alapjdnak megvdilasztdsa befolydsolja h(T) értékét, de nem
befolyasolja annak pozitivitdsat. Az entrépia elméletében altaldban kettes vagy

természetes alapu logaritmust szokas tekinteni.
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7. Kolmogorov-Sinai entrépia

Ebben a fejezetben a topoldgiai helyett ismét inkabb ergodelméleti szempontbdl
vizsgdljuk a dinamikai rendszereket, azaz a tovdbbiakban (M, F, u, T') endomor-
fizmus (esetleg automorfizmus).

Néhany mértékelméleti fogalom. Az (M, Fi, pu1) és (Ma, Fa, po) valészintiségi
mez0k izomorfak, ha létesithetd koztiik bijekcié, mely az F;-ben szereplé mérhetd
halmazokat egymasnak felelteti meg, azonos p; mértékkel. Egy valdszinliségi
mez6 Lebesgue tér, ha izomorf a ([0, 1], £, ) térrel, ahol £ a Lebesgue o-algebra,
w pedig el6all, mint a Lebesgue mérték a [0, s] intervallumon valamely s € [0, 1]-
re, kiegészitve legfeljebb megszamldlhaté sok Dirac mértékkel. A tovabbiakban
feltessziik, hogy (M, F, u) Lebesgue tér. Neumann Janos egy tétele szerint, ha
X teljes szeparabilis metrikus tér, v egy Borel mérték X-n, és B-t ugy kapjuk,
hogy a Borel-féle o-algebrat teljessé tessziik a v mértékre nézve, akkor (X, B, v)
Lebesgue tér.

B = {Bi1, Ba, ..., By} véges (mérhetd) particié, haa B; € F (j =1,...,J) hal-
mazok paronként diszjunktak és tiniéjuk M (az ergodelméletben csak majdnem
mindentitt tipusu allitasok érdekesek, igy ezeket a tulajdonsagokat is nullmértékii
halmazok erejéig koveteljiik meg). Véges particiék egyértelmiien megfeleltet-
heték B C F véges o-algebraknak. Ha o = {41, ..., Ar} és 8 = {B1, Ba, ..., By}
két particio, akkor kozds finomitdsuk, o V (3, az a particid, melynek elemei
az A; N B; halmazok (¢ = 1,...,I; j = 1,...,J). Azt mondjuk, hogy § « fi-
nomitdsa (o < (), ha Vj-re 3i, hogy B; C A; (ilyenkor a V 8 = ). a és
tavolsdgdnak értelmezéséhez tegyiik fel, hogy J = I (ez mindig elérhetd, ha a

kisebb elemszamu particiét kiegészitjiik nullmértékii halmazokkal). Ekkor:

I

d(a, ) = min ; (AiAB, ;)

ahol Sy az I elem permutdcidinak halmazat, A pedig a szimmetrikus differencidt
jeloli. Két particiét ekvivalensnek fogunk tekinteni (o = ), ha d(«, 8) = 0.
a L B, azaz o és 3 fiiggetlenek, ha u(A;NB;) = p(A;)-pw(B;) minden i =1,..., 1,
j=1,...J parra.

Ha T egy endomorfizmus, akkor T-la = {T71A;,..,T71A,} is particid,
hasonléképp tekinthetjitk 7~ *a-t minden k > 0 szdmra, illetve automorfizmus
esetén T*a-t is.

Egy véges particié entrépiaja. Egy kis motivdcid az entopia bevezetésére.
Egy valészinliségi mez6 egy particidjara ugy is tekinthetiink, mint egy véges

értékkészleti valészintliségi valtozora. A valdszinliségi valtozé értékének isme-
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retével informaciét nyeriink a valdszinliségi mez6 egy eredetileg szamunkra tel-
jesen ismeretlen véletlen pontjarél. Minél kisebb valdszintiségli értékét latjuk a
valdszintiségi valtozonak, annél tobb informéciét nyeriink. Keresiink egy olyan
I(p(A;)) mennyiséget, ami alkalmas a nyert informécié karakterizdlasara, igy
elvérjuk, hogy I(p): (i) p-nek (a bekovetkezett esemény valdsziniiségének) szi-
gortian monoton csokkend fiiggvénye legyen; (ii) I(1) = 0 teljesiiljon (ilyenkor
semmi informéciét nem nyeriink); (iii) I(pq) = I(p) + I(q) teljesiiljon (fiiggetlen
eseményekre az informdcié 6sszeadddik). Ezekbél a tulajdonsiagokbdl folytonos
I-re konstans szorzé erejéig egyértelmiien adédik I(p) = — logp.
Adott tehat egy « particié, ekkor minden z € M pontra van olyan j, hogy
x € Aj, és definidlhatjuk a kovetkezd mennyiségeket:
J
Io(z) = —log(u(4;));  H(a) =) —p(A;)log(u(4;)) = /M Lo (x)dp(z)
j=1
ahol H(«)-t hivjuk az « particié entrépidjanak; ez a mennyiség azt mutatja meg,
atlagosan mennyi informaciot nyeriink a valészintiségi valtoz6 megmérésével. log
jellemzéen a kettes alapi logaritmust jel6li, ennél fontosabb konvencié, hogy
0log0 = 0. Evvel a vilasztdssal a ®(z) = —zlogx folytonos, szigorian konkdv

fiiggvény a [0,1] intervallumon, és igy teljesiil a Jensen egyenlStlenség, azaz
n

minden x5 € [0,1] (k=1,...,n) és Ay >0, > A\ =1 esetén
k=1

n n
P (Z )\k:ck> > Zx\k@(l‘k),
k=1 k=1
és egyenlOség csak trividlis konvex kombindcié esetén valésul meg. Az aldbbi

Lemma a Jensen egyenlGtlenségbol kovetkezik:

7.1. lemma: Legyenek «, 3 tetszdleges particidk, jelolje v = {M} a trividlis
particiot.

1. H(a) >0, és H(a) = 0 akkor és csak akkor, ha o = v.

2. Ha o < (3, akkor H(a) < H(B), és egyenldség csak o = 3 esetén fordul
eld.

3. Ha o J elemid particid, akkor H(«a) < logJ, és egyenléség akkor és csak
akkor fordul eld, ha minden j = 1,...,J esetén u(A;) = 1/J (azaz az «

particid egyenletes eloszldsi valdsziniségi vdltozdt generdl).

4. HaVvp) < H(a)+ H(0), és egyenldség akkor és csak akkor fordul eld, ha
al .
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Feltételes entrépia. Emlékeztetd: ha A, B C M és u(B) > 0, akkor
1(A|B) = % a feltételes valészintiség. Feltehetjiik, hogy az a és 3 particick
minden elemének pozitiv a mértéke, ekkor legyen

J I

H(a|B) ==Y u(B)) Y u(Ail Bj) log(n(Ail By))

j=1 i=1
az « particié feltételes entrépidja a § particidéra nézve. A feltételes entrépia
jelentése: az o particiét minden egyes B; halmazra megszoritva kapunk egy
particiét, a megfelel6 diszkrét eloszlast a feltételes valdszintiségek adjik, mely-
nek kiszdmolhatjuk az entrépidjit. Kiilonboz6 B; halmazokra kiilonb6zd entrépiat
kapunk, H(«|B) épp ennek az dtlaga. A feltételes entrdpia aldbbi tulajdonsigai

konnyen adédnak:

7.2. lemma: Legyenek a, 3,7 tetszdleges particidk, jelolje v = {M} a trividlis

particiot.
1. H(a|B) > 0, és H(a|B) =0 akkor és csak akkor, ha o < 3.
2. H(a|v) = H(a).
5. haa < B, akbor H(rla) > H(3|5).

4. ha o < B, akkor H(aly) < H(B|y), és egyenléség akkor és csak akkor
fordul eld, ha a Vv =3BV .

5. H(aVp|y) = H(aly)+H(BlaVy), specidlisan H(aV3) = H(a)+H(B|a).

6. H(a|B) < H(a), és egyenldség akkor és csak akkor fordul eld, ha o L 3.
Igy H(aVp) < H(a)+ H(B), és egyenldség csak a L 3 esetén fordul eld.

A p(a, B) = H(«|B) + H(B|a) tévolsdg metrikdt definidl a véges particikon
(jobbanmondva, azok ekvivalencia-osztdlyain). Ezt a tdvolsdgot Rokhlin met-
rikdnak is hivjak. Kapcsolata a kordbb definidlt tavolsaggal:

7.3. lemma: Minden € > 0 és m € N esetén létesik § > 0, hogy ha a és B m
elemd particiok és d(o, B) < 6, akkor p(a, B) < €.

Bizonyitas. Legyenek o = {Ay, ..., A, } és B = { By, ..., By} véges particidk,
melyekre d(a, 3) = in: w(A;AB;) = 6. Az aldbbiakban H(B|a)-t m és ¢
segitségével becsiﬂjﬂk?z1

Ha p(A4;) > 0, definidljuk a A\; = u(A; \ B;)/p(A;) egyiitthatokat. Ekkor
p(Ai N B;)

- A10B1 lo
o ) log (A
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Az A;\ B; halmazt a Bj, j # i halmazokkal elmetszve kapunk egy m — 1 elemii
particiét, melynek entrépidja a 7.1. Lemma alapjdn legfeljebb log(m — 1) lehet.

Ez az entrépia a

=Y () By A) Tog (M)~ i(Bj Ai)) = A7 [ = (1( B A)) log (1( B;| Ay)) | +log A

J#i J#i
képlettel szamolhaté. Kovetkezésképp

u(B; 0 Ai) _

— (BjNAy))lo
2 S

J#i

—u(A4;)Ai(log \; — log(m — 1)).

Mindezeket Osszevetve, és kihasznélva, hogy log x konkav fiiggvény, kapjuk,

hogy minden i-re:
- Z n(Bj N A;) log u(Bj|A;) <
J
u(As) (( ) log — 4 Aslog ™ 1)
1-—XN i
< u(4;)logm.

IN

i-ben Osszegezve éppen H ([|a)-ra kapunk becslést. Jobbanmondva, nagyobb
mértékit A; halmazokndl az elsd, kisebb mértékiieknél a méasodik sor becslését

hasznaljuk. fgy:

H(fla) < > u(Ai)logm +
w(A;) <V
+ ) p(A) (—(1 = M) log(1 = A;) = Ailog Ai + Ai log(m — 1)) .
w(A)>V5s

A felbontés elénye, hogy d(c, 3) = & miatt A\;u(A;) < 6, igy, ha u(A;) > V6,
szitkségképpen \; < V6. Az f(z) = —xlogz — (1—x)log(1 —z) fiiggvény mono-
ton né a (0,1/2) intervallumon, {gy a fenti becslésben a mésodik tag legfeljebb
f(V0) +Vdlog(m — 1). Az elsé tag pedig nyilvan legfeljebb v/dm logm lehet.
0.

7.4. lemma: Legyen « egy particio, (3, pedig particiok egy sorozata, melyre
d(a, 8,) — 0. Ekkor vannak v, < 3, particick, melyekre H(a|v,) — 0.

Bizonyitas. Jeloljikk a elemeit {A; : j =1,.., J}-vel. d(c, 5,) — 0 alapjan
minden j-hez valaszthatunk BY € 3, halmazokat, hogy u(A;AB}) — 0. Le-

gyen minden n-re 7, J+1 elemt, konkrétan legyenek az elemei a B} halmazok,
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j=1,....J, tovébbd B, = M\ UJ_ B". Ekkor u(B?) — u(4;) (j = 1,..., J),
és u(B%,,) — 0, amint n — oo. Kévetkezésképp
J

H(oly,) = —>_ p(Ain B}")log(u(Ai|B}))

i=1

J
=D ulA; N BY ) log(u(441 B} 1))
j=1

J
=20 Dm0 By log(u( A7)
i=1 j£i
ahol az els6 tag u(A;|B") — 1 (i = 1,...,J) miatt tart 0-hoz, a masodik és a
harmadik tag pedig azért, mert pu(A; N B*) — 0, ha i # j. O.
Transzformacié entropidja egy particidéra nézve. Legyen « tetszéleges

particié, ekkor definidljuk az
a"=aVvVT tav..-vT "ty

tovabbi, egyre finomabb particidkat. Mivel minden 3 particiéra és k > 0 szamra
H(T~*B) = H(B), a 7.2. Lemma utolsé tulajdonsdga alapjan H(a™*") <
H(a™) + H(a™), azaz H(a™) n-ben szubadditiv, tehét 1étezik
hT,a) = lim lH(a”)
n—oo n
amit a T endomorfizmus « particiéra vonatkozé entrépidjanak hivunk.

7.5. lemma: h(T,a) = lim H(a|T tam)

n—oo
r€ Ay NT1A;, N..NT LA, | € a™ azt jelenti, hogy az T*z € A;,, k =
0,1,...,(n—1), azaz az x pont els6 n iterdciéjanak mindegyikére megmondjuk,
az « particié melyik elemébe esik. A 7.5. Lemma alapjan h(T,«) jelentése:
atlagosan mennyi plusz informéaciot nyertink, ha a dinamika n-dik 1épésében az
a™ "1t tovébb finomitjuk a"-be.
A 7.5. Lemma bizonyitdsa. A 7.2. Lemma 3. tulajdonsiga alapjan

H(a|T~'a™) n-ben monoton csokken, igy a hatdrérték 1étezik. Tovabbd
H(") = HT Yo" YHVva)=H@ )+ HT a" 1) =
= H(a"?)+ H(a|T™(a"7?%)) + H(a|T™ (a"71)) =

H(o) + Y H(o|T ™ (a*)

n-nel osztva és hatarértéket véve adddik a Lemma allitasa. [O.

Tovabbi egyszerii, de hasznos tulajdonsagok:
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7.6. lemma: «,( tetszdleges particiok, ekkor:

1. M(T,a) = h(T, T 'a), és ha T automorfizmus, h(T,a) = h(T,Ta);
2. WT,a) = h(T,VE_ T~'a) minden k € N szdmra, és ha T automorfizmus,
h(T,a) = h(T,VvE__, T~a) minden k € N szdmra;
T,a) < h(

3. h(T,
4 |MT, ) = M(T, B)| < H(a|B) + H(Bla) = p(ev, B);
5. W(T,aV B) < h(T,a) + h(T, ).

T,8) + H(«a|B), specidlisan ha o < B, h(T, ) < h(T, B);

Nézziik meg a 3. tulajdonsig bizonyitdsiat. A 7.2. Lemmadaban szerepld tu-
lajdonsdgokat hasznélva:

H(a’ll‘ﬂn)

H(a v T (" )|8") = H(a|8") + BT (" Y)lav 8")

< H(alB) + H(T (0" 1)|3")
< H(alf)+ H(I'alT™'8) + H(I(a"2)|") <
< n(H(a|8)).

Maésrészt szintén a 7.2. Lemma alapjan
H(a") < H(a"V ") = H(B") + H(a"|5") < H(B") + nH(a|5)

amit n-nel osztva és hatarértéket véve kapjuk az allitést.

Kolmogorov-Sinai entrépia.

Definicié: (Kolmogorov-Sinai entrépia) Egy (M, F,u,T) endomorfizmus
h(T) entrépidjét ugy definidljuk, mint a A(T, o) mennyiségek szuprémumaét, ha
a befujta az M tér Osszes lehetséges (véges, mérhetd) particidjit.

Kozvetleniil a definicié alapjan persze nehéz volna kiszamolni az entrépiat;
éppen ezért donté jelent6ségii Kolmogorov és Sinai alabbi tétele, melynek beve-

zetéséhez sziikségiink van néhany tovabbi egyszert definiciéra és lemmara.
Definicié: A [, particié-sorozat
e finomodé, ha 3,41 > B, minden n € N-re.

e generalé, ha minden a particiéra létezik olyan v, < V}_;Br particié-
sorozat, melyre d(a,7,) — 0. Ez pontosan azt jelenti, hogy tetsz6leges
A € F halmaz kozelithetd a Vii_, B particié elemeinek alkalmas Gniéjaval.
Mésképp szdlva, ha tekintjiik V}!_,0B; particidkhoz tartozé véges F,, o-
algebrak egyre finomodd sorozatat, akkor az ezek Gsszessége altal generalt
o-algebra kiadja a teljes F-t.
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7.7. lemma: Ha (3, véges particick egy finomodd és gemerdlo sorozata, akkor
hT) = lim h(T,B,).

Bizonyitas. Legyen a tetsz6leges m elemi paticié. Rogzitsiink tetszéleges
€ > 0 szamot. Ekkor a 7.3. Lemma alapjan létezik § > 0, hogy minden m elemi
~ particiéra, amennyiben d(«,v) < J, p(a,vy) < € is teljesil. Ugyanakkor,
mivel (3, finomodd és generdld, létezik ng és Yn, (< Vi2oBr = Bn,) m-elemi
particié, melyre d(vn,, @) < 0, igy p(Yn,, @) < €. Tehdt a 7.6. Lemma 3. és

4. tulajdonsagai alapjan
hT, o) < h(T,ny) +€ < h(T, Bn,) + .00
Definicié: Az « véges particiét generatornak nevezziik

e nem invertalhaté (M,F,u,T) endomorfizmusra, ha az (o =) Vi_,

T~*a particié-sorozat generalé (o féloldali generator).

e invertdlhaté (M, F, i, T) endomorfizmusra (automorfizmusra), ha az Vi__ T Fa

particié-sorozat generdlé (o kétoldali generdtor).
7.8. tétel: (Kolmogorov-Sinai tétel) Amennyiben o generdtor, h(T) = h(T, a).

Bizonyitas a nem invertalhaté esetre. Legyen 0 tetszOleges particio. Mivel
a generdtor, 1étezik v, < o™ particié-sorozat, melyre d(v,,3) — 0 (itt persze
o = \/ZIOT_ka). A 7.4. Lemma alapjdn ezek a particiék tovabb durvithatéak
Bn < v, particiékkd, melyekre H(8|3,) — 0. Tehdt minden 6 > 0-hoz létezik

no, hogy Bn, < an, = Vi2oT Fa, és H(B|Bn,) < 6. A 7.6. Lemma 2. és

3. tulajdonsagait hasznélva:
(T, B) < h(T, Bny) + H(B|Bry) < MT,ViZoT ™ a) + 8 = h(T,a) +6. 0.

Megjegyzések: Invertdlhaté esetben ugyanigy bizonyitunk, csak a Vi_ T Fa
particiésorozat helyett a Vi__, T ~*o particiésorozatot hasznéljuk. Ugyanak-
kor, ha az (M,F,u,T) automorfizmusra létezik o féloldali generator, akkor
h(T) = 0. Ekkor ugyanis elég nagy n-re H(Ta|Vi_ T *a) < e, mésrészt a 7.5.
Lemma alapjan

h(T,a) = h(T,Ta) = lim H(Ta|T*(Vi_ T~ *(Ta)) = H(Ta|Vi_ T "a).

n=o0
Entrépia néhany konkrét példara.

Kérvonal forgatisa. M = S' a Lebesgue féle o algebraval és a Lebesgue
mértékkel, Tx = x4+ y( mod 1), ahol v € [0, 1) rogzitett szdm. Ha v raciondlis,
dp € N, hogy TP = Id, ezért h(T) = 0 az aldbbi két észrevétel kovetkezménye:
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e az identitdsra h(Id) = 0, barmi is legyen a fazistér és a mérték,
e h(S*) =k-h(S), minden S endomorfizmusra és k € N szamra.

Ha 7 drraciondlis, ismét h(T) = 0 adédik. Legyen o = {Ag, A1} S! particidja
két félkorre (pl. Ag =[0,1/2), Ay =[1/2,1)). Ekkor a™ korivekbél 411, melynek
végpontjai pontosan az eredeti Ay és A; félkorok végpontjainak elforgatott-
jai. Tehdt o™ pontosan 2(n + 1) korivbél &ll, igy H(a™) < log(2(n + 1)), és
h(T,a) = 0. Mésrészt v irracionalitdsa miatt minden pont palysja siirtt S'-n,
igy o™ minden {vének hossza nulldhoz tart, és n névekedtével egyre pontosabban
megkozelithetd St tetszéleges korive a™ alkalmas elemeinek tniéjaval. Tehdt o
generdtor T-re, és igy h(T) = 0. A fenti megjegyzés fényében ez abbdl is kdvet-
kezik, hogy « féloldali generdtor, T pedig automorfizmus.

(Féloldali) Bernoulli shift. K legyen tetsz6leges pozitiv egész, M = L+ =
{0,1,..., K — 1}24r a hengerhalmazok altal generélt Borel o-algebraval, o : ¥ —
YT a shift leképezés. LT-t egy o-ra invaridns Bernoulli mértékkel 1atjuk el,
ahogy azt [13] 4. fejezetében leirtuk: adott egy p = (po, ..., prc—1) véges valészintliségeloszlas
(pi >0, Kzlpi = 1), és minden C' C X7 hengerhalmazra, ha C = C,,, 4, =

i=0

{z = (z1,22,...) EXV : @1 =ay,....,zp = ar}, W(C) = Pay *Pay * - Pay, - Legyen
a={Ag,..Ax_1},ahol A; ={z € Xt : 2y = j}, j =0,..,K — 1, azaz az els§
betii értéke szerint particionalunk. Jeloljik a (p1,...,px—1) eloszlas entrépidjat
H(p)-vel, azaz H(p) = H(a) = — Kzl pilog p;. Ekkor 0 Fa a k-dik szimbslum

=0
értéke szerinti particid, és igy a Bernoulli mértékre o™ "a 1 o™ minden n-re.

Kovetkezésképp H(a™) = nH(p), és h(o,«) = H(p). Ugyanakkor minden hen-
gerhalmaz el6all alkalmas n-re, mint o™ elemeinek unidja, és igy a generdtor.
Tehat h(o) = H(p). Hasonlbéan bizonyithatd, hogy kétoldali Bernoulli shift-re
szintén h(o) = H(p).

Néhany tovabbi fontos eredmény, bizonyitas nélkiil.

Shannon-McMillan Breiman tétel. Egy a = {Ag, A1,...Ax_1} particié esetén
legyen a(x) = A;, ha z € A; (itt ¢ = 0,...,(K — 1)). Specidlisan o™ (z) =
Ay N--nNTHA ha TFx € A;, k = 0,...,(n —1). u(a™(x)) nyilvan
monoton csokken, és igy I,,(z) = —log(u(a™(x))), melyet az n-dik 1épésben a

In—17

particié alapjan rendelkezésre all6 informéaciénak tekinthetiink, monoton nd,
ahogy n — oo. Shannon-McMillan-Breiman alapvetd tétele ennek a néve-
kedésnek az iitemérol ad informéciét ergodikus esetben. Nézziik konkrétan a
Bernoulli shift esetét, és legyen « a fent bemutatott (elsd betil értéke szerinti)

particié. Ekkor I, (x) fiiggetlen, azonos eloszlasu val6szin(iségi véltozdk Gsszege,
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és a nagy szémok erds térvénye szerint 11, (z) — H(p)(= h(c)) p-majdnem

minden z-re. Ezt a tényt altaldnositja messzemenden az alabbi tétel.

7.9. tétel: (Shannon-Mcmillan-Breiman tétel) Legyen (M,F,pu,T) ergo-
dikus endomorfizmus, és a véges particio. Ekkor
nh—{réc %In(x) = h(T, ) w m.m. x-re és L'-ben.

Ornstein izomorfia tétele. Idézziik fel [13] 4. fejezetébdl az endomorfizmusok
izomorfidjanak a fogalmat. Izomorf dinamikai rendszerek ergodelméleti szem-
pontbdl azonosak, igy entrépidjuk is megegyezik. Konkrétan tekintsiink két
kétoldali (azaz invertdlhatd) Bernoulli shiftet: a oy shiftet K szimbdlummal és
p = (po,...,Pr—1) betlieloszldssal, illetve a oo shiftet M szimb6lummal és ¢ =
(qo, -+, qar—1) betlieloszldssal. Amennyiben oy és oy izomorfak, H(p) = H(q).
Ornstein alapvetd tétele szerint ennek megforditasa is igaz.

7.10. tétel: (Ornstein izomorfia tétele) A oy és oo Bernoulli shiftek akkor
és csak akkor izomorfak, ha (h(o1) =)H (p) = H(q)(= h(o2)).

Fontos megjegyzés, hogy Ornstein tétele az invertalhaté esetre vonatkozik.
Ap=(po,.-spr—-1) és ¢ = (qo, -.., qrr—1) betlieloszldst féloldali Bernoulli shiftek
csak abban a trividlis esetben izomorfak — feltéve, hogy p; > 0,7 =0,...,(K —1)
és q; > 0,5 =0,..,(M —1) — ha K = M és a q vektor a p vektor per-
mutacidja. Invertdlhatd esetben azonban az entrépia teljes invaridans, abban
az értelemben, hogy azonos entrépidji Bernoulli automorfizmusok izomorfak.
Ornstein tételének jelentOségét az is adja, hogy invertdlhaté dinamikai renszerek
igen széles osztédlyara (kicsit pongyoldn: hiperbolikus dinamikai rendszerekre)

sikeriilt beldtni, hogy izomorfak valamilyen (kétoldali) Bernoulli shift-tel.

Varidcios elv. A 6. fejezetben lattuk, hogy K szimbdélum esetén a shift leképezés
topologikus entrépidja log(K), és mivel tetszéleges p = (po, ..., px—1) betlieloszlés
esetén H (p) < log(K); a Bernoulli shift Kolmogorov-Sinai entrépidja tehdt nem
haladhatja meg a topologikus entrépidt. Az alabbi, tgynevezett variacids el-
vet ezen tény messzemend altalanositdsanak tekinthetjiik. Emlékeztetd [13] 8.
fejezetébdl: ha rogzitiink egy (M, F,T) endomorfizmust — példdul egy topologi-
kus dinamikai rendszert — akkor Mj,, jeloli a T-re invarians Borel valészintiségi

mértékek Osszességét.

7.11. tétel: (Varidcids elv) Legyen T : M — M egy kompakt metrikus tér
folytonos endomorfizmusa, jelolje hiop(T) T topologikus entrépidjdt, és p €
Miny esetén h,(T) a T leképezés p invaridns mértékre vonatkozé Kolmogorov-
Sinai entrépidjdat. Ekkor hiop(T) = sup{h,(T) : p € Miny}.
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Specialis szerepet toltenek be az ugynevezett maximdlis entrépidju mértékek;
azok a p € Mi,, mértékek, melyekre h,(T) = hyop(T). Ilyen példdul a shift
leképezés esetén (K szimbo6lumra) a (po, ..., px—1) = (1/K, ..., 1/K) valészinliségeloszlashoz
tartozo Bernoulli mérték. Bebizonyithatd, hogy ebben az esetben ez az egyetlen

ilyen mérték.
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8. Markov shift

Véges allapotterii Markov lancok — valdsziniliségszamitas és linearis

algebra emlékeztets. Egy m = m;; i,7 =0, ..., (K — 1) métrix sztochasztikus
K—1

matrix, ha m;; > 0 Vi,j és > m; =1 Vi. «" jeloli a métrix n-dik hatvényat.
j=0

7 drreducibilis, ha minden i, j pdrra létezik n, hogy 7, > 0. Ilyenkor az

1=(1,...,1) vektor egyszeres jobboldali sajitvektora m-nek az 1 sajétértékhez;

és a megfelel¢ baloldali sajatvektor is egyszeres: létezik és egyértelmii egy

p = (po,...,pr—1) vektor, a staciondrius eloszlds, melyre p; > 0 minden i-
K—1 k—1

re, » p;i =1,é ) pym; = p; minden j-re. Ilyenkor 7 -hez tartozik egy
i=0 i=0

K3
X1, X2, ..., Xp, ... staciondrius eloszldst, véges (0, ..., K — 1) értékkészletii értékil

valészintiségi valtozo sorozat:

P(X, = i) = P(X1 = i) = ps
P(Xpp1 =j| X1 =i1,... X, =1) = P(Xyp1 = j| X = 1) = ™3

ezt Markov ldncnak hivjuk. Kiilonosen fontos az irreducibilis, aperiodikus eset;
N

amikor IN € N, hogy m;; > 0 Vi,j-re. Ez garantalja, hogy az egyszeres 1
sajatértéktol eltekintve 7 spektruma egy o < 1 sugaru koron beliil fekszik a
komplex sikon, kovetkezésképp ;i — p; minden i, j-re, amint n — oo, s6t,

T =Dj + O(a™). Mindez altaldnosithaté tetszéleges primitiv mdtrizra, azaz
olyan nemnegativ B;; elemii matrixra, melynek van n hatvanya, hogy minden

i,j parra B} > 0. Perron tétele értelmében ilyenkor B-nek van egy maximdlis

A > 0 sajatértéke, ez a sajatérték egyszeres, és a hozza tartozé sajatvektor
minden komponense pozitiv.

Topologikus Markov lancok, Markov shiftek. Egy A = A;; matrix szomszédsagi
(adjacencia) matrix, ha minden eleme 0 vagy 1. Tekintsik a ¥ = {0, ..., (K —
1)}ZJr szimbolikus teret, és ezen a o eltolast, mint topologikus dinamikai rend-

szert — X'-n a metrikat a 4 fejezetben leirt médon definidljuk — és legyen

Sh={(z1,22...) =z € XA = 1LVk=1,2,..},

TrTr+1

azaz A;; a ,megengedett dtmeneteket” definidlja. Ekkor Zj C X7T o-ra in-
varians és zart — tehdt kompakt — kovetkezésképp tekinthetjiik a o : ¥ — X7

topologikus dinamikai rendszert. Ezt hivjuk topologikus Markov ldncnak.

Megjegyzés: A definicidk, és a teljes itt kovetkez6 targyalds, automatikusan
altalanosithato a kétoldalu topologikus Markov lancok és Markov shiftek esetére,
ezt a tovabbiakban nem részletezziik.
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Legyen most adott egy K &allapotd irreducibilis aperiodikus Markov lanc.
A m;; sztochasztikus métrix természetes modon definidl egy A;; szomszédsagi
matrixot: legyen A;; = 1 ha m; > 0, és A;; = 0 ha m; = 0. A EX téren
konstrudlhatunk egy o-ra invaridns pu(= p,) mértéket a kovetkezéképpen. Mi-
vel a hengerhalmazok generaljdk a o-algebrét, elég u-t ezeken megadnunk (itt
(Y1, 1) €{0,1,..., (K — 1)}, rogzitett):

_____ w) :){(.%'17.1‘2,...7.’)37,...) =z € ng C Xk =Yk, k= 1,..,1} :
N(B)(: /I'W(B(yh-..,yl))) = Py1 Ty1y2Tyoys ~ " Tyi_1y; - (8'1)

A (X%, F, pir,0) endomorfizmust (itt F a hengerhalmazok ltal generalt —
Borel-féle — o-algebrat jeloli) Markov shift-nek hivjuk.

8.1. allitas: Legyen m egy irreducibilis aperiodikus Markov ldnc dtmenetmdtriza.
Ekkor a megfelels (S, F, i, o) Markov shift keverd.

Bizonyitds. Ahogyan azt [13] 4. és 5. fejezetében, a Bernoulli shift esetében
lattuk, minden mérhet6é halmaz approximalhaté hengerhalmazokkal, ezért ele-
gendd beldtni, hogy B(= By, ....,)) é¢s C(= C(.,.... -,)) hengerhalmazokra p(BN
o "C) — u(B)u(C), amint n — co. Egyrészt

(B) - tC) = Dyy TyryoTyays " Typ_syy " Por TzrzaWanzg Ty sz

masrészt, han > [, x € BNo~"C akkor és csak akkor, ha (z1,...,2;) = (Y1, ., Y1)
88 (Tpi1y -y Tnyl) = (21, 21) (a2 Ty41, ..., Ty betiik tetszdlegesek lehetnek).

Igy

—n J— .
,U'(B No C) - Py1 Tyrye = Ty_ay Ty Toppaziqe * Map_12, Top 2y
: 7Tz1z277z2z3 e le,lzl;
azaz

—-n _ . (”*l) . e
,U(B No C) =P Tyrye *  Tyiay - Typzy T 21202023 Tz 121

Mivel 7y . = p., + O(\"),

lW(BNo™"C) = u(B)u(C)| < C(HA"

adddik, ahol a C(l) konstans csak a vizsgalt hengerhalmazok [ hosszatdl fiigg.
Ezzel nem csupan az eredeti allitast bizonyittuk, hanem becslést adtunk a kon-

vergencia sebességére is. [J
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Megjegyzés: Hasonldéan bizonyithat6, hogy amennyiben a 7 matrix irreduci-
bilis, de nem aperiodikus, a megfelel6 Markov shift ergodikus, de nem keverd.

Markov shift entrépidja. Mindvégig az irreducibilis, aperiodikus esetet vizsgaljuk,
igy specidlisan az A;; maétrix is primitiv, igy Perron tétele szerint van ma-
ximalis pozitiv A sajatértéke, melyhez egyetlen baloldali és egyetlen jobboldali

sajatvektor tartozik. El6szor a topologikus entrépiat szamoljuk ki.

8.2. lemma: FEgy o : ZX — EX topologikus Markov lanc toplogikus entropidja

hiop(0) = log A, ahol X az A;j szomszédsdgi mdtriz legnagyobb sajdtértéke.

Bizonyitds. A teljes shift esetét (amikor A;; = 1 minden ¢,j parra) méar
targyaltuk a 6 fejezetben. Ez alapjan konnyen végiggondolhato, hogy a kulcs-
mennyiség W(n, ZXL a megengedett n hosszi jelsorozatok szama. Ha 2=+ <
e <27 W(n+m,%}) adja meg H(n,e,0)-t, a T} térben egy (n,e)-hdlé mi-

nimalis elemszamat. fgy
1 +
hiop(o) = lim —log(W(n,X%)).

Masrészt ha tekintjik A"-t, az A maétrix n-dik hatvany&t, akkor teljes in-
dukciéval igazolhatd, hogy (A™);; pozitiv egész szam, és épp azt mondja meg,
hény olyan n hosszu megengedett jelsorozat van, ami az ¢ szimbélummal kezd6dik,

és a j szimbélummal végzédik. igy

K-1K-1

W(n,x%) = Z Z

=0 75=0
Ez a mennyiség az A™ (nemnegativ elemil) mdtrix egy normdjdnak is felfoghato,
és véges dimenzids téren barmely két norma ekvivalens. Igy

1
hiop(0) = nlggo n log ||[A"[| = log A,

hiszen a legnagyobb sajdtérték épp a spektralsugdr (errél ldsd még a 14 fejezet
funkanal Osszefoglaldjat), azaz A = lim (||A"||%) 0.
n—oo

8.3. lemma: Legyen (Ej, F, tr,0) Aij szomszédsdgi mdtriz-szal, m;; dtmenetmdtriz-
szal és ehhez p; staciondrius eloszldssal. A Kolmogorov-Sinai entropia

K-1
hﬂ(a) = Z Pji T4 4o log(ﬂ-jljz)'

J1,52=0
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Bizonyitas. Ahogy a Bernoulli shift esetén a 7 fejezetben, az elsé betii értéke
szerinti o particié most is generals. A 7.5. lemmét fogjuk hasznalni. Definicié
szerint:

1(AN B)

H(a|a_1a") = — Z w(AN B)log W7

A€a,BEc—1an

ahola> A = C}l most 1 hosszi hengerhalmaz, o~ 1a™ > B = C?;'_::’j(:il) pedig

n hosszi (és egy hellyel elesusztatott) hengerhalmaz. Tehdt

n n
WANB) = D H Tjiditrs u(B) = Pj, H Tjigitr-
i=1 =2

Ebbél
K-1 n
H(a‘a_lan) == Z pbj H Tjigita (log(ﬂjljz) + log(pjl) - log(pj2)) :
J1seedn+1=0 =1
K—-1 K—1 ,
Ugyanakkor > ppmg; = p; minden l-re, és Y. mg; = 1 minden k-ra. Igy
k=0 1=0
K-1 n K—1
Z Dy, H Tjsdit IOg(ﬂ-jle) = Z Dji 5142 IOg(lejz);
1y dn+1=0 i=1 J1,52=0
K—1 n K—1
S i [ i logpi) = Y pilog(p;,);
Jis--dn+1=0 i=1 j1=0
K-1 n K—1
S i [ i logi) = Y pilog(ps,);
Jtseesn+1=0 i=1 j2=0

és a lemma allitasa kovetkezik. [J.

Parry mérték. A 7.11. tételbél tudjuk, hogy egy Markov shift Kolmogorov-Sinai
entropidja nem lehet nagyobb, mint a topologikus entrépia, azaz log A\, ahol A az
A szomszédsagi matrix legnagyobb sajatértéke. A Parry mértékekre ez a maxi-
mum eléretik, azaz ezek a maximaélis entrépiaji invarians mértékek egy topolo-
gikus Markov lancra. A Parry mérték m; dtmenetmétrixdt a kdvetkezOképp
konstrudljuk. Legyen az Ay szomszédsagi mdatrix maximdlis sajitértéke A,
az ehhez tartozé jobboldali sajatvektor uj, a baloldali sajatvektor s, ame-
lyeket tigy vélasztunk, hogy (s,u) = 1skuk = 1 teljesiiljon (Perron tétele

k=0
szerint s > 0 és ur > 0 minden k-ra). A Parry mérték dtmenetmdatrixdt

T = A‘lulzlAklul definialja. Konnyen ellendrizhetd, hogy ez a matrix valéban

sztochasztikus, mint ahogy az is, hogy pr, = spuy staciondrius eloszlas. Az alabbi
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K-1
szédmol4sban a E S Ak = \sq, Z Apiug = dug, Y spup = 1 Osszefiiggéseket
=0

hasznaljuk, valamlnt azt, hogy az Akl szomszédsdgi matrixra Ay log(Ag) = 0,
minden k-ra és I-re. A Parry mérték Kolmogorov-Sinai entrépidja:

K-1
hH(U) = - Z skuk/\_lu,zlAkgul log()\_lu,;lAklul)
k,1=0
K-1
= — Z Sk)\_lAklul log()\_luglAklul)
k.1=0
K—-1 K—-1
= Z sk)\_lAklul log()\) + Z sk)\_lAklul (log(uk) — log(Aklul))
}1=0 }1=0
K-1 K-1
= log\+ Z spug log(ug) — siug log(ug) = log A.

k=0 l

Il
=)

Korrelacié-lecsengés és sebessége. Ahogy azt [13] 5. fejezetében mar
lattuk, egy (M, F,u,T) endomorfizmus akkor és csak akkor keverd, ha lecsen-

genek a korreldcidk, azaz minden f, g € Lo(p) fliggvénypérra

Corr(n, f,9) (/ f(Tmx) du(z) —E,f - Eug> — 0, (8.2)

ahol E,f = [,, f(z)du(z). A kiilonféle alkalmazdsok szempontjabdl donté
jelentéségli a konvergen(:la sebessége (8.2)-ben, a sebesség azonban — amint
ezt az aldbbiakban érzékeltetni fogjuk — er6sen fiigg az f, g fiiggvények regu-
laritasi tulajdonsdgaitél. Tekintsiik a Markov-shift esetét: a 8.1. &llitas bi-
zonyitasandl lattuk, hogy amennyiben f = yp és g = x¢, tehat B és C henger-
halmazok indikatorfiiggvényeit vizsgéljuk, akkor a lecsengés exponencialis. Ez
a tulajdonsdg nyilvan igaz marad lépcsofiiggvényekre, azaz hengerhalmazok in-
dikatorfiiggvényeinek véges linearkombindcidira is. Az exponencialis lecsengési

tulajdonsag egy igen fontos, tovabbi fliggvényosztalyra is kiterjed.

Definicié: (Holder folytonos fiiggvények) Az (M, p) kompakt metrikus téren
értelmezett f : M — R fliggvény Holder folytonos, ha 3 a € (0,1] és C' > 0,
hogy V x,y € M esetén

|f(z) = f(y)| < O (p(z, )"

A legnagyobb a-t, amire ez a tulajdonsag igaz, f Holder exponensének, a leg-
kisebb alkalmas C(= C(f,«a))-t pedig az a-hoz tartozé Holder konstansnak
nevezziik. Bevezetjik tovabba || f||lo = C(f, @) + || f]lo Holder normat (itt || f||o
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a szuprémum norma) a Holder folytonos fiiggvények terén, melyet C, (M )-mel

jelsliink.

Definicié: (Exponencidlis korreldcié-lecsengés) Legyen i keverd invaridns
(Borel valészintiségi) mérték a T : M — M topologikus dinamikai rendszerre
(tehdt M kompakt metrikus tér és T folytonos). Az (M,F,T,p) endomor-
fizmusra a korreldci6-lecsengés sebessége exponencidlis, ha Va € (0,1] esetén
38 € (0,1), hogy Vf,g € Co (M) fiiggvényekre IC(f, g) > 0, hogy:

| Corr(n, f,9)] < C(f,9)8". (8.3)

Az exponencidlis lecsengés rataja tehat csak a Holder exponenstol fligg, és
altaldban a C(f, g) konstansrdl is van informéciénk: az jellemzéen C(T) - || f||« -
[lgl|e alakd, ahol a C(T) konstans mér csak a dinamikai rendszertdl fiigg, és
nem a konkrét f, g fliggvényektdl.

8.4. allitas: Keverd Markov shiftre (azaz irreducibilis, aperiodikus 7 esetén) a

korreldcio-lecsengés exponencidlis.

Bizonyitas. Jelolje C; a pontosan ! hosszii — (8.1) alakd — hengerhalmazok
Osszességét, F pedig az ezek dltal generélt (véges) o algebrat. Ekkor F; [-ben
novekvé o-algebra sorozat, mely F-t generalja. Legyen f,g € Co(Xh) (Shn a
metrikat a 4 fejezetben ismertetett standard médon definidljuk). Az egyszerliség
kedvéért tegyiik fel, hogy E,f = E,(g) = 0 és vezessiik be az

h=E(f\R);  f=f-]

jeloléseket, ahol E(f|F;) a (u-re vonatkozo) feltételes varhaté értéket jeloli (g-
t és g-t hasonléan definidljuk). Célunk a (8.3) becslés bizonyitdsa, ehhez [
értékét n-hez fogjuk valasztani, a tovabbiakban az [ alsé indexeket nem irjuk ki
(mindig). Erdemes még bevezetni az f(”) = fOT” és f(") = fo T™ jeloléseket,
fgy, mivel g = G+ § 6s foTm = f(m) 4 f(n) .

Corr(n, f,9) = E(f™ - g) + E(f™ - g) + E(f™ - 3) + E(f"™ - §), (8.4)

ahol E a p szerinti vérhat6 érték. A (8.4) formuldban az els§ tagot konnyen
becsiilhetjtik: f és g lépcsofliggvények, linearis felbontdsukban legfeljebb | hosszu

hengerhalmazok szerepelnek. fgy a 8.1. allitas bizonyitdsanal latott érvelésbol:

B )l < 1fllo - Hgllo - (B2)"

ahol B, < 1 a7 sztochasztikus matrix mésodik legnagyobb sajatértéke. Masrészt

minden B € C; hengerhalmaz &tméréje diam(B) = 27!, és g(z) x € B esetén
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éppen azt mutatja, a g Holder folytonos fiiggvény mennyire tér el B-n vett
atlagatol az x € B pontban. Tehat g Holder folytonossaga miatt

G(z)] < C(g,a)-27"
és hasonloképp
@) <C(f,a)-27 = |f™@)|<C(f,a) 27"

Az egyszerlibb irasmoéd kedvéért érdemes bevezetni a G, = 27 jelolést, persze
Ba < 1 értékét az o Holder exponens hatarozza meg. A fenti becslések alapjan
a (8.4) felbontdsban a mésodik, harmadik és negyedik tagra rendre:

E(f™ - g)+ E(f™ - 9) + E(f™ - g) <
< (lfllo - C(g,0) + C(f,) -[lgllo + C(f,) - Cg, ) B,

igy | = n/2 vélasztassal ad6dik az éllitas. OJ.
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9. Markov felbontas

A Markov felbontds mindmaig az egyik legsikeresebb eszkoz hiperbolikus dina-
mikai rendszerek statisztikus tulajdonsagainak vizsgalatara. Sikerét elsésorban
Sinai, Ruelle és Bowen munkainak kdszonheti az 1970-es évek elejérdl: tobbek
kozott azért, mert 6k dolgoztdk ki a Markov felbontas konstrukciéjat dina-
mikai rendszerek egy lényeges osztalydra (Anosov, illetve Axiom A rendsze-
rekre). Mi most a macska leképezés esetére szoritkozunk, konkrétan Adler
és Weiss otletét ismertetjiik ([1]). Szilikséglink lesz mindazokra a fogalmakra,
amik a macska leképezéssel kapcsolatban eddig felmeriiltek (pl. a 4 és a 5
fejezetekbdl, illetve [13]-b6l.) Konkrétan, haszndlni fogjuk a stabil és insta-
bil fonalakat, a homoklinikus dtmetszések fogalmat, valamint a lokalis stabil
és instabil fonalak Atmetszésének egyértelmiiségét, és ehhez kapcsoléoddan az
[, y] = Wi(z) N W5 (y) jelolést.

Definicié: Az R C T? halmaz téglalap, ha R = intR és Vx,y € R esetén
[z,y] € R.

A macska leképezés esetében latszik, hogy a téglalapok a szokasos értelmében
is (diszunkt) téglalapok (véges tinidi), az e* és e® irdnyokkal parhuzamos oldalak-
kal. Altaldnosabb esetben a geometria ennél bonyolultabb is lehet (pl. Cantor

halmazok direkt szorzata). Konnyen ellenérizhetd, hogy
e ha R és R téglalap, akkor RN R’ is az;
e ha R téglalap, akkor TR is az.

Tovabbi elnevezések:

Definiciék: Ha R téglalap, akkor hatara el6all, mint OR = 9*R U 0°R, ahol
o" és 0° az e“-val, illetve e®-sel parhuzamos szakaszokat jelenti. Vezessiik be
tovabba a

Wu(xa R) = UyER['Ta y]7 Ws(x’ R) = UyeR[%x]

jeloléseket. Ha Ry C R, téglalap, azt mondjuk, R; az Ry u-résztéglalapja,
ha u irdnyban ,végigér”, azaz 0°R; C 0°Rs. Ez pontosan azt jelenti, hogy
Vo € Ry esetén WY (x, Ry) = WY(x, Ry). Az s-résztéglalap fogalmat analég

moédon definialjuk.

Konnyen ellenérizhetd, hogy R; akkor és csak akkor u-résztéglalapja Ro-nek,

ha TRy u-résztéglalapja T Ro-nek, és ugyanez igaz s-résztéglalapokra is.
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Definicié: Legyenek R, R’ téglalapok. Azt mondjuk, R helyesen metszi R'-
t, ha TR N R’ u-résztéglalap R’-ben. Ilyenkor automatikusan TR N R’ s-
résztéglalap TR-ben, kivetkezésképp R N T 'R’ is s-résztéglalap R-ben. A
helyes atmetszésbdl kovetkezik, hogy amennyiben x € R és Tx € R, automati-
kusan

W*(Tz,R') C T(W"(z, R)); és  Wo(x,R) C T-Y(W*(Tx, R))).

Definicié: Az Ry, Ry, ..., Rk 1 véges sok téglalapbdl all6 rendszert Markov
felbontasnak hivjuk, ha
K-1
e UR=T%
i=0
e hai+# j,int R; Nint R; = (), azaz a téglalapok csak a hataruknal metsz-
hetnek at. Kovetkezésképp nullmértékii halmaztol eltekintve egyértelmi,
x € T? melyik R;-be tartozik.

e ha bérmilyen ¢,j parra (akdr ¢ = j-re) m(TR; N R;) # 0, az dtmetszés

helyes és dsszefiiggo.

Tehat T'R; N R; egy u-résztéglalap R;-ben, és szintén a definiciébdl kovetke-
zik, hogy amennyiben m(T2R;NTR; N Ry) # 0, a T>R;NTR; N Ry, téglalap egy
u-résztéglalap Ri-ban, R; N Tfle NT 2Ry, pedig egy s-résztéglalap R;-ben. A
Markov tulajdonsig azzal fiigg Ossze, hogy ezeknek a téglalapoknak a méreteit
u-irdnyban Ry, s-irdnyban R; hatdrozza meg, a kozbiilsé R;-t6l fiiggetleniil.

Jelolje u; és s; az R; téglalap e¥, illetve e® irdnyt kiterjedését, i = 0, ..., (K —
1), A < 1 pedig a macska leképezés matrixdnak e* irdnyd (1-nél nagyobb)
sajatértékét. Az egyszeriiség kedvvért csak magat a macska leképezést vizsgaljuk,
fgy az e és e® iranyok mer6legesek, és A = (3 + v/5)/2. Vezessiik be az

1 ha m(TRl N RJ) 7’5 0,

Aij =
0 ha m(TRl N R]) =0

S; uj

szomszédsagi métrixot. Igy amennyiben Aij #0, m(TR; N Rj) = =5. Legyen
tovabba

m(TR; N R;) = ha Ay =1,
7ng = — = v

m(Rl) 0 ha Aij =0.
Koénnyen ellendrizhetd, hogy m;; sztochasztikus matrix, melyhez

pi = m(R;) = u;s;
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stacionarius vektor. Célunk kapcsolatot teremteni a macska leképezés és a
(X4, F, pr,0) (kétoldali) Markov shift kozott. Legyen (...,i_1,40,%1,...) = 1 €
Y 4. Ahogy azt az elébb lattuk,

m(TRi, N Ri,) = m(Riy NT™'R;,) = Sio;fil = PioMigin

és
m(TQ(RLl) n TRZO n R“) = )\287;71’LL2'1 =DPi 1 Ti_1i0Tigiq -
Tetszbleges m,n € Z, m < n esetén legyen

Ry (imyeeyin) =T ™Ry NT™™'R; . . N---NT "R, .

Tm

A helyes atmetszések miatt ennek a téglalapnak a mértéke is konnyen szamolhato:
) . Si,, Wi,
m(Rm,n(va ceey 'Ln)) - )Z\nf:n = pimﬂ'imim+1 T i, -

Definidljuk a ® : ¥4 — T? leképezést a kovetkez8képpen:

oo

O(i) = (| Reninicnsiznstsoeesin_1,in)-

n=0

® jél definidltsdgahoz van sziikség (A;; = 1 esetén) az dtmeszések Osszefiiggiségére.
Ez garantélja ugyanis, hogy R_,, »(1—n,i—n+1; - in—1, in) téglalapok mind &sszefiiggdek,
és n novekedtével méretiik (s és u irdnyban egyarant) (A=! ratdval) expo-
nencidlisan lecseng, igy a ®(i) metszet egyetlen pontbdl &ll. @ rendelkezik az
alabbi fontos tulajdonsagokkal:

e & izomorfizmust teremt a macska leképezés és a Markov shift kozott.
Hiszen egyértelmiti ®(i) képként &ll el6 T? m-majdnem minden pontja
(kivételesek azok az x € T? pontok, amelyekre van k € Z és i € {0, ..., K —

1}, hogy T*x € OR;). Méasrészt hengerhalmazokra éppen a fenti szamoldsokkal
ellenériztiik, hogy @,z =m és oo =T o .

o ® folytonos, sét, Holder folytonos leképezés. Kovetkezésképp, ha f : T? —
R Holder folytonos, akkor ®*f : ¥4 — R is az (itt ®* f(i) = f(P(2))).

Ez utébbi tulajdonsag kiilonosen fontos, hiszen a dinamikai rendszerek izo-

morfidja miatt
Corr(n, f,g9) = Corr(n,®* f,®*g),

ahol Corr mindkét esetben a megfelel6 dinamikai rendszerre vett korrelaciot
jelenti. Tehat a Markov felbontas segitségével bizonyithatd, hogy a macska

leképezésre is exponencidlis a korrelacié-lecsengés sebessége.
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Ez a tény mutatja a Markov felbontas igazi jelentéségét. A 7 fejezet végén
emlitettiik, hogy dinamikai rendszerek igen széles osztélyara sikeriilt bizonyitani
a Bernoulli shift-tel val6 izomorfiat. Altaldban azonban semmit sem tudhatunk
az izomorfiat megvaldsité leképezés simasdgi tulajdonsigairdl, igy az alapjan
semmit sem mondhatndnk a korreldcié-lecsengés sebességérdl (vagy barmi mds
tulajdonsdgrdl, ami érzékeny a vizsgélt fiiggvények regularitdsara).

Végiil vazoljuk a Markov felbontds konstrukciéjat a macska leképezésre (3
abra). Fontos szerepet jatszik az dbran O-val jelolt pont — az origd, mely a
macska leképezés (egyetlen) fixpontja — és ennek a pontnak az S(O) és U(O)
stabil, illetve instabil fonala. Mivel O fixpont, S(O) és U(O) 8sképe énmaga.
A konstrukciéhoz nem a teljes S(O) és U(O) fonalakat, hanem csak azok O-hoz
kozel es6 Osszefliggd szakaszait érdemes tekinteniink. Az 4 fejezetben mar lattuk
S(O) és U(O) metszéspontjainak, az tugyenevezett homoklinikus pontoknak a
specidlis szerepét. Ezek koziil tekintsiink harmat, amelyek az O ponthoz — a
fonalak természetes irdnyitdsa szerint — kozel helyezkednek el: a 3 abran P, Q, R-
rel jelolt pontokat. Az O, P,Q, R pontok, mint csiicspontok, két téglalapot
jelolnek ki — az dbran A-val és B-vel jelolt téglalapokat — melyek T? felbontésat
adjak.

o) 0
P P
‘B
R
Q Q
A
0 o)
R

3. dbra. Markov felbontas a macska leképezésre, 1

A felbontds Markov jellegérél meggy6zédhetiink, ha megvizsgaljuk az A és
B téglalapok képeit. 0°A-t és 9°B-t egyiittesen S(O)-nak az O és Q kozott
elhelyezked$ szakasza adja. Ennek a szakasznak a képe (az invariancia és
a kontrakcié miatt) S(O)-nak egy rovidebb szakasza. Tehdt az téglalapok
képeinek stabil oldalfalai gy jelennek meg, mint az eredeti stabil oldalfalak
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részei. 0" A-t és 0"B-t egylitesen U(O)-nak az R és O, valamint az O és P
kozti szakaszai adjdk, ezek U(O)-nak hosszabb szakaszaiba képez6dnek. Tehdt
a téglalapok képei instabil oldalfalainak részei az eredeti instabil oldalfalak.
Mindez 6nmagdban mar garantédlja az atmetszések helyességét.

A és B képét a 4 dbran dbrazoltuk. T A = A; U Ay U Az u irdnyban eldszor
keresztezi A-t (A1), majd mégegyszer A-t (As), végil B-t (A3). TB =B, U B,
eldszor A-t, majd B-t keresztezi u-irdnyban (B, illetve Bs).

B
A

SN\

£

4. dbra. Markov felbontds a macska leképezésre, 11

A kapott felbontds csak annyiban nem felel meg a kovetelményeknek, hogy az
atmetszések nem Osszefliggéek (konkrétan A énmagdt kétszer is dtmetszi). Ezen
azonban konny( segiteni: A és B helyett az ezek képeinek dtmetszéseként kiala-
kulé Ajp, Az, Az, B1, Bo téglalapok fogjak adni a Markov felbontast. Koénnyen
meggondolhaté, hogy a szomszédsigi matrix:

b

Il
O O = = =
= = O O O
O O = =
O O = =
_= = O O O

Végill néhany észrevétel a macska leképezés entrépidjarl. A Markov fel-
bontas segitségével megmutathatd, hogy a macska leképezés topologikusan kon-
jugdlt az A;; szomszédsagi matrixi topologikus Markov lanccal, ergodelméleti
szempontbdl izomorf a 7;; dtmenetmatrixi Markov shifttel. Az is ldthato, hogy
m;; éppen az A;j-hez tartozé Parry mértéket definialja, és a maximalis sajatérték
éppen \. Tehat a macska leképezés topologikus entrépidja és Kolmogorov-Sinai

entropiaja egyarant log \.
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10. Egyértelmii ergodicitas

Legyen T': M — M topologikus dinamikai rendszer, ekkor a Krylov-Bogoljubov
tétel alapjan tudjuk, hogy Min, # 0.

Definicié: (Egyértelmii ergodicitds) A T : M — M topologikus dinamikai
rendszer Egyértelmiien ergodikus (uniquely ergodic), amennyiben M;,, egye-

lemii, azaz létezik egyetlen 1 Borel valdszinfiségi mérték, hogy Min, = {u}.

Példa: A korvonal T, forgatdsa egy irraciondlis « szoggel egyértelmiien ergodi-
kus. Ekkor ugyanis az {na} pélya siiri S'-n, igy Vv € S! esetén létezik n;a — v

részsorozat, és amennyiben p € My, minden f € C(S') folytonos fiiggvényre

[ 1@ dut) = [ 100 dute) — [ 110)

Azaz ;1 eltoldsinvaridns mérték az S' Abel-csoporton, ami csak a Haar-mérték
lehet, tehat u = Leb, a Lebesgue mérték.

A Weyl tétel ([13] 3. fejezet) alapjdn is érdekes a kovetkezd lemma.

10.1. lemma: Egy T : M — M topologikus dinamikai rendszerre a kovetkezok
ekvivalensek.

n—1
(i) Minden f € C(M) esetén létezik egy c(f) konstans, hogy nlin;o <:L kzof(Tkx))

c(f) minden x € M-re.
(i) A fenti konvergencia minden f € C(M) esetén egyenletes.

(ii) u € Miny, hogy az (i) konvergencidban fenti konvergencidkban c(f) =
J fdu.

(i) T egyértelmien ergodikus.

Bizonyités. (i) = (i) nyilvdnvald.

n—1
(1) = (uii) bizonyitdsdhoz tekintsiik a ¢(f) = lim (71, > f(T"“‘ac)) (z-t61
k=0

n—oo

fiiggetlen) értéket, ez C(M)-n nyilvan linedris funkcional, amely |1 nzl f(Trz)| <
|| f|| miatt (ahol || f|| az f € C(M) fiiggvény szuprémum norméjak) lgorlzitos is.
Tovébbd az azonosan 1 fliggvényre ¢(1) =1, és f(z) > 0 esetén c(f) > 0, kvet-
kezésképp a Riesz reprezentdcids tétel miatt c(f) = [ fdu valamely p Borel
mértékre. ¢(Tf) = c(f) is nyilvén teljesiil (emlékeztets: (Tf)(z) = f(Tx)), igy
€ Miny. (NB. ¢(1) = 1 sziikséges ahhoz, hogy a mérték valészintiségi legyen).
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(#41) = (iv) igazoldsdhoz legyen v € My, és az f € C'(M) esetén minden
n—1
x € M-re fenndll6 (711 > f (T’%)) — [ fdp limeszt a dominidlt konvergencia
k=0
tétel alapjan v szerint integralhatjuk, amib8l v invariancidja miatt [ fdv =
[ fdp, Vf € C(M), azaz p = v adédik.
Végiil lassuk be, hogy (iv) = (ii). Tegylik fel, hogy (ii) nem teljesiil, azaz
Jg € C(M) és € > 0, hogy egy alkalmas z,, részsorozat mentén

n—1

> o(t*a,) ~ [ gdn

k=0

1
— > e
n

n—1
Tekintsiik a p, = 1 3 d7x,, Borel valésziniiségi mértékek sorozatdt: ennek
k=0

a Krylov-Bogoljubov tételnél latott érvelés ([13] 8. fejezet) alapjdn van g,
(gyenge- értelemben) konvergens részsorozata, ami egy (oo € Mipy invaridns
mértékhez tart. Ekkor viszont | [ gduse — [ gdu| > €, vagyis p # poo, tehdt
Miny-nek van két kiilonb6zé eleme: T nem lehet egyértelmiien ergodikus. O.

Megjegyzés: Az alabbi feladatok mutatjdk, hogy 6nmagaban abbdl, hogy min-
n—1

den f € C(M) esetén L+ >~ f(T*xz) egyenletesen konvergal, még nem kovetkezik
k=0

az egyértelmi ergodicitéas.

10.2. feladat: Legyen T : T2 — T?, T(x,y) = (v + a,y), ahol a € S irra-
ciondlis. Mutassuk meg, hogy minden f € C(T?) esetén az idddtlagok egyenle-

tesen konvergdlnak, de dltaldban nem konstans fiigguényhez.

10.3. feladat: Tegyiik fel, hogy a T : M — M topologikus dinamikai rendszer
topologikusan tranzitiv (a definiciot ldsd [13] 2. fejezet), és minden f € C(M)
esetén az idddtlagok egyenletesen konvergdlnak. Mutassuk meg, hogy ekkor T

egyértelmiien ergodikus.

11
0 1
T? linedris automorfizmusdt (Figyelem, ez nem hiperbolikus eset, ldsd [13] 6.
fejezet). Mi lesz Merg €s Miny Ta,-1e?

10.4. feladat: Legyen As = ( ), és tekintsiik a torusz Ta, : T? —
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11. Keverési tulajdonsagok és hierarchiajuk

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy (M,F,T, ) automorfizmus (béar bizonyos
fogalmakat, allitasokat konnyen lehetne altalanositani a nem invertalhaté dina-
mikék esetére is). Mér [13] 5. fejezetében lattuk, hogy

T ergodikus = lim — Z w(T AN B) = u(A)u(B), VA, B € F;
n—oo N
T keverd = lim p(T "A NB)=u(A)u(B), YA,B € F.

Ekvivalens médon meg lehetne kovetelni ugyanezeket a tulajdonsidgokat (i)
A, B € A esetére, ahol A a teljes F-t generdlé halmazrendszer; (ii) A, B halma-
zok mértéke helyett f,g € L?(p) fiiggvények integrdljara/L? skaldrszorzatéra;
(iii) f,g € F-re, ahol F tetszbleges L?(u)-ben siirii fiiggvényosztaly.

Definicié: Az (M, F,T, ) automorfizmus gyengén keverd, ha
lim — T"ANB) - B)| =0, VA, B € F.
ngf;onZW n(A)p(B)| =0, YA, B €

Megjegyzések: 1. A definicié most is ekvivalens médon atfogalmazhaté a fenti
(1)-(ii)-(iii)-nek megfelelden. 2. Nyilvdn: T (erésen) kever = T gyengén kever
= T ergodikus.

Definicié: Egy J C ZT halmazra legyen a;(n) = #(J N {1,,...,n}), ahol { a
szamossagot jeloli. J nullsdriségd, ha %aj(n) — 0, amint n — oo.

11.1. szublemma: Legyen a, korldtos szdmsorozat. A kévetkezdk ekvivalen-

sek:
n—1
(i) lim L 3 |z =0;

(i1) 3J C ZT nullsiiriségi, hogy hm an, = 0.
11.2. feladat: Bizonyitsuk be a 11.1. szublemma (i) = (i) dllitdsdt (itt fontos
feltétel a korldtossdg).

(i) = (ii) bizonyitdsdhoz tekintsiik minden m € Z* szdmra a J,, = {n €
Z*||a,| > 1/m} indexhalmazokat. Egyrészt J; C Jo C ..., mésrészt (i) miatt

minden J,, nullstriségii, hiszen
n—1
1 11
- E lag| > ——ay,, (n).
n nm
k=0
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Kovetkezésképp léteznek 0 = [y < 7 < ls < ... indexek, hogy n > [, esetén

1 1
sayg, ., (n) < a1+ Legyen

T = U1 0l )]
m=0

Iy €1 <lpq41 esetén:

J0[0,7) = (JN[0,1m)) U (J N [l 1)) € (Jm N[0, 1)) O (Tirt O [y 1)),

igy

1

1 1
il <
ay(n)

(ag, (n)+ag,  (n) < —+—r0

< —
(O‘Jm (lm) + o Y (n)) = m m4+1

S

1
n
tehdt Las(n) — 0, azaz J nullstiriségi. Maésrészt n > I, n & J esetén

n & Jmi1, 6sigy |as| < %, tehdat lim a, =0. O.

JEn—o0

11.3. k6évetkezmény: Egy a, korldtos sorozatra

1 n—1 1 n—1
. L _ . L 2
nh_)rrgon Z|ak| =0 <= nlirrgon Zak =0.
k=0 k=0
Megjegyzés: A fentieknek megfelelden egy (M, F, T, 1) automorfizmus gyengén
kever, ha VA, B € F esetén 3J(A, B) C ZT nullsfirtiségli, hogy

i u(IT™"ANB) = p(A)u(B).

Definicié: Az (M, F,p) valdsziniiségi mez megszdmldlhatd bazisi, ha létezik
mérhetd halmazok By, Bs, ... sorozata, hogy VA € F és ¢ > 0 esetén 3j € ZT,
melyre u(B;AA) <e.

Megjegyzések: 1. (M, F, u) megszdmlalhatd bazisi <= Az L?(u) Hilbert tér
szeparabilis. 2. Amennyiben M teljes szeparabilis metrikus tér, pu Borel mérték,
F pedig a Borel-féle o-algebra (vagy az a o-algebra, amit a Borel-félébdl p-re

nézve teljessé tétellel kapunk), akkor (M, F, u) megszamldlhaté bazisu.

11.4. szublemma: Legyen (M, F,pn) megszdmldlhatd bazisd. Az (M, F,T,u)
automorfizmus akkor és csak akkor gyengén keverd, ha 3 J C ZF nullstiriségi,
hogy Jylim w(T~"ANB) = pu(A)pu(B), minden A, B € F-re.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy T gyengén kever, és legyen By, Bo, ... a valdszinliségi
mez6 megszamlalhaté bézisa, és
_ = (T Bin By) — p(Bi)u(By)]
n = Z 9it) '

1,j=1
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n—1

A gyenge keverés miatt % > ap — 0, kovetkezésképp 3J C Z1 nullstiriiségli,
k=0

hogy ngim a, =0, és igy Vi, j-re J}lim w(T~"B; N B;) = u(B;)u(Bj), ahon-

nan approximaciéval a konvergencia tetszéleges A, B € F-re kiterjed. .

11.5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges (M,F,T,n) automorfizmusra
ekvivalensek a kovetkezd tulajdonsdgok: (i) T gyengén kever, (i) T x T ergodi-
kus, (iii) T x T gyengén kever. (Utmutatds: (ii)— (i) bizonyitdsihoz haszndljuk
a 11.8. kévetkezményt, és tekintsik az A x M illetve A X A alakd halmazokat
M x M-ben.)

Definicié: Az (M, F,T, ) automorfizmus Kolmogorov keverd (vagy K-keverd)
ha 3K C F o-algebra, melyre (i) T7'K C K; (i) Vo, IT"K = F, (iii)
Moy T7"K =N ={M,0}.

A fogalom motivacidja a fliggetlen valosziniliségi véltozokra vonatkozé Kolmogorov-
féle 0 — 1 torvény. Legyen {X;,i € Z} fliggetlen, azonos eloszldsi valdsziniiségi
véaltozok sorozata, és jelolje minden k € Z esetén Fr, = o(..., X—1,Xp), a
legsziikebb o algebrat, melyre az X;, —oco < ¢ < k valdszinliségi valtozok mind-
egyike mérhet8. Ekkor (i) Fr_1 C Fy, (ii) az F = \/,—, Fk o-algebrdra nézve
minden, a valésziniiségi véltozd sorozatra vonatkozé esemény mérhetd, (iii) a
T = (o F-r farok-c-algebra trividlis (épp ezt mondja a Kolmogorov-féle
0 — 1 torvény).

11.6. lemma: Minden Bernoulli automorfizmus Kolmogorov keverd.

Bizonyitas. Legyen a Bernoulli shift allapottere X = My”, ahol (M, Go), és
Go az My véges halmaz minden részhalmazat tartalmazé o-algebra. Minden
Go € Gp halmazhoz legyen G = {(...,z_1,20,21...) = & € Xlxg € Go}, és
G C F az ilyen G halmazokbdl 8ll6 o-algebra (a 0 idejli o algebra). Legyen
tovabbd K = \/?:7C>C 0'G (a milt o-algebrdja). Az (i) és (ii) tulajdonsdgok
nyilvdnvaléak. (iii)-hoz legyen A € T = (),_, T "K: ekkor minden j € Z
és B € \/;—,; T"G halmazra u(AN B) = p(A)u(B). Mivel j tetszoleges, igy
(AN B) = p(A)p(B) minden B € F, és igy B = A esetén fenndll, tehat
w(A)(1 — pu(A)) =0, azaz 7 trividlis. 0.

Megjegyzés: Spektrélis médszerekkel (14sd a 12 fejezetet) bizonyithats, hogy
minden Kolmogorov kever automorfizmus erésen kever. A keverési tulajdonsagok
hierarchidja tehat a kovetkez6:

Bernoulli tulajdonsiag = Kolmogorov keverés = er0s keverés = gyenge keverés
= ergodicités.
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Nem részletezziik most, de valamennyi tartalmazas valodi, azaz vannak példak
Kolmogorov keveré de nem Bernoulli, erésen keveré de nem Kolmogorov kevero,

gyengén keverd de nem erdsen keverd automorfizmusokra is.
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12. Az Ur operator L? spektruma

Ebben a fejezetben invertdlhat6é dinamikékkal foglalkozunk, azaz (M, F,T, u)
automorfizmus. Maér [13]-ben (pl. a 2. fejezetben) tanulményoztuk a T :
L2(u) — L2(u), (Tf)(x) = f(Tx) operatort: ez az L? tér linearis izometridja,
tehat mindenképp korlatos és injektiv. T invertalhatosaga az operator sziirjekti-
vitdsdt biztositja (ekkor minden mérhet6 halmaz indikatorfiiggvénye megjelenik
a képtérben). Tehét ilyenkor T unitér operator (a komplex L? teret tekintjiik).
Ennek hangsilyozasara T helyett inkabb az Ur jelolést fogjuk hasznalni.

Az Up operdtornak van még egy fontos tulajdonsdga: a multiplikativitds,
azaz minden f és g korldtos figgvényre Ur(f - g) = Ur(f) - Ur(g). Mindennek
fontos kovetkezményei vannak Up spektrumara vonatkozoéan.

12.1. feladat: Bizonyitsuk be a kiovetkezd dllitasokat.

o Ur spektruma azS' komplex eqységkiron helyezkedik el, tovdbbd Ur kiilonbozd

sajdatértékekhez tartozo sajdtfiiggvényei ortogondlisak.

o Az 1 mindenképp sajdtértéke Up-nek, és T akkor és csak akkor ergodikus,

ha az 1 egyszeres sajatérték. A tovabbiakban az ergodikus esetet vizsgaljuk.

e FErgodikus esetben U minden sajdtértéke eqyszeres, tovdbbd minden sajdtfiiggvény

abszolut értéke p-m.m. konstans.

o FErgodikus esetben Ur sajdtértékeinek halmaza az eqységkornek, mint Abel-
csoportnak részcsoportja. Azaz ha A,y sajdtértékek, akkor N (komplex

konjugdlt) és A - is sajdtértékek.

A kovetkez6 lemma lehetdséget teremt arra, hogy a kiilonféle ergodikus tu-
lajdonsagokat Up spektruménak vizsgalataval ellendrizziik.

12.2. lemma: Legyen (M,F,T,n) automorfizmus. Vezessiik be az Lg(,u) =
{f € L2, f)u(= [ f du) = 0} jeldlést.

(i) T akkor és csak akkor (erésen) keverd, ha Vf € L3 fiigguényre
Tim (UFf. ), = 0.

i) T akkor és csak akkor gyengén keverd, ha Vf € LE figgvényre
gyeng o Juggveny

|
-

lim

n—oo

17L
=S Ik D =0,

k=0

99



(iii) T akkor és csak akkor ergodikus, ha Vf € L fiigguényre

n—1

1
lim ~ (U =0.
Jim = > (Urf, f)u=0

k=0

Bizonyitas. Csak (i) bizonyitdsat részletezziik, a mésik két allitds hasonléan
ldthaté be. Definici6 szerint a keverés azt jelenti, hogy Vf,g € L*(u) pérra
nllrr;o(U%f,g)u =(f,1),-(1,9),. Masrészt Vf € L fiiggvényre nli_)n;o(U%f,f)u =

0 akkor és csak akkor teljesiil, ha Vf € L? fiiggvényre nan;O(U}Lf, Hp=01,-
(1, f)pu, (f € L*(p) fiiggvényhez legyen fo = f — E,(f), ahol E, f = [ fdu =
(1, f),.). Elegendd tehét beldtni: abbdl, hogy Vf € L? fiiggvényre nlLIr;o(Uj’lf, fu=
(f, 1), - (1, f),, kovetkezik, hogy Vf,g € L?(u) parra nan;O(U%f, D= (f,1),-
(1,9),. Ehhez rogzitsiik f € L?(p)-t és vezessiink be két zért, Up-re invaridns
alteret L?(u)-ben:

Ef = {g € L2(:u)‘ RILIEO(U%Lfa g)ll = (f7 1)# : (179)}1.}7

Fy pedig legyen a legkisebb olyan zért, Up-re invaridns altér L?(u)-ben, amely
f-t és a konstans fiiggvényeket tartalmazza. Nyilvdn Fy C Ey, mésrészt ha
g€ F]ﬁ-, (1,9)p = 0és (ULf,g9), = 0 minden n-re. Tehat Fy C Ey is teljesill,
igy By = L*(n). O.

Definicié: Az (M, F,T, u) automorfizmus folytonos spektrumi, ha az egyszeres
1-en kiviil nincs mas sajatértéke. Ilyenkor T' nyilvan ergodikus.

12.3. propozicié: T akkor és csak akkor folytonos spektrumi, ha gyengén ke-

vero.

A bizonyitas el6tt emlékeztetiink a funkcionalanalizis egyik alapvet6 eredményére,
a spektréltételre, unitér operatorok esetén. S'-re most gy gondolunk, mint a
komplex egységkorre, elemeit egységnyi abszolit értékii komplex szamoknak te-
kintjiik.

12.4. tétel: (Spektraltétel unitér operatorokra) LegyenU : H — H unitér
operdtor eqy szepardbilis Hilbert téren. Ekkor minden v € H vektorhoz tartozik
egy o Borel mérték S'-en, hogy Vn € Z-re: (U™v,v), = [o A"dpy(N). Ha v
U sajdtvektora valamely \g € S* sajdtértékhez, akkor p, = 8y,. Ugyanakkor,
ha v U valamennyi sajdtvektordra merdleges, akkor p,-nek nincs atomja (azaz

folytonos mérték, egyetlen pontnak sem ad pozitiv sulyt).

60



A 12.3. propozicié bizonyitasa. El6szor induljunk ki abbél, hogy T gyengén
n—1
kever§, azaz minden f € L3 esetén lim 1 3 |(USf, f)u| = 0. Ha nem lenne
n—oo kzo
folytonos a spektrum, létezne A € S' sajatérték és hozza f € LE sajatvektor,
melyre (UXf, f), = (A*f, )., melynek abszolut értéke k-tdl fiiggetleniil || f]|,,
tehat ellentmondéasra jutottunk.
A megforditds bizonyitdsahoz lesz sziikségiink a spektraltételre: be kell latnunk,
n—1
hogy folytonos spektrum esetén barmely f € L3(y) fiiggvényre lim = > [(Uf, f),|* =
e T k=0

0. Mivel a spektrum folytonos, f € L2 esetén a p ¢ mérték folytonos, és

n—1 n—1

L NURS AP

k=0 k=0
n—1

Il
SM'—“

I
3|
(]
VS
T
>
>
IS
=
Sy
=
S—
\]
&
1SN
=
—
2
N—
Il

Il
S|
o
VRS
s
X
2
>
S
S~—
x>
s
—
=
Ly
X
=
~
S~—
—~
>
\‘
S~—
N~
|

k=
= / (1 i(kf)k> d(ps % pg)(A,7),
stxst \ ")

ahol az utolsé integralban az integrandus korlatos fliggvény, és hacsak A = 7,

atalakithato % (11(_)‘5!) alakban, ami n — oo esetén 0-hoz tart. Ugyanakkor,

mivel 1y atommentes, a A = 7 halmaz p s X 1y szerint nullmérték, és az integral

a domindlt konvergencia tétel alapjan nullahoz tart. [J.
Vaézlatosan ismeretiink néhény tovabbi érdekes eredményt, részletesebb targyalas
taldlhaté pl. a [12], [15] és [10] monografidkban.

12.5. lemma: Amennyiben Ur spektruma L3(p)-n abszolit folytonos, T erdsen

kever.
Bizonyitas vézlata. Ekkor ugyanis tetszéleges f € L3 esetén a spektraltétel
alapjan
2m ]
W10 = [ e gt0)as,
0
ahol fo% |9(0)|df < oo, vagyis (URf, f). egy g € L*(0,2m) fiiggvény n-dik Fou-
rier egyiitthatéjaként all eld, és igy n — oo esetén nullahoz tart. [J.

Definicié: Az (M, F,T, 1) automorfizmus megszamldlhatd Lebesgue spektruma,
ha létezik olyan fi, fa,... € L3(p) fiiggvénysorozat, melyre {ULf;lk € Z,j =
1,2, ...} ortonormalt bézis L3(u)-ben.
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Megjegyzések: 1. Megszamlalhaté Lebesgue spektrum esetén Ur spekt-
ruma L3(p)-n abszoltt folytonos. Ugyanis ekkor L2 el6ll, mint megszamlalhaté
sok Urp-re invarians altér, és ezek mindegyikén Ur tgy hat, mint a bal-
eltolas az [2(—o0,00) téren, ami abszolit folytonos spektrumi (ldsd [12],

VII. fejezet). fgy minden megszamlilhaté Lebesgue spektrumu rendszer

erbsen kever (ez kozvetleniil is beldthatd).

2. Minden Bernoulli automorfizmus megszamlalhaté Lebesgue spektrum.
11
272
fiigevényeket (k € Z) (...,z_1,70,71...) = 2 € X = {0,1}% ra ty(z) =
(—1)%+, ekkor a t;, fiiggvényekbdl képzett véges szorzatok L2 egy orto-

Ezt konnyen lathatjuk az (5, 5) Bernoulli shift példdjan. Definidlja a ¢

normalt béazisat adjak. A bazis g, h elemeit ekvivalensnek tekintjiik, ha
In € Z, hogy Upg = h: igy megszamldlhaté sok ekvivalencia osztalyt
kapunk.

3. Bizonyithaté az is, hogy minden Kolmogorov keverd automorfizmus megszamlalhaté
Lebesgue spektrumdi ([15], [10]).

Definicié: Az (My, F1,T1, 1) és (Mo, Fa, Ta, o) automorfizmusok spektrdlisan
izomorfak, ha van olyan invertdlhaté W : L?(u1) — L?(u2) izometria , melyre
WUrp, = Up,W.

Megjegyzések: 1. Ergodelméleti értelemben izomorf rendszerek spektralisan
is izomorfak, ennek megforditdsa azonban tavolrél sem igaz. A fenti
targyalds alapjdn példdul barmely két Bernoulli automorfizmus (s6t, Kol-
mogorov keverd automorfizmus)megszamldlhaté Lebesgue spektrumd, és
igy spektralisan izomorf. Kiilonb6zo entropiaji Benoulli automorfizmusok

viszont nem izomorfak.

2. Megmutathaté ([15], 2.1 fejezet), hogy a spektralis izomorfia akkor szérmazik
tényleges izomorfidbdl, ha (i) W korlétos fiiggvényeket korldtos fiiggvényekbe
visz, és (ii) minden f,g € L?(u;) korlatos fiiggvényre (W f)(Wgq) = fg
(multiplikativitds!)

3. Bizonyos értelemben a megszamlalhaté Lebesgue spektrum ellenpélusat
adjak a diszkrét spektrumi automorfizmusok, amikor Up sajatfiiggvényei
kifeszitik a teljes L?(u) teret ([15], 3. fejezet). Ilyenek a kérvonal (ir-
raciondlis) forgatdsai. Ergodikus, diszkrét spektrumid automorfizmusok

esetén a spektralis izomorfia egyben ergodelméleti izomorfiat is jelent.
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13. A Ruelle-Perron-Frobenius operator

Az el6z6 fejezetben lathattuk, hogy az Ur operdtor spektruma minden Bernoulli
automorfizmusra ugyanolyan. A 9 fejezetben pedig arra utaltunk, hogy bizo-
nyos, az alkalmazdsok szempontjabdl fontos kérdések (pl. korreldcié-lecsengés
sebessége) vizsgdlatdndl nem csupdn az (izomorfia erejéig meghatdrozott) er-
godikus tulajdonsdgok, hanem a vizsgalt fiiggvények simasagi tulajdonsigai is
szerepet jatszanak. Réadésul sok esetben nem eleve adott az invaridns mérték,
és kiilon feladat megkeresni a természetes (pl. egy referencia mértékre nézve ab-
szolut folytonos) invaridns mértéket, valamint ennek unicitdsét és j6 keverési tu-
lajdonsdgait igazolni. Célunk, hogy ezeket a kérdéseket is egy alkalmas operator
spektrumanak vizsgédlatara vezessiik vissza.

A vizsgalt dinamikai rendszerektél mostantél nem koveteljiik meg az in-
vertdlhatésdgot (s6t, jellemzden a példdink nem invertdlhatéak). Feltételezziik
viszont, hogy az M fazistér kompakt, sima Riemann sokasag. Ekkor a természetes
referenciamérték a Lebesgue mérték, ezt m-mel fogjuk jelolni. Kovetkezésképp
az LP tereket (1 < p < 00) is tekinthetjitk a Lebesgue mértékre nézve.

[13] 8. és 9. fejezetében mér vizsgaltunk T mellett més operatorokat is: ha
T-t C(M)-n, a folytonos fliggvények terén tekintjik, adjungaltja, T, a Borel
valészintiségi mértékeken hat: (Tu)(f) = p(Tf).

Definicié: Legyen M kompakt Riemann sokasig. A T : M — M leképezés a
Lebesgue mértékre nézve nem szinguldris, ha minden mérhet6 halmazra m(A) =
0-bél kovetkezik, hogy m(T~tA) = 0. Legyen pu < m (a Lebesgue métékre nézve
abszoliit folytonos) mérték, jelolje stirtiségfiiggvényét L' > f(z) = :1%' Ekkor T
nem szingularis voltabdl kovetkezik, hogy T, << m is teljesul. Kovetkezésképp

1étezik ddn*f = f(z) € L! stirfiségfiiggvény. A T leképezés Pr : L* — L' Perron-

Frobenius operdtordt Prf = f definidlja.

Az egyszeriiség kedvéért (a jegyzet hatralevs fejezeteiben szinte végig) egy

tovabbi specidlis esetre szoritkozunk:

Definicié: A T :[0,1] — [0, 1] szakaszonként monoton, amennyiben létezik egy

véges 0 = ag < a1 < ... < ag = 1 particié, hogy minden i = 1, ..., ¢ esetén

ai1,as) C?, és C? médon kiterjeszthetd a zart [a;_1, a;] intervallumra

° T|(

is,
e |7'(z)| > 0 minden = € (a;—1,a;) pontra.

Ha még azt is feltessziik, hogy van egy olyan A\ > 1 szdm, hogy |T"(z)| > A
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minden z-re, ahol a derivélt értelmezhetd, akkor azt mondjuk, a T leképezés

szakaszonként tagito.

Ahogy arra mér [13] 1. és 9. fejezeteiben utaltunk: kozvetlen szamoldssal el-
lendrizhetd, hogy szakaszonként monoton leképezés nem szigularis, és a Perron-

Frobenius operator hatasat

PO = X s

z:Tr=y

adja meg. Az Gsszegzés a rogzitett y pont (legfeljebb) ¢ darab dsképére vonat-
kozik.

Megjegyzés: A vizsgilt leképezések kore (kell6 koriiltekintéssel) messzemenGen
altaldnosithato, példaul vehetnénk véges helyett megszamlilhatéan végtelen
particiét, illetve C? helyett csak C1*¢ simasdgot. Ennél fontosabb, hogy M lehet
[0, 1] helyett mas kompakt Riemann sokasdg egy alkalmas particiéval, melynek
minden elemére megszoritva T-t, diffeomrofizmusokat kapunk. Ekkor |T”(x)]

szerepét a JT'(x) Jacobi determindns veszi 4t.

A fentiek alapjdn egy m-re abszolut folytonos mérték pontosan akkor in-
varians, ha slirliségfliggvénye a P operdtor fixpontja. [13] 9. fejezetében épp
azt lattuk, hogy amennyiben T tagité Markov leképezés, P-nek van fixpontja,
amely rdaddsul (a pozitiv, Holder folytonos fliggvények koérében) egyértelm, és
a megfelel6 invarians mérték ergodikus. Ezt az eredményt a kovetkezd fejezet-
ben kiterjesztjiik intervallum-leképezések egy nagyobb osztdlydra (lényegében:
a Markov tulajdonsig nem feltétlen sziikséges). Most azonban ,dllatorvosi lo-
vakon” fogjuk vizsgalni a Ruelle-Perron-Frobenius operatort, konkrétan bindris
leképezésre és tovébbi T : [0,1] — [0, 1] szakaszonként linedris és (erds értelemben)

Markov leképezésekre. Ez alatt azt értjik, hogy az I; = (a;_1, a;) intervallumok
T—aj—1
a; —a7]-,1

mindegyikére megszoritva T := T'|r;; Tjz =
I; és (0,1) kézdtt (j = 1,2,...q).

, azaz T} linedris bijekcié

13.1. feladat: Legyen T : [0, 1] — [0, 1] szakaszonként linedris, (erds értelemben,)

Markov leképezés.
(a) Mutassuk meg, hogy a Lebesgue mérték invaridns és ergodikus T -re.

(b) Lebesgue majdnem minden x € (0,1) esetén értelmezhetd minden n > 1-
re [(T™) (x)|, a leképezés n-dik iterdltjdnak derivdltja. Mutassuk meg, hogy
magdnem minden x € (0,1)-re |(T™) (x)| exponencidlis itemben nd, és a

novekedés ratdja, A is ugyanaz az (explicit kiszamolhatd) érték majdnem
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mindenditt. (Megj.: ez a 3 fejezetben tdrgyalt Ljapunov exponens intervallum-
leképezésre. Definicio szerint egy a, sorozat exponencidlis ttemben nd A

rdtdval, ha lim % — ))
n—oo n

A P operétor vizsgédlatdval nem csupan az abszolut folytonos invaridns mérték
1étezését és egyértelmiiségét, hanem tovabbi informacidt is nyerhetiink, példéul a

keverés gyorsasdgara vonatkozéan. A fent vizsgalt leképezésre példaul az m Le-
1 1

besgue mérték invaridns. Legyenek f,g € L3(m) (azaz [ f(z)dz = [ g(z)dx =
0 0

0), ekkor, mivel
Corr(n, f,g) = / F(T"0)g(x)da = / F(@)(Prg)(@)dz = (f, P"g)m
0 0

és igy
| Corr(n, f,9)l < |IfI] - [1P"g]|

ahol itt ||.|| az L? normét jelenti. De ha az f, g fiiggvényeket valamilyen sziikebb
fliggvényosztalybdl valasztjuk, més normét is hasznalhatunk a becslésre.

Vizsgaljuk konkrétan a binaris leképezés esetét. Ekkor

P =5 (r(5)+r(55)):

13.2. feladat: Tekintsik a bindris leképezést. Hogyan hat a P operdtor a

sin(2kmz) trigonometrikus fiigguényeken, konkrétan a {sin(2'rx)|i = 1,...,m}
figgvények dltal generdlt linedris téren? Ezek alapjdin konstrudljunk olyan 0
vdrhato értéki f € L*([0,1],m) fiigguényt (m a Lebesgue mérték), amelyre

Corr(n, f, f), az (auto)korreldcid-lecsengés sebessége tetszdlegesen lassii.

13.3. feladat: (T'6th Imre PétertSl) Vegyiik ismét a bindris leképezést, le-
K .

gyen K € Z7T régzitett, és tekintsik az f(x) = > q;x° legfeljebb K ad foki
i=0

polinomok Ey alterét. Mutassuk meg, Fx P-re invaridns, és P-nek ezen a
K +1 dimenzids invaridns altéren K + 1 kiilonbozd sajatértéke van. Konkrétan
a sajdtértékek: 1,1/2,1/4,..1/2K | ahol az 1/2¢ sajdtértékhez egy i-ad foki po-

linom sajdtfiggvény tartozik.

A polinomok korében tehdt a bindris leképezésre exponencidlisan csengenek
le a korrelaciok. Ez a két feladat is mutatja, alapveto kérdés, hogy P-t milyen

fliggvénytéren tekintjik.
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13.4. feladat: (Téth Imre PétertSl) Térjink most vissza dltaldban o szaka-

szonként linedris, (erds értelemben) Markov leképezésekre.

1. Mutassuk meg, hogy a legfeljebb K-ad foki polinomok Ey altere ilyen-
kor is invaridns, és a spektrum itt is explicit szdmolhato. frjuk fel a
sajatértékeket csokkend sorrendben: 1,081,...,08k. 1 — (1 éppen az ex-

ponencidlis korreldcio-lecsengés ratdjdat adja meg polinomok esetére.

2. Mutassuk meg, hogy 51 > e, ahol X a 13.1. feladatban kiszdmolt Ljapu-
nov erponens.

8. Mutassunk tetszéleges M > 0-hoz olyan szakaszonként linedris leképezést,
aminek a Ljapunov exponense M-nél nagyobb, de (1 — M ~1)"-nél lassabb

Gtemd a korreldcid-lecsengése az E altéren (minden K > 1-re).
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14. Szakaszonként tagité intervallum-leképezések

A szakaszonként tagit6 intervallum-leképezések fogalméat az el6z6 fejezetben de-
finidltuk. Talan ez az a dinamikai rendszer-csalad, amelynek ergodikus és sta-
tisztikus tulajdonsdgait a legjobban feldolgozta a szakirodalom. Alapveté La-
sota és Yorke eredménye ([8]) az abszolit folytonos invaridns mérték 1étezésérsl.
Raadésul a topologikus keverés természetes feltétele mellett ez a mérték egyértelmii,
és er6s statisztikus tulajdonsagokkal rendelkezik. Ennek a fejezetnek az a célja,
hogy ezeket a fontos eredményeket ismertesse, kiilonos tekintettel a médszerekre,
amelyeket azota folyamatosan tovabbfejlesztenek és alkalmaznak bonyolultabb
kaotikus dinamikdkra is. Targyaldsunk elsésorban a [3] konyvre és a [9] dolgo-
zatra épit.

El6szor néhany fogalmat és tényt kell feleleveniteniink a valés analizis, illetve
a funkcionalanalizis targykorébol.
Korlatos valtozasu fiiggvények. Jeldlje T a [0, 1] intervallum 7 = {(zo, z1...,2p)|0 =
ro < 21 < ... < xp = 1} véges felosztdsainak Osszességét. Azt mondjuk, az

f:0,1] — R fiiggvény korldtos vdltozdsi, ha a

V() = Voo (#) = sup 3_If(x) = f(@ir)]

ugynevezett teljes megudltozdsa véges. Hasonldéan értelmezhetd a fogalom més
[a,b] intervallumokra is (az intervallumra vonatkozé indexet csak akkor frjuk
ki, ha nem egyértelmfi). A kovetkezd tények konnyen ellendrizhetéek, illetve
megtalalhatéak a szakirodalomban (pl. [3], [14]):

e Korlatos valtozasu fiiggvény korlatos, és igy integralhato,

e Legyen f és g korldtos véltozdsi, A = sup{|f(z)| : = € [0,1]}, B
sup{|g(z)| : x € [0,1]}, és A € R, ekkor V(Af) = |[A|V(f), V(f+g) <
V() +V(g), V(fg) < AV(g) + BV(f).

e Barmely a <b < cre ‘/[a,c](f) = Vv[a,b](f) + ‘/[b,c](f)'

e Ha f :[0,1] — R folytonosan differencidlhatd, akkor korldtos véltozasu,
ésV(f) = fol |f'(z)|dx. A Holder folytonossdg azonban nem elegendd a

korldtos valtozdshoz (gondoljunk a Brown mozgds trajektéridira.)

o Tetszbleges korlatos valtozasu fliggvény eldallithaté, mint két monoton

novekvo fliggvény kiilonbsége. Kovetkezésképp korlatos véaltozasu fliggvény
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ugrasai els6fajuak. Tovabba minden korlatos valtozasu fiiggvény eloallithatd

egy folytonos és egy tisztan ugrd fiiggvény Osszegeként.

Kilonosen fontos lesz szdmunkra a kovetkezd eset: ha f : [0,1] — R szaka-
szonként folytonosan diifferencidlhatd, azaz 1étezik 0 = ag < a1 < ... < aq =1,
hogy f folytonosan differecidlhaté mddon kiterjesztheté minden [a;_1, a;] inter-

vallumra (i = 1,...,q), akkor

Z / Dz + ZA“ Ai = f(ait) — flaio)),

vagyis a teljes megvaltozas el64ll, mint a derivalt L' norméjinak és a fiiggvény
ugrasainak Osszege.

A korldtos véltozasu fiiggvények Banach teret alkotnak a

1
Al = 1l + VF); |f|1:/0 f(z)|de

norméaval. Pontosabban, a tér elemei szokdsos médon nem fiiggvények, ha-
nem fliggvények ekvivalencia-osztilyai (Lebesgue teljes mértékii halmazon meg-
egyezé fiiggvényeket ekvivalensnek tekintiink): f € BV, ha van korlatos véltozasu
realizdciéja (és V(f) alatt a teljes megvaltozasok infimumat kell érteni f rea-
lizécidira).

Persze ha f € BV, akkor f € L', és BV sfirfi halmaz L!-ben (hiszen mér
Cl(C BV) is sfirli L'-ben). A kévetkezd fontos lemma az Arzela-Ascoli tétel
rokona.

14.1. lemma: BV egységgombje, azaz BVy = {f € BV : ||fl|pv < 1}, mint
L' részhalmaza, kompakt.

Bizonyit4s. Bebizonyitjuk, hogy BV; teljesen korldtos L!-ben, azaz minden
€ > 0 esetén létezik véges e-héls. Rogzitett e-hoz legyen K > 1/e, és i =

., K-ralegyen x;(x) az I; = [71, i] intervallum indikétorfiiggvénye. Jeldlje
Fx az ezen intervallumok altal generdlt véges o algebrat, és llx : BV — BV
az Fi-ra vett feltételes varhatd érték képzés operdtorat. Azaz f € BV-re
Il f = E(f|Fk) minden I; intervallumon konstans, éppen az f(x) fliggvény

?I'i atlaga ezen az intervallumon. Ekkor f € BVj-re

- Tkfl = /\f (k) IdI—Z/If Ty lde <

K
ZVIi(f)-/ d:c<€ZV1 ) <eV(f) <e.
i=1 0

IA
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Ugyanakkor f € BVj esetén |f(x)| < 1 majdnem mindeniitt, igy a {%Xz(x) :
i=1,.,K;i = —K,..., K} alaki fiiggvényekbél 4116 halmaz az L' normara
nézve véges 2¢-hélé a teljes BV; halmazra.

Masrészt, BV zart L'-ben, ugyanis teljesiil a kdvetkezd

14.2. szublemma: Ha az f,, € BV sorozatra V(f,) < K < o0 és f, — f
L'-ben, akkor f € BV ésV(f) < K.

Ugyanis vélaszthatd f,, részsorozat, hogy fn,(x) — f(z) majdnem min-
deniitt, és mivel BV elemei csak nullmértékii halmaz erejéig definialtak, felte-
hetjiik, hogy a konvergencia mindeniitt teljesiil. A pontonkénti konvergencidbél
pedig, mivel V(f,,) < K, V(f) < K kévetkezik. [I.

Kompakt és kvazikompakt operatorok. Legyen X Banach tér és L : X —
X korlétos operdtor. Az L operédtor o(L) C C spektruma azokbdl a A komplex
szamokbdl all, amelyekre A Id —L vagy nem bijekcid, vagy nem korlatos az in-
verze. Amennyiben A\ Id — L nem injektiv, 1étezik v € X, hogy Lv = Av, azaz A
sajatérték. A spektrum mindig zért halmaz. A p(L) spektrélsugar a legkisebb
olyan nemnegativ r szdm, melyre (L) C {\ € C : || < r}. Hasznos formula a

spektralsugarra:
p(L) = lim ([|L7]))*

Az L operator o.ss(L)(C o(L)) lényeges spektruma a komplementere azon
A sajatértékeknek, amelyekhez véges dimenzids sajétaltér tartozik. oess(L) is
zart halmaz, és analég médon definidlhatjuk a pess(L) lényeges spektréalsugarat,
mint a legkisebb olyan nemnegativ R szdmot, melyre oess(L) C {|A| < R}.

L : X — X kompakt operdtor, ha az X egységgomb LX; képe kompakt
halmaz (masképp szélva, ha minden korlatos z, € X sorozatra y, = Lz, -nek
van konvergens részsorozata). Minden véges rangi operdtor kompakt. Kompakt
operétorra pess(L) = 0, tehat o(L)\ {0} véges multiplicitdsi sajatértékekbol all,
rdadasul ez a halmaz megszamlalhato, és csak az origd lehet torlédési pontja.

L: X — X kvdzikompakt operdtor, ha p(L) =1, de pess(L) = r < 1, tovabba
az egységkoron csak véges sok sajatérték van.

Jelolje C(X) a K : X — X kompakt operatorok osszességét. Ekkor barmely
L : X — X korlatos operatorra:

B o . n 1
Oess(L) = KGO(X) o(L=K),  pess(L) = lim (Kelgfx) (L —K)||)7. (14.1)
Lasota-Yorke egyenlGtlenség. Az alibb kivetkezd egyenl6tlenséget (és az
arra éplld tételt) a matematika szdmos teriiletén hasznéljdk, ennek megfe-

leléen tobb elnevezése is ismert. A dinamikai rendszerek irodalméban leginkabb
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Lasota-Yorke egyenlGtlenségként, a valdsziniliségszamitasban Doblin-Fortet egyenl6tlenségként
szoktak emlegetni. A tétel Ionescu-Marinescu és Tulcea szerzéparostdl, illetve

altalanosabb formaban Henniontdl szarmazik. Belevaldk:

1. Legyenek (X, ||.||x) és (Y, ||.||y) Banach terek olyanok, hogy Y természetes
moédon bedgyazhaté X-be, és ez a bedgyazdas kompakt. Ezt ugy is fel-
foghatjuk, hogy v € Y-nak két norméja is van, egy erds ||v|ly és egy
gyenge ||[v||x norma. Teljestil minden v € Y-ra, hogy ||v||x < ||v]|y, és
Yi={veY:|wully <1}, azaz Y egységgombje, mint X részhalmaza,
kompakt. Kovetkezésképp, minden ||.||y szerint korldtos sorozatnak van

[|.||x-ben konvergens részsorozata.

2. Amennyiben adott egy v, € Y sorozat, amely Y-ban korldtos: ||v,|ly <
K < o0, és X-ben konvergens: ||v, —v||x — 0, akkor v € Y is teljesiil, és
lolly < K.

3. Legyen P : X — X korlatos operator, mely egyben megszorithaté P :
Y — Y korlatos operatorrd. Mint P : X — X operétorra, teljesiiljon
1P[lx = 1.

4. (Ez maga az egyenlétlenség!) Létezik k € Z+, r < 1 és C > 0, hogy
minden v € Y esetén:

1P olly < v lolly + C-|lv]lx.

14.3. tétel: A fent leirt feltételek teljesiilése esetén (i) A P:Y — Y operdtornak
van fixpontja. (ii) A P:Y —'Y operdtor kvdzikompakt.

Az attekinthetéség kedvéért a tétel bizonyitdsat nem ismertetjiik ebben az
altalanossagban, hanem a konkrét alkalmazasra: szakaszonként tagitéd leképezésekre
koncentralunk.

Szakaszonként tagito leképezések. Elevenitsik fel a szakaszonként tagito
leképezések fogalmat a 13 fejezetbdl. Fontos hangsilyozni, hogy [13] 9. feje-
zetével szemben most nem kdveteljiik meg a Markov tulajdonségot.

14.4. tétel: Legyen T :[0,1] — [0, 1] szakaszonként tdgitd leképezés. Ekkor T'-
nek van m-re abszolut folytonos invaridns mértéke, melynek striségfiggvénye
korldtos vdltozdsi. Tovdbbd, ha P a Ruelle-Perron-Frobenius operdtor, X = L'
és Y = BV, akkor teljesiilnek a 14.3. tétel feltételei, vagyis P kvdzikompakt.

Bizonyitds. A korabbi jeloléseknek megfeleléen |f|; az L' norméat, V(f) a
teljes megvaltozést, ||f||pv = |fl1 + V(f) a BV-normét jeloli. Az 1. és a 2.
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tulajdonsigokat mar fent bizonyitottuk. A 3. tulajdonsidghoz minden f € L!-re

pro=| X A0l > B pip),

x:Tr=y
igy
1 1 1
Poli= [ |Pf(a)ldr < / (PI/])(x)dz = / Fl@)dz = |f]s,
0 0 0

tehat ||P||y < 1. Hogy ||P||1 = 1, azt éppen az abszoliit folytonos invarians
mérték 1étezésébol fogjuk latni, hiszen ennek stirtiségfiiggvénye P-nek fixpontja.

Lassuk be, hogy a 4. tulajdonség is teljesiil. Ehhez elGszor is tekintsiik k €
7% -ra T*-t (ennek Perron-Frobenius operatora éppen P*): kénnyen meggondol-
hatd, hogy ez leképezés is szakaszonként tagito, csak jellemzen tobb interval-
lumra van sziikség, amelyekre megszoritva a dinamika sima és monoton. Ugyan-
akkor, ha |T”(x)| > A > 1 minden z-re, akkor a magasabb hatvany vélasztdsdval
viszont |(T*)(x)| > A\¥ minden x-re, és igy alkalmas k-val |(T*)’(x)| > 2 min-
den z-re. Ez lesz a 4. tulajdonsagban is szerepld k: az egyszerliség kedvéért a
tovabbiakban feltessziik, hogy k = 1, azaz eleve T-re |T"(x)| > X > 2 teljesiil,
és kozvetleniil P-re latjuk be a 4. tulajdonsagot.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: T monotonitdsi/simasédgi intervallumai
I, = [a;,ai41] (= 0,...,q — 1),
(a végpontokban folytonos kiterjesztéssel értelmezve), a képintevallumok: J; =

T;(I;) (ezek jellemz&en Osszemetszenek), x;(z) = x,(z) a képintevallumok in-
dikatorfliggvényei, végiil a dinamika monoton szakaszainak inverzei: ®; : J; —
I;, ®; = (T;)~!. Mindegyik ®; C?, és 0 < |®(x)| < A7! < 1/2 minden z-re és
i-Te.
Legyen most f € BV, és becsiiljiik meg V(Pf) t! Ehhez f;(z) = f(®;(x))|P;(z)|x:(x),

ekkor Pf(x) Z fi(z), tehdt V(Pf) < Z V(f:). Ha J; = ¢, d], akkor

Vio,11(fi) = Vio,q (fz)—i—V[C a(fi)+Via(fe), ahol az elsé és az utolsé tag becsiilhetd
A7 f(ai)|-vel, illetve A7 f(ais1)|-gyel. Maésrészt Vy, (fi) = Vi, (f(®i(z)) -
Ol (x)), tehdt V(gh)-t kell becsiilniink, ahol g korldtos véltozédsu, és h folytono-
san differencidlhaté. A megvéltozasban egy tag |g(z;)h(x;)—g(zj—1)h(z;-1)] <
lg(x;)| - [M(xj) — h(zj—1)| + |g(x;) — g(xj—1] - |h(z;—1)|, ahol az elsb tag, h-ra
Lagrange kozépértéktételt alkalmazva, Riemann integral kozelitésként foghatd
fel, mig a masodikban h-t a szuprémuméval becsiilhetjiik. Osszefoglalva:

Voy(fi) < /If NP (@) |de+ A"V, (Fo@i) + A7 (1f (as) |+ f(air1)])-
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A mésodik tagra nyilvan Vy, (fo®;) = Vi, (f), igy i-re Gsszegezve éppen A~ Vg 11(f)
adddik. Az elsO tagra vezessiik be a

i
K;:= max Sup| Z/(w)l
2P (0]

mennyiséget, ami véges, mivel minden i-re ®; C? és ®(z) # 0. Ekkor egy

integralhelyettesitéssel:

/ F(®y(2))1 2" () di < Ky / ) ]e)lde = K, / Ifeds,

és i-re Osszegezve K fol |f(z)|de = Ki|f|1 adddik. Végil a harmadik tagra
vezessiik be a
1
K,= min ———
1=0,...,q—1 a1 — a;

mennyiséget, ekkor

a;<t<ait1

Flal+ f@l <2 if |0+ Vi(f) < Kb / (@)l + Vi, (f)
I;

tehdt a harmadik tagok jaruléka, i-re valé Gsszegzés utan, feliilrél becsiilhet6
(Ka|fl1 + A7V (f))-fel (itt Ky = K%/ Mindent sszevetve azt kapjuk, hogy

V(PS) < (K + Ko)lfh+ V),

amib6l, mivel A > 2 és |Pf|; < |f|1, adédik a Lasota-Yorke egyenltlenség.
Erdemes megjegyezni, hogy a K = K + K5 konstansban a K a disztorzickbol
(dinamika nemlineéris jellege) K5 pedig a szingularitdsokbdl (szakaddsi pontok)
adédik.

A 3. és 4. tulajdonsdgok kozvetlen kovetkezménye, hogy VI € ZT-ra és
f € BV-re

r||[PUDR | gy + Ol PUTDRF| <
r? | |PU2Rfl gy + Cr - [PEDRFL 4Ol fli < - <

[P £l gy

A A

IN

C
'rl : ||fHBV + ﬁ : |f|17

igy alkalmas C; > 0,Cs > 0 és a < 1 konstansokkal minden n € Z* és f € BV

esetén

1P fllsv < Cra™ - [ fl[Bv + Calfl1 (14.2)
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Az abszolut folytonos invaridns mérték létezéséhez még a P operdtor poziti-

vitdsat kell kihaszndlnunk: amennyiben f > 0 (azaz f(z) > 0 minden x € [0, 1]

esetén), Pf > 0 is teljesiil. Jelolje 1 az azonosan 1 fliggvényt (1(z) = 1 min-
n—1

den x € [0,1] esetén). Ekkor (14.2) alapjén f, = % > P71 fliggvénysorozat
§j=0

korlatos BV -ben. fgy az 1. és 2. tulajdonsagok garantaljédk egy f,, részsorozat

létezését, melyre |f,, — h|1 — 0, és h € BV. Ekkor tetsz6legesen kicsi e-nal
becstilhetd |fn, — hl1, |[Pfn, — Phl1 68 |fn, — Pfoc1 = P 1 — 1]y, igy
Ph = h. Tovidbba P pozitivitdsa miatt h > 0 és |h|; = 1 is teljesiil, meggondol-

-l
ny

haté ugyanis, hogy f > 0 esetén |Pf|; = |f|1. Tehdt h egy abszolit folytonos
invaridns mérték striiségfliiggvénye.

Bizonyitsuk be végiil, hogy P kvézikompakt operdtor, azaz, hogy pess(P) <
1. A lényeges spektralsugdrra a (14.1) formuldt fogjuk alkalmazni. Elevenitsiik
fel a 14.1. lemma bizonyitdsdbol a (régzitett kicsi e-hoz vélasztott) Il operétort.
Ismert (de konnyen ellendrizheté kozvetleniil is), hogy ha az X Banach téren
B : X — X korlatos operdtor és A : X — X kompakt operator, akkor AB és BA
is kompakt operator. Mivel IIx véges rangt, minden n-re P"llx : BV — BV
kompakt operdtor. Ugyanakkor (14.2) alapjdn minden f € BVj-re:

[[(P" — P"lik)fllBv = C1a"||f — Ik fl|pv + Ca|f — Tk f1

K-t n-tol fiiggden is valaszthatjuk, és ezt a 14.1. lemma érvelését kovetve megte-
hetjiik gy, hogy |f — ) fl1 < €” legyen, akdrmilyen kicsi e-ra. Igy alkalmas
C > 0 konstansra
inf P" - K <Cla™+¢e"
jint (P = K)oy < Cla” + &)
amib6l (14.2) alapjan pess(P) < oo < 1. O.

Az abszoliut folytonos invaridns mérték egyértelmiisége és ergodi-
citdsa. Keverés és sebessége. Onmagaban abbdl, hogy a T' leképezés sza-
kaszonként tagité, még nem kovetkezik az abszolut folytonos invaridns mérték
egyértelmiisége. Tekintsitk a T : [0,1] — [0, 1] leképezést:

2x haO§93<i7
Tr=q22x—-1/2 hai<z<3,
2r — 1 ha%gxgl.

Xo,1] € X(3,1), illetve ezek minden konvex kombindcidja egyarant invaridns
mértékek stirtiségfiiggvényei. Specialisan a Lebesgue mérték is invarians, de

nem ergodikus, hiszen [0, 1/2] invaridns halmaz.
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Emlékeztetd: egy topologikus dinamikai rendszer topologikusan keverd, ha
barmely U,V nyilt halmazokra 1étezik N, hogy n > N esetén T"U NV # (.
Speciélisan, egy T : [0,1] — [0,1] szakaszonként tdgité leképezés topologiku-
san keverd, ha tetsz6leges I,J C [0,1] intervallumokra létezik N, hogy min-
den n > N-re T"I N J # 0. Amennyiben T topologikusan keverd, minden
k € Z%t esetén T* is topologikusan keverd. Az aldbbi 14.7. lemma szerint a
topologikus keverés biztositja, hogy egy szakaszonként tagito leképezés minden
szempontbdl a lehetd legerésebb ergodikus tulajdonsagokkal rendelkezzen. Me-
gel6zben tesziink néhany észrevételt.

Legyen f egy (m-re) abszolit folytonos mérték silirliségfliggvénye, tehdt
f e L', f>0.Ekkor jeldlje supp f = {z : f(x) > 0} a slirliségfiiggvény tart6jat.
Nyilvan m(supp f) > 0, és ha f € BV, akkor supp f mindenképp tartalmazza
f folytonossagi pontjat, és igy biztosan tartalmaz nyilt intevallumot is. Ennél
tobbet is allithatunk. Emlékeztetd: egy f : [0,1] — R fiiggvény alulrdl félig
folytonos, ha Vy € [0,1]-re f(y) < ligljnff(x). Ilyenkor f alulrdl korldtos, fel-
veszi minimumét és minden a > 0 esetéil {z : f(x) > a} nyilt halmaz. Kénnyen
meggondolhatd, hogy ha f € BV, akkor tekinthetd alulrdl félig folytonosnak
(elég az értékét a megszamlalhatd sok szakaddsi pontban megfeleléen hangolni:
a valtoztatds V(f)-t sem érinti). Kovetkezésképp korldtos véltozdsi fiiggvényre

supp f nyilt halmaz.

14.5. szublemma: Legyen A pozitiv Lebesque mértéki; invarians halmaz (azaz
T—1A = A) egy szakaszonként tdgité leképezésre. Ekkor A indikdtorfiigguénye,
X4, korldtos vdltozdsi, azaz (Lebesgue nullmértékd halmaz erejéig) A nyilt hal-

maz.

Bizonyitas. A-hoz tartozik egy my4 abszolut folytonos invaridns mérték is,

melynek sfirtiségfiiggvénye éppen A (normdlt) indikdtorfiiggvénye, xa € L'.

n—1 .

Ekkor legyen minden n € Z* esetén pa, = % > Pix4: mivel A invaridns,
j=0

supppan = A. Mivel BV sfirt L'-ben, minden e-ra létezik f. € BV, hogy

n—1 .
Ixa — fe|1 <e. Legyen f., =1 > Pif. € BV:
J=0

o a Lasota-Yorke egyenl6tlenség miatt minden e-ra f. , BV-ben korldtos so-
rozat, ezért van g. € BV Ll-torlédasi pontja, és a (14.2) egyenlStlenségbdl
[lgellBv < C3 minden e-ra (a korldt e-t6l fiiggetlen!);

o mivel |P|; <1, |fen —panli <&
o ¢ — 0-t véve a g. fiiggvények BV-ben korldtosak, van L'-ben g4 torlédasi

pont, és g4 € BV.
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Osszefoglalva: a p A.n Sorozatnak is L! torléddsi pontjaa g4 € BV sfirfiségfiiggvény,

kovetkezésképp supp ga = A, nyilt halmaz. 0.

Megjegyzés: Azt a tulajdonsdgot, hogy az invaridns halmazok (Lebesgue nullmértéki
halmaz erejéig) nyiltak, lokdlis ergodicitdsnak is nevezik. Magasabb dimenziéban
nem kotheté egy olyan szép fliggvényosztalyhoz, mint egydimenziéban a BV
tér, ezért bizonyitdsa jellemzoOen igen nehéz, hiperbolikus rendszerekre a Hopf

médszer (14sd [13] 7. fejezet) segitségével torténik.

14.6. szublemma: Legyen f € BV invaridns siriségfiggvény egy szakaszonként
tdgitd leképezésre. Ekkor B = supp f (Lebesgue-m.m.) véges sok nyilt interval-
lum Wnidja.

oo
Bizonyitds. Azt mér tudjuk, hogy B = supp f nyilt, igy B = |J I;, ahol

j=1
az I;j-k diszjunkt nyilt intervallumok. Jel6lje D = {a1,...,aq—1} a T leképezés

szakadési pontjait, és D = {j|I, N D # 0}. D # ), ugyanis ha az I; leghosszabb
intervallumra I; N D = § volna, akkor a tdgitds miatt T'(I;) I;-nél hosszabb
Osszefliggd intervallum lenne, marpedig T'B C B, igy ellentmondéasra jutunk.
J C D-re T(I;) véges sok intervallum uniéja, igy az

U o)

je€D
halmaz véges sok nyilt intervallumbdl all: jeldlje J ezen intervallumok koziil a

legrovidebbet. Végiil tekintsiik az
S={jzUm)=m}, S=I

JES

nyilt halmazt, amely nyilvdan véges sok intervallum tunidja. Be fogjuk latni,
hogy B = S. Ehhez elészor azt mutatjuk meg, hogy T'(S) C S. Legyen ugyanis
I, C S, ekkor két eset lehetséges: ha k € D, TI;, C S definicid szerint teljesiil.
Ha k & D, Ty egyetlen intervallum, és mivel TI, C B, igy létezik kg, hogy
T1I;, C Iy,. Viszont a tagitas és a definiciék miatt m(Iy,) > m(T1I;) > m(l) >
m(J), tehdt I, C S, igy T'(I;) C S. Tehat T(S) C S. Ebbdl kovetkezik, hogy
S CT7'S, és ha p jeloli az f stirtiségfiiggvényi invaridns mértéket, akkor

(TSN S) = w(T™1S) — (SN TS) = u(S) — u(S) = 0.

Végiil tegyiik fel, hogy B\S # 0, és jelolje a B\ S-ben szereplé megszamlalhatd
sok diszjunkt intervallum koéziil I a leghosszabbat. Mivel s & D, T, interval-
lum, melyre m(T1,) > m(I,), tehat TI, C S. Igy I, € T~1S\ S, tehét a fentiek
szerint I, p-mértéke 0, ami ellentmondads, hiszen I, C B, tehat I,-n f > 0, és
dp = fdm. O.
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14.7. lemma: Legyen T : [0,1] — [0, 1] szakaszonként tdgitd leképezés topolo-
gikusan keverd. Ekkor

e Létezik pontosan eqy abszolit folytonos invaridns mérték, melynek siriségfiggvénye
h € BV, és supph = [0,1].

o Ez az invaridns mérték ergodikus és keverd.

e Barmely f,g € BV figgvényekre a korreldcid-lecsengés sebessége expo-

nencidalis.

Bizonyitas. Legyen u abszolit folytonos invarians mérték h € BV stirtiségfiiggvénnyel
(azt mar tudjuk, hogy ilyen létezik). Ekkor a 14.6. szublemma szerint B =
supp h véges sok nyilt intervallum uUniéja. Mivel TB C B, a topologikus ke-

verés biztositja, hogy minden J C [0, 1] intervallumra B N J # (. Ebb&l mar
kovetkezik, hogy B = [0, 1], tehdt u a Lebesgue mértékkel ekvivalens.

Legyen most A invaridns halmaz, melyre pu(A) > 0, ekkor m(A) > 0 is tel-
jesiil, és a 14.5. szublemma alapjin A (Lebesgue-m.m) nyilt, igy megszdmlalhaté
sok diszjunkt intervallum tniéja. Pontosan végigkovetve a 14.6. szublemma bi-
zonyitdsat belathatd, hogy A is véges sok intervallum unidja. Ekkor viszont a to-
pologikus keverés biztositja, hogy (Lebesgue-m.m.) A = [0,1]. Ebbél pu(A) =1,
vagyis p ergodikus mérték T-re.

Ebbél mar konnyen kdvetkezik az abszolit folytonos invaridns mérték egyértelmiisége
is. Ugyanis ha p/ T-re invaridns és u’ < m, akkor supph = [0, 1] miatt p’ < p,
mérpedig ebbdl p ergodicitdsa miatt p = p’ (1d. [13] 8. fejezet).

A tovébbi tulajdonsigok bizonyitasdhoz vissza kell térniink P spektrélis
vizsgalatara. Mar tudjuk, hogy P : BV — BV kvazikompakt operator, azaz
véges sok, egységnyi abszolit értékii, véges multiplicitasi sajatértéktol elte-
kintve spektruma az origé koriili @ < 1 sugaru korlapon beliil helyezkedik el.
Jelolje az egységnyi hosszu sajatértékeket 1 = Aq, Ao,..Aps. Minden A;-hez
tartozd E; sajataltéren P gy hat, mint egy @; véges matrix, melynek minden
sajatértéke \;. Rdadasul ez a matrix nem tartalmazhat Jordan blokkot. Ekkor
ugyanis volna f € E;, melyre a P"f = Q" f fiiggvény BV (és {gy L') norméja
legaldbb n-ben linedris iitemben né. Mérpedig |P™|; = 1 minden n-re, tehdt
ellentmondéshoz jutunk. Osszefoglalva

M M
P=R+> \NP; éV¥neZt:P"=R"+Y A\'P;
i=1 =1

ahol

p(R) = a <1, igy [|[R"[| = o™,
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P,BV = E;, ahol F; véges dimenzids altér,
PinZO,hai#j,éSPf:H,
P,R=RP; =0.

Koncentraljunk eloszor Pi-re: ez egy véges rangu projekcid, tehat 1éteznek
(az E; alteret kifeszitd) fi,..., fr € BV fiiggvények, és ¥, : BV — R (I =

1,...,L) korldtos linedris funkciondlok, hogy Vf € BV-re P f = Z U (f)fi.

Mivel PLP = Py, ¥;(Pf) = ¥;(f) minden f € BV-re, tovabba \I/l(fl) =
1, és Uy(fyy) = 0, hal # I'. Az fi-ek egyike éppen f; = h, az invaridns
sﬁrﬁségﬁiggvény (latni fogjuk azt is, hogy az ehhez tartozé funkcional ¥y (f) =
fo , de a priori lehetnek mads, nem pozitiv sajatfiiggvények. Minden
n e Z+—re P1 = Py P", igy haszndalva (14.2)-t, minden f € BV -re:

|Pifllsv = [|PAP" fllBv < Cia™ - ||Pillsv - || fllBv + C2 - || Prl|BV - | f]1,

amibdl ||P1fHBV S ||P1HBV . 02 . |f|1, tehat P1 korlatos ﬁgy is, mint Ll — BV
operator (BV stirti L'-ben). Kovetkezésképp a W;-ek is kiterjesztheték L'-en
értelmezett korldtos linedris funkcionalld. Viszont L' dudlis tere L>°, 1éteznek

tehdt ®; € L> fiiggvények, hogy minden f € L'-re:

/ B1(2)f(2)da = Wi(f) = U (Pf) = / &)(2)(Pf)(x)dz = / &)(Tx) f (x)d,
0 0 0

tehdt mindegyik ®; € L*> invarians fiiggvény, és igy az ergodicitds miatt m.m.
konstans. Ez viszont csak gy lehetséges, ha L = 1, ®;(x) = 1 minden = € [0, 1]-
re, és Wy(f) = [ f(z)da

Miel6tt ratérnék a(z exponencidlis) keverés bizonyitasara, fontos megjegyezni,
hogy minden, ami eddig szerepelt, sz6 szerint elismételheté T*-ra, tetszéleges
k € Zt esetén. Igy pl. a leképezés minden T* hatvanya is ergodikus.

Most vizsgaljuk meg P;-hez hasonléan a P; projektorokat i > 2 esetén is.
Végigkivetve a fenti érvelést ®;(Tx) = AP;(x) addédik (az egyszeriiség kedvéért
A alsé i indexét nem frjuk ki). Tehdt A a 7' : L — L, (T®)(x) = ®(Tx)
operator sajatértéke. Ez az operdtor azonban multiplikativ, igy minden n-re
A" is sajatérték. Ugyanakkor ha 3 T sajitértéke, akkor 8 a P : BV — BV
operator spektruméba is beleesik, hiszen van olyan nemtrivialis g € L*, hogy

minden h € L'-re (és {gy persze h € BV -re is)
1 1
0= /0 (9(Tz) — Bg(x))h(x)dz = /0 9(x)(Ph(z) — Bh(z))dx
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tehdt (P — 8- Id)BV # BV. Tudjuk, hogy o(P)N{z € C : |z| = 1} véges
sok pontbdl all, amik ezek szerint csak komplex egységgyokok lehetnek. Tehét
alkalmas k € Zt-ra A\ = 1, és {gy ®(T*z) = N\®)(x) = ®)(z), ®; TF-ra
invaridns fiiggvény, ami ennek erogdicitdsa miatt csak konstans 1 lehet.

Osszefoglalva: o(P)N{z € C: |z| = 1} = 1, ami egyszeres sajatérték, és P =
1

R+Py, ahol barmely f € BV esetén ||R™ f||gv < &"||f||Bv, Pif = ([ f(z)dzx)h
0

ahol h az invaridns stirtiségfiiggvény. Igy ||[P"f — f f(x)dx)h||py < a"||f|lBV-
Térjiink végiil ra az exponencidlis korrelacio- lecsenges bizonyitasara. Legyen
1
f € BV é g € L. Ekkor fh € BV és bevezetve az E, f = [ f(z)h(z)dx
0
jelolést, [[P™(fh) — (Euf)hllsy < o”[|fhlpv. 1gy

1

do = [ gla)(P"(h))(a)do =

0

Eu(f-goT")

Il
ok\‘\SH
=
~
8

g(x)(R"(fh))(z)dx + Eu(f)Eulg),

Il
o _

azZaz
1
| Corr(n,g, f)] < / 9(@)(B"(f1))(x)dz| < a”|glss - | FR v
0

Mivel BV stirti L?-ben, a keverés is kovetkezik (de persze altaldnos L? fiiggvényekre

nem exponencidlis sebességgel). 0.
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15. Young tornyok

Az 1990-es évek végén Lai-Sang Young altaldnos mddszert dolgozott ki tagito és
hiperbolikus rendszerek ergodikus és statisztikus tulajdonsidgainak vizsgalatara
([16], [17]). A mddszer, melyet azéta felfedez8jérél Young toronynak nevez-
nek, alkalmas kiilonféle dinamikai jelenségek, példaul nemegyenletes hiperbo-
licitds és szingularitdsok hatékony kezelésére. Young még rogton a [16], [17]
cikkekben a korabbiaknal joval erdsebb eredményeket ért el fontos dinamikai
modellek — pl. logisztikus leképezéscsalad, Hénon leképezés, Sinai bilidrdok —
abszolit folytonos invarians mértékének létezésével, a korrelacié-lecsengés se-
bességével és a centralis hatareloszlastétellel kapcsolatban. Azéta a Young tor-
nyokat dinamikai rendszerek szamos lényeges osztalyara és statisztikus tulaj-
donsdgok tovabbi széles spektrumdnak vizsgdlatara alkalmaztak. Alapvet&en
két valtozata létezik, a nem invertdlhaté dinamikékra kifejlesztett tagité Young
torony, és az invertdlhaté dinamikakra kifejlesztett hiperbolikus Young torony.
Mi most az egyszertibb tagité Young torony esetével foglalkozunk, és itt is csak
az abszolit folytonos invaridns mérték (tovdbbiakban: AFIM) létezésére vonat-
kozé eredményt bizonyitjuk véazlatosan. A 16 fejezetben ismertetjiik a médszer
egyik legegyszeriibb alkalmazasat, tagito leképezések esetét neutrélis fixponttal.

Erdemes felidézni az indukalt leképezés és a torony leképezés fogalmat [13]
2. fejezetébol.

Jelolések: (A, F) a torony. F': A ).

e A a torony alapja, mérhetd tér.

o0
Ag = U Ag,i és R: Ag — Z, a visszatérési id6, ugy hogy R|a,, = const.
i=1

A={(z,n) € Ag xZy | n < R(2)}

A; = AN{n =1} a torony l-edik emelete.

Alﬂ' = Al n {Z S Ao,z’}
Ri =R | AOJ’ fgy ARi—l,i a tetd AO,i felett.

F:AD F(z,0)=(2,0+1) hal+1<R(z)

FAp . ‘&' A,.

i—1,i
e Konvencid: Ag-t azonositjuk A megfeleld részhalmazaval

FE: Ay D, Flg = pR@)
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e F a generdlt o-algebra A-n.
e .y € Agra
s(z,y) = min{n | (F®)"z, (FF)"y kiilonb6z6 Ag ;-kbe esnek}
1T szeparacios id6
azaz

s(x,y) >0 Va,y ey
S(xvy) 2 1 any € AO,i

s(z,y) kiterjesztése A-ra:

s(z,y) = 0 haz € Ay, y € Ay és (Ld) # (U,7)
v Y) = 5(71'1‘77'['3/) egyébként (T((Z’n) = Z)

Megjegyzés: Aldbbi feltevéseink biztositani fogjék, hogy 6 € (0,1) esetén
dg(z,y) = B5@Y) t4volsdg A-n. Igy A metrikus térnek tekinthetd, és van

értelme fliggvények folytonossagarol, Holder folytonossagardl beszélni.
Feltevések:

e LNKO {R;} =1

o 1 ={A;;} generdld, azaz \/;-, F'~'n pontokbdl 4ll.

o 1 m referencia mérték (A, F)-n, hogy m(Ag) < oo

F*(m | Al,i) = m(Al+1)i) hal < R; —1

o FF| Ag,i: Ao — Ag és inverze sem szinguldris. Azaz FE Jacobi deter-

minansa m-re vonatkozélag 3 és > 0 y-majdnem mindeniitt.
e Regularitasi feltevés
AC >036€ (0,1): Vi Va,y € Ag,;

JFE(x)
‘JFR(y)

- 1‘ < cpeF @ F ) (15.1)

Cp(A) ={p: A = R[3C,: p(z) — p(y)| < CoB*™Y Va,y € A}
C;(A) ={p e Cs(A)|3C): VI,ivagy ¢ =0,
vagy

pw>0és

plz) 1‘ <CrpY) v,y e Al,i} .
e(y)
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15.1. tétel: (AFIM létezése és tulajdonsagai) Tegyiik fel a fentieken kivil,
hogy /Rdm < 00. Akkor

(i) F: A D -re3 AFIM (v < m)
(ii) c% € CF és inf((;—:l >0

(iii) (F,v) ergodikus és keverd.
Bizonyitas: Legyen mg =m | Ag.

15.2. lemma: v, az FE leképezésre invaridns mérték Ag-n, hogy az (1)—(iii)
allitdsok teljestilnek.
Po =1 | Ao.
i—1
Legyen A € \/ (FBY=IP,.
§=0
d Ry
Legyen p; 4 = %(F )i (m [ A).
Legyen x,y € Ag és o',y € A, hogy (FB)'z' =z, (FF)iy =y.

Akkor j < i-re

s(FRY ', (FRYy') = s(z,y) + (i — j).

Ezért
1

mA(y)‘ J o JPR(FRYia)
log ———= log log —=—=5—+—+
‘ pi,A(x) Z JER((FR)7y)

i—1

< Z CpsE+i—N-1 < ¢/ gs(@y),
j=0
Legyen

3\>—‘

d n—l
z=0
Mivel p,, konvex linearis kombinacidja p; a-knak, azért Vo, y € Ag-ra

Pn(y)
Pn (x)

’
<e”

és
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pn(y) < ec’gk
pn()
[13, 9. fejezete] miatt (Arzela—Ascoli tétel!) {p, }, relativ kompakt CY(Aq, m)-

ben és Jvg, hogy d—yo = lim py,/.
m n’

15.3. lemma: 1vy-bdl egyszerien megkonstrudlhato a kivint v.

Legyen v/ = ZFi(I/O [{R >1}).
1=0

d /
Mivel dil/o <e 6 /Rdm <00~V (A) < oo
m

Legyen v = V', v eleget tesz (i)-nek.

V'(A)
(i) [13, 9. fejezet] szerint, mivel

Wy = I ra)

dm dm

(iii) [13, 9. fejezet] szerint.
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16. Tagito korleképezés neutralis fixponttal

Ebben a fejezetben ismertetjiik a Young tornyok alkalmazasat a korvonal ne-
utrélis fixponttal rendelkez6 tagito leképezéseinek esetére. Bar a 15 fejezetben
csak az AFIM létezésére tértiink ki, most kimondjuk a [17]-ben szerepld tételt
teljes pompdjaban, igy utalva a Young toronyban rejlé tovabbi lehetéségekre.
Jelblés: a(z) = b(x) alatt azt értjiik, hogy van olyan C' > 0 konstans, hogy
C~la(z) < b(z) < Ca(r) minden z-re. Hasonléan, a(z) < b(x) azt jelenti hogy
a(z) < Cb(x) alkalmas C-re.

Modell: f d-edrangi lokélis diffeomorfizmus St-en (d € Z*,d > 2). Ez alatt
azt értjiik, hogy minden x € S' pontnak pontosan d 6sképe van, tovabba

(i) feCy,és f/ >1SH{0}-ban.

(ii) f e Cy SN\{0}-n.

(iii) f(0) =0, f'(0) =1és Iy >0 Vx # O0-ra xf"(z) X |z|".

Példa: = = 0 kornyezetében f(z) = 2(1 + a7) . Tovdbbi (a feltételeknek nem
pontosan, de lényegében megfeleld) példa a 16.1. feladatban szerepld leképezéscsaldd.

16.1. feladat: Legyen 0 <~ < 1 paraméter, és tekintsik a T : [0,1] — [0,1];

z(14+2727) haO<z<1/2
2¢ — 1 hal/2<z<1

() =

dinamikadt (specidlisan Ty a bindris leképezés). Legyen Ao = [1/2,1], és nézzik
meg, mit kapunk, ha Ty-t a Ao-n indukdlt leképezésre épild tornyot tekintjik.
Legyen x,, € (0,1/2] az a sorozat, melyre T(x;) = xi_1, és v1 = 1/2. Ekkor

z;+1
2

felbontds. T minden Aqo,i)-t koles.  egyértelmien visz Ag-ba. A Lebesgue

ha y; = , akkor Aoy = [yiv1,ys] éppen az R konstans értékeihez tartozo

mértéket tekintve m referenciamértéknek, konnyen ellendrizhetd, hogy v = 0-ra
m(R = n) exponencidlisan cseng le. v # 0-ra van olyan C > 0, hogy minden

n-re:
Cn= <z, < Cn_l/"’; C~lp~(+1/7) <xp—Tpg1 < Cn~ 41/,
Ezek szerint m(R = n) polinomidlis, és v < 1 miatt a vdrhatd érték véges.

Kiegészités: Ha v — 0, akkor = # O-ra |f' — 1| > &, {gy 7 = 0 eset az lesz,
amikor f’ > A\ > 1 és f” korldtos.

He={p: S—R|3C | p(z)—oy) < C-lz—y|’}.
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16.2. tétel:
1 n—1
(a) Ha vy > 1, akkor — Z §fL = 6o p-majdnem minden x € S*-re. (Nincs
n
=0
véges invaridns mérték).
(b) Ha~y <1, akkor 3AFIMv, és (f,v) keverd.

d
(¢) Ha 0 < v < 1, akkor ha Py a Perron—Frobenius operdtor és p = =

dm’
akkor ¥ ¢ € H-ra (/gpdm: 1)

[ 1Pre— plam <=3
Vo € L>(St,m)-re és ¢ € H-ra

‘/(swf”)@/fdm/sadm/wdm‘ <om't) (0<y<1)
<o (v=0)

1
(d) 0<y< 3 esetén CHT Yo € H-ra.

Lokalis analizis a fixpont kornyezetében

Legyen €¢ > 0 alkalmasan rogzitett, tekintstik f | [0,e0]-t és legyen xg € (0, &),
tovabb4

frn=xp_1,n=12,...

Specidlisan a torony konstrukciéjanal zo-t az I intervallum jobboldali végpontjanak
fogjuk valasztani, az x,-ek pedig mindig I;-beli 6sképeket jelentik.
1 1\ |
16.3. lemma: z, X — (a=—) és
ne ¥

1 1

Bizonyitas: Legyen
1 1 1

Akkor
1
(k+ 1) ke

1
Ar, X A—

J;ne{
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ugyanis

1 1 y+1

16.4. kovetkezmény:

1
f(x) < a ha x € [Tni1, Tn

16.5. lemma: (Disztorzids becslés) 3C;: Vi,n € Zy, i < n ésVa,y € [Tni1,Tn]-
re

log

(fi)'$’ | f —J“y|
Fry| < Amms

Bizonyitas: Eldszér gyengébb korlat: 3¢; € [fIx, fIy]

og £

1—1
" (fi),y’ < ;) |log f/(f9) — log f'(fy)|

SZW |\fJ 7y

i—1 -
1 1
< ) y—1 . v+1 <
S (@) @) S ; (n—j+D= (n—j+1)H*e

Itt hasznéltuk, hogy f7, f1 € [Tni1-j, Zn—j].
Mésrészt, ha z,y € [Ty4+1, ], akkor fix, fly € [Ty41-j, Tn_j] azért Va,y €
Ap_j-re és Vj < i-re

|fle— flyl _|f x—fly\

Azp_j 7 Az

Ezt visszahelyettesitve

fl ) 1 If'e — [yl
I II
< const M

LTy —iq
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Indoklés:

== [<—1;>]:<—§>

1
II - — O
T S =)t

Tétel bizonyitasa: Csak az AFIM.
Legyen ~v > 0.

d
Torony konstrukcié: S! = UIj, hogy fI; = S'. Legyen Iy = [0,z] és
1

Iq =[x, 1]
0 I Id

I felbontésa: frn+1 = Ty, Jn = [Tnt1,2n), n >0
I, felbontésa analdg: J),

A:{I%...,Id,l;(]n,(]:li nZO}

Specidlisan az igy konstrudlt z, és x], sorozatokra is vonatkozik a 16.5.
lemma lokélis analizise.

Torony a kordbbiak szerint, de nem teljesen (!)
F& 1épések (Osszefoglald)
1. Legyen Ag =S', A= {Ag,;}
2. Legyen
R=1 LU---Ul;1UJyU J)n
R|J,=R|J, =n+1 han > 1.
3. Legyen
F|Ag,_1:=f"%] Ao
4. Tehét

fRr;=s' ha2<j<d-1
és

I, =LuU---uly

R =nhLu---Uly ;.
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10.

. Allitas: 36 < 1, hogy (fB) x>

. mo = Leb | Ag tovdbbd JF =1 A\U; Ag,_1-en mér definidlja m-et A-n.

YV € Sl-re.

|

Bizonyitas: z € J,-re "z € [z1,x0]

(N =T]Ffx) = ' (fr2) >

=0

, ahol 8 = max{% | z € [z1, 0]}

1
B

. Ha s(z,y) > n~ |z —y| < ("

Lemma: A konstrudlt toronyra teljesiilnek az AFIM létezésének feltételei
(kivéve, hogy f"J, # S'; de ez nem lesz gond.)

Bizonyitéds: A Jacobi determinéns regularitdsa vonatkozé (15.1) formula

a 16.5. lemma kovetkezménye.

Tovabba:

mB>n)=m||JJ|+m|JJ] =2

~ 15
n
i>n i>n

Marmost, ha 0 < v < 1 akkor /Rdm < 00.

.y =0rtadb <1,C

m{R > n} < Cof.

Ilyenkor egyszeriibben is lehetne tornyot konstrudlni: {Ag;}; = {I1,..., 14},
és R=1.

(v > O-ra disztorziés problémdk miatt ez a konstrukcié nem miikddne.)

. Invaridns mérték végessége:

Legyen 7: A — S! a természetes vetités, igy mo FF = fllor.
Az absztrakt tétel bizonyitasabdl és [13, 9. fejezete] szellemében folyik,

d
hogy F®-nek 3 7y < m inv. mértéke Ag-n, amelyre 0 < Cp < dﬂ <y
mo
alkalmas Cj, C;-gyel.

Up-bdl megkonstrudlhaté az F-invaridans 7 A-n. Ez csak akkor véges, ha
J Rdm < oo, azaz v < 1. Legyen végil v = T,7.

dv
Legyen p = I

v > 0 esetén p | J =~ k.
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11.

dp

Ugyanis: v(Jy) = v(n~1Jy) X [ = kmo(Jg) X k™.
dm/|;

Igy disztorzié miatt

—Q

k
Jo~x ——— =~ k.
P1k mo(Jy)

m-tipikus pontok aszimptotikus eloszldsa v > 1-re:

Megmutatjuk, hogy tetsz6legesen nagy N-re, ha rogzitjik az (zy,zn)
intervallumot — azaz az origdé akarmilyen kicsi kornyezetét — és ¢ > 0-t,

akkor m-majdnem minden z-re
! 0<k<n|ffze (]
—#{0<k<n| (zy,an)} = 1—¢ ha n — oo.
n

Legyen ugyanis N; > N, hogy

v(S'\ (@, 2n))
v(S\ (@, Tv,))

NB. itt fontos, hogy a v mérték nem véges!

<e

Jelolje fVMU az els§ visszatérés leképezést Sl\(x’N1 , TN, )-en, akkor
v | (Sl\(xg,l,x]vl) véges, f(N-invaridns mérték, amelyrél konnyt 14tni,
hogy ergodikus (pl. d > 3-ra az I-n valé indukéltja ergodikus). Igy m-
majdnem minden pontjara S'\ (', , zn, )-nek az fN)ore az (2y, zn)-ben
toltott relativ id6 > 1 —e. Ugyanakkor az f-orbitok (z'y, zx)-ben toltott

relativ ideje nagyobb, mint az f(V)-orbitoké. O
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