Félévi idébeosztas [hazi feladat beadasi hataritkkel]
Figyelem! Ez a file az év soran valtozhat, pld a HF beadasi hatél 6ket a gyakvezérek esetleg modosithatjak!
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusok@dlb6sz

El6adas MatFizgyak Matgyak Fizgyak
-vel kez- H12-14 K 14-16 Cs 10-12 P 12-14
d6db hét Balint Péter Vagé Lajos Pete Gabor Vago Lajos
Szept. 7 El Gyl Gyl Gyl
Szept. 14 E2 Gy2[1. HF] Gy2[1. HF] Gy2[1. HF]
Szept. 21 E3 Gy3[2. HF] Gy3[2. HF] Gy3[2. HF]
Szept. 28 E4 Gy4 . HF) TTK dékani sziinet Gy4 3. HF)
[3. HF: Sze 14-ig iroda]

Okt. 5 E5 Gy5 Gy4 Gy5[4. HF]
Okt. 12 E6 Gy6 [4. HF] Gy5 [4. HF] Gy6 [5. HF]
Okt. 19 E7 Gy7 [5. HF] Gy6 [5. HF] Nemzeti innep
Okt. 27 ES8 Gy8 6. HF] Gy7 (6. HF] Gy7 [6. HF]
Nov. 2 E9 Gy9(7. HF] Gy8(7. HF] Gy817. HF]
Nov. 9 E10 Gy10i(s. HF Gy9s. HF] Gy91s. HF]
Nov. 16 E11 TDK konferencia Gy10(s. HF Gy10(s. HF

[9. HF: Sze 14-ig iroda]

Nov. 23 E12 Gyll Gyll Kdzépisk. nyilt nap
Nov. 30 E13 Gy12[10. HF] Gy12[10. HF] Gyl1[10. HFA

Dec. 7 E14 Gy13[11. HF] Gy13[11. HF] Gyl2[11. HFA

El6adas naplo
09.07 Bevezétpéldak. Eseménytér, mértékelmélet, egyszer( allitéSnika formula.
09.14 Feltételes valoszinliség, Szorzasi szabaly, Béyelsfliggetienség.

09.21 Fuggetlen kisérletek. Feltételes fliggetlenségzkidds valdszinliségi valtozok. Varhatdé érték. Binomiélss
geometriai eloszlas.

09.28 Val. véaltozé fuggvényének varhato értéke. SzoreredgVarhatd érték és szoréas viselkedése lineéaris atsistih
Indikator valtozé és binomidlis eloszlas szérasa. Poistumszlas. Binomialis approximacidja Poisson-nal. Paisso
varhato értéke, szérasa. Példak Poisson eloszlasra.

10.05 Médusz, Binomialis eloszlas mddusza. Bernoulli NGggmok Torvénye. Poisson folyamat definicidja, példak.
Poisson pontfolyamat. Geometriai eloszlas szorasa, fifiséga. Negativ binomidlis és hipergeometrikus eloszlas

10.12 Poisson folyamatra vonatkozé allitas bizonyitddasAtasfiiggvény és tulajdonsagai, példak. Abszolit &olgs
valészinliségi valtozok, slrliségfiiggvény. Folytonashatd érték, szoras. Egyenletes eloszlas. Bertrand-féle
paradoxon.

10.19 E(g(X))-re vonatkozo allitas bizonyitasa. Példa folytonos, de aleszollt folytonos eloszlasra. Standard normalis
eloszlas és tulajdonséagai. Standardizglégarhat6 értékii és szérasu normalis eloszlas.

10.26 De Moivre-Laplace tétel lokdlis és globalis alakjarliBg formula. Alkalmazasok. Exponencidlis eloszlasp-m
mentumok, 6rokifjusag, felezésidgdkapcsolat Poisson folyamattal, geometriai eloszlaséadian.

11.02 Eloszlastranszformaciok. Standard Cauchy elasEZ@gittes diszkrét és folytonos eloszlasok. Marginatis2&-
sok. Flggetlen valvaltozok. Példak.

11.09 Konvollci6.E(X +Y) = EX + EY. Fuggetlen valtozOkr&(XY) = EX - EY ésD?*(X +Y) = D2X +
D?Y. Fuggetlen normalis eloszlasu valtozok 6sszege, killi@ghgésszegek varhato értéke, indikator valvaltozok.
Feltételes eloszlasok.



11.16 Kétpélda: haromszdgon egyenletes eloszlas, illtwve U N[0, 1], Y| X ~ UNI[0, X]. Kovariancia és tulajdon-
sagai, kovariancia-matrix, 0sszegek szérasa. Cauchws@thegyerfhtienség, korrelaciés egyiitthato és jelentése.
Feltételes varhato érték, toronyszabaly és alkalmazasai.

11.23 Feltételes szorasnégyzet formula. Véletlen tagézfmszegek. Steiner tétel. Feltételes varhatd érték mosidme
Példa:S ~ N (u,0?), R|S ~ N(S,1); E(S|R) szamitasa. Vetier Andras szamitégépes bemutatdja.

11.30 Tdbbdimenzids eloszlastranszformaciok, példé;Y) egyenletes az egységnégyzeten= XY,V = Y/X.
Tdbbdimenziés normalis eloszlas, mint figgetlen standardhalisok affin linearis transzformaltja, kovariancia-
matrix. Markov egyeriitlenség, Csebisev egyéilenség. Nagy Szamok Gyenge Torvénye és megjegyzések:
Bernoulli NSzGyT mint specialis eset, fluktuaciok nagysagije.

12.07 Momentumgeneralo figgvény. Centrdlis HatarelssE&el bizonyitdsa momentumgeneralé fliggvénnyel. CHT
alkalmazasok. Borel-Cantelli lemmaék. Példa egy sorozatreely konvergengal valdszinliségben, de nem konver-
gal majdnem biztosan. Nagy SzamoloETdrvénye.

Ajanlott irodalom

Az elfidleges forras, amit az@asok beosztasa is viszonylag pontosan kdvet, a Baldzehtaim 6th Balint jegyzet.
Més kdnyvjavaslatokkal egytt a kurzus honlapjan megdiatél:
http://ww. mat h. bne. hu/ ~pet/val szan’ Vsz2015. ht m |


http://www.math.bme.hu/~pet/valszam/Vsz2015.html

HF feladatsor témak

Ez csak korulbeliliiranymutatd. Az@hdas menetétfiiggben a témak esetleg vandorolhatnak, régebbi témak mindig
visszatérhetnek, dfcsapasiranytol eltérérdekességek folbukkanhatnak.

1. Alapvet kombinatorika, szita-formula, eseménytér, eg§enall6szinliségli események

2. Feltételes val., Bayes tétel, (feltételes) fliggetlgnsé

3. Diszkrét valvaltozék 1. Binomidlis, geometriai, negdtinom, hipergeom.

4. Diszkrét valvaltozék 2. Varhat6 érték és széras, Poistusrlas

5. Poisson folyamat, eloszlasfliggvény, striiségfliggesetieg egyenletes eloszlas

(ZH1 itt)

Egyenletes eo, normdlis eloszlas, binomialis és Poskmzlas normalis approximaciéja, deMoivre-Laplace
Exponencidlis eloszlas, Poisson folyamat megint, CaésHognormalis eloszlas, eloszlastranszformacidk

Diszkrét és folytonos egyiittes eloszlasok, tobbdimeneioszlastranszformaciok

© © N ©

Tobbdimenziés eloszlastranszformaciok, fliggetlegsdgnvollcio, feltételes eloszlasok, feltételes varbetgk
10. Osszegek varhato értéke, szorasa, kovarianciak J&oidk, indikatorok 6sszege

(ZH2 valészindileg itt)
11. Toébbdimenziés normalis és korrelacioi (ez talan atdsdlisaz utolsé gyakra)

12. Utolso gyakorlaton meglatjuk, lehet csak gyakorlagywvdtekintés méas témakra, izlés szerint.

Hazi feladatok
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusok@db6sz

A feladatok kézil minden héten a beadandd hazi feladatokvaegak jelélve, ezek 2°7) vagy 3 pontot {*°) érnek,
0sszesen 10 pont értékben. Természetesen gyakorlaskappsuijuk a tobbi feladat beadas nélkili megoldasat iyeEg
heteken szerepelnek bonuszfeladatok, ezek darabonként@& grnek. Fiiggetlenil a tobbi feladattdl, ezek az adérn
minden esetben beadhatok, és mindig kijavifiskt. A hazi feladatok beadasi hatarideje ad elslalon szerepel.

Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklagsaddiok el. Azigazi csoportmunka hasznos, de ebben az
esetben mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajatieiaik@pleteivel). A passziv masolas viszont haszontakn
pasztalatunk szerint az igy szerzett hazi feladat pontskéitbszérosen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amikorider
hogy a masolt hazi feladat nem hozta meg a kivanbdeist.

1. HF:

1.1 Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kuléniogzot lehet kirakni a MISSISSIPPI betBib(mindegyik bet(it
pontosan egyszer felhasznélva)? Hat az ABRAKADABRA szdiibét? Mi annak a val6szinlisége, hogy
ha felirjuk a bet(iket egy-egy kartyara, akkor jol megkeeeaa paklit, a két sz6 egymast kdvetve értelmesen
kiolvashato lesz (abrakadabramississippi vagy forditva)

1.2 a) Hanyféleképpen ilhet le egy sorban négy lany és harom fiu?

b) Hanyféleképpen llhet le egy sorban négy lany és harom filJdrayak egymas mellett tilnek, és a fidk
is egymas mellett Glnek?

c) Es ha csak a fitik kell, hogy egyméas mellett iiljienek?
d) Hanyféleképpen llhetnek le, ha azonos nemUiek nem ulhetnekas mellé?

1.3 Egy tanciskoldba 12 hdlgy és 13 Uriember jar. Ha 6 holggeb Griembert kell kivalasztanunk és parba
rendezniink, hanyféle elrendezés lehetséges?



1.4 Egy tarsasag 8tmdl és 7 férfibol all. Beblik kell egy 4 dbdl és 3 férfibdl allo bizottsagot alakitanunk.
Hanyféle kiilénboé bizottsag lehetséges, ha
a) van két férfi, akik nem hajland6ak egy bizottsagban dolgozni
b) van két i, akik nem hajlandék egy bizottsagban dolgozni,
c) van egy 1t és egy férfi, akik nem hajlandéak egy bizottsagban dolgozni

1.5 Egy arverésen 4 migydjivasarolt 6sszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, és 7 Picassot. Haudgsité csak

annyit jegyez fel, hogy melyik gy{fithany Dalit, van Goghot, és Picass6t vasarolt, akkor héaiféonbod
feljegyzés sziilethet?

1.6 a) Tekintsiik a kovetkezkombinatorikus azonosséagot:

ik(Z) —n.2n L

k=1

Adjunk egyrészletekombinatorikai érvelést a fenti egyésiég igaz voltara olymadon, hogyemberidl
kivalasztunk egy tetgiteges létszamu bizottsagot és annak elnokét, illetverakeét és hozza a bizott-
sagot.

b) Ellenérizzik a
o) e 2
k=1

azonossagot = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjuniészleteskombinatorikai érvelést az azonossagra:

emberldl valasszunk egy tetéleges méretii bizottsagot, annak elntkét és titkarat {(ettd lehet egy
személy is), illetve

— valasszunk egy elntkot, aki egyben a titkér is lesz, majdattisag tobbi tagjat,

— vélasszunk egy elnokét, egdle kilonbod titkart, majd a bizottsag tdbbi tagjat.
c) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy

Z K3 <Z> =n?(n+3)-2"73,
k=1

1.7 Egy 100000 lakosu varosban harom Gjsag jelenik meg:@sllil. A varoslakok kdvetkézaranya olvassa az
egyes Ujsagokat:

|: 26% | ésl: 6% | és |l és ;2%
11: 18% | és 11l: 9%
1:22% Il és 1ll: 5%

(Azaz példaul 6000 ember olvassa az | és Il Gjsagokat (k&Z2000 a Ill Gjsagot is).)

a) Hatarozzuk meg, hanyan nem olvassak a fenti (jsagok egyeket
b) Hanyan olvasnak pontosan egy Ujsagot?
¢) Hanyan olvasnak legaldbb kétiijsagot?

d) Hal és Il reggeli Gjsagok és Il egy esti Ujsag, akkor hanyleasnak legalabb egy reggeli Gjsagot plusz
egy esti Ujsagot?

e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli Gjsagot plusz egyjsatjot?
1.8

a) LegyenA ésB két esemény. Bizonyitsuk be, hogy
haP{A} > 0.8 ésP{B} > 0.6, akkorP{A N B} > 0.4.
b) Bizonyitsuk be, hogy tetétegesA,, A,, ..., A, eseményekre fennall a kbvetkezgyenbtlenség:
P{AinAyn---NA,} >P{A1} +P{A} +-- -+ P{4,} — (n - 1).

1.9 n goly6t helyeziink véletlen médanurndba. Mi a valészinlisége, hoggntosaregy urna marad Ures, ha



a) a golydk megkulénboztethitk,
b) a golyok megkuldnboztethetetlenek?

1.10 Egy régi vagasu szinhazban a fogasra akasztjak aérkalz a kalapjaikat. Kifelé menet minden ar vélet-
lenszerlien levesz egy kalapot a fogasrdl, és tavozik. Makma valészinlisége, hogy senki nem megy haza a
sajat kalapjaban? Hogyan viselkedig ez a valészinliségpsztikusan amink — co?

1.11 ** Egy sakktabla 64 mégére véletlenszer(ien, egyenletes valdszinliséggelyeltiink nyolc bastyat; egy
medre csak egy bastya keriilhet. Mennyi a valdszinlisége, &gyl bastya sem (iti a masikat (azaz semelyik
sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tobb bastyat)?

1.12 °°°

a) Hatszor feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mi a valas#gé, hogy az, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike ebfordul?

b) Tizszer feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mi a valas#igé, hogy az, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike (legaladbb egyszer)abrdul?

1.13 A bridzs jatékban a négy, égtajakkal azonositott gatdkindegyikének 13 lapot osztanak ki egy 52 lapos
francia kartyabol. Szamoljuk ki annak valdszinliségégyhegy bridzsleosztasban Eszaknak semmilyen ér-
tékbdl se legyen meg mind a négy kéartyaja (azaz ne legyen seiégge négp-a,...., se négy -a, se négy
A-a).

1.14 Egy kdzosségben 20 csalad van: 5 csaladban egy gyerek esaladban keit 4 csaladban harom, 3 csalad-
ban négy, 1 csaladban 6t.

a) Ha egy csaladot véletlenszerlien kivalasztunk, mi a vaifisége, hogy abban a csaladbayerek van,
i=1,2,3,4,5?
b) Ha egy gyereket véletlenszeriien kivalasztunk, mi a valdisége, hog$ egy: gyerekes csaladbdl jott,
i=1,2,3,4,5?
1.15 Egy er@ben 185z lakik, kozilik 5 meg van jeldlve. Ha véletlenszerlert Befognak, mi a valészinlisége,
hogy a befogottak kdzil pontosan 2 megjeldlt lesz?

1.16 Egy kisvarosban pontosan négy TV-sz@dalgozik. EQy napon négyen hivnak széteMi a valdszinlisége,
hogy pontosan szereb kap hivast = 1, 2, 3, 4?

1.17 Egy kisvarosban TV-szereb dolgozik. Egy napork helyre hivnak szerét. Mi a valészinlisége, hogy
pontosan szereb kap hivast =1, 2, ..., n?

Bonusz: Jeldljef,, azt a szamot, ahdny hosszu fej-irds sorozat van Ugy, hogy nincs bennik egynddis két fej.

Jeldlje P,, ennek az eseménynek a valoszinliségét szabalyos érmedebérs.

a) Mutassuk meg, hogy > 2-re f,, = fn_1 + fn_2, @holfy = 1, f1 = 2. (Hany ilyen sorozat indul fejjel,
és hany irassal?)

b) Hatarozzuk med’,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuRii értékét.

1.18 Egy urnadban van 6 piros, 6 fehér, és 7 kék goly6. Otoratesés nélkiil hlizva mi a valészinisége, hogy
mindharom szin(i goly6t hiztunk?

1.19 *** Anna, Bori és Cili egyforma erejii pingpongjatékosok. A &tke) modon jatszanak: Anna és Bori mérik
elészor 6ssze az erejiket. Ezutan a vesztes kidll, és a vér&liball be a helyére, hogy 6sszemérje tudasat
az ebzb nyertessel... Minden egyes meccs utan a vesztes atadjgét Aevarakozonak. Ezt mindaddig
folytatjak, amig nem nyer valamelyikiik kétszer egymas utaresz a kérméréizés gyztese. irjuk le a
kormérlbzés eseményterét. Azparos csata utan végebésorozatok valészinlisége legyerit. (Miért?) Mi
a valészinlisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyakérmérldzést?

1.20 Anna, Bori és Cili most érmét dobalnak, felvaltva eggmtin, Anna kezd, majd Bori dob, aztan Cili, majd
megint Anna, és igy tovabb. Ezt mindaddig folytatjak, mitakafejet nem dob.
a) irjuk le az eseményteret!
b) irjuk le az alabbi eseményeket az eseménytérer: { Anna nyer}, B = { Bori nyer}, (A B)°!
1.21 A léversenyert 16 indul. JeldlieC azt az eseményt, hogy Csillag azélsarom hely valamelyikén ér be,

R pedig azt, hogy Réar6 2 helyen végez. Menny@' | J R valdszinlisége? Hany elemi eseményt tartalmaz
CUR?



1.22 Kiosztunk egy pakli jol megkevert francia kartyat. Miadszinlisége, hogy

a) a pikk asz a 14. kiosztott lap?

b) az el$ kiosztott asz a 14.-ként kiosztott lap?
c) az el$ négy lap kilonbéz szinlG?

d) az el$) négy lap kilonbdz figuraja?

1.23 Van két kockank, amelyeket azonos médon szineztiiiéklapot pirosra, ket zoldre, egyet pedig sargara,
a maradék fehér. Ha feldobjudket egyszerre, mi a valdszinlisége, hogy ugyanolyamszieshek? Mi a
valészinlisége annak, hogy azéeket feldobasra kiillénbdzszinliek lesznek, majd harmadszorra ugyanolya-
nok?

1.24 6 férfit és 6 at véletlenszerlien két csoportba osztunk. Mi a valos&gé, hogy a két csoportban 3-8 n
illetve férfi lesz?

Bdnusz: Egy szekrénybenpar cifd van. Véletlenszerlien kivalasztuzkcipbt (21 < n). Mi a valoszinlisége annak,

2. HF:

hogy a kivalasztott cipk kozott
a) nincsen teljes par,
b) pontosan egy teljes par van,
c) pontosan két teljes par van?

2.1 Harom kockéat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szamakttdincs két egyforma, mennyi a valészinlisége
annak, hogy legaldbb az egyiken hatos van?

2.2 Egy piros, egy kék, és egy sarga szabalyos kockaval doluagyen az altaluk mutatott hArom szam rendre
P K,S.
a) Miavaloszinlisége, hogy mindharom dobas kiilodisz
b) Feltéve, hogy mindharom dobas kilénbBomi a valdszinlisége, hody < K < S?
c) MennyiP{P < K < S}?
2.3 A baratommal snapszerozom. Ebben a jatékban 20 kstyata minden sziriil 5. Kiosztunk5 — 5 lapot.

a) Még nem néztem meg a lapjaimat. Mi a valészinlisége, hogyédmanak van zdldje?
b) Megnéztem a lapjaimat: két pirosat és harom zdldet kaptama. Vdiészin(isége, hogy a baratomnak van
z6ldje?
2.4 Vigyazat! Ebben a feladatban attol figgm, milyen kisérlettel modellezziik a ,véletlenszer(i én'a ,vélet-

lenszer( kiraly” kivalasztasat, kilonb®eredményeket kaphatunk. A megoldas része pontosandefris,
hogy milyen kisérletben gondolkodunk és milyen feltevé&sékliink.

a) En kétgyerekes csaladbél szarmazom. Mi a valdszin(iségg,ditestvérem lany?
b) A kiraly kétgyerekes csaladbol szarmazik. Mi a valdszégés hogy a testvére lany?

2.5 Két golyé mindegyike egyméastdl fuggetlenul 1/2-1/20¢ainliséggel feketére vagy aranyszintre lett festve,
majd egy urnaba helyeztéket.

a) Tegyuk fel, hogy tudomasunkra jut, hogy az aranyszinigketthasznaltak, azaz legaladbb az egyik goly6
aranyszin( lett. Ekkor mi a feltételes valészinliséggyhmindkét golyé aranyszin(i?
b) Most tegytik fel, hogy az urna megbillent, az egyik golyé kigubelble, és azt latjuk, hogy ez a goly6
aranyszin(. Ekkor mi a valoszinlisége, hogy mindkét gahpdyszin(i?
Magyardzzuk meg a valaszunkat.

2.6 Egy internetes k6z0sségi szajt felhasznaldi kdrébenfaagos alapon lehet bejutni. Eredetileg két tagja van
a kozossegnek, Adam és Eva. Néha a kozésség valamelyiknleggeen valasztott) tagja meghiv egy Uj
embert. Adam kéréhez tartozik valaki, banaga Adam, vagy egy Adam kéréhez tartoz6 tag hivta meg. Mi a
valészinlisége, hogy Adam kaére2 illetve 3 f6bdl all akkor, amikor4 f6s a kozosség?

2.7 *** Egy tehetségkutato versenyen harom forduldban valogafmélsd fordulobdl hazakiildik a jelentkék
80%-at, a tobbiek tovabbjutnak a masodik forduléba. A masodildtilo résztvetiinek 70%-atél bucsiznak
el, aki ezen arostan is taljut, mehet a harmadik forduléhal, arésztvetik negyedét valogatjak be a televizios
felvételre.



a) A jelentkedk hanyad része jut el a televizids felvételre?

b) Valakirdl csak annyit tudunk, hogy tuljutott az élsorduldén. Mi a valoszinlisége, hogy latni fogjuk a
TV-ben?

c) Tekintsiik mindazokat a jelentkéket, akik nem jutottak el a televizids felvételig. Hanyadatiket kiild-
ték haza rendre az élsa masodik és a harmadik fordul6ban?

2.8 Harom szakacsi, B ésC, egy specialis siteményt siithek, melyek azonban sajndserén02, 0.03, 0.05
valészinliséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakzcallét. Az étteremben ahol dolgoznaksiiti
a stitemények 50%-aB a 30%-at(' pedig a 20%-at. A rossz slitemények hany szazalékat sitdtte

2.9 *** A piacon al0 tojast tartalmaz6 dobozdl%-aban minden tojas ép0%-aban pontosan egy tojas torott,
10%-aban pontosan két tojas torott. A torétt tojasok helye adbln véletlenszer(i. Veszek egy doboz tojast a
piacon és bosszankodva tapasztalom, hogy ézejds, amit kiveszek a dobozbdl, torott. Mi a valoszimjesé
hogy a dobozban ott lapul még egy torott tojas?

2.10 ** Egy el$- és masodévesek altal latogatott targyat 8dilss fil, 6 eBéves lany, 4 masodéves fil vett fel.
Hany masodéves lany vette fel a targyat, ha tudjuk, hogy &dggrgy hallgatéi kozil véletlenil valasztott
hallgatdé neme és évfolyama fliggetlen egymastol?

2.11 Egy genetikai rendellenesség a magzatok fél szazadékéi. Egy ,megbizhaténak szamit6” diagnosztikai
eljaras a megléyrendellenességet biztosan detektalja, mig rendellégésanyaban 95% valdszinliséggel a
helyes negativ valaszt adja, 5% valészinliséggel pedlggs Ipozitiv valaszt. Ha az eljaras erdeménye pozitiv,
mi a valészinlisége, hogy magzatunknak tényleg megvardelienessége?

2.12 Tegyikfel, hogy szabalyos fej-iras dobast szeretgén&ralni, de csak egy cinkelt érme all rendelkezéstinkre,
amely altalunk ismeretlepvaloszinliséggel mutat fejet. Tekintsiik a kbvetkeljarast.

(a) Feldobjuk az érmét.

(b) Megint feldobjuk az érmét.

(c) Hamindkétdobés eredménye fej, vagy mindkét dobas erageiras, akkor Gjrakezdjik az @lepéssel.
(d) Haviszont a két dobas eredménye kiilérih@kkor az utolsoé eredmény lesz az algoritmus kimenete.
a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valészinlidégotgaltat fejet vagy irast.

b) Lehetne-e Ugy egyszerisiteni az eljarast, hogy addigutcd érmét, amig két egymast kodetobas
kilonbod lesz, és az utolso dobast tekintjik?

2.13 Egyn elemi{ halmazbdl azl és B véletlen részhalmazokat egymastol fiiggetlenil egyenleleszlassal
véalasztjuk ki &2™ lehetséges részhalmaz koziil.

a) Mutassuk meg, hoglP{A C B} = (2 n. Tipp: tekintsiik az eredeti halmaz minden egyes elg¢mét.
4
b) Mutassuk meg, hoglPP{AN B = 0} = (%)n

2.14 Egy szabdlyos érmét kétszer feldobunk. Legjyear az esemény, hogy az &ldobas eredménye felf az
az esemény, hogy a masodik dobas eredménye fé€],axsaz esemény, hogy a két dobas eredménye egyezik.
Mutassuk meg, hogyl, B ésC péaronként fliiggetlenek, de nem fiiggetlenek.

2.15 ** Adott egyn fos tarsasag. Jeloljd; ;;1 < i < j < n azt az eseményt, hogy a tarsasatik és j-dik
tagjanak ugyanaz a szlletésnapja.

a) Paronként fuggetlen-e ez §%) esemény?
b) Teljesen fuggetlen-e ez 42) esemény?
2.16 Az idjaras-ebrejelzés egyszerli modellieként tegyik fel, hogy dzvdgy eds, vagy napos, §sannak a

val6szin(isége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, koreapoktol figgetleniil. Ha az@chapos januar
elsején, legyet®,, annak valészinlisége, hogyap mulva szintén napos. Mutassuk meg, hBgkielégiti a

P,=02p—1)P,1+ (1 —p), n>1; Py=1

rekurziét. Bizonyitsuk be, hog#, = % + 1(2p — 1)” mindenn > 0 esetén.
Bonusz Mdricka élete efsvaloszinliségszamitas vizsgajamséllyel megy at. Ha ezen megbukik, a kovetkezmar
kevesebbet tanul, ezen csxisﬂa siker valoszinlisége. Minél tobbszor bukik meg, annatgelibet tanul, igy

k — 1 sikertelen vizsga utdn mar cs%;lkq az esélye, hogy h-dik vizsgan atmegy. Am Mdricka kitarto, és a
szabdlyzat szerint akarhanyszor vizsgazhat. Mennyi azaldsége, hogy @bb-utébb atmegy?



3. HF:

2.17 Egy vadasa0 méter tavolsagban felfedez egy rokat é$rala a roka ezt tuléli, akkar0 m/s sebességgel
probal menekiilni. A vadasz masodpercenként Gjratolt & & rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy
(szerencsés esetben) a roka el nem tlinik a latohatarordészaalalati valészin(isége a tavolsag négyzetével
forditottan aranyos, a kovetk@képlet szerint:

P{a vadasz eltalalja az méter tavolsagban léwokat = 675: > (x > 30).

Ha talalat is éri a rokat, nem biztos, hogy fatalis: az eggiggdtokat (figgetlenll azok szamatol) a rdka
valészinliséggel tuléli. Mi a valészinlisége annak, hoghka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?

(Tipp: Analizisbdl tudjuk, hogy h@& < &,, < 1 mindenn-re, akkor[]>~,(1 — &,) > 0 pontosan akkor, ha
o En < 00.)

MegjegyzésA feladatot nyilvan matematikusok taléltédk ki matematikiigskoknak. Miért rossmodelje ez
a rokavadaszatnak?

2.18 Iszakos Ivan a ndly 3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és heéin valogatés, azonos
eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulunégi megkeressik. Négy kocsmat mar végigjartunk,
de nem talaltuk. Mi a valészinlisége annak, hogy az 6todiklidesz?

2.19 Mdricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmathit6l fliggetlentil Mdrickap, Pistike pedig; valo-
szinliséggel nyer meg, ahwl> 0, ¢ > 0 ésp + g = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymas utani
jatszméat megnyer.

a) Miaval6szinlisége, hogy Mdricka nyeri az utolso jatszmat?
b) Miavaldszinlisége, hogy ugyanaz nyeri abgdtszmat, mint az utolso6t?
¢) Ha tudjuk, hogy az utols6 jatszméat Méricka nyerte, mennyaldszinlisége, hogy az étds?

2.20 Egy televizios vetélkétben a jatékosnak harom ajtd kozil kell valasztania, és attéglrejtett nyereményt
kapja jutalmul. Az egyik ajté mogott egy luxusauté talathaa masik keti mogott pedig egy-egy kecske.
Mikor a jatékos kivalasztott egyet a harombdl, a jatékv@zemasik két ajtd kozil kinyit egyet, ami mégott
kecske van, és felajanlja, hogy a jatékos még megvaltatjath dontését. Erdemes-e attérni a masik ki nem
nyitott ajtora? Mekkora valdszin(iséggel nyerjik meg igypatot?

2.21 n dobozban elhelyeziink goly6t tigy, hogy mind az’v elhelyezés egyetien valdszinii. Feltéve, hogy egy
adott dobozba esik golyd, mennyi a valoszinlisége annajy, Kagoly6 esik bele?

2.22 Aladar, Béla, Cili és Domotér hazuddsak: atlagosarsate& 2/3-aban hazudnak mind a négyen, egymastol
fuggetlenul, véletlenszerlen.
Aladar azt allitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondtagy Dom6tor hazudott.
Mi a valoszinlisége annak, hogy Domo6tor igazat mondottRétieezziik, hogy Aladar tudja, hogy mit min-
dott Béla, Béla tudja, hogy mit mindott Cili, Cili tudja, hpgnit mindott D6motor. Tovabba, hogy Cili azt is
el tudja donteni, hogy Domotoér hazudott-e vagy sem.)

2.23 Adott egy (végtelen térfogatll) urnank és végtelenaok;” = {1, 2, 3, ...} elemeivel szdmozott, golyénk.
Az urna eredetileg tres. Ejféldt egy perccel fogjuk az, 2, ..., 10 szamu golyokat, behelyezziket az
urnaba, az urnat j0l 6sszerazzuk, majd véletlenszerigrziink az urnabdl egy golyot, amit elhajitunk. Ejfél
el6tt fél perccel fogjuk a1, 12, ..., 20 szdmu golydkat, behelyezzidket is az urndba, az urnét jol 6ssze-
razzuk, majd véletlenszer(ien kihGizunk az urnabél egydoamit elhajitunk. Ejfél étt 2~ perccel fogjuk
azlon+1, 10n+2, ..., 10(n+ 1) szdmu golyokat, behelyezzdket is az urnaba, az urnat jol dsszerazzuk,
majd véletlenszer(ien kihGzunk az urnabdl egy golyét, athijitunk. Es ezt igy folytatjuk &jfélig. Bizonyi-
tando, hogy éjfélkor az urna 1 valészin(iséggel ires lesz.

3.1 ** Alabb egy aramkor, ahol mindegyik kapcsold egymastol fiiggél 1/2 — 1/2 valdszinliséggel van nyitva

vagy zarva.
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3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

Mi a valoszinlisége, hogy-tol B-ig aram folyhat ezen az aramkéron? (Ezért itt kilén nem g@ntpde
érdekes: valaszoljunk szamolas nélkiil is, szimmetriakségevel! (Persze ha valaki igy pontosan leirja, az
is teljes értéki megoldas.))

50 szazalék az esélye, hogy a kirdiyrordozza a hemofilidért fetid gént. Ha hordoz6, akkor mindegyik
hercegnek 50-50 szdzalék az esélye arra, hogy hemofitjgsrie Ha a kiralyh harom fia nem hemofilias,
mekkora az esélye annak, hogy a kirdymordozé? Ha sziletik egy negyedik herceg is, mekkora dyeesé
annak, hogy hemofilias lesz?

** 5 férfit és 5 Bt rangsorolnak egy vizsgan. Tegyik fel, hogy nincs két eggh pontszam, és mindia!
elrendezés egyforman valészinli. Legy€m legjobb b helyezése (példald = 1 azt jelenti, hogy a legjobb
vizsgazo egy @). Hatarozzuk megX eloszlasat és varhaté értékét.

Ot jatékos A, B, C, D, E kozott véletlenszerlien szétosztjuk a szamokatl 5-ig, ismétbdés nélkil. E-
16sz6r A és B mérkdzik: akinek magasabb a szama, tovabbjut. Az igy tovabbjuét C-vel mérlozik,

azutan a kozilik tovabbjut®-vel, majd az itt nyerte®&-vel. LegyenX az a szam, ahany médikéstA nyer.

Hatarozzuk med( eloszlaséat és varhatd értékeét.

Szindbadnak egyszer megadatott, hagyaremholgy kozil kivalassza a legszebbet a kdvétkagkszabaly
szerint: azN haremholgy egyenként vonult elééle, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvo-
nultak nem hivhatok vissza és azokrél, akik még nem vondtagemmit sem tudott. Feltételezzik, hogy a
haremholgyeknek j6l definialt szépségfokozatuk van: vanlegszebb, egy masodik legszebb, egy harma-
dik legszebb, és végul a legkevésbé szép kozottik. Tovatiha teltételezzik, hogy véletlen sorrendben
vonulnak el Szindbad étt: mind azN'! lehetséges sorrendjiik egyforman valészin(.

Szindbad a kovetkérstratégiat valasztotta: hdlgyet hagyott elvonulni, majd ezutén kivalasztotta amie-

lyik szebb volt az 6sszesdte mar elvonultnal (és ha ilyen hélgy nem akad, akkor Sziddmaganyosan
tavozik). Mi a valészinlisége annak, hogy ezzel a moddaat@ban a legszebb haremhdélgyet valasztotta?
Hatarozzuk meg azt &-t, amely mellett a fenti stratégia optimalldé — oo hataresetben, és a stratégia-
hoz tartozo6 valészinliséget isTigp: hasznaljunk teljes valdszinliség tételt aszeriagyha legszebb holgy
hanyadikként jon(ne) el Szindbad elptt.

Egy csaladban > 1 gyermekap™ valdszinliséggel van, ahel< (1 — p)/p.

a) A csaladok hanyadrészében nincs gyermek?

b) Ha a gyermekek egymastdl fliggetleniil egyforma eséllyeldgikanyok, akkor a csaladok hanyadrészé-
ben lesz pontosahfil (és tetsdleges szamu lany)?

Van két ranézésre megkilénboztethetetlen érménkgeggagos és egy cinkelt. A cinkelt ér%aalészint’j—

séggel ad fejet. Bveszem az egyik érmét a zsebéjhl% eséllyel az igazségosa},eséllyel a cinkeltet, és
feldobom30-szor, ebBl k alkalommal esett a Fej oldalara. Ez alapjan kell eldonterfergy melyik érmét
vélasztottam. Milyerk értéknél hiznank meg a hatart?

** Az o kockanak 4 piros és 2 fehér, migsakockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobas eredménye, akkor a tovabbiakban &ackat hasznaljuk, ha pedig iras akkofd. Az igy
kivalasztott kockaval egymasutarszer dobunk.

a) Miannak a valészinlisége, hogy-aadik dobasnal az eredmény pirod?= 1,2, ...,n)

b) Feltéve, hogy mind az déis: — 1 kockadobas eredménye piros, mi annak a valoszinliségg aliegdik
dobas eredménye is piros lesz?<£ 1, 2, ..., n)

Egy ketyere két kiilonbdzokbol romolhatott el. Az efsok ellerbrzéseF; forintba keriilne, és ha valoban
az a probléma, akkor a javitada forint. Hasonléan, a masodik ok ell@rzéseF, forintba keril, és ha az a
probléma, akkor a javita$, forint. (Ha viszont az €lszor elledrzott okndl nincs probléma, akkor a masik
lehetséges okot@szor elledrizniink kell, majd javitanunk.) Legyenés1 — p annak val6szin{iségei, hogy a
ketyere az el illetve a masodik okbdl romlott el. Hatarozzuk meg, mely, Fs, Ji, Jo, p értékek mellett
érdemesebb varhatéan azéetikkal kezdeni az elldirzést, és melyeknél a masodik okkal.

A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyaragen a fiuk két kategoridba oszthatoak: 2/3-uk ud-
varias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias filk az esetek 9@#Raengedik ére a lanyokat az ajtéban, az
udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattamy Bagcsi ebre engedte Juliskat, Jutkat viszont
nem.

a) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy Jancsi az udvariaditeg&ridba tartozik?



b) Mennyi annak a valészinlisége, hogy ezek utan Jancsi Ezfire fogja engedni?

6
Pn = < > 0,77t 0.37
n—1

3.11 Sarkanyfoldon az fejl sarkany

valészinliséggel fordul @l(n = 1, 2, ..., 7). Egy sarkany fejeinek levagasa veszélyes miivelet: azemb
minden fejét egymastol fliggetlenil% eséllyel tudja levagni, és ha ez nem sikeril, akkor a sarkéageszi
az embert.

a) Elém kerll egy sarkany, de a nagy kddben nem latom, hogy bBinyMi az esélye, hogy tulélem a
talalkozéast?

b) Tegyik fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de mégliginem latom, hogy maradt-e feje.
llyen helyzetll mekkora val6szinliséggel élem tdl a harcot?

c) Csata utan talalkozom a cimborammal, aki szintén degjt egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi a
valoszinlisége, hogy hétfejlivel volt dolga?

3.12 Két dobdkockat dobalunk, és mindig az 6sszeget tékintj

a) Addig dobunk, mig a két kockan 1&\pottydk 6sszege 7 nem lesz. Mi a valdszinilisége, hogy nbtmlo
el6tte 11-et?

b) Mostaddig dobunk, mig a dobott 6sszeg 7 vagy 11 nem lesz. Bltszinlisége, hogy amikor megallunk,
7 az 0sszeg?

c) Lassuk be, hogy a dobasok szama a b) feladatban és az, hogyiraeisszeg megallaskor, fliggetlenek.

3.13 Andras és Béla a kovetkiejatékot jatszak. Egy urnaban vamiros ésb kék golyd. Két golyét huznak,
ha a golyék azonos szin(iek, Andras fizet Bélah@i forintot, ha a golyok kilonbdz szinliek, Béla fizet
Andrasnake forintot. Hogyan valasszak-t, ha azt szeretnék, hogy igazsagos legyen a jaték?

3.14 Pisti nem tanult semmit a vizsgara, aholeldéntend kérdésre kell valaszolnia. Az anyagbél valami kevés
dereng, igy minden kérdésre a toldbitliggetlenil60% eséllyel ad helyes valaszt. A ketteshez legalébb
helyes valaszt kell adnia.

a) Milyen val6szinliséggel megy at Pisti a vizsgan?
b) Ha Pisti megbukik, a kdvekéaiizsgan ismét tanulas nélkil prébalkozik addig, amig egysem sikerdil.
Hatarozzuk meg a prébalkozasok szamanak varhato értékét.

3.15 Amerikaban egy eskiidtszék elitéli a vadlottat, ha askBdildl legaldbb 8 blindsnek szavazza. Ha minden
eskidtd valészinliséggel dont helyesen, akkor mi a valészinliaduggyes dontésnek? Tegyik fel, hogy a
vadlottp valdszinliséggel blinds valéjaban.

3.16 ** Kaszindban az aldbbi jatékot jatszuk: Minden lépésbendogkebre azi = 1, 2, ..., 6 szamok vala-
melyikére, majd feldobnak 3 kockat. Ahanyszor kij6tt a fdgd szamunk, annyi petakot kapunk, ellenben
fizetnliink kell 1 petakot, ha egyszer sem jott ki a fogadottrsZzair-e a jaték?

3.17 Egyn komponens( rendszer alkatrészei egymastol és a multjektiggetlenil minden nap val6sziniiség-
gel meghibasodnak, de ezeket esténként kijavitjuk. A msrdeall, ha legalabk alkatrész meghibasodott.
Mi annak a valészinlisége, hogystor at. napon all le a rendszer?

Boénusz Pdlya urna: Egy urnaban kezdethguiros ésh kék goly6 van. Minden egyes Iépésben kihlizunk egy golyét,
megnézziik, milyen szinli, mafit és egy vele megyegy@zzinli golyot visszatesziink. (Vagyis a golyok
szama az urnadban minden lépésben egg¥el n

a) Legyena = b = 1. Mi a valoszinlisége, hogyta lépés utank kék golyo van az urndban % (=

1...(t+1))
b) Legyena ésb tetsDdleges. Mi a valdszinlisége, hogyt.alépés utank kék golyé van az urniban ?
(k=0b...(t+0))

3.18 Egy vetélkedn egy hazaspar alkot egy csapatot. Amikor a miisoré&detgy eldontend kérdést kapnak,
mindketten egymastdl fiiggetleniivaldszinliséggel adnanak helyes valaszt. Mi a jobb sieatég

a) egyikiket kijeldlik, aki a méasikra nem hallgatva valaszééadésre, vagy

b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, ha egyetértenekydkaset adjak, ha pedig killonka vélemé-
nylk, egy szabalyos pénzérme feldobasaval déntik el, hagyataszoljanak.
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3.19 Véletlenszeriien elhelyeziink egy huszart egy Urdg&zllira. Mennyi a lehetséges lépései szamanak a var-
hat6 értéke?

3.20 Egy gép véletlenszerlien valaszt 1 és 10 kozoétti szaanut nekiink kell kitalalni, Ggy, hogy kérdéseket
tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel valaszol. Slkpdkra, varhatéan hany kérdést kell a gépnek
feltenniink,

a) ha csak rdkérdezhetiink, azaz azt kérdezzik, hogy ,A gosd@iti?” i = 1, 2, ..., 10, illetve
b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fenmudiehetséges szamok korét.
3.21 (Szentpétervari paradoxon)Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldaldra nem esik. Ha-adik feldobas
eredménye fej, akkor a jatékas forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény varhat6 éniéigtelen!
a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?
b) Megéri-e jatékonként 1 millié forintot fizetni, ha annyisjatszunk, ahanyszor csak akarunk, és csak az
Osszes jaték befejezése utan van elszamolas?

3.22 ** Egy embernek kulcsa van, amelyek koziil egyetlen egy nyit egy bizonydg affmberiink véletlenszerien
probalkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem talal a rakesf kulcsra. Hatarozzuk meg a probalkozasok
szamanak varhato értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zarja ki a tovabbi prébalkoz&soén (visszatevéses hlizasok),
b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi probalkozasols¢visszatevés nélkili hiizasok).

4. HF:

4.1 ** 4 buszon 6sszesen 148 tanul6 utazik. Az egyes buszok refdB3425 és 50 tanulét szallitanak. Va-
lasszunk ki véletlenszeriien egy tanul6t; ekkor jel&j@zt, hogy hany tanulé utazik azon a buszon, amelyik
a kivalasztott tanulot szallitja. Valasszunk véletlemea egy sdfrt. Y jeldlje azt, hogy a sdfr buszan hany
tanulo utazik.

a) Mit gondolunk,X vagyY varhat6 értéke nagyobb? Miért?
b) Szamoljuk kKiE(X)-et ésE(Y)-t!
c) Szamoljuk kiD?(X)-et ésD?(Y)-t is!

4.2 A ésB a kovetked jatékot jatsszaA gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja, mafginek ki kell talalnia, melyik
szamra gondolfl. Ha azA altal leirt szam és B jol tippelt, akkor B i egységet kapl-tol. Ha B melléfog,
akkord f|getA-nakZ-t. HaB rar)dom|z,aljat|,ppje,t, a}zayzvalosz!nuseggel tippel 1-re és-p valészinlséggel
2-re, hatarozzuk meg nyereménye varhato értékét, ameamyib

a) az A altal leirt szam az 1,

b) az A altal leirt szam a 2.
Milyen p érték maximalizaljaB minimalis varhatd nyereményét, és mi ez a maximin értékgy@jik meg,
hogy B varhat6é nyereménye nem csakgfiigg, hanem attol is, hogy mit csindl.)
Tekintsiik most azl jatékost. Tegyuk fel, hogd is randomizalja a dontését, ¢saloszinliséggel gondol 1-re.
Mennyi A varhat6 vesztesége,

a) haB 1-re tippel, ill.

b) haB 2-re tippel?
Mely ¢ értékkel tudjad minimalizalni a maximalis varhat6 veszteségét? Mutassely,rhogyA maximalis
varhat6 veszteségének minimuma eggelil minimalis varhaté nyereségének maximumaval! Ezt az ered-
ményt hivjak minimax tételnek, ami a jatékelmélet egyilpaks eredménye, és altalanosafisér Neumann
Janos fogalmazta meg. A kdzos értéket a jaték értékénekh(iBjszamara).

4.3 Minden este tdbb kildnbdzmeteoroldgus josolja meg, mekkora valdszinliséggel figap esni az €5
Hogy megitéljik, mennyire j6k a meteoroldgusok, a kovebképpen pontozzuliket: ha egy meteorologus
p valoszinliséggel josolt és akkor

1—(1-p)? pontotkap, ha valéban esik masnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utan egy rogzitett&szakban mérjiik az egyes meteoroldgusok atlagpontszésreitegjobb drejelz

a legmagasabb pontszamot kapott meteoroldgus lesz. Tdglilogy az egyik meteorolégus tudja ezt, és
maximalizalni szeretné atlagat. Ha azt gondolja, hpigyaldszinliséggel fog esni holnap, mekkprértéket
érdemes jelentenie?
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4.4 Egymas utan tizszer dobunk egy szabalyos érmével. heXjyez egymas utéani egyforma kimenetelékallo
sorozatok szama, vagyis pl. csupa fej esetés 1, a FFIIIIFIFF sorozatnal pedidd = 5. Hatarozzuk
megX eloszlasat.

4.5 Egy csutdrtdki buliba az meghivott mindegyike a tobbidktfiiggetlendil /2 valészinliséggel jon el. Mennyi
a valésziniisége, hogy a meghivottak legalabb fele eljgsyh&a honap négy csutortokjén szervezek bulit,
mennyi annak a valoszinlisége, hogy lesz legalabb kathin elegen lesziink (azaz a meghivottak legalabb
fele eljon)?

4.6 Két kockaval (egyik piros, masik zéld) dobva, mennyi &atb szamok maximumanak ill. minimuméanak
vérhat6 értéke? Dobtam a két kockaval, haromszor: az egyik&, a pirosat mindig meglestem, hihetetlen,
de mindharomszor 3-as szerepelt rajta. Mi a valoszin(i$é&ggy legalabb egyszer nagyobb volt, mint a z6ldén
Iévd, éppen akkor dobott szam?

Bénusz: n darabk-lapu ,kockaval” dobva mennyi a dobott szamok maximumafakiinimumanak varhaté értéke?

4.7 a) Kétszer dobunk egy hamis érmével, amin a fej valoszin(i5¢ge Jeldlje X a fej dobasok szamat.
Szamoljuk kiX varhato értékét és szorasat!

b) Haromszor dobunk egy hamis érmével, amin a fej valoszge®E. JeldljeU azt a szadmot, ahanyszor
sikeriil az ebz6 dobast megismételniink. (igyértéken, 1 vagy? lehet.) Szamoljuk kU7 varhat6 értékét
és szorasat!

4.8 LegyerE(X) = 1 ésD?(X) = 5, szamoljuk ki

a) E(2+ X)*tés

b) D?(4 + 3X)-t.

4.9 N egy nemnegativ egész értékii valdszinliségi valtozé. $dukameg, hogy

E(N) = iP(N > ).

(Tipp: i P(N >i)= i i P(N = k). Es most szummacseye!
i=1

i=1 k=1
4.10 ** N egy nemnegativ egész értékl valoszinliségi valtoz6. ddukameg, hogy

oo

D iP(N > i) =

=1

(E(N?) — E(N)).

|~

4.11 Egym csaladbdl allé kozosségben csaladban vangyerek (b n; = m). LegyenX egy véletlenszeriien
=1

véalasztott csalddban a gyerekek szama. Valasszunk kleré&deerlien & in; gyerek kozil egyet; jelolj@”

azt, hogy a kivalasztott gyerek csaladjaban hany gyerekMatassuk Zrﬁég, hogl(Y) > E(X).
4.12 ** 6-szor feldobunk egy hamis pénzérmét, &t valészinliséggel ad fejet. Ha tudjuk, hogy 6sszesen 3-szor
lett fej az eredmény, mi a valdszinlisége, hogy
a) az el® dobas fej;
b) az el® 3 eredmény rendrE, I, I (azaz az efsfej, a masodik és a harmadik iras);
c) azel® 3 eredményrendrg F, I;
d) az el® 3 eredmény rendrg I, I volt?
4.13 Egy bulvarlapban oldalanként varhat6an 0.2 nyonitaités van. Mi a valoszinlisége annak, hogy a koveikez
oldalon
a) 0,
b) 2 vagy t6bb hiba van?
Indokoljuk a vélaszt!

4.14 ** Egy allamban az 6ngyilkosségi rata 1 dngyilkossag per 100dKbs per hdnap. Vizsgéljuk meg az allam
egy 300 000 lakosu varosét!
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a) Mia valoszinlisége annak, hogy egy adott honapban leg@lébiber lesz 6ngyilkos?
b) Miavaldszinlisége annak, hogy egy adott évben legalabln&gi@n lesz legalabb 7 6ngyilkossag?
c) Legyen a mostani honap az 1., mi a valdszinlisége annak,&iaggor azi. hdnapban lesz legalabb 7
ongyilkossag?i(> 1)
Milyen feltevésekkel éltiink?

4.15 Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennieztidganjuk elérni, hogy egy véletlenszeriien valasztott
sutiben legalabb 0.99 val6szinliséggel legyen (legalgplsz=m) mazsola?

4.16 ** Lovas gatversenyen a lovasok kdrpalyan versenyeznekdésaélyan elhelyezett sok akadaly mindegyikét
egymastdl figgetlenill azonos val6szinliséggel veri le5Hannak valoszinlisége, hogy a lovas hibéatlanul
teljesit egy kort, mennyi az esélye, hogy egy kérben legiflljharom akadalyt ver le?

4.17 London kozponti kerliletében bekovetkemitdbalesetek szdma széraz napGbed A = 10 paraméteri
Poisson-eloszlasu, mig nedve$esBbeny = 20 paraméterii Poisson-eloszlasu. Kora novemberben Lon-
donbanp = 0.6 valészinliséggel van rondadssidd (egész nap)y = 0.4 a valdszinlisége annak, hogy ve-
réfényes napsiités van (szintén egész nap). Azt olvastEimesban, hogy mult csitértokdn 17 autdbaleset
tortént London kdzpontjaban. Mennyi a valoszinlisége larmagy esett az é8

4.18 Egy nagy viragagyasba sok viragmagot szérunk egy=eiet Ké8bb a virdgagyast sok kis egyénhéretii

darabra osztjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a kis darab@k-aba nem keriilt egyetlen mag sem.
a) Hany magot szértunk ki félddarabonként atlagosan?
b) A félddarabok hany szazalékaban lesz egynél tébb mag?

4.19 A "Kocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futévemgt rendeztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos
kullanccsal ferdzott tertileten at vezették. Kiderdlt, hogy a verseikykoziil 300-an talaltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiiljik megy kérilbellil hanyan indultak a versenyen!

4.20 Ketten céllovésben versenyeznek, a két versemyzlletve p, valészinliséggel ér el talalatgt (< po). Az
Ugyetlenebb kezd, majd felvaltvariek. Aki ebszor talal, az nyer.

a) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy az tigyesebb nyer?

b) Mennyi a jaték varhato iitartama, ha percenként egy lévést végeznek?

c) A varhato idbtartam azonnal adddik, ha = po (miért?). Ellerdrizzik le, hogy az élz6 kérdésre adott
valaszunk ebben az esetben az, ami azonnal adodik.

Bénusz: Az arokugro versenyfutds szabalyai a kdvétkeA futopalya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma
arok. Két egyforma képesseégl verseyzéri 6ssze az erejét arokfutasbol, akik fej fej mellethélt Egy
versenyd egymas utan at probalja ugrani az arkokat, véguil egyskkicsit ugrik és beleesik valamelyikbe.
Tegyilk fel, hogy egy verseng§isohasem farad el, és az arkokat egymastal fiiggetlenignggnt2—= va-
I6szinliséggel tudja atugorni, ahblaz arok hossza. Ha az egyikik beleesett egy arokba, akket ¢éga
verseny.

a) Mutassuk meg, hogy a dontetlen valészinlisége pontosam kidebhs-nal, ha

1+e
L <l
089 (1 _ 5)
teljesal.

b) Ha ddntetlen, akkor visszakldjifket a startvonalhoz és Ujra kextlk a verseny. Eztismételjiik egészen
addig, amig g§iztest nem hirdethettlink. Mekkora legylerha a versenyidk ugrasainak szamanak varhaté
értékét akarjuk minimalizalni?

5. HF:

5.1 Tegytk fel, hogy repilés kézben egy refgédp motorjai egymastol (teljesen) fiiggetlehid p valoszinliség-
gel hibasodnak meg. Ha egy refiiek a repliléshez a motorjainak legalabb felére van székséityenp
értékekre biztonsagosabb egy 6tmotoros régéip, mint egy harommotoros?

5.2 LegyenX Binom(n, p) eloszlasu val6szinliségi valtoz6. Milygrértékre lesz maximaliP{X = k}, k =
0,1,...,n? Ezarra példa, hogy a statisztikdban hogyan becsilikinéegkét, ha egy Binotm, p) eloszlasu
valoszinliségi valtozé megfigyelt értékeHa feltessz ik, hogy ismert, akkop-t azzal gp értékkel becstljik,
amireP{X = k} maximalis. Ezt a médszert hividkaximum likelihood becslésnek.
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5.3 ** Andras és Béla a kovetkézatékot jatszak: feldobnak két szabalyos dobokockat;rAma@nnyi forintot
fizet Bélanak, mint a két dobokockan eszamok kilonbségének négyzete, Béla pedig annyit, amamhéy
kockan lew) szamok 6sszege. Melyikiiknek kedvez a jaték?

5.4 LegyenX X paraméter(i Poisson eloszlasu val6szinliségi valtoz&tagduk meg, hogP{X = i} i n6-
vekedésével ékzor 1, majd monoton csdkken, a maximumat & |A]-nél veszi fel. Tipp: tekintsik
P{X =i}/P{X =i—1}-et)

5.5 Méricka, ha turazni megy, minden lépésnél — dzeiényekdl fliggetleniil — valamekkora (kicsi) valoszi-
nliséggel hasraesik és megdti a térdét, illetve valamekffocsi) valdészinliséggel hanyatt esik és megiiti a
konyokét. Egy 10 kilométeres tdran atlagosan 3-szor szoktitni a térdét és 2-szer a konyokét. Legfeljebb
milyen hosszU tarara engedheti el az anyukaja, ha azt alkmgigz% valoszinliséggel térd- és kényodkseérilés
nélkil jarja meg?

5.6 ** Egy forgamas orszagutszakaszon gyakran szoktak radarbapasztalatok szerint annak valdsziniisége,
hogy5 percen belll lesz olyan autd, amelyik atlépi a sebességhépd ugyanannyi, mint annak, hogy nem
lesz ilyen auté.

a) Mi a val6szinlisége, hoglb perc radarozas soran (i) pontosan harom; (ii) legalabbrhd@yporshajtét
mérnek?

b) Milyen hosszu idre tervezzék a reiok a radarozast ahhoz, ho@y% valoszinliséggel fogjanak leg-
alabb egy gyorshajtét?

5.7 Tegylk fel, hogy egy adott @ben tdrtént események szamhgaraméter(i Poisson valészin(iségi valtozo.
Mutassuk meg, hogy ha minden eseményialdszinliséggel szamolunk, fiiggetleniil a tébbi eserdényt
akkor a megszamolt események sz&m@araméter(i Poisson valészinliségi valtozé! Emellettradintuitiv
érvelést arra, hogy miért kell ennek igy lennie.

Az el6z6ek alkalmazésara példa: Tegyuk fel, hogy egy adott temidetiebhelyeinek szama P@i0) eloszlasu
véletlen valtozé. Minden Iéhelyet a tobbill fiiggetlenils; valészinliséggel fedeznek fel. Szamoljuk ki
annak a val6szinlségét, hogy (a) pontosan 1, (b) legaléabl{d) legfeljebb 1 Iélhelyet fedeznek fel az adott
id6 alatt.

Bénusz a) LegyenX X paraméter(i Poisson eloszlasu valészinliségi valtozéadduk meg, hogy
. 1
P{Xpéarog = 5(1 +e ).

b) Adott egy hamis érménk, mejyvalészinliséggel mutétjet. Ezt az érmét 0 tipontban feldobjuk, és azt
latjuk, hogyfejre esik. Egy\ paraméterii Poisson folyamat altal megaddipilanatokban az érmét Ujra
és Ujra feldobjuk, mig egyébdgontokban nem nydlunk az érméhez. Mi a valoszinlisége, ikgr az
érme fejet mutat?

c) Tegyuk fel ismét, hogy az érnteiddépontbarfej-et mutat. A Poisson folyamatd@gillanataiban ezuttal
determinisztikus médon atforgatjuk (ha a fej oldalon allkar az iras oldalra, ha az iras oldalon, a fej
oldalra). Mi a val6szinlisége, hogakor az érme fejet mutat?

5.8 ** Egy erd atlagos s(irlisége: 16 fa 106+@nként. A fak térzse teljesen szabalyos, 20 cm abijtid@r alapl
henger. Egy puskagoly6t I6viink ki célzas nélkil, aziesdélédl 120 m-re, kifelé az e@bdl. Mennyi annak
a valoszinlisége, hogy eltalalunk egy fatérzset?
(Tekintstink el att6l az apro zavaré téngéd, hogy a fak alapkéreinek kbzéppontjai min. 20 cm tavdisdyg
vannak.)

5.9 ** Bulgariaban tortént, hogy egymas utani két héten kihuztdtgsan ugyanazokat a ngezamokat a lottén.
Maradjunk hazai vizeken: a hazai, 965-6t h(izés lotton

a) miannak a valoszinlisége, hogy §ovéten ugyanazokat a szamokat hlizzak, mint ezen a héten?

b) kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valoszinlisége, ladgyté 50 éves torténetében (minden héten
egy huzast feltételezve, sziinet nélkil, évi 52 héttel shéaahwalaha éfordul az, hogy két egymas utani
héten ugyanazt az 6t szamot hizzak?

c) még egy kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valészirdjsaggy a lotté 50 éves toérténetében (minden
héten egy hiuzast feltételezve, sziinet nélkiil, évi 52 regteholva) valaha éfordul az, hogy olyan 5-6st
hdznak ki, ami mar egyszer volt?

Adjunk numerikus értéket is.
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5.10 ** Egy urnaban 4 piros és 4 kék golyd van. Véletlenszer{ierldseéunk 4 golyot. Ha 2 koziilik piros és 2
kék, akkor megallunk. Kilonben visszarakjuk a golydkat ardba és Ujra valasztunk 4 goly6t. Az egészet
mindaddig folytatjuk, amig 4 hizott golyébdl pontosan Dpilesz. Mi a valoszinlisége, hogy pontosaseer
hazunk?

5.11 Szamitsuk ki agl + X)~! val6szin(iségi valtozo varhato értékét a kovetkegetekben:

a) haX Binom(n, p) eloszlasu;
b) haX Poi(\) eloszlasu.
(Tipp: integréljunk valami szépét.
5.12 Legyenek < (0,1), n € NésX = pn € (0, co) rogzitve. Tovabbaux := pginom(n, p)(k)/Proir) (k).
Bizonyitsuk be, hogy amirit = 0, 1, 2, ... ndvekszik
a) ay elészor ndvekszik, majd csokken, és a maximalis értékét 1 |-nél éri el.
b) ay el6szor kisebb, mint 1, majd 1 félénmajd Gjbol 1 ala csdkken.

5.13 Egy Ujsagkihordd 100 forintért veszi és 150 forintéljaeel az Gjsagokat. Az el nem adott lapokat nem
vasaroljak fle vissza. Ha az Gjsagokra a napi igény binomidlis elogzaléetlen valtozén = 10 p = %
értékekkel, korilbelll hany lapot vegyen, ha varhaté gébfizeretné maximalizalni?

5.14 Egy orszagban a hazasparok aa éisg vallalnak gyereket. Mi a nemek aranya ebben az orszi@jlgaz-e,

hogy az egy csaladban sziiletett gyerekek neme fliggetlenaygl?
5.15 Hipergeometriai eloszlas tart a Binomialishoz
Madarat gy(r{izinkN madarbokn gy(rizott van. Képzeljik el, hogy a madargyUriizéskéita csinaljuk, a
madarpopulacié ist és atlagosan a madarak egy bizonyos hanyadat vagyunéetépefogni. Pontosabban,
legyen mostV — oo, ¢ — p! Bizonyitsuk be, hogy ekkor, ha (fix) elem( mintat vesziink a populaciébdl,
ésX jeldli a gylirtizétt madarak szamat azlem( mintaban, akkak eloszlasa binomialishoz tart, azaz
lim P(X =i) — P(Bin(n,p) =1)!

N—oco,m/N—p

6. HF:
6.1 Tegylk fel, hogyX eloszlasfliiggvényey a kovetkedképpen adott:

0 hab <0
Z ha0 <b<1
1 b—1

Fb)=¢{ -4+ —= <

(b) S+ hal<b<2

11
- <
15 ha2 <b<3
1 ha3 <b

a) Szamoljuk kiP{X =+i}-t,i =1,2,3.
b) MennyiP{i < X < 2}?
6.2 Egy rendszer a bekapcsolastol szamitvhdnapig mikddik. Hatarozzuk meg varhato értékét, és annak
valészinliségét, hogy a rendszer legalabb 5 honapig niKikialX sirliségfiiggvénye:

Cze */? haz >0,
flx) =
0 haz < 0.
6.3 Legyen

5
C(Bz—2%) had<z< =,
fay={ 2

0 kilénben,
és 5
CBr—2*) had <z < =,
g9(x) = -

0 kilénben.
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Lehet-ef ill. ¢ sirliségfuggvény? Ha igen, hatarozzuk raegés azf ill. g altal meghatarozott eloszlasok
véarhat0 értékét!
6.4 Az A ésB konstansok milyen értéke mellett lehetnek eloszlasfliggek a kdvetkea fliggvények?

a)*
F(z) = exp(—Ae™P?);
b) ¢
F(xz) = A+ Barctguz;
c)
0 ha — oo <2 <0,
Flx)=q Atz
ha0 < =z < 4o0.
1+ Bz

6.5 A C konstans milyen értéke mellett lehetnek sirliségfiggeién kovetked fliggvények? Ezekben az ese-
tekben allapitsuk meg a varhato értéket, valamint annalszailiségét, hogy a megfdelal. valt6zo értéke
nagyobb, min®.

a) *
flz) = { C -sin(2rz) had <z < g,
0 kilénben;
b) °
_ ) C-(=In(z/10)) ha0 <z <10,
J@) = 0 kilénben;
c)

flz) = C-z7° hal <uz,
Yo kildnben

6.6 Egy benzink(t hetente egyszer kap benzint. Hogyha aeletas (ezer literben mérve) egy val6szinliségi
valtozo

5(1—2)% had<z<1,
f(z) = .y
0, egyébként

stiriségfliggvénnyel, akkor mekkora méreti tartdly segks ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkat 0.01-
nél kisebb valoszinliséggel fogyjon ki a benilib

6.7 Tudjuk, hogy mindely” nemnegativ valdszinliségi valtozora

o0

E(Y) = /P{Y > t}dt.
0
Mutassuk meg, hogy eg¥ nemnegativ valoszinliségi valtozéra

E(X") = /nz"ilP{X > x}dx
0

teljestl. [Tipp: kezdjuk azzal, hogy

E(X") = /P{X” > t}dt,
0
majd cseréljiink valtozot ( = z™).)
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6.8 a) LegyenX val6szin(iségi valtozé varhatd értéke szérasnégyzete?, és a harmadik momentuma is
véges. Tovabba legyenegy haromszor differencialhaté figgvény. Ha tudjuk, héggentralt harmadik
momentuma elhanyagolhato, akkor mutassuk meg, hogy

11
g ;u) o2
(Tipp: fejtstikg-t 1 koril 3 tagig Taylor sorba, és hanyagoljuk el a megmaradatigs
b) LegyenX egy A varhato érték{i Poisson eloszlasu valészinliségi valtelziassuk meg, hogy hatart
végtelenhez, akkor

E(9(X)) ~ g(u) +

D?(VX) ~ 0.25.
Lepbdjiink meg. Tipp: hasznaljuk fel az el6z6 feladaiBt/ X ) kozelitésérg)!
6.9 LegyenF'(x) folytonoseloszlasfliggvény, é8(0) = 0. Mutassuk meg, hogy
() 0, ha — o < <1,
| F@)—F(zY), hal<z<oo
is eloszlasfliggvény. Adjunk valdszinliségszamitasirgeiea fenti formulanak.

6.10 ** Egyenletesen valasztunk egy pontddal ) intervallumbdl, jeldlje ezfX. Mi annak a valdszin(isége, hogy
X,1— X és1/2 haromszdget alkot?

1
6.11 Konstruélhaté-e olyan folytongs: [0, 1] — [0, oo) fliggvény, amelyrd g(z)dz = 1, [z - g(z) dz = q,
0

2?2 g(z)dr = a??

Ot =

Bbénusz Ha egy taladlkozorac R perccel kordbban érkezem a megbeszélinés, petékot fizetek, ha percet kések,
b- s-t fizetek. Az utazas a mai kaotikus kdzlekedési feltétel@ktmeglehdisen véletlen ideig tart, melynek
stiriségfiiggvényé(z). Mikor induljak, ha a varhatd koltséget szeretném minigétii? (Tipp: irjuk fel a
vérhaté koltséget integrélalakban és derivaljuk.)

6.12 A buszok rendre minden 6ra egészkor, 15-kor, 30-kobdsof indulnak a megallobél. Ha véletlenszer(ien
érkezem 7:00 és 7:30 kdzt, mi annak a valoszinlisége, hogy

a) 5 percnél kevesebet varok?

b) 8 percnél tébbet varok?

c) Ugyanez a két kérdés, ha 7:08 és 7:38 kdzt érkezem egyeanietes
d) Es ha 7:00 és 7:25 kozt érkezem egyenletesen?

6.13 A felé a vonatok 15 percenkéntindulnak 7:00-t6l kezdve, Bhfglé 15 percenként indulnak 7:06+kezdve.

a) Ha egy utas 7:00 és 8:00 kozotti egyenletes eloszlaSiteid érkezik az allomasra, majd felszall arra a
vonatra amelyik hamarabb indul, az esetek hanyadrészébgyntelé, és hanyadrészébénfelé?

b) Es ha az utas 7:10 és 8:10 koz6tti egyenletes eloszlab@ivérkezik az allomasra?

c) Mi a helyzet akkor, haB felé gyakrabban, vagyis 7:08itkezdve 10 percenként indulnak a buszok?
Szamoljuk ki az €z6 két kérdés valdszinliségét erre az esetre is!

6.14 ** Egy buszA és B varosok kdzott jar, mely varosok 100 kilométerre vannaknedstol. Ha a busz lerobban,
akkor azt egyenletes eloszlasi helyen teszi a két varostkGirin; ilyenkor a legkdzelebbi szerviabkijon-
nek a szerélk és megjavitjdk a buszt a helyszinen. Pillanatnyilag egy$zerviz talalhaté az varosban, egy
a B varosban, és egy a két varos kozott féluton. Egy javaslaindzhelyett gazdasagosabb lenne a harom
szervizt azA varostdl 25, 50, és 75 kilométerre elhelyezni. Egyetértérkjavaslattal? Miért? Milenne a
szervizek legjobb elhelyezése? Milyen értelemben?

6.15 Egy egységhosszu ropin van egy sédarabhestyen. Mire hazaériink a boltbdl, a tAskankban véletletisre
(egyenletes eloszlassal) kettétorik a ropi a csomagbaa.dddarabot tartalmazo ropidarab hosszanak varhaté
értéke?

6.16 Valasszunk egy pontot egyenletes eloszlassal egynkgglelali haromszog belsejében, mely haromszognek
minden oldala 1 hosszlUsagu. Jeldlje pontnak a tavolsagat a haromszdg legkozelebbi oldatdadérozzuk
meg a¢ valdszinliségi valtoz6 eloszlas- és slrliségfliggvenyét
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6.17 Pistike randevut beszélt meg Juliskaval este 6-réik®lgét Uton is eljuthat a megbeszélt randevi helyszinére,
a két Gt kozott érmedobassal dont. Az utakon vald végigjaigie két valoszinliségi valtozot hataroz meg:
A-tésB-t.

— Az A slirliségfiiggvénye (percekben szamolva):

0 hax < 5 vagyz > 20,
fl@)=¢ Z(@—-5) has<z<10,
7—5(20—30) hal0 < z < 20.

— A B sirlségfiiggvénye pedig:

(2) = 0 haz <5,
g\ = exp (—452)  haz > 5.

Pistike 6-kor indul Utnak, mert elfelejtette nézni az 6Mia valdszinlisége, hogy talalkoznak, ha Juliska nem
egy tirelmes természet, és maximum tiz percet hajlandé/arn

6.18 Egyl hosszisagu ropit talalomra valasztott pontban kettékorbith az igy keletkezett darabok kéziil a révi-
debb eloszlasfliiggvénye?

6.19 ** Valasszunk két pontot fliggetlenil és egyenletesen az gkyskeriletén. Hatdrozzuk meg a tavolsaguk
eloszlasfiiggvényét.

Bonusz Véalasszunk az egységnégyzetben véletlenszezfganletes eloszlassal) egy pontot. Jeldlg pontnak a

7. HF:

négyzet legkdzelebbi csucsatol valo tavolsagat. Hatékoareg a valdszinliségi valtozo eloszlasanak sirl-
ségfliggvényét.

7.1 Sok intelligencia teszt normdlis eloszlast kdvet, 100twarhato értékkel és 15 pont szérassal. Ha ezeknek
a teszteknek és értékelésiknek hihetiink, akkor az embédrésgy szazalékanak van 95 és 110 pont kdzott
az IQ-ja? A 100 pont korili mekkora intervallumban van az engg&g50%-anak az 1Q-ja? Egy 250®$
telepulésen varhatéan hany embernek lesz 125 pont fol6Q-¢a?

7.2 Az 1Q teszteknek még mindig hiszlink és tegyiik fel, hoggradmény 100 pont varhato érték{i és 15 szorasu
normalis eloszlast kdvet. A teszteket megirt és kiértéddalhyokat altalaban 3 csoportba szoktak sorolni:
alacsony-, atlagos-, illetve magas intelligenciahangad&. A résztvebknek rendre 20, 65 illetve Y5
a kerult a megfeld csoportokba. Hol huztdk meg a hatarokat, azaz melyek azmntszamok melyek
megkulonbdztetik az egyes csoportokat?

7.3 Tegyuk fel, hogyX normadlis eloszlasu 5 varhato értékkel. B4X > 9} = 0.2, kdzelitleg mennyiX
szérasnégyzete?

7.4 ** Tegyuk fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassaga centbeétmérve normalis eloszlagu = 180 és
o? = 169 paraméterekkel. A 25 éves fiatalemberek hany szazalékasaialgd méternél? A két méteres klub
tagjainak hany szazaléka magasabb 2 méter 10 cm-nél?

7.5 Mutassuk meg, hogy(1) = /7. (Tipp: T'() = [, e "2~ 2dx. Helyettesitsiink = v/2z-et és hasonlitsuk
Ossze az igy kapott kifejezést a normalis eloszlgssal!

7.6 ** Szamoljuk ki a normalis eloszlas alabb definialt ,abszolatmentumait” (o a standard normalis siir{iség):

o0

Ap = / eWlyFdy, k=1,2,3,...

— 00

(Tipp: parosk = 2¢-re szdmoljuk ki és hasznéljuk a kdvetkez6 kifejezést:

d 1T e
- —2y7/2 ¢
d)\e\/_Qﬂ/e v

Paratlank = 2¢ + 1-re hajtsuk végre a = y? valtozdcserét az -t definiald integralban.

A=1
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7.7 Legyen azX valOszinliségi valtoz6 normalis eloszlasuarhaté értékkel és szorassal. Szamoljuk kic R-
re azE(e!X) varhat6 értéket! (Tipp: ez egy egyszerl integralhelgitissel visszavezetibed normalis
stiriségfliggvény integraljara.)

7.8 Bizonyitsuk be, hogy az @&t6 feladatban kapott képlet akkor is érvényes marad, teasdleges komplex
szam! (Vigyazat: a normalis siriségfiiggvény integréak avalésszamegyenesen tanultuk, hogy mennyi.
A bizonyitashoz kell valami komoly az analiz&h

7.9 LegyenX nulla varhaté érték(i és szérasu, normalis eloszlasu valésziniliségi valtozé. rBitsuk be, hogy
tetsdlegesr > 0 esetén fennallnak a kdvetkeegyenbtlenségek:

1 2 2 3
\/—Q_ﬁe(x/z")<%%> < P{X>z} <

e*(ﬁ/%z)g_
V2T x

(Tipp: differencialjuk az egyenlétlenséglanc mindharagjat, és hasonlitsuk 6ssze a derivaltakat.

7.10 Becsililjik meg annak a valdszinliségét, hogy 100.0Rérledsztas soran a fullok szadma 128 és 158 kozé
essen.

7.11 Egy gyéar kétfajta érmét gyart: egy igazsagosat és egyshs ami 55% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen
érménk, de nem tudjuk, igazsagos-e vagy pedig hamis. Erldéktésére a kdvetkézstatisztikai tesztet
hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalatbh&@r fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott, akkor az égartdgosnak tekintjik. Mi a valdszinlisége,
hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazséi@dss/ha hamis volt?

7.12 ** Egy nagyvéaros lakossaganakalunk ismeretlerp hanyada dohanyzik. Ezt@ahanyadot akarjuk koze-
litbleg meghatarozni egy mintaban megfigyelt relativ gyakgdsl a kévetkegz médon: megkérdeziink
véletlenszer(ien kivalasztott lakost, és megallapitjolgy ezek kdzotk allitja, hogy dohanyzik. A NSZT-&l
tudjuk, hogy ha: elég nagy, akkor az empirikusan megfigyglt = & /n relativ gyakorisag igen nagy valészi-
niiséggel jol kdzeliti az igazi hdnyadot. Milyen nagynak kefl-et valasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy
az empirikusan megfigyelt relativ gyakorisag legalabb 0.93 val6szin(iséggel 0.BaHataron belil kéze-
litse a valddi (ismeretlen) hanyadot? Més széval: hatarozzuk meg azt a legkisgltermészetes szamot,
amelyre igaz, hogy barmelye (0,1)-re ésn > no-ra

P{|p’ — p| <0.02} > 0.93.

7.13 Az ebz6 feladat kicsit mashog®
Budapest utcain az emberék%-a tAmogatna, hogy kozterileten ne lehessen dohanyozeeli&iik azt a
valészinliséget, hogy megkérdezett ember koziil legalély% a betiltds mellett nyilatkozik, ha
a) n=11,
b) n =101,
c) n = 1001.
d) Hany embert kellene megkérdezniink, hogy legal#iih eséllyel40% felett legyenek a betiltast tAmo-
gatok?
7.14 Az Un. Monte Carlo-integralas lényege a kovetkelegyen az egyszerliség kedvégrt [0,1] — [0,1]
folytonos fuggvény, és az

Io/f(z)dx

integral értékét becsiljuk. Ha ésV két fuggetlen0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdszinliségi
valtozo, akkor azU, V) par al0, 1] egységnégyzet egy véletlen pontjat adja. Fuggetlentlrgisae: vélet-

len pontot az egységnégyzetben, jeld{jg azon pontok szamat, amelyek Afliggvény grafikonja ala estek,
vagyis amelyekrd” < f(U). EkkorI becslését aX,, /n hanyados adja. Mekkoranak valasszukrtékét,

ha azt szeretnénk, hogy #tr) = 22 fliggvényre alkalmazva a Monte Carlo-integralas médsziegfeljebb
0.02 valoszinliséggel kapjurtk1-nél nagyobb hibat?

7.15 Van két egyforma biztositotarsasag egyenként tizepdellel. A 2007-es év elején minden ugyfél befizet a
biztositéjanak 6tvenezer forintot, és az év folyaman miniigyfél egymastol nggetIen%l valoszinliséggel
nyuUjt be karigényt, amely minden esetb&s0 ezer forintos. Mindkét biztositétarsasagnak van ezer felu
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5 millié forint félretett pénze az ék6 évidl. Egy biztositotarsasag @dbe megy, ha nem tudja kifizetni a
beérked karigényeket. Erdemes-e egyesiilnie a két biztositGtéagsmk? Legyep; annak a valdszinlisége,
hogy a két biztositotarsasag koziil legaldbb egy tonkremégs annak a valoszinlisége, hogy az egyesiilt
biztositotarsasag tonkremegy. Hatarozzuk meésp, (kozeli) értékét, és vonjuk le a kovetkeztetést!

Bénusz: (A Poisson eloszlas normalis approximacioja.Bizonyitsuk be, hogy — oo-re

1
V2

és a hibatag egyenletesen kicsiahegy korlatos halmazban marad. Kévetkezményként lassukdog,

\/X'ppoi(A)(L)\—i—x\/XJ) = exp(—22/2) _1_0()\71/2)7

B
S e~ [ o) dy = 8(5) - 2(a)
A aVA<k<A+BVA a

amint\ — oo.

7.16 ** A menzai poharak kirakdsuktol szamitott torési ideje exgpaiélis eloszlast koveéthonap varhatd érték-
kel. Szamitsuk ki annak valoszinliségét, hogy
a) 5 kirakott pohéarbdl legfeljebB torik el egy éve alatt;
b) 500 kirakott poharbdl legfeljebB00 torik el egy éve alatt! (Adjuk meg a numerikus értéket is!)
7.17 A valszamium radioaktiv boml6 részecske atlagosagétathal év. Mennyi ennek a részecskefajtanak a
felezésiideje?

7.18 A ,Fény az éjszakdban” tipusu villanykorte élettadagmponencialis eloszlasu. A gyartd mérései szerint a
korték 90 szazaléka birja legalabb egy évig. Menn§iédvallalhat a gyarté garanciat a korték mikodésére,
ha azt akarja, hogy a véknek legfeljebb 1 szazaléka reklaméljon?

7.19 Reggel a foldalatti szerelvények kévetési ideje erpoidlis eloszlasu valészinliségi valtazperc varhato
értékkel. Az egyik szerelvényt pont lekéstem.

a) Mennyi a valészinlisége, hogy legalédbpercet varnom kell a kovetkére?
b) Mar 3 perce varok hidba. Mennyi a valdszinlisége, hogy még tovircig varnom kell?

7.20 (Veszélyratg. Egy pozitiv abszolut folytonos valdszinliségi valtoz&hkdrati ratafiggvényének ¥t) =
15%) fluggvényt nevezzik.

a) Mi a kockézati ratafiiggvény szemléletes jelentése?
b) Lassuk be, hogy ekkor
t
F(t)=1—exp —/)\(s)ds !
0
¢) Mia X paraméteri exponenencidlis eloszlas ratafuiggvénye?
d) Es egy|0, ] intervallumon egyenletes eloszlasé?

7.21 Gyakran hallani, hogy a dohanyosok halalozasi ratéaz a kockazati rataja a halabbntjara vonatkozoé-
lag) minden életkorban kétszerakkora, mint az azonos kemidohanyzoké. Igaza van-e annak a nemdohany-
zénak, aki erre azzal jon, hogyakkor kétszer akkora valészinliséggel fog méiyig élni, mint a dohanyos
osztalytarsa? Ha nem, mi a két valészinliség viszoniiap:(el6z6 felada).

7.22 Egy nagyon gyors szamitégépen futd program, miutadell, minden orajel hatdséara (vagyis nagyon gyak-
ran) megprébal lefagyni — feltéve, hogy ez kordbban nenriikaeki — és valamilyen nagyon kicsi val6-
szinliséggel le is fagy. A tapasztalat szerint ez a progmimditas utan atlagosanéraval fagy le. Mi a
lefagyasig eltéd (6raban mért) id eloszlasa?

7.23 Pistike nyari estéken csillaghullast néz. Egy-egyirgstén nagyon sok meteor éri el a Foldet, ezek mind-
egyikének egymastél fuggetlenl, nagyon kis valészig§eksikeriil Pistike szeme elé kerllni — vagyis pont
akkor és ott esni le, amikor és ahol Pistike latja. &gfél 6ra alatt atlagosan harmat lat lehullani. Augusztus
19-én este 22:00-kor kezdi nézni az eget.

a) Miaval6szinlsége, hogy 22:00 és 22:25 kdzott egyetleiddrillagot sem 1at?
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b) Mi a valdszinlisége, hod¥ perc alatt egyetlen hullocsillagot sem lat, aliok R*?

c) Az X val6szinliségi valtozo legyen az adbifpercben mérve), amennyit Pistikének addisllocsillag
megpillantasara varnia kell. SzamoljukXi eloszlasfliggvényét és sir{iségfiiggvényét!

d) Fogalmazzuk meg szépen a tanulsagot!

7.24 ** AHOMALY cég kétféle kompakt fénycsovet forgalmaz, az A éspisok varhato élettartama rendf#o,
illetve 8000 6ra, mindkét esetben exponencialis eloszlassal.

a) Egy egyetemi éladdterem két lampéjadban egyszerre cserélik a fénycstjtekét ha az egyik fénybs
kiég, mindketbit lecserélik. A legutébbicsere alkalmaval az egyik langédba masikba B tipusu fény@s
kerilt. Mi a valoszinlisége, hogy a kdvetkezerére kevesebb, mig00 6ra elteltével lesz sziikség? Es
ha tudjuk, hogy a legutébbi csere @800 éra telt el, mi a valészinlisége, hogy tovabbi0 6raig nem
lesz sziikség cserére? (Az egyes fénycsovek élettartamgatféignek tekinthét)

b) A takarékossag jegyében a doktorandusz szobaba egy olttbéllzzerzik be a fénycsovet, ahol azokat
csomagolas nélkil, a rendetlenség miatt jol 6sszekevergduljadk. A kupacl0%-a "selejtes", be se
kapcsol, a maradék egyéndranyban A, illetve B tipusi. Vaktaban valasztva, mi lesioktorandusz
szobaba keridl fénycs élettartamanak eloszlasfliggvénye?

c) Mia valdsziniisége, hogy a doktorandusz szobaba&é&iilyc® tobb, mint4000 o6raig birja? Es haez a
fényc mar kibirt2000 6rat, mi a valészinlisége, hogy még tovahlio 6raig birni fogja?

8. HF:

8.1 A kovetked feladatokban adott&valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye ill. stirfiségvénye. Meg kell
hatarozni aZ figgvényeként értelmezel, Y, 7, ... valdszinliségi valtozék slrliségfliiggvényét.
(a) ¢ egyenletes eloszlastial, 1] intervallumbanX := &2, Y := &3, Z := tan(5¢), U := sin(n§).
(b) * ¢ exponencidlis eloszlastiparaméterrelX := 3¢ + 2, Z := /€.
(c) ¢ standard normadlis eloszlask; := £2,Y := ¢ 2.
(d) * ¢ egyenletes eloszlas(az2, 1] intervallumbanX := £2, U := cos(n§).
(e) ¢ exponencidlis eloszlastiparaméterrelX := —3¢ +2,Y := ef.
(f) ¢ strlségfuggvényer a0, 1] intervallumon, egyébkért, Y := ¢ 2.

8.2 LegyenX egyenletes eloszlas(a3, 4] intervallumon, és legyeW (z) = |z — 1|+ |z + 1|. Hatarozzuk meg
azY = ¥(X) valészinlségi valtoz€'(y) eloszlasfuggvényét. Abszolut folytonos eloszlasi?eAdjuk meg
a G eloszlasfuggvény Lebesgue-féle felbontaséat diszkrégzabt folytonos és folytonos de szingularis nem
csOkkerd fliggvények dsszegére.

8.3 Hatarozzuk meg? = Asin(©) eloszlasat, ahod egy rogzitett konstans, é3 egyenletes eloszlasu
(—7/2, w/2)-n. (Az ilyen val6sziniliségi valtozok ballisztikanal jonnek el v sebességgel szogben ki-
16tt IovedékR = ”5 - sin(2«) tavolsagban ér foldex.

8.4 *°

(a) LegyenX standard Cauchy-eloszlasu valoszinliségi valtoz6. Birsuk be, hogy ekkoX és1/X azo-
nos eloszlasuak. (EmlékezteEgy standard Cauchy eloszlasu valdszinliségi valtodségfliggvenye:

1

f(w):m

-0 <z < 00.)

(b) Mutassuk meg, hogy a fenti tulajdonsag az

[ 1/4 haly| < 1
fY(y’{ () halyl > 1

stirGiségfuggvényll valdszinliségi valtozoéra is igaz, vagyisY eloszlasa megegyezik eloszlasaval.

8.5 a) LegyenX )\ paraméterli exponencialis eloszlasu valészinliségiz@lEese > 0. Mutassuk meg, hogy
¢X szintén exponencidlis eloszlasy,c paraméterrel.
b) Most legyenX sirliségfuggvéenyg(z). MiazY = aX + b valdszinliségi valtozé strliségfiiggvénye?
c) Z eloszlasa megegyez¥Z-jével. Mi ez azZ?
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Bonusz LegyerX sir(iségfiiggvényg; 1 a[0, 1] intervallumon é$) egyébként. Mi lesz; tortrészének sliriség-
fuggvénye?

8.6 a) LegyenX normalis eloszlasy varhato értékkel és szorassal. Hatarozzuk még= e sirliségfiigg-
vényét. { eloszlaséat lognormalisnak nevezik.

b) Mutassuk meg, lehéteg szamolas nélkil, hogy ekk6rY @ eloszlasa szintén lognormalig = ap +
log C éso’? = %02 paraméterekkel Tjpp: tudjuk, hogyy” = eX, ahol X normalis. irjuk felC'Y -t #
alakban, talaljuk meg a kapcsolatéf és Z kozott, és hasznaljuk tudasunkat a normalis valészinliség
valtozo linearis transzformaltjaird).

¢) Valamely homokfajta részecskéi gdmb alaktak, melyeknekgje (milliméterben mérve) log-normalis

eloszlasty = —0.4 éso := 0.3 paraméterekkel. Az egész homokmennyiség teiityszazalékall 0.5
mm-nél kisebb atméjii szemcsékil?

8.7 LegyenX folytonos eloszlasu valoszinliségi valtoZdeloszlasfliggvénnyel. Legyén = F(X). Mutassuk
meg, hogyY” valészinliségi valtozé egyenletes eloszlas, d ) intervallumon.

8.8 LegyenX egy valoszinliségi valtozd, amelyP§ X = 0} = 0, ésY := X 1. Mi a feltétele annak, hog
ésY azonos eloszlasuak legyenek?

8.9 Bizonyitsuk be, hogy h& Cauchy eloszlasu valoszinliségi valtozo, melynek glgfliggvényef(z) =
Lo, 68X = 1/6,Y :=26/(1 - &), Z := (3¢ — %) /(1 — 3¢?), akkorX, Y ésZ szintén Cauchy elosz-

lasu. {Tipp: Hasznaljuk a kovetkez6 trigonometriai azonossagaka { = tg(a), akkorl/¢ = tg(§ — ),
26/(1 - &%) = tg(2a) €s(3§ — €%)/(1 - 3¢?) = tg(3a).)
8.10 ** Egy! hosszu ropit talalomra (egyenletes eloszlassal valdgatban) kettétdrink.

(a) JeldljukX -szel az igy kapott két rész hosszainak négyzettsszeggirddauk meg aX valészinliségi
valtozé eloszlasanak sirliségfliggvényét.

(b) Jeldljuk Y-nal a két részbl képezett téglalap tertlletét. Hatarozzuk megvaral6szinliségi valtozo
eloszldsénak sirliségfiiggvényét.

8.11 Legyert az X ponttavolsaga a sild, 1) koordinataju pontjatdl, ha
a) X-etazz-tengely[0, 1] intervalluméan véletlenszerlien valasztjuk;
b) X-etazaz-tengely[0, 2] intervalluman véletlenszeriien valasztjuk.
A két esetben hatarozzuk meg aaldszinliségi valtozo slrliségfiiggvényét.
8.12 Egyf hosszu ropit két egymastdl fiiggetlendl és egyenletesléksa kivalasztott pontban eltdriink.
a) Miaz igy nyert harom darab kozil a legrovidebb hosszanaklzeté értéke?
b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy a harom darabbol hatmesalkothatunk?

8.13 ** Egy téglalap oldalainak hossza legykeill a. A két szemkéztii hosszu oldalon egymastol fliggetlenill és

egyenletes eloszlassal kijeldlink egy-egy véletlen podldlje X e pontok tavolsagat. Meghatarozantlo
stiriségfiiggvénye.

8.14 Két szabdlyos kockaval dobunk. Hatarozzuk tiegsY egylttes sulyfiiggvényét, ha
a) X a dobott szamok maximumg, a két dobott érték dsszege;

b) X az el kocka eredményé; a dobott szamok maximuma;
c) rendreX, Y a dobott szamok minimuma, ill. maximuma.
8.15 LegyenekX ésY fuggetlen,p paraméter(i geometriai eloszlasu valoszinliségi véttofbzaz: P{X =
.Y =jt=Q0-p) " p-1-p)Yt-p i, j>0)

a) Sejtsuk med®{X =i|X+Y = n} értékét. Tipp: tegyik fel, hogy egy cinkelt érmét dobunk fel, egymas
utan sokszor. Az érmevalészinliséggel ad fejet. Ha a masodik fejiaadik feldobasnal jon, mi az elsd
fej bekdvetkezése idejének eloszlasa?

b) Igazoljuk (a)-beli eredményiinket szamolassalipjf: ugye még emlékszink mi fliggetlen geometriai
varakozasi idék 0sszegének az eloszlfisa?

8.16 Egyiuttes eloszlasfiiggvény-e a kdvetkket fliggvény £, y € R)?

F(z,y) = exp(—e” "), G(z,y) = exp(—e™* —e™Y).

22



8.17 LegyenX, Y) az{(x, y) : 2? + y? < 1} egységkorben véletlenszerlien (egyenletes eloszlagsadztott
pont koordinata-pérja. Hatarozzuk meg a peremeloszldsdiségfiiggvényét.

8.18 ** Hatarozzuk meg a peremsirliség-fuggvényeket! Fluggetlergsy ?
a) Legyen azX ésY val6szin(iségi valtozok egydttes eloszlasanak sifligggénye:

h(z,y) sltay+y) had<z<1,0<y<l,
T,Yy) = s
y 0 egyébkeént.

b) Az (X,Y) pont eloszlasa egyenleteda= {(z,y) € R? : 2|z| + |y| < 1} tartomanyon.

8.19 Egy férfi és egy ttalalkozot beszélt meg 12:30-ra. Ha a férfi 12:15 és 12:4%td@gyenletes eloszlasu
id6ben érkezik, éte flggetlenil a @ 12:00 és 13:00 kozo6tt egyenletes eloszlagbenh érkezik,

a) hatarozzuk meg annak valoszinliségét, hogy dlezéir érkezik, 5 percnél kevesebbet var.
b) Mi a val6szinilisége, hogy a férfi érkezik@igek?

8.20 n pontot flggetlenil egyenletesen elosztunk egy koér ke¥iileds szeretnénk meghatarozni annak valészind-
ségét, hogy mind egy félkdrbe esnek (vagyis annak valasgéfpét, hogy van egy olyan, a kér kézéppontjan

atmerd egyenes, melynek az 6sszes pont az egyik oldalan van)jeJBlo P, ..., P, a pontokat. Legyen
A az az esemény, hogy az 6sszes pont egy félkdrbe esik; &z az esemény, hogy az 6sszes pont abba a
félkdrbe esik, amely?;-t6l indul az éramutaté jarasaval egyeranyban; = 1, 2, ..., n.

a) Fejezzik kiA-t az A;-k segitségével.

b) Igaz-e, hogy az;-k kélcséndsen kizaréak?

c) Hatarozzuk med{A}-t.

d) Most valaszoljuk meg a kdvetkékérdést: ha egkdrlaponegymastol fliggetleniil pontot egyenletes
eloszlassal elhelyeziink, mi a valészinlisége, hogy a ki#iontja benne lesz a pontok konvex kombi-
nacioiként eballé halmazban?

8.21 Az X ésY val6szinliségi valtozok kézos sirliségfiggvénye

ze~ @t haz >0, y >0,
flz,y) = L
0, egyébként

Fuggetlen-eX ésY? Es ha a kozos sirliség

2, hat<y<1,0<z<y,
[z, y) = g
0, egyébkerit

8.22 LegyenekX, Y fiiggetlen |0, 1]-en egyenletes valdszinliségi valtozok. Mi a tavolsaguésEgfuggvénye?

Bonusz Rendezett minték. Leszo6runk g0, 1]-re egyenletesen pontot. Mi ak. pont sg’jrfjséngggvénye? Ravdret
kicsit egyszeriibb kérdések: Mi a maximum eloszlasa? Mrassgfliggvény? Es a 2. legnagyobbé? (Hogyan
kapjuk meg derivalas nélkiil, kozvetlenil?)

9. HF:

9.1 a) LegyenekX ~ E(0, 1), ésY ~ Exp(1) figgetlenek. Hatarozzuk meg + Y eloszlasat.
b) LegyenekX ~ E(0, 1), ésY ~ Exp(1) fuggetlenek. Hatarozzuk me¥j/ Y eloszlasat.
c) LegyenekX ~ Exp()\), ésY ~ Exp(u) figgetlenek. Hatarozzuk meg/Y eloszlasat, ésR{X < Y}
valoszinliséget.
d) LegyenX ésY két fiiggetlen\ paraméter(i exponencidlis eloszlasu valészinliségzltBizonyitsuk
be, hogy adJ := X + Y ésV := X /(X +Y) valészinliségi valtozok fuggetlenek.
9.2 Mutassuk megzamolassahogy haX;, i = 1, ..., n flggetlen azonos eloszlasi geometriai valdszinliségi
valtozok, akkorX, +- - -+ X, negativ binomialis eloszlasu. Hasznaljunk indukciét. gddszinliségszamitasi
érvelést mar lattuk éadason.)
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9.3 X Ur vonattal és tavolsagi autdbusszal utazik a muniahelMenetrend szerinh vonat 7:30-kor érkezik, a
busz pedig 7:37-kor indul. Az atszallas két percet veszyilgén Am a vonat valodi érkezési idejormalis
eloszlasWvalészinliségi valtozé melynek varhato értéke 7:30-karémszorasa 3 perc. Az autébusz valodi
indulasiideje a vonat érkezééétiiggetlen, szintén normalis eloszlasi valészinlisalgoz6, melynek varhato
értéke 7:37-kor van, szérdsa pedig 4 perc.

a) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy X Ur a hét 6t munkandjzjal kegfeljebb egy alkalommal késse le
a buszcsatlakozast?

b) X dr hazafelé a menetrend szerint 17:40-kor édkeaszrol leszallva szeretné elérni a menetrend szerint
17:49-kor indul6 vonatot. A jarmivek érkezési, illetveinasi idejének szorasa ismét 4, illetve 3 perc, és
az atszallas visszafelé is két percet igényel. Egy évbemfiitkanappal szamolva, mi a valészin{isége,
hogy X Ur hazafelé tobb alkalommal kési le a csatlakozastt munkaba menet?

9.4 ** Egy palack tej mennyiségének varhato6 értéke 1 liter, sadtaeentiliter. Egy négytagu csaladban minden
reggel kibontanak egy palack tejet.88£6r a kisebbik gyerek télt maganak egy kis poharral, majagyobb
gyerek és az anyuka egy-egy nagy poharral, a maradékot &a #mtja meg. A kis poharba varhatéan 2
deciliter, a nagyobb poharakba 3-3 deciliter tej keril, jantennyiségének szorasa 1 centiliter a kis pohar
és 2 centiliter a nagy pohar esetén. Az egyes folyadékmséggk fliggetlennek és normalis eloszlasinak
tekinthetk.

a) Miavaloszinlisége, hogy az apukanak kevesebb, mint mdetéiter tej marad?
b) Mi a valészinlisége, hogy 2015-ben legaldbb 70 reggel ketlpmkanak méasfél deciliternél kevesebb
tejjel beérnie?

9.5 Akodbor kutyak atlagos testsulya 40 kg, a testsulyuk&sadpedig 20 kg. A sintérek altal a kutyak elfogasara
haszndlt hal6 elszakad, ha a kutya 60 kilosnél nehezebb kddanal kisebb kutyak pedig ki tudnak bajni
belble. Hatarozzuk meg annak a valészin(iségét, hogy a kugtsltea az atlagtél nem tér el 20 kg-mal tébbel,
és igy biztonsaggal el lehet kapni a halval, ha

a) atestsuly\V (40, 400) normalis eloszlasu;
b) atestsuly lognormalis eloszlasu, melynek 40 kg a varhaékées 20 kg a szérésa.
A két modell kdzil melyik valészeriibb?
9.6 LegyenekX,Y ésZ fuggetlen, azonos Geom)(eloszlasu valdészinliségi valtozok.

a) Szamitsuk ki a kdvetkérvaldszinliségeket:
P{X =Y}, P{X > 2Y}, P{X+Y < Z}.

b) LegyenU := min{X,Y} ésV := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy/ ésV fuiggetlenek.

9.7 Afliggetlenség szimmetriajaLegyenekX;, Xs, ... fluggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozék az
F folytonos eloszlasbol. (Probaként, lehet egyenlete&)jded,, azt az eseményt, hogy &, rekord, azaz
nagyobb, mint az 6sszes addigi. Men®fA,, }? Fuggetlen-el,, 1 A,-t6l? Szamitsuk ki @{A,, | A, +1}
ésP{A, ;1| A,} feltételes valoszinliségeket.

9.8 A patikdba egy 6ra alatt betéemberek szdma Poisson eloszlasg 10 paraméterrel. Szamoljuk ki annak
feltételes valdszinliségét, hogy legfeljebb 3 férfi térfékéve, hogy 10 d tért be a patikdba abban az éraban.
Milyen feltevésekkel éltiink?

9.9 LegyenekX ~ Poi()\), Y ~ Poi(u) eloszlasu fuggetlen valoszinliségi valtozok. Mi lésteltételes eloszldsa

X + Y ismeretében? Szamoljuk ki, majd ismerjik fel az eloszlastahjuk le a tapasztalatot a Poisson
folyamatra gondolva.

9.10 LegyenekX, X,, X3, X4, X5 flggetlen azonos eloszlasu, folytonos valészinlisétpzdk, kozos elosz-
lasfliggvényik legyer, sliriségfliggvényiik legyef) tovabba legyen

I:P{X1<X2<X3<X4<X5}.

a) Mutassuk meg, hogy nem fuggF-tél. (Tipp: irjuk at I-t 6tos integralla, és alkalmazzuk az =
F(x;), 1 =1,...,5 véltozdcseré}.

b) Szamoljuk kil értékét!

c) Adjunk szemléletes magyarazatot agz8l pontban kapott eredményre!
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9.11 Szamoljuk ki a kovetkézegyittes eloszlasokrd feltételes slirliségfliggvényétEz= vy, feltétel, valamint
Y feltételes slrliségfliggvenyétdz= x, feltétel mellett:

a) (X,Y) kozos sirliségfuggvénye valamilydre- 0 alkalmas konstansra

A® +v*) halz| <1, Jy| <1,
f($, y) = i .
0, egyébként

b) (X,Y) egyiittes eloszlasa egyenletes{éz, y) | x2 + y* < 1} korlapon.
9.12 °*

a) Keét dobdkockaval dobunk, legyel a nagyobbY a kisebb dobott szam. Szamoljuk Xi feltételes
sulyfuggvényét,aX =i, i =1, 2, ..., 6 feltétel mellett. Fiiggetlen egymastfil ésY ? Miért?
b) X ésY egyittes sliriségfliggvénye

fzy)=c(@®—y?)e® 0<z<oo, —z<y<uz
Mi Y feltételes eloszlas& = z feltétel mellett?

9.13 LegyenekX, Y ésZ fluggetlen valdszinliségi valtozok. Legy&nill. Y eloszlasfiiggvény€'(z), ill. G(z),
éslegyerP{Z = 1} = p = 1 — P{Z = 0}. Hatarozzuk meg a kdvetkéxzaldszinliségi valtozok eloszlas-
fuggvényeit:

T:=ZX+(1-2)Y, U:=ZX+(1-2Z)max{X,Y}, V:=ZX+(1-Z)min{X, Y}

9.14 ** Pistike egy nagy doboz rossz rdseg( villanykortét vasarolt, amiknek az élettartamayéilgn exponenci-
alis eloszlast minddssze 10 perc varhato értékkel. Estd @il valészinliségszamitast tanulni, becsavarja
az asztali lampéjaba az él&ortét, és felkapcsolja. Ezutdn amikor egy korte kiégtatidicseréli, és a
kovetked mellett tanul tovabb. Jeldljg, =, ... az egyes villanykorték élettartamat.
a) Jeldlie T, azt az idpontot (este 1081 szamitva, percben), amikor a masodik korte kiég, va@yis=
71 + 12. Mi T sirlségfiggvénye? Szamoljuk ki kdzvetlendl.
b) Milyen leszT; feltételes eloszlasa®, = ¢ feltétel mellett?
c) "Kitekinté": Mi annak a val6szin(isége egy POI(1/10) folyamatbagylmég nem érkezett megkor a
masodik pont? Es hogy mar megérkezett? Derivaljuk és hiasakbssze az elspontbeli eredménnyel.
d) JeldljeT,, azt az idpontot (este 108l szamitva, percben), amikor azedik korte kiég, vagyig,, =
71+ T2+ -+ 7. Mi T, slrliségfiggvénye?
€) Mindenn-re irjuk fel annak valoszinliségét, hogydarab kortével nem tudja kihGzni fél 6raig — vagyis
hogyT,, < 30. (A kapott kdzepesen csunya integral kiszamolasa nélkévibbléphetiink.)
f) JeldljeX a Pistike altal az ets30 perc alatt elhasznalt korték szamat. Xeloszlasa?
g) Emlékezziink &7.23. feladatra!
9.15 ** Egymastdl fiiggetlenV ember érkezik egy Uzleti vacsorara. Amikor megérkezik damember kériiinéz,
hogy van-e a mar megjelentek kozoétt baratja, majd vagy odlaiélgyik baratjanak az asztaldhoz, vagy egy
Ures asztalhoz Ul, ha nem érkezett meg még egy baratja serbarfeely két ember mindegitfiiggetlendil

p valészinliséggel baratja egyméasnak, szamoljuk ki az lelfogsztalok varhaté szamatTipp: legyenX;

annak az indikatora, hogy azedik megérkezd Ures asztalhoz Ul. (A23z= 1, ha lres asztalhoz (l, és
X,; =0, hanem)

9.16 Adott egy 100 embedballé csoport.
a) Mennyi azon napok varhato szama, amikor legaldbb 3 embearekodzillik szuletésnapja?
b) Varhat6an hany olyan nap van egy évben, amikor kdzulik walsziletésnapja van?
Bénusz (hasonld, mint az@dd, csak picit mashogy) Egy urndban vagolyonk, eblfl hGizunka,, darabotismétléssel.
a) Miannak a valészinlisége, hogyaedik golyot legalabb kétszer huzom ki?

b) Milyen a,, értékre lesz a legalabb kétszer hizott golydk szamanalat@éntékeCn®, o € R nagysag-
rend(i? Spea: = 0-ra mekkora az,,?

c) Mik a széba johdi o kitevok?
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10. HF:

9.17 Véletlenszerlien sorban alférfi ésn nd.
a) Mennyi azon férfiak varhaté szama, akik mellett (azditelagy mégott) B all a sorban?
b) Mennyilenne a valasz, ha nem sorban &linanak, hanem egly &sréal koré tlnének le?
9.18 10 hazaspar Ul le véletlen elhelyezéssel egy kerelthezt Szamitsuk ki
a) a varhatéértékét,
b) a szérasnégyzetét
annak, hogy hany férj Ult a felesége mellé.
9.19 ** Egy hibatlan kockaval dobunk tizszer. Jel6feazt a szamot, ahanyszor paros dobast paratlan kovet.
Mennyi X véarhat6 értéke és szorasa?

9.20 Dobodkockaval addig dobalunk, amigdl 6-ig minden szam legalabb egyszed elem fordul. Mennyi a
szilkséges dobasok szaméanak varhato értéke?

10.1 LegyenX;, X, ... fiiggetlen azonos eloszlasu folytonos val6szinliségozék sorozata, legyely > 2
olyan, hogy
X1>2Xo2>--2>2Xn_1, Xno1<Xnw.
Azaz azN-edik az el§ tagja a sorozatnak, ahol a sorozat novekévalik. Mutassuk meg, hodg(N) = e.
(Tipp: érdemes el8szdr kiszdmol{ N > n}-t.)
10.2 a) LegyenekX ésY fliggetlen, nemnegativ értéki folytonos valészinliséffozdk, melyekrdEX < oo
ésEY < co. Bizonyitsuk be, hogy
Emin{X, Y} = /P{X >t} -P{Y >t} dt.
0

b) Altalanositsuk az ébbi dsszefiiggést tet§iegesk darab fiiggetlen, nemnegativ értékii folytodos
X, ... X valészinliségi valtozora, melyélifeltessziik, hogy véges a varhato értékik:

0k
Emin{X;, Xo, ..., X} :/HP{Xj >t} dt.
0 J=1
c) Az a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy
Emax{X, Y} = /[1 —P{X <t} -P{Y <t}] dt.
0

d) LegyenekX;, X, ... X} fuggetlen,(0, 1)-en egyenletes eloszlasi valészinliségi valtozok. Hatako
meg az
Emin{X;, Xo, ..., X;}, Emax{Xy, Xo, ..., X}

varhat6 értékeket.

10.3 n-szer feldobunk egy valészinliséggel fejet adé érmét. Szamoljuk kiia2, ..., k hosszu csupa fej rész-
sorozatok varhaté szamat! € k < n)

10.4 ** Tizszer feldobunk egy hamis érmét, amin a fej valészingigédeldlje X a tiszta sorozatok szaméat (mint
a[4.3. feladatban). Mennyi varhaté értéke? (Vigyazat: az érme ez(ttal hamis.)

10.5 Tekintsik az hossz — 1 kddokat, ahol minden koordinata fliggetlgrvaldszinliséggél, 1 — p valdszin(-
séggell. Gondoljunk ezekre Ggy, mint egy graf cslcsaira. Két csides inenjen pontosan akkor él, ha csak
a kodjuk legvégeén l&vtiszta blokkban térnek el, vagyis valamely kézos kezdetz utan az egyik koéd csupa
0-val, a mésik csupa-gyel folytatdédik. (Tehat pl.1110011000 szomszédjai1110011001, 1110011011 és
1110011111.) Sorsolok egy-val illetve egyl-gyel kezdddb kddot a fenti eloszlassal, vagyis a tébbi koor-
dinatat mér figgetleniy valdszinliséggdl-nak,1 — p-vel 1-nek. Mennyi az igy kapott két kod kozt huzott
legrévidebb at varhat6 értéke? Mi a valasz,tha= 1/2? Segitség: irjunk fel két ilyen kdédot, és talaljuk
ki, hogyan jutunk el egyiktél a masikig a legrévidebb mddblogy kapcsoldodik ez vajon a tiszta blokkok
szaméahoz? Es: vigyazzunk, hogy az egyikkddl kezd6dik a masik pediggyel!
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10.6 ** LegyenekX,, X, ..., X, figgetlen és azonos eloszlasu folytonos valdszinliséigzdk. Azt mondjuk,
hogy egy rekordérték tiinik fgkkor (j < n), haX; > X; mindenl < ¢ < j esetén. Mutassuk meg, hogy

a) E[rekordértékek szamas Y- =.
j=1
b) D?[rekordértékek szarha- - .
j=1

10.7 ** LegyenekX ésY fiiggetlen azonos eloszlasi nemnegativ valészinﬁse’tgizvz’néd.EXLw =7
10.8 Harom probélkozasi leltetéglink van, mindegyik probalkozas azonos valészinésggres. JeloljeX a
sikeres probalkozasok szamat. Ha tudjuk, hBgy ) = 1.8,
a) mennyiP{X = 3} lehetséges legnagyobb értéke?
b) mennyiP{X = 3} lehetséges legkisebb értéke?
Mindkét esetben talaljunk ki egy valdsziniiségi forgatdkiet, aminek eredmény®{ X = 3}, és ez az érték
a leheb legnagyobb/legkisebb.Tipp: a b) rész megoldaséat kezdhetjik agy is, hogy legyen(0, 1)-en
egyenletes valdsziniiségi valtoz4, majd definialjuk agdkiizasokat’-val kifejezve.
Bonusz: Lacika addig dobal egy dobdékockat, amig nem sikeselll kétszeregymas utarhatost dobni. Mennyi a
szilkséges dobasok szamanak varhato értéke? (Segitségnkédtételes varhato értékeket!)
10.9 a) HaE(X) = 1ésD?(X) = 5, hatarozzuk me®[(2 + X)?] ésD?(4 + 3X) értékét.
b) LegyenekX ésY fiiggetlen azonos eloszlasu valészinliségi valtgzdkrhatd értékkel és szérassal.
Szamoljuk kKIE[(X — Y)?] értékét.

10.10 LegyenekX ésY fiiggetlen valoszin(iségi valtozok kézésarhato értékkel, de kilonbdz x ésoy szoOra-
sokkal. i értékét nem tudjuk, és egy mintavétel alapjanXagsY sulyozott atlagaval szeretnénk becsulni.
Azaz: u értékére a X + (1 — \)Y becslést fogjuk adni, valamilyehparaméterrel. Hogyan vélasszik,
hogy a becslésiink szorasa minimalis legyen? Miért érdemes\et hasznalnunk?

10.11 Legyen azX, Y) pont egyenletes eloszlasi{al, 0), (0, 0), (0, 1) pontok altal meghatarozott haromszdg-
ben.

a) * Milesz az(X, Y) kétdimenzids eloszlas kovarianciaméatrixa?
b) LegyenZ = X + 2Y. Milesz az(X, Z) kétdimenzi6s eloszlas kovarianciamatrixa?

10.12 a) °® LegyenX az a szam, ahanyszor 1-est latultkaz a szam, ahanyszor 2-est latunkrhazer dobunk

egy szabalyos kockaval. Szamoljuk ki e két valdszinlsélord korrelacios egyutthatdjat.
b) Egy dobdkockat kétszer feldobunk. Legy&na dobasok dsszege, Esaz el$ dobas minusz a masodik
dobés. Szamoljuk KCov(X, Y)-t. Fuggetlenek-& ésY?

10.13 X ésY egydttes sUrliségfliggvénye

1

—e Wte/¥v) haz >0, y>0,
fla,y)=9Y

0, egyébként.

a) Hatarozzuk med(X) ésE(Y") értékét, valamint mutassuk meg, ha@gv(X, V) = 1.
b) Szamoljuk KIE(X?|Y = y)-tis.

10.14 ** Az X ésY valoszinliségi valtozok egyuttesen abszolut folytonosathstiak X perems(riiség-fliggvénye
fx(x) = XN2ze=?* hax > 0, és0 hax < 0 (legyen) = 1/2); Y feltételes eloszlasA rogzitése mellett
pedig egyenletes @, X] intervallumon. Hatarozzuk meg

a) az egyduttes sirliségfiiggvényt (Ugyeljink a tartomara)okr
b) Y peremsirlség-fuggvéenyétBEY )-t,

c) E(Y|X = z)-tésE(X]|Y = y)-t, illetve

d) E(X)-t (itt egyszerlibb, ha haszndljuk ab# részfeladatot).
e) Emlékezzlink vissza[a 9114 feladatra.

10.15 Egygraf csucsokol, és a cslcsokat 0sszebdlelodl all. Tekintsiink egy grafot, melynek csucsat 1-
t6l n-ig megszamoztuk, és tegyiik fel, hogy mind (é? csucspar kozott egymastdl fuggetlendl varpél
val6sziniséggel, és nincsiél p valdszinliséggel. (Ezt hivjak E8-Rényi véletlen grafnak.) AizcsicsD;
fokszdmaazi csucsbol kiindul élek szama.
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a) Mia D; véletlen szam eloszlasa?

b) Hatarozzuk meg &, ésD; valtozdko(D;, D;) korrelacios egyltthatdjatTipp: definialjukX;-t mint
azi-bél induld, de nemj-be érkez6 élek szamat, Es-t mint azi és; kozotti él meglétének indikatorat.
Fejezzuk kiD;-t ésD;-taz X;, X;, ésl;; valtozokkal, ezutan szamoljunk korrelaciot.

10.16 Egy liftbe a foldszinten beléemberek szama egy ismeretlen eloszl&sualészinliségi valtozo, 1-nél na-
gyobb vérhaté értékkel, emelet van és minden ember egymastdl fiiggetlenil, azondsziaiiséggel szall
ki azn emelet barmelyikén. Legyé¥i az a valdszinliségi valtozé, hogy hanyszor all meg a lifty aziutolso
utast is kirakja. Bizonyitsuk be, ho@(Y) < E(X).

Bonusz Az ebz6 feladatban tegyik fol, hog¥ eloszlasa Poisson, 10 varhat6 értékkel. Szamoljmx(ki)-t.

10.17 Egy ember autébaleseteinek szama egy adott évparaméter(i Poisson eloszlasu valészinliségi valtoz6. Ez
a A paraméter minden embernél mas és mas, a népés8szhzalékanél, 40 szazalékan&. Ha véletlendl
kivalasztunk egy embert, mi a valészin(isége annak, hogy

a) nem tortént vele baleset,

b) pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben?

c) Mi a feltételes valoszinlisége, hogy pontosan 3 balesstat/edett egy adott évben, feltéve, hogyzél
évben nem tortént vele baleset?

d) Ismételjik meg az ékbeket, ha az-nél kisebb\ paraméterrel rendelkézmberek aranya a népességben
1—e™",

10.18 Legyenek,, X, ..., X, flggetlen és azonos eloszlasu valdszinliségi valtozaiéretezuk meg

értékét. Tipp: E(X1 + Xo+ -+ X, | X+ Xo+ -+ X, = 1))

10.19 Hamis érmével dobunk, de nem tudjuk, hogy mennyidttaz érme. Hzetesen annyit elarult nekiink a
torz-érme gyar, hogy egyenletesen torzitjak az érméketyisanindenfélep € [0, 1] egyenletesen fordul
eld. Az el irdstn.-szerre dobtuk (addig csupa fejet). Mit tippeliink, melkap? (Mi a legval6sziniibb
p?) Alulrdl illetve felllrdl (0-t6l c-ig illetve c-t6l 1-ig) mekkora intervallumnak van mar elég nagy (mondjuk
0.95-0s) valoszinlisége, hogy oda esjiRa

11. HF:

11.1 JeldljeD az origd kdzépponti egységkorlap éal) kbzépponttu’% sugarl korlap unidjat. LegygiX,Y)
a D-ben egyenletes eloszlas szerint valasztott véletlenimrtinataparja. Hatarozzuk mégésYy varhato
értékét és szorasat.

11.2 ** Dobok egy dobokockaval. Ha az eredménykkor folytonos egyenletes eloszlas szerint valasztgk eg
szamot &0, i) intervallumon. Mi lesz a kapott szam varhat6 értéke és sadra

11.3°°

a) LegyenX ésY a két koordinataja annak a pontnak, melyet az origd kézép@pdnsugara kdrlapon
egyenletesen valasztottunk. (Azaz: a kozos slrliséyéiggf (z, y) = 1/7, haz? + y? < 1.) Hataroz-
zukmegazkR = vX?2+Y?és a0 = arctgY/X valdsziniiségi valtozok kozos slrliségfiiggvényét.

b) LegyenUs, U, két fuggetlen egyenletes eloszlasu valoszinliségi @Hidz, 1]-en. Bizonyitsuk be, hogy
haX = v/—2InU; cos(2nU;) ésY = /—21nU; sin(27U,), akkor az(X,Y) par kétdimenziés norma-
lis eloszlasu.

11.4 LegyenX ésY két fuggetlen\ paraméterii exponencialis eloszlasu valdszinliségz@ltBizonyitsuk be,
hogy azU := X +Y ésV := X /(X 4+ Y) val6szinliségi valtozdk fliggetlenek.

11.5 AzX ésY valoszinliségi valtozok egyuttes eloszlasanak stfligguénye legyen(x, y) = f(z) f (y) alaka,
ahol f(z) egydimenzios sirliségfuggvény. Legyén= max{X,Y} ésV = min{X,Y}. Hatarozzuk meg
U ésV egyiittes eloszlasfiiggvényét és ennek slrliségfiiggiényé

11.6 LegyenX = (X;, X2, X3) haromdimenziés véletlen vektor, amelynek komponensajdtign/\V' (0, 1) el-
oszlasuak. Definialjuk a kévetkéxaltozékat:

g::\/X%+X22+X§, &= Xi/o, 1=1,2,3.
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a) Hatarozzuk meg siriiségfiiggvényét.
b) Bizonyitsuk be, hogy és af = (&1, &2, &3) vektorvaltoz6 egymastol figgetlenek, tovabba azt, hogy a
véletlen vektor egyenletes eloszlasi az egységgdmbriélszi
Bonusz LegyerX ésY két fliggetlen standard normalis eloszlasu valoszins8wizo.
a) Tekintsik az(X,Y") véletlen pontot a sikon, és tekintsik @2 V') transzformalt val6szinliségi valto-

zbkat, aholl = X2 + Y? ésV = Y/X. Bizonyitsuk be, hogy/ eloszlasa exponencialig, eloszlasa
pedig standard Cauchy, és a két valészinliségi valtozéflegg

b) Szamitsuk ki &(X?2/U?) ésa
. (min(|X|, |Y|>)
max(|X|, [Y])
vérhatd értékeket.

11.7 LegyenekX ésY fliggetlenek és egyenletes eloszlasudk & 1] intervallumon. Legyeneky = cos(6) -
X + sin(0) - Y ésVy = —sin(0) - X + cos(f) - Y.
(a) Hatarozza meg ésY kovarianciamatrixat!
(b) A 6 paraméter mely értékei esetén leszbglésVy korellalatlanok?
(c) A 0 paraméter mely értékei esetén leszbglésV, fliggetlenek?
11.8 Hatarozzuk meg ésY kovarianciamatrixat, ahoX egy A = 2 paraméter{i exponencidlis eloszlasu val6szi-
niiségi valtozé é% = 2X + 1.

11.9 LegyenekX ésY fuggetlen\ (0, 1) illetve A/(0,4) eloszlasu valészinliségi valtozok Bsegy véletlensze-
rGien kivalasztott pont aR? sikon, melynek koordinat4iX; ). Hatarozzuk meg a kovetkézsemények
valoszinliségét:

a) Me{(z,y) eR? : |z| <1, |y| <2},

b) M e{(z,y) eR?: 0<x <2, |yl <2},

) Me{(z,y) eR?: 0< 2 <2 0<y<4},

d) *Me{(z,y) eR? : 2+y <0, [z| <1, y> -2},
e) M € {(z,y) €R® : 2+ (y?/4) < 1},

f) * M e {(z,y) e R? : 22 + (y?/4) < 2}

0 4
Hatarozzuk meg annak a valoszinliségét, hogy¥a#") koordinataju véletlen pont beleesik az
a) {(z,y) € R? : 2 < /22 + y2 < 3} korgy(rlbe;
b) {(x,y) € R? : 2 < min(|z], |y|) < max(|z|,|y|) < 3} tartomanyba;
c) {(x,y) € R?: 2 < |z| + |y| < 3} tartomanyba.

11.10 Legyen(X,Y") kétdimenziés normalis eloszlag0, 0) varhat6 értékkel é 4 0> kovarianciamatrixszal.

11.11 Legyen(X,Y") kétdimenziés normalis eloszla$0, 0) varhato értékkel é é 4

Hatarozzuk meg annak az eseménynek a valoszinliségétah6dy Y') koordinataju véletlen pont @, 3),
(4,0), (1.8,5.4), (5.8,2.4) csucsu téglalapba esik.

kovarianciamatrixszal.

11.12 ** Legyen(X, YY) kétdimenzids normalis eloszlagi, 0) varhato értékkel é (1) g) kovarianciamatrixszal.

Hatarozzuk meg annak a val6szinliségét, hogya2”) koordinataju véletlen pont beleesik abba a szaba-
lyos haromszdgbe, melynek egyik oldalé-l, 1] intervallum azz tengelyen, harmadik csucspontja pedig a
(0,+/3) koordinataju pont.

11.13 Egy részecske tomegét két kutatdcsoport is szer@mérrk, az el csoportk mérést végez és atlagolja
ezek eredményét, a masodik csopomérést végez és szintén atlagol. Az egyes mérések flggettamos
normalis eloszlasuak, a varhato érték a részecske témsyleenege, a széras. Mi a valoszinlisége, hogy
az el$ csoport eredménye pontosabb, mint a masodik csoport érgdifl

11.14 LegyenelX ésY fuiggetlen és azono¥ (0, 1) eloszlasu valészinliségi valtozok. Hatarozzuk meg a
7 = e(X2+Y2)/2(1 + X2 Jr}/2)73/2

valészinliségi valtoz6 varhato értékét és szorasat.
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11.15 LegyenX standard normalis valdsziniiségi valtoz6. SzamoljuRda (cosh(X ), sinh(X)) értékét.
11.16 LegyenX N(0,1) eloszlasu val6szinliségi valtoz6¥s= sign(l — | X|) - X.

(a) Hatarozzuk meg a¥ valdszinliségi valtozé eloszlasat.

(b) Z := X 4+ Y eloszldsa normalis-e?

11.17 ** LegyenX standard normalis eloszlasu, Es(-t6l fuggetlenP{I = 1} = P{I = 0} = 1/2 eloszlassal.
Definialjuk a kdvetkea valészinliségi valtozot:

X, hal =1,
Y .=
-X, hal = 0.

Azaz:Y (X-t6l fuggetlenil) egyerdl eséllyel leszX vagy —X.

a) Mutassuk meg, hog¥ standard normalis eloszlasu.
b) Fiiggetlen-d ésY?
c) Flggetlen-eX ésY?
d) Mutassuk meg, hog€ov(X, V) = 0.
11.18 Az(X, Y) € R? valészinliségi vektorvaltozd legyen kétdimenzids noisrébszlastin = (-1, 1) varhato-

érték-vektorral g’ = 3) kovarianciamatrixszal. Szamitsuk kP X > —1, Y > 1} val6szin(iséget!

2
3 5
(Tipp: C = B*, ahol B = G ;) )

11.19 a) A feltételes kovariancia a feltételes varhato értékkel ugy definialva, mint a kovariancia a varhaté
értékkel. Vezessiik lefaltételes kovariancia formulat

Cov(X,Y)=E(Cov(X, Y |Z)) + Cov(E(X | Z), E(Y | Z)).

b) Hamis érmével dobunk, melynéfegj valdszinliségg, azirasépedigq = 1 —p. Jeldljik X -szel ésy"-nal
az eld, illetve a masodik tiszta (fej vagy iras) sorozat hoss@@k. ha dobassorozatudkFFIIF ...,
akkorX = 3,Y = 2; ha pedig dobassorozatuhk'F'I ..., akkorX = 1,Y = 2...) Hatarozzuk meg a
kovetked mennyiségekeE X, EY, EX2, EY?2, D2X, D?Y, Cov(X, Y).
11.20 Egy négyzetracsos papirra egy tintapaca csdppenkdviek valészinlisége, hogy a paca nem metszi a vo-
nalakat, ha azok fél centire vannak egymastol, a tintatajasa pedig egyenletes eloszlasii am, 1/3 cm|
intervallumon?

11.21 Emlékezziink visszd aB.5 feladatra! Az ott leirt felek mellett jel6ljeX,, azt, hogy a sorban-edik holgy
hanyadik legszebb az éls holgy kodzil. Példaul ha az egymas utani hélgyek egyre sielal&or a sorozat
1,1, ..., 1 lesz, ha egyre csunyabbak, akkgr2, 3, ..., N. Bizonyitsuk be, hogy aX;, X,, ..., Xy
valészinliségi valtozok teljesen fliggetlenek.
11.22 Legyer¥ ~ N (u, 1),ésX |Y ~ N(Y, 1).
a) Mutassuk meg, hogy aZX, Y) par egyuttes eloszlasa ugyanaz, min{Ez+ Z, V') paré, aholZ egy
Y -t6l fuggetlen standard normdlis valészinliségi valtozo.
b) Ennek segitségével mutassuk meg, hogxaz” par kétdimenzidés normalis eloszlasu.
c) Szamitsuk ki aEX, D?X, Corr (X, Y) mennyiségeket.
d) Hatarozzuk me®(Y | X = x) értékét.
e) Mi Y feltételes eloszlasa a¥ = x feltétel mellett?
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