Félévi idébeosztas [hazi feladat beadasi hataritkkel]
Figyelem! Az id6beosztas az év soran valtozhat, pld a HF beadasi hatadiet az oktatok esetleg modosithatjak!
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusoR@aiR6sz

El6adas Fizgyak Matgyak

-vel kez- H 12-14, KF81 K 12-14, H405A K 14-16, T601/2
d6db hét Balint Péter Rath Balazs Rath Balazs
Szept. 5 El Gyl Gyl
Szept. 12 E2 Gy2[1. HF] Gy2[1. HF]
Szept. 19 E3 Gy3[2. HF] Gy3[2. HF]
Szept. 26 E4 Gy4 [3. HF] Gy4 3. HF]

Okt. 3 E5 Gy5[4. HF] GYy5 [4. HF]
Okt. 10 | E6 és E7 okt. 15-én, szombaton Gy6 [5. HF] Gy6 [5. HF]
Okt. 17 E8 Gy7 Gy7

Okt. 24 E9 Gy81e. HF] Gy8 6. HF]
Okt. 31 Oktatasi szlinet Oktatasi sziinet Oktatasi szlinet
Nov. 7 E10 Gy917. HF] Gy9 (7. HF]
Nov. 14 E11l Gy10is. HF] Gy10(s. HF]
Nov. 21 E12 Gy11p. HF] Gylle. HF
Nov. 28 E13 Gyl12[10. HF] Gy12[10. HF]
Dec. 5 E14 Gy13[11. HF Gy13[11. HF]

El6adas naplo

09.05 Bevezét peldak. Eseménytér, mértekelmélet, egyszeri allitédSnika formula.
09.12 Feltételes valdszinliség, szorzasi szabaly, Bayelsfliggetlenség.

09.19 Fuggetlen kisérletek. Feltételes fliggetlenségkids valdszinliségi valtozok. Binomidlis és geometriaseas.
Varhato érték.

09.26 Val. valtozé fuggvényének varhato értéke. SzériereigVarhatd érték és szoréas viselkedése lineéaris atsictin
Indikétor valtozé és binomidlis eloszlas szérasa. Belhblalgy Szamok Torvénye. Poisson eloszlas. Binomidlis
approximaciéja Poisson-nal. Példak Poisson eloszlasra.

10.03 Poisson eloszlas varhat6 értéke, szorasa. Poidyamfat definicidja, példak. Geometriai eloszlas széragik-6
ifjisdga. Negativ binomialis eloszI&&(X + Y) = EX + EY. Fuggetlen valtozokrE(XY) = EX - EY és
D?(X +Y) = D?X + D?Y. Alkalmazésok.

10.10 Hipergeometrikus eloszlas. Eloszlasfiiggvény égdoihsagai, példak. Abszolut folytonos valdszinliséljorak,
strliségfliggvény. Folytonos varhato érték, szorés. flgies eloszlas.

10.15 Bertrand-féle paradoxon. Példa folytonos, de nemcddlsfolytonos eloszlasra. Standard normalis eloszlas és
tulajdonsagai. Standardizalasvarhato értékli és sz6rasu normalis eloszlas.

10.17 De Moivre-Laplace tétel lokdlis és globalis alakjarliBg formula. Alkalmazisok. Exponencidlis eloszlasp-m
mentumok, orokifjusag, kapcsolat a Poisson folyamattdngetriai eloszlassal. Felezésbjanedian.

10.24 Eloszlastranszformaciok. Standard Cauchy elasEZ@gittes diszkrét és folytonos eloszlasok. Marginatis2&-
sok. Fliggetlen valvaltozok. Példak.

11.07 Buffon-féle tliprobléma. Konvollcid. Fuiggetlenmatis eloszlasi valtozok dsszege, killonbsége. Osszegek va
hat6 értéke és szérasa, indikator valvaltozok; alkalmazdseltételes eloszlasok.

11.14 Két példa: haromszdgon egyenletes eloszlas, illtve U N[0, 1], Y| X ~ UNI[0, X]. Kovariancia és tulajdon-
sagai, kovariancia-matrix, 0sszegek szérasa. Cauchws@thegyerfhtienség, korrelaciés egyiitthato és jelentése.
Feltételes varhato érték, toronyszabaly és alkalmazasai.



11.21 Feltételes szorasnégyzet formula. Véletlen tagézfmszegek. Steiner tétel. Feltételes varhaté érték, raosiés.
Példa: S ~ N(u,0?), R|S ~ N(S,1); E(S|R) szdmitasa. Tobbdimenziés eloszlastranszforméaciok. aPéld
(X,Y) egyenletes az egységnégyzefén: XY,V =Y/X.

11.28 Tobbdimenziés normdlis eloszlas, mint fliggetlendsiad normalisok affin lineéris transzformaltja, kovacdian
matrix, feltételes eloszlasok. Markov egyéiiénség, Csebisev egyéilenség. Nagy Szamok Gyenge Térvénye.

12.05 Momentumgeneralé fliggvény. Centralis Hatarelgst&el bizonyitdsa momentumgeneralo fliggvénnyel. CHT
alkalmazasok. Példa egy sorozatra, amely konvergengédzialiségben, de nem konvergal majdnem biztosan.
Borel-Cantelli lemmak. Nagy Szamok&s Torvénye.

Ajanlott irodalom

Az elsbdleges forras, amit az@asok beosztasa is viszonylag pontosan kdvet, a Balazsihiair 6th Balint jegyzet.
Mas konyvjavaslatokkal egyutt a kurzus honlapjan mediaték:
http://ww. mat h. bne. hu/ ~pet/val szam Vsz2022. ht m .


http://www.math.bme.hu/~pet/valszam/Vsz2022.html

HF feladatsor témak

Ez csak korilbeldliirdnymutaté. Az&hdas menetétfliggben a témak esetleg vandorolhatnak, régebbi témak mindig
visszatérhetnek, &fcsapasiranytol eltérérdekességek folbukkanhatnak.

1. Alapvet kombinatorika, szita-formula, eseménytér, eg§eall0szinliségli események

2. Feltételes val., Bayes tétel, (feltételes) fliggetlgnsé

3. Diszkrét valvaltozék 1. Binomidlis, geometriai, negdtinom, hipergeom.

4. Diszkrét valvaltozék 2. Varhato érték és szoras, Poistuszlas

5. Poisson folyamat, eloszlasfliggvény, striiségfliggesetieg egyenletes eloszlas

(ZH1 itt)

Egyenletes eo, normdlis eloszlas, binomialis és Poskmzlas normalis approximaciéja, deMoivre-Laplace
Exponencidlis eloszlas, Poisson folyamat megint, CagsHognormalis eloszlas, eloszlastranszformacidk

Diszkrét és folytonos egyiittes eloszlasok, tobbdinneioszlastranszformaciok

© © N o

Tobbdimenziés eloszlastranszformaciok, fliggetlegsdgnvollcio, feltételes eloszlasok, feltételes varbetgk
10. Osszegek varhato értéke, szorasa, kovarianciak J&oidk, indikatorok 6sszege

(ZH2 valészinlleg itt)
11. Toébbdimenziés normalis és korrelacioi (ez talan atdsdlisaz utolsé gyakra)

12. Utolso gyakorlaton meglatjuk, lehet csak gyakorlagywaitekintés méas témakra, izlés szerint.

Hazi feladatok
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusoR@i26sz

Minden feladatsoron megjeldljik Beadand6 hazi feladatak ezek 1Y), 2 (**), 3 (***) vagy 4 (°***) pontot érnek,
Osszesen 10 pont értékben. Természetesen gyakorlaskg@ppseoljuk a tobbi feladat beadas nélkili megoldasat is.
Egyes heteken szerepelnek bonuszfeladatok, ezek dagttadloontot érnek. Flggetlenil a tébbi feladattol, ezek az
adott héten minden esetben beadhatdk, és mindig kijavitiek. A hazi feladatok beadasi hatarideje ad adidalon
szerepel.

Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklagsaldok el. Azigazi csoportmunka hasznos, de ebben az
esetben mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajatieaiaika pleteivel). A passziv masolas viszont haszontakan
pasztalatunk szerint az igy szerzett hazi feladat pontskadibbszérosen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amikorikider
hogy a masolt hazi feladat nem hozta meg a kivanbdejt.

1. HF: 1.1 Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kiilonkogzot lehet kirakni a MISSISSIPPI betdillmindegyik bet(it
pontosan egyszer felhasznélva)? Hat az ABRAKADABRA szdiibét? Mi annak a val6szinlisége, hogy
ha felirjuk a bet(iket egy-egy kartyara, akkor jol megkeeeaa paklit, a két sz6 egymast kdvetve értelmesen
kiolvashato lesz (abrakadabramississippi vagy forditva)

1.2 a) Hanyféleképpen llhet le egy sorban négy lany és harom fia?

b) Hanyféleképpen llhet le egy sorban négy lany és harom fil Jdrayak egymas mellett tilnek, és a fiuk
is egymas mellett Glnek?

c) Es ha csak a fiuk kell, hogy egyméas mellett tiljenek?
d) Hanyféleképpen llhetnek le, ha azonos nemiiek nem Ulhetnekas mellé?

1.3 Egy tanciskoldba 12 hdlgy és 13 Uriember jar. Ha 6 holggeb Uriembert kell kivalasztanunk és parba
rendezniink, hanyféle elrendezés lehetséges?

1.4 Egy tarsasag 86mdl és 7 férfibol all. Beblik kell egy 4 dbdl és 3 férfibdl allo bizottsagot alakitanunk.
Hanyféle kiilonboé bizottsag lehetséges, ha



a) van két férfi, akik nem hajlandoak egy bizottsagban dolgozni
b) van két rd, akik nem hajlandok egy bizottsagban dolgozni,
c) van egy 1t és egy férfi, akik nem hajlandéak egy bizottsagban dolgozni
1.5 Egy arverésen 4 migydjivasarolt 6sszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, és 7 Picassot. Haudgsité csak

annyit jegyez fel, hogy melyik gy{fithany Dalit, van Goghot, és Picass6t vasarolt, akkor héaiféonbod
feliegyzés szilethet?

1.6 a) Tekintsiik a kovetkezkombinatorikus azonosséagot:

n

Zk(Z) —p.2n L

k=1

Adjunk egyrészletekombinatorikai érvelést a fenti egyésiég igaz voltara olymédon, hogyemberidl
kivalasztunk egy tetsiteges létszamu bizottsagot és annak elnokét, illetverakeét és hozza a bizott-
sagot.

b) Ellenbrizziik a
Z k? <Z> =n(n+1) 2"
k=1

azonossagaot = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjuniészleteskombinatorikai érvelést az azonossagra:

emberldl valasszunk egy tetéleges méretii bizottsagot, annak elntkét és titkarat {(ettd lehet egy
személy is), illetve

— valasszunk egy elndkdt, aki egyben a titkar is lesz, majda@tsag tobbi tagjat,
— valasszunk egy elntkét, egdle kilonbod titkart, majd a bizottsag tdbbi tagjat.
c) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy

Z K3 <Z> =n?(n+3)-2"73,
k=1

1.7 Egy 100000 lakosu varosban harom Gjsag jelenik meg:dslllil. A varoslakok kovetkdzaranya olvassa az
egyes Ujsagokat:

|:26% | ésll:6% | és |l és ;2%
11: 18% I és ;9%
1:22% Il és 1ll: 5%

(Azaz példaul 6000 ember olvassa az | és Il Gjsagokat (k&Z2000 a Ill Gjsagot is).)
a) Hatarozzuk meg, hdnyan nem olvassak a fenti Gjsagok eggeet
b) Hanyan olvasnak pontosan egy Ujsagot?
¢) Hanyan olvasnak legalabb k@tfjsagot?

d) Hal és Il reggeli Gjsagok és Il egy esti Ujsag, akkor hanyleasnak legalabb egy reggeli Gjsagot plusz
egy esti Ujsagot?

e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli Gjsagot plusz egyjsétjot?
1.8 a) LegyenA ésB két esemény. Bizonyitsuk be, hogy

haP{A} > 0.8 ésP{B} > 0.6, akkorP{AN B} > 0.4.
b) Bizonyitsuk be, hogy tetétegesA,, A,, ..., A, eseményekre fennall a kbvetkezgyenbtlenség:
P{AiNnAyn---NA,} >P{A} +P{As} +-- -+ P{A,} — (n—1).

1.9 a) n golyét helyeziink véletlen méddnurnaba. Mi a valdszinlisége, hoggntosaregy urna marad ires?

b) n befektetési egységet osztunk skétszvény kozott. Befektetési stratégiaknak nevezzik ekbetEsi
egységek lehetséges kiosztasait, vagyis amikor mindenésgre megadjuk, hogy abba hany egységet
fektetlink be. Ha minden befektetési stratégia azonoszialdségi, mi az esélye annak, hogy pontosan
egy olyan részvény lesz, amelybe egyetlen egységet seatifaktbe?



1.10 Egy régi vagasu szinhazban a fogasra akasztjak aérkalz a kalapjaikat. Kifelé menet minden ar vélet-
lenszer(ien levesz egy kalapot a fogasrol, és tavozik. Makma valészinlisége, hogy senki nem megy haza a
sajat kalapjaban? Hogyan viselkedig ez a valdszinliségpszikusan amint, — oc?

1.11 ** Egy sakktabla 64 mégére véletlenszer(ien, egyenletes valdsziniiséggelyeltiink nyolc bastyat; egy
medre csak egy bastya keriilhet. Mennyi a valdszinlisége, &gyl bastya sem (iti a masikat (azaz semelyik
sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tobb bastyat)?

1.12 a) Hatszor feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mi a valasagé, hogy az, 2, ..., 6 eredmények mind-

egyike ebfordul?
b) Tizszer feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mi a valas#igé, hogy az, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike (legalabb egyszer)aordul?

1.13 ** Andrés, Béla és Csaba ultiznak: ebben a jatékban a 32 lapgpsamicartyabdl 10 lapot osztanak mindharom
jatékosnak, a fennmarado két lap a talonba keriil. Mindesztést egyforman valdszinlinek feltételezve, mi
az esélye, hogy Andrashoz a nyolc figura egyi&em keriil mind a négy szin? (Azaz: Andrasnak nincs se
négy hetese, se négy nyolcasa... se négy asza)?

1.14 Egy kdzdsségben 20 csalad van: 5 csaladban egy gyerek esaladban keit 4 csaladban harom, 3 csalad-
ban négy, 1 csaladban 6t.

a) Ha egy csaladot véletlenszerlien kivalasztunk, mi a valdsgge, hogy abban a csaladbgyerek van,
i=1,2,3,4,5?

b) Ha egy gyereket véletlenszeriien kivalasztunk, mi a valdisége, hog$ egy: gyerekes csaladbdl jott,
i=1,2,3,4,5?

1.15 Egy erében 183z lakik, kozlliik 5 meg van jeldlve. Ha véletlenszeriiert hefognak, mi a valészinlisége,
hogy a befogottak kdzll pontosan 2 megjeldlt lesz?

1.16 Szamoljuk ki a poker kildnbd2rtékelhed konfiguracidinak valészinliségeit. Azaz 52 lapos frakéidy4-
bol (&, 5,0, 4 :2,3,4,5,6,7,8,9,10, J, D, K, A) véletlenszer(ien kivalasztunk 6tdt. Mi annak a valdszin”
sége, hogy egy parunk, két parunk, drilliink, sorunk, flusk;€ullunk, pékeriink, szinsorunk, royal flush-tink
van?

117 A bridzsben az 52 lapos fracia kartydbdl minden jatéi®sl3 lapot kap. Mi a valészinlisége annak, hogy
Eszaknak és Délnedgyutteserk db dsza van = 0, 1,2, 3, 4)?

1.18 Egy kisvarosban pontosan négy TV-szedalgozik. Egy napon négyen hivnak széteMi a valoszin(isége,
hogy pontosarn szereb kap hivasi = 1, 2, 3, 4?

1.19 Egy kisvarosban TV-szereb dolgozik. Egy napork helyre hivnak szerét. Mi a valészinlisége, hogy
pontosan szereb kap hivast =1, 2, ..., n?

Bénusz: Jeldljef,, azt a szamot, ahany hosszu fej-irds sorozat van ugy, hogy nincs benniik egynédds ket fej.
Jeldlje P,, ennek az eseménynek a valoszinliségét szabalyos érmedebérs.

a) Mutassuk meg, hogy > 2-re f,, = fn_1 + fn_2, @holfy =1, f1 = 2. (Hany ilyen sorozat indul fejjel,
és hany irassal?)

b) Hatarozzuk med’,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuRii értékét.

¢) Mutassuk meg, hoghim,, ., P, = 0 és hatarozzuk meglan,, ., P’: - hatarértéket.

1.20 Egy urnaban van 6 piros, 6 fehér, és 7 kék goly6. Otoratesés nélkiil hlizva mi a valészinlisége, hogy
mindharom szin(i goly6t hiztunk?

1.21 Anna, Bori és Cili egyforma erejli pingpongjatékosékkovetke®d modon jatszanak: Anna és Bori mérik
elészor 6ssze az erejiket. Ezutan a vesztes kidll, és a véré&liball be a helyére, hogy 6sszemérje tudasat
az ebzb nyertessel... Minden egyes meccs utan a vesztes atadjgéd Aevarakozoénak. Ezt mindaddig
folytatjak, amig nem nyer valamelyikiik kétszer egymas utaresz a kérméréizés gyztese. irjuk le a
kormérkbzés eseményterét. Azparos csata utan végebéorozatok valészinlisége legyzrit. (Miért?) Mi
a valészinlisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyakoérmérldzést?

1.22 ** Anna, Bori és Cili most érmét dobalnak, felvaltva egymas ufénna kezd, majd Bori dob, aztan Cili, majd
megint Anna, és igy tovabb. Ezt mindaddig folytatjak, mitakafejet nem dob.

a) irjuk le az eseményteret!
b) Irjuk le az alabbi eseményeket az eseménytérer: { Anna nyer}, B = { Borinyer}, (A|J B)¢!



2. HF:

1.23 A l6versenyerT 16 indul. JeldljeC azt az eseményt, hogy Csillag azélsarom hely valamelyikén ér be,
R pedig azt, hogy Réar6 2 helyen végez. Menny@' | J R valdszinlisége? Hany elemi eseményt tartalmaz
CUR?

1.24 Kiosztunk egy pakli j6l megkevert francia kartyat. Mialdészinlisége, hogy

a) apikk asz a 14. kiosztott lap?

b) az el® kiosztott &sz a 14.-ként kiosztott lap?
c) az el® négy lap kilonbéz szinlG?

d) az el négy lap kilénbdz figuraja?

1.25 Van két kockank, amelyeket azonos médon szineztiiléklapot pirosra, keftt zoldre, egyet pedig sargara,
a maradék fehér. Ha feldobjudket egyszerre, mi a valészin(isége, hogy ugyanolyamszieshek? Mia
valészinlisége annak, hogy azéeket feldobasra kiillénbdzszinliek lesznek, majd harmadszorra ugyanolya-
nok?

1.26 ** A rulettkeréker37 mez) van, ezek koziilg fekete,18 piros ésl zold. Tekintsiinkl 3 rulettporgetést, mi a
valészinlisége, hogy ennek soran mind a harom szin (palste, z6ld) legalabb egyszed&irdul?

1.27 ** Van 10 mentolos €40 citromos cukorkank, ezt a 20 cukrot véletlenszerlien gldsAnna és Bea kdzott.
Ha mindkét lany 10 cukrot kap, mi a valészinlisége, hogy
a) mind al0 mentolos cukrot Anna kapja?
b) mindkét lany pontosah mentolos és pontosancitromos cukrot kap?
1.28 Egy szekrénybempar cig van. Véletlenszeriien kivalasztuakcipdt (2r < n). Mi a valészinlisége annak,
hogy a kivalasztott cipk kozott
a) nincsen teljes par,
b) pontosan egy teljes péar van,
c) pontosan két teljes par van?
1.29 6 férfit és 6 @t véletlenszerien két azonos Iétszamu csoportba osztMila valoszinlisége, hogy a két
csoportban 3-3a illetve férfi lesz?

1.30 A bridzs jatékban a négy, égtajakkal azonositott gatdkindegyikének 13 lapot osztanak ki egy 52 lapos
francia kartyabol. Szamoljuk ki annak valdszinliségégyhegy bridzsleosztasban Eszaknak semmilyen ér-
tékbdl se legyen meg mind a négy kéartyaja (azaz ne legyen seiégge négp-a,...., se négy -a, se négy
A-a).

2.1 Feldobunk négy szabalyos dobokockat .
a) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy legalabb az egyik kokkéos van?
b) Feltéve, hogy a dobott szamok kozétt nincs két egyformanyienval6szinlisége annak, hogy legaladbb
az egyiken hatos van?
2.2 ** Egy piros, egy kék, és egy sarga szabalyos kockéval dobwegydn az altaluk mutatott harom szdm rendre
P K,S.
a) Miavaloszinlisége, hogy mindharom dobas kiilodisz
b) Feltéve, hogy mindharom dobés kiulonBPmi a valészinlisége, hody < K < S?
c) MennyiP{P < K < S}?
2.3 A baratommal snapszerozom. Ebben a jatékban 20 kgstyatg minden szirffl 5. Kiosztunk5 — 5 lapot.
a) Még nem néztem meg a lapjaimat. Mi a valoszinlisége, hogyédmnak van zoldje?
b) Megnéztem a lapjaimat: két pirosat és harom zdldet kaptana. Vdiészin(isége, hogy a baratomnak van
zoldje?
2.4 Vigyéazat! Ebben a feladatban attdl figgm, milyen kisérlettel modellezziik a ,véletlenszer(i éma ,vélet-

lenszer( kiraly” kivalasztasat, kilonb®eredményeket kaphatunk. A megoldas része pontosandefris,
hogy milyen kisérletben gondolkodunk és milyen feltevé&sé&liink.

a) En kétgyerekes csaladbél szarmazom. Mi a valosziniiségg,antestvérem lany?



b) A kiraly kétgyerekes csaladbol szarmazik. Mi a valdszégés hogy a testvére lany?

2.5 Két golyé mindegyike egyméastdl fuggetlenul 1/2-1/20¢ainliséggel feketére vagy aranyszintre lett festve,
majd egy urnaba helyeztéket.

a) Tegyuk fel, hogy tudomasunkra jut, hogy az aranyszinigketthasznaltak, azaz legaldbb az egyik goly6
aranyszin( lett. Ekkor mi a feltételes valészinliséggyhmindkét golyé aranyszin(i?
b) Most tegytik fel, hogy az urna megbillent, az egyik golyé kigubelble, és azt latjuk, hogy ez a goly6
aranyszin(. Ekkor mi a val6szinlisége, hogy mindkét gahadyszini?
Magyarazzuk meg a valaszunkat.

2.6 Egy internetes k6z6sségi szajt felhasznaloi korébenaégos alapon lehet bejutni. Eredetileg két tagja van
a kozosségnek, Adam és Eva. Néha a kdzosség valamelyiknletgsen valasztott) tagja meghiv egy Uj
embert. Adam koéréhez tartozik valaki, lanaga Adam, vagy egy Adam kéréhez tartozo tag hivta meg. Mia
valészintisége, hogy Adam kare2 illetve 3 f661 all akkor, amikord fés a kozosség?

2.7 ** Egy népszerii egyetemi szakra harom forduloban felvétetiek. Az el forduld egy alkalmassagi vizsga,
errdl hazakuldik a jelentkés 70%-4t, a tobbiek tovabbjutnak a kdvetkeforduldba, ami egy irasbeli teszt.
Az irasbeli teszten résztvék 75%-at szorjék ki, aki ezt az akadalyt is sikerrel veszi, egybsficelbeszélge-
tésen vehet részt, ahol a részt¥kwtodét valogatjak béket veszik fel a szakra.

a) A jelentkedk hanyad részét veszik fel a szakra?

b) Valakirél csak annyit tudunk, hogy tuljutott az alkalmasséagi vaasgMi a valészinilisége, hogy fel fogjak
venni?

c) Tekintsiik mindazokat a jelentk@&kzet, akiket véglil nem vesznek fel a szakra. Hanyad részszketak
ki rendre az alkalmassagi vizsgan, az irasbeli teszten &8tk elbeszélgetésen?

2.8 Harom szakacsi, B ésC, egy specialis siteményt siithek, melyek azonban sajndserén02, 0.03, 0.05
valészinliséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakzcallét. Az étteremben ahol dolgoznaksiiti
a stitemények 50%-aB a 30%-at(' pedig a 20%-at. A rossz slitemények hany szazalékat sitdtte

2.9 ** A csavarokatl2 darabos csomagokban arusitjak. Az lzletben kaphat6 csngagi-aban nincs hibas
csavar,15%-aban pontosan egy hibas csavar Viff§;aban pontosan két hibas csavar van. A hibas csavarok

helye a csomagban véletlenszer(i. Veszek egy csomag taavaietben és bosszankodva tapasztalom, hogy

az el csavar, amit kiveszek a csomagbol, hibas. Mi a valosefggishogy a csomagban ott lapul még egy
hibas csavar?

2.10 * Egy doboz édesség krémmel t6ltott csokoladés bonbonakattaz, ezek lehetnek ét- vagy tejcsokisak, a
toltelékik pedig kaveé- vagy mogyorokrém. A dobozban 6 kééndimel toltdtt étcsoki, 9 mogyorékrémmel
toltott étcsoki és 14 kavekrémmel toltétt tejcsoki van. iHéarogyorokrémmel toltdtt tejcsoki van a dobozban,
ha tudjuk, hogy a csokoladé fajtaja (ét- vagy tejcsoki) &stalek egymastal fliggetlenek?

2.11 Egy genetikai rendellenesség a magzatok fél szazaékéi. Egy ,megbizhatonak szamit6” diagnosztikai
eljaras a meglévrendellenességet biztosan detektalja, mig rendellégdsanyaban 95% valdszinliséggel a
helyes negativ valaszt adja, 5% valoszinliséggel pedlués ppozitiv valaszt. Ha az eljaras erdeménye pozitiv,
mi a valoszinlisége, hogy magzatunknak tényleg megvardaltenessége?

2.12 Tegyikfel, hogy szabalyos fej-iras dobast szeretgén&ralni, de csak egy cinkelt érme all rendelkezéstinkre,
amely altalunk ismeretlepvaloszinliséggel mutat fejet. Tekintsiik a kdvetkeljarast.
(a) Feldobjuk az érmét.
(b) Megint feldobjuk az érmét.
(c) Hamindkétdobas eredménye fej, vagy mindkét dobas e¥ageiras, akkor Gjrakezdjik az éleépéssel.
(d) Haviszont a két dobas eredménye kiilorth@kkor az utols6é eredmény lesz az algoritmus kimenete.
a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valészin(is&ggegaltat fejet vagy irast.
b) Lehetne-e Ugy egyszerisiteni az eljarast, hogy addigutcdg érmét, amig két egymast kodretobas
kiilbnbod lesz, és az utolsd dobast tekintjik?

2.13 Egyn elem( halmazbdl azl és B véletlen részhalmazokat egymastol figgetlenll egyenleleszlassal
vélasztjuk ki @™ lehetséges részhalmaz kozil.

a) Mutassuk meg, hoglP{A C B} = (%)n (Tipp: tekintsik az eredeti halmaz minden egyes el@gmét.



b) Mutassuk meg, hogP{AN B = 0} = (%)n

2.14 *** Vizsgéljuk meg az alabbi példdkban, hogy a megadoft ésC események fliggetlenek-e (i) paronként;
(i) teljesen.
a) Egy szabalyos érmét kétszer feldobunk. Legyleaz az esemény, hogy az &ldobas eredménye feg
az az esemeény, hogy a masodik dobas eredménye f€jagsaz esemény, hogy a két dobas eredménye
egyezik.
b) Feldobunk egy szabalyos dobdkockat, legyeaz az esemény, hogy a dobas eredméhpél nem
nagyobb,B az az esemény, hogy a dobas eredm&agél nem kisebb, é6' = A.

c) Egy urndbani-tdl 42-ig szamozott golyok vannak és ezéklinlizunk egyet. Legyed az az esmény,
hogy a huzott golyd sorszama pérésaz az esemeény, hogy a hizott goly6 sorszama harommal aszthat
ésC az az esemeény, hogy a hiizott golyé sorszama héttel oszthato.

2.15 Adott egyn fos tarsasag. Jeldljg; ;;1 < i < j < n azt az eseményt, hogy a tarsasatik és;-dik tagjanak
ugyanaz a szilletésnapja.

a) Paronként fliggetlen-e ez §2) esemény?

b) Teljesen fliggetlen-e ez 42) esemeény?

2.16 Az idbjaras-ebrejelzés egyszerli modelljeként tegyik fel, hogy dzvdgy eds, vagy napos, ésannak a
val6szin(isége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, koreapoktol figgetleniil. Ha az@chapos januar
elsején, legyet®?,, annak valészinlisége, hogyap mulva szintén napos. Mutassuk meg, hBgkielégiti a

P,=02p—1)P,1+ (1 —p), n>1; Py=1

rekurziét. Bizonyitsuk be, hog¥,, = 1 + 1(2p — 1)" mindenn > 0 esetén.
2.17 Moricka élete etsvaldszinliségszamitas vizsgéj‘zéleséllyel megy at. Ha ezen megbukik, a kovetkezamar
kevesebbet tanul, ezen csala siker valésziniisége. Minél tobbszor bukik meg, annakebet tanul, igy
k — 1 sikertelen vizsga utan mar cs%ﬂg—l az esélye, hogy k-dik vizsgan atmegy. Am Moricka kitarto, és a
szabdlyzat szerint akarhanyszor vizsgazhat. Mennyi aszaldsége, hogy &bb-utdbb atmegy?
Bonusz Egy vadas#) méter tavolsagban felfedez egy rokat éérafla a réka ezt tuléli, akkar0 m/s sebességgel

probal menekiilni. A vadaszmasodpercenként Ujratdlt € & rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy
(szerencsés esetben) a roka el nem tlinik a latbhataron dészdalalati valdszinlisége a tavolsag kobével

forditottan aranyos, a kdvetk&@képlet szerint:
P{a vadasz eltalalja az méter tavolsagban léwokat = 10000 - 2~ (x > 40).

Ha talalat is éri a rokat, nem biztos, hogy fatalis: az eggiggdtokat (figgetlenll azok szaméatol) a raka
valészinliséggel tuléli. Mi a valészinlisége annak, hoghka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?
MegjegyzésA feladatot nyilvan matematikusok taléltédk ki matematikligkoknak. Miért rossmodelje ez
a rokavadaszatnak?

2.18 Iszakos Ivan a ndly 3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és hedin valogatés, azonos
eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulundgi megkeressik. Négy kocsmat mar végigjartunk,
de nem talaltuk. Mi a valészinlisége annak, hogy az 6todikitdesz?

2.19 Méricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmathit6! fliggetlentil Mdrickap, Pistike pedig; valo-
szinliséggel nyer meg, ahwl> 0, ¢ > 0 ésp + g = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymas utani
jatszméat megnyer.

a) Miavaloszinlisége, hogy Mdricka nyeri az utolso jatszmat?
b) Miavaldszinlisége, hogy ugyanaz nyeri abgdtszmat, mint az utolsot?
¢) Hatudjuk, hogy az utolso jatszmat Mdricka nyerte, mennyalészin(isége, hogy az étss?

2.20 Egy televizios vetélkéthen a jatékosnak harom ajtd kozul kell valasztania, és attéglrejtett nyereményt
kapja jutalmul. Az egyik ajté mogott egy luxusautd talathaa masik keti mogoétt pedig egy-egy kecske.
Mikor a jatékos kivalasztott egyet a harombdl, a jatékv@zemasik két ajtd kozil kinyit egyet, ami mogott
kecske van, és felajanlja, hogy a jatékos még megvaltajath dontését. Erdemes-e attérni a masik ki nem
nyitott ajtora? Mekkora valdszinliséggel nyerjik meg igaatét?



2.21 n dobozban elhelyeziink goly6t tigy, hogy mind az’v elhelyezés egyetien valdszinii. Feltéve, hogy egy
adott dobozba esik golyd, mennyi a valoszinlisége annajy, Kagoly6 esik bele?

2.22 Aladar, Béla, Cili és Domotér hazuddsak: atlagosarsate& 2/3-aban hazudnak mind a négyen, egymastol
fuggetlendl, véletlenszerlen.
Aladar azt allitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondtagy Dométor hazudott.
Mi a valoszinlisége annak, hogy DoOmotor igazat mondottRéteéezzik, hogy Aladar tudja, hogy mit mon-
dott Béla, Béla tudja, hogy mit mondott Cili, Cili tudja, hpmit mondott DEmM&tér. Tovabba, hogy Cili azt is
el tudja donteni, hogy Domotoér hazudott-e vagy sem.)

2.23 Adott egy (végtelen térfogatll) urnank és végtelenaok,” = {1, 2, 3, ...} elemeivel szdmozott, golyonk.
Az urna eredetileg tires. Ejféldt egy perccel fogjuk az, 2, ..., 10 szamu golyokat, behelyezziket az
urnaba, az urnat j6l 8sszerazzuk, majd véletlenszerlgrzink az urnabol egy golyot, amit elhajitunk. Ejfél
elétt fél perccel fogjuk a1, 12, ..., 20 szamu goly6kat, behelyezzidket is az urnaba, az urnat j6l 6ssze-
razzuk, majd véletlenszer(ien kihGizunk az urnabél egydoamit elhajitunk. Ejfél étt 2~ perccel fogjuk
azlOn+1, 10n+2, ..., 10(n+ 1) szamu goly6kat, behelyezziket is az urnaba, az urnat jol sszerdzzuk,
majd véletlenszeriien kihtizunk az urnabol egy golyét, athijitunk. Es ezt igy folytatjuk éjfélig. Bizonyi-
tandd, hogy éjfélkor az urna 1 valészinliséggel tres lesz.

3. HF:

3.1 Alabb egy aramkér, ahol mindegyik kapcsol6 egymastgbéilenill /2 — 1/2 valoszinliséggel van nyitva
vagy zarva.

AT

Mi a valoszinlisége, hogy-tol B-ig aram folyhat ezen az aramkéron? (Ezért itt kilén nem g@ntpde
érdekes: valaszoljunk szamolas nélkiil is, szimmetriakségevel! (Persze ha valaki igy pontosan leirja, az
is teljes értéki megoldas.))

3.2 50 szazalék az esélye, hogy a kirélyrordozza a hemofiliaért feted gént. Ha hordozo, akkor mindegyik
hercegnek 50-50 sz&zalék az esélye arra, hogy hemofitjgsrie Ha a kiralyh harom fia nem hemofilias,
mekkora az esélye annak, hogy a kirdymordozé? Ha sziletik egy negyedik herceg is, mekkora dyeesé
annak, hogy hemofilias lesz?

3.3 4 férfit és 6 At rangsorolnak egy vizsgan. Tegyuk fel, hogy nincs két egyh pontszdm, és mind 18!
elrendezés egyforman valészinli. Legy€m legjobb b helyezése (példald = 1 azt jelenti, hogy a legjobb
vizsgaz6 egy @). Hatarozzuk me eloszlasat és varhato értékét.

3.4 OtjatékosA, B, C, D, E kozott véletlenszerlien szétosztjuk a szamokatl B-ig, ismétbdés nélkil. E-
16sz6r A és B mérkdzik: akinek magasabb a szama, tovabbjut. Az igy tovabbjuét C-vel mérlozik,
azutan a kozuluk tovabbjutb-vel, majd az itt nyerte&-vel. LegyenX az a szam, ahany mékéstA nyer.
Hatarozzuk med( eloszlaséat és varhatd értékét.

3.5 Szindbadnak egyszer megadatott, hiyglyaremholgy koziil kivalassza a legszebbet a kdvétkazkszabaly
szerint: azN haremholgy egyenként vonult elééle, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvo-
nultak nem hivhatok vissza és azokrél, akik még nem vondgtagemmit sem tudott. Feltételezzik, hogy a
haremholgyeknek j6l definialt szépségfokozatuk van: vanlegszebb, egy masodik legszebb, egy harma-
dik legszebb, és végil a legkevésbé szép kozottlik. Tovatiha teltételezzik, hogy véletlen sorrendben
vonulnak el Szindbad étt: mind azN'! lehetséges sorrendjiik egyforman valészin(.

Szindbad a kovetkérstratégiat valasztotta: hdlgyet hagyott elvonulni, majd ezutén kivalasztotta amie-

lyik szebb volt az 6sszesdte mar elvonultnal (és ha ilyen hélgy nem akad, akkor Szddmaganyosan
tavozik). Mi a valészinlisége annak, hogy ezzel a méddzeat&ban a legszebb haremhdélgyet valasztotta?
Hatarozzuk meg azt &-t, amely mellett a fenti stratégia optimalldé — oo hataresetben, és a stratégia-
hoz tartozo valészinliséget isTigp: hasznaljunk teljes valdszinliség tételt aszeriagyha legszebb holgy
hanyadikként jon(ne) el Szindbad elptt.



3.6 Egy csalddban > 1 gyermekap™ valdsziniliséggel van, ahel< (1 — p)/p.

a) A csalddok hanyadrészében nincs gyermek?

b) Ha a gyermekek egymastdl fliggetleniil egyforma eséllyeldgilkanyok, akkor a csaladok hanyadrészé-
ben lesz pontosahfil (és tetsdleges szamu lany)?

3.7 Van két ranézésre megkiillonboztethetetlen érménkgeggagos és egy cinkelt. A cinkelt érfi@al6szind-
séggel ad fejet. Bveszem az egyik érmét a zsebdih eséllyel az igazsagosay,eséllyel a cinkeltet, és
feldobom30-szor, ebBl k alkalommal esett a Fej oldalara. Ez alapjan kell eldénterfegy melyik érmét
vélasztottam. Milyerk értéknél huznank meg a hatart?

3.8 Az o kockanak 4 piros és 2 fehér, miggakockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobés eredménye, akkor a tovabbiakban &ackéat hasznaljuk, ha pedig irds akkofd. Az igy
kivalasztott kockaval egymasutanszer dobunk.

a) Miannak a valoszinlisége, hogy:adik dobasnal az eredmény pirog?=€ 1,2,...,n)
b) Feltéve, hogy mind az és: — 1 kockadobas eredménye piros, mi annak a valoszinliségg aliegdik
dobéas eredménye is piros lesz?=£ 1, 2, ..., n)

3.9 Adottm + 1 urna és mindegyikbem golyd; azi-dik urndban — 1 goly6 piros, mig a fennmarado — i + 1
golyo kék ¢ = 1,....,m + 1). Elészor valasztunk egy urnat egyenletes eloszlassal, madnodl kezdve
ebkbl az urnabdl hdzunkisszatevéssel alkalommal.

a) Miaval6szinlisége, hogy azhlzas mindegyike piros goly6t ad?

b) Foltéve, hogy az efsn hizas mind piros goly6t adott, mi a valoszinlisége, hogy.agz 1)-dik hGzas is
piros lesz?

c) Szamoljuk ki a (b) részben kapott valdszinliség hatarérpéigzitettn-re, amintm — oc.

3.10 Egy ketyere két killonbéakbol romolhatott el. Az efsok ellerérzéseFE); forintba kerlilne, és ha valéban
az a probléma, akkor a javitada forint. Hasonléan, a masodik ok ell@rzéseF, forintba keril, és ha az a
probléma, akkor a javita$, forint. (Ha viszont az €lszor elledrzott okndl nincs probléma, akkor a masik
lehetséges okot@szor elledrizniink kell, majd javitanunk.) Legyenés1 — p annak val6szin{iségei, hogy a
ketyere az e illetve a masodik okbdl romlott el. Hatarozzuk meg, mely, Fs, Ji, Jo, p értékek mellett
érdemesebb varhatéan azéetikkal kezdeni az elldirzést, és melyeknél a masodik okkal.

3.11 ** A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszagdiuk két kategériaba oszthatdak: 2/3-uk
udvarias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias filk az esetek @@#n engedik ére a lanyokat az ajtéban, az
udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattamy Bagcsi ebre engedte Juliskat, Jutkat viszont
nem.

a) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy Jancsi az udvariaditeg&ridba tartozik?
b) Mennyi annak a valészinlisége, hogy ezek utan Jancsi Ezfre fogja engedni?

6
Pn = < > .0.7" 1. 0.37
n—1

3.12 Sarkanyfoldon az fejl sarkany

valészinliséggel fordul @l(n = 1, 2, ..., 7). Egy sarkany fejeinek levagasa veszélyes miivelet: azemb
minden fejét egymastol fliggetlenil% eséllyel tudja levagni, és ha ez nem sikeriil, akkor a sarkéageszi
az embert.

a) Elém kerll egy sarkany, de a nagy kddben nem latom, hogy bBinyMi az esélye, hogy tulélem a
talalkozast?

b) Tegyik fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de mégliginem latom, hogy maradt-e feje.
llyen helyzetll mekkora val6szinliséggel élem tdl a harcot?

c) Csata utan talalkozom a cimbordammal, aki szintén de@gjt egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi a
valoszinlisége, hogy hétfejlivel volt dolga?

3.13 Két dobokockat dobalunk, és mindig az 6sszeget tékintpddig dobunk, mig a két kockan lé\pottyok
Osszege 7 vagy 11 nem lesz.

a) Mia valoszinlisége, hogy amikor megallunk, 7 az 6sszeg?

10



b) Lassuk be, hogy a dobasok szama és az, hogy mennyi az 6ssgéligsieor, fliiggetlenek. Azaz, tekint-

sk a kdvetkeZ eseményeket:

Ay, = {k-szordobunk, k=1,2,... illetve B = {Megallaskor az 6sszeg;

és mutassuk meg, hogy minden> 1 eseténd,, és B fliggetlen események.

3.14 Annanak és Borinak van két szabalyos dobdkockaja,adtr €s egy sarga kocka, és a kovetkezabalyok
szerint jatszanak. Bbzor Anna dob a két kockaval, és ha a két kockan ugyanaz a &itatnnyer. Ha
Anna dobéasakor a két kockan kiiloniBzamok allnak, Bori megkapja a kockakat és nfodbb: ha sikerl
legalabb egy hatost dobnianyer. Ha nem, akkor az é$orduléban nincs gyztes, és megismétlik az eljarast,

tehat felvaltva dobnak addig, amig valamelyikiik nem nyer.
a) Jeldlje X, hogy 6sszesen hany foduléra keriil sor. Adjuk megralészinliség-eloszlaséat és varhato

értékét!
b) Mi avaldszinlisége, hogy a teljes jaték Anndggimével ér véget?

3.15 ** Anna és Bori a kdvetkéképp jatszanak. BEzor feldobnak egy cinkelt érmét, apwaloszinliséggel esik a
Fej oldalara. Ha a dobas Fej, Anna nyer, Bori fizet neki 10difot, és véget ér a jaték. Ha iras, egy szabalyos
érmét dobnak fel. Ha ez a masodik dobas Fej, Bori nyer és kayaiéh100 forintot. Ha iras, megismétlik
egyanezt a kisérletet (cinkelt, majd iras esetén egy syab@rme feldobasa). Ezt folytatjak addig, amig

valaki nem nyer.
a) Hogyan valasszuf-t, ha azt szeretnénk, hogy igazsagos legyen a jaték?
b) Jeldlje X, hogy hanyadik kisérlet alkalmaval ér véget a jaték (teh&zy 111 F sorozat esetéX = 3).

Szamoljuk kiX varhato értékét.

3.16 ** Xavér és Yvett a kovetkérjatékot jatszak. Egy urndban varpiros és5 kék goly6. Két golyot hiznak,
ha a golydk azonos szinliek, Xavér fizet YvettiéR forintot, ha a golydk kulonbdzszinliek, Yvett fizet
Xavérnakr forintot. Hogyan valasszak-t, ha azt szeretnék, hogy igazsagos legyen a jaték?

3.17 Pisti nem tanult semmit a vizsgéra, ab@leldontend kérdésre kell valaszolnia. Az anyagbol valami kevés
dereng, igy minden kérdésre a toldbiiiggetleniils0% eséllyel ad helyes valaszt. A ketteshez legalébb

helyes véalaszt kell adnia.

a) Milyen val6szinliséggel megy éat Pisti a vizsgan?
b) Ha Pisti megbukik, a kdvekéaiizsgan ismét tanulas nélkil prébalkozik addig, amig egysem sikerdil.

Hatarozzuk meg a prébalkozasok szamanak varhato értékét.
3.18 ** Amerikaban egy eskiidtszék elitéli a vadlottat, ha a 12 dbBlikgalabb 8 blindsnek szavazza. Ha minden
eskudtd = 0,9 valoszinliséggel dont helyesen, akkor mi a valészinladgayes dontésnek? Tegyuk fel,
hogy a vadlotp = 0, 65 valdszinliséggel blinds valdjaban.

3.19 Kaszinéban az alabbi jatékot jatszuk: Minden lépédbgadunk ebre az: = 1, 2, ..., 6 szamok vala-
melyikére, majd feldobnak 3 kockat. Ahanyszor kij6tt a fdgd szamunk, annyi petakot kapunk, ellenben

fizetnlink kell 1 petakot, ha egyszer sem jott ki a fogadottrsZzair-e a jaték?

3.20 Egyn komponens( rendszer alkatrészei egymastol és a multjsktiggetlenil minden nap val6sziniiség-
gel meghibasodnak, de ezeket esténként kijavitjuk. A msrdeall, ha legalabk alkatrész meghibasodott.
Mi annak a valészinlisége, hogystor at. napon all le a rendszer?

Boénusz Pdlya urna: Egy urnaban kezdethguiros ésh kék goly6 van. Minden egyes Iépésben kihtizunk egy golyaét,
megnézziik, milyen szinli, mafit és egy vele megyegy@zzinli golyot visszatesziink. (Vagyis a golyok
szama az urnaban minden lépésben eggdellregyena = 1 ésb = 2. Mi a val6szinlisége, hogytalépés
utank kék golyé vanazurndban 2 & 1... (¢t + 1))

3.21 Egy vetélkedin egy hazaspar alkot egy csapatot. Amikor a misoré#detgy eldontend kérdést kapnak,
mindketten egymastdl fuggetleniivaldszinliséggel adnanak helyes valaszt. Mi a jobb sieatég
a) egyikiket kijeldlik, aki a masikra nem hallgatva valaszéiéadésre, vagy
b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, ha egyetértenekydkaset adjak, ha pedig killonka vélemé-
nylk, egy szabalyos pénzérme feldobasaval déntik el, hagyataszoljanak.
3.22 ** Véletlenszerlien elhelyeziink egy kiralyt egy lres saké&tab Mennyi a lehetséges Iépései szdmanak a

varhato értéke?
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3.23 Egy gép véletlenszerlien valaszt 1 és 10 kozoétti szaanut nekiink kell kitalalni, Ggy, hogy kérdéseket
tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel valaszol. Slkpdkria, varhatéan hany kérdést kell a gépnek
feltenniink,

a) ha csak rdkérdezhetiink, azaz azt kérdezzik, hogy ,A gosd@iti?” i = 1, 2, ..., 10, illetve
b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fenmudiehetséges szamok korét.

3.24 (Szentpétervari paradoxon)Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldalara nem esik. Ha-adik feldobas
eredménye fej, akkor a jatékas forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény varhat6 énéigtelen!

a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?
b) Megéri-e jatékonként 1 millio forintot fizetni, ha annyiszatszunk, ahanyszor csak akarunk, és csak az
Osszes jaték befejezése utan van elszamolas?

3.25 Egy embernek kulcsa van, amelyek kdzul egyetlen egy nyit egy bizonyast.aEmberink véletlenszeriien
probalkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem talal a raks kulcsra. Hatarozzuk meg a probalkozasok
szamanak varhato értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zarja ki a tovabbi prébalkoz&soén (visszatevéses hlzasok),
b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi probalkozasols¢visszatevés nélkili hizasok).

4.1 ** LegyenK > 1 rogzitett. K dobozba helyeziink €2 + K)/2 golyot Gigy, hogy az egyes dobozokba
rendrel, 2, ..., K goly6 keril. Valasszunk ki véletlenszerlien egy golyokarkeldlje X azt, hogy 6sszesen
hany goly6 van abban a dobozban, amelyben a kivalasztgth gotalalhatd. Valasszunk véletlenszeriien egy
dobozt, és jeldlj@”, hogy ebben a dobozban hany golyé van.

a) Mit gondolunk,X vagyY véarhato értéke nagyobb? Miért?
b) Szamoljuk kiE(X)-et ésE(Y)-t!
c) Szamoljuk kiD?(X)-et ésD?(Y)-tis!

4.2 A ésB a kovetked jatékot jatsszaA gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja, maginek ki kell talalnia, melyik
szamra gondolfl. Ha azA altal leirt szam és B jol tippelt, akkor B i egységet kapi-tol. Ha B melléfog,
akkord f|getA-nakZ-t. HaB rar)dom|z,aljat|,ppje,t, a}zayzvalosz!nuseggel tippel 1-re és-p valészinlséggel
2-re, hatarozzuk meg nyereménye varhato értékét, ameamyib

a) az A altal leirt szam az 1,

b) az A altal leirt szam a 2.
Milyen p érték maximalizaljaB minimalis varhatd nyereményét, és mi ez a maximin értékgy@jik meg,
hogy B varhat6 nyereménye nem csakgbfiigg, hanem attél is, hogy mit csindl.)
Tekintsiik most azl jatékost. Tegyuk fel, hogl is randomizalja a dontését, ¢saloszinliséggel gondol 1-re.
Mennyi A varhat6 vesztesége,

a) haB 1-re tippel, ill.

b) haB 2-re tippel?
Mely ¢ értékkel tudjad minimalizalni a maximalis varhatd veszteségét? Mutasseg,thogyA maximalis
varhat6 veszteségének minimuma eggelil minimalis varhaté nyereségének maximumaval! Ezt az ered-
ményt hivjak minimax tételnek, ami a jatékelmélet egyilpaks eredménye, és altalanosafisdér Neumann
Janos fogalmazta meg. A kdzos értéket a jaték értékénedddh(i®jszamara).

4.3 Minden este tébb kilonbézmeteoroldgus joésolja meg, mekkora valészinliséggel fgap esni az €s
Hogy megitéljiik, mennyire jok a meteoroldgusok, a kovetképpen pontozzufiket: ha egy meteorologus
p valészinliséggel josolt és akkor

1—(1-p)* pontotkap, ha valéban esik masnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utan egy rogzitett&szakban mérjiik az egyes meteoroldgusok atlagpontszésreitegjobb drejelz

a legmagasabb pontszamot kapott meteorolégus lesz. Téglillogy az egyik meteorolégus tudja ezt, és
maximalizalni szeretné atlagat. Ha azt gondolja, hpgyaloszinliséggel fog esni holnap, mekkprartéket
érdemes jelentenie?
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4.4 Egymas utan tizszer dobunk egy szabalyos érmével. heXjyez egymas utéani egyforma kimenetelékallo
sorozatok szama, vagyis pl. csupa fej esetés 1, a FFIIIIFIFF sorozatnal pedidd = 5. Hatarozzuk
megX eloszlasat.

4.5 Egy csutortdki buliba az meghivott mindegyike a tobbidktfiiggetlendil /2 valészinliséggel jon el. Mennyi
a valésziniisége, hogy a meghivottak legalabb fele eljgsyh&a honap négy csutortokjén szervezek bulit,
mennyi annak a valoszinlisége, hogy lesz legalabb kathin elegen lesziink (azaz a meghivottak legalabb
fele eljon)?

4.6 Két kockaval (egyik piros, masik zéld) dobva, mennyi &atb szamok maximumanak ill. minimumanak
vérhaté értéke? Dobtam a két kockaval, haromszor: az egyik&, a pirosat mindig meglestem, hihetetlen,
de mindharomszor 3-as szerepelt rajta. Mi a valészin(i$égy legalabb egyszer nagyobb volt, mint a zéldon
Iévb, éppen akkor dobott szam?

4.7 n darabk-lapa ,kockaval” dobva mennyi a dobott szamok maximumatakiinimuménak varhato értéke?
Vizsgaljuk a varhaté értékekre kapott kifejezések assttik@jat régzitett, mellett, amintc — oo.

4.8 *°

a) Haromszor dobunk egy hamis érmével, amin a fej valosziggisés. JeldljeU azt a szamot, ahanyszor
sikeriil az ebz6 dobast megismételniink. (igyértéke0, 1 vagy? lehet.) Szamoljuk kU7 varhat6 értékét
és szorasat!

b) Tizenkétszer dobunk egy hamis érmével, amin a fej valds&igés /6. Minden iras eredmény utan
fizetnuink kell800 Ft-t, viszont minden Fej eredmény utan kapaol Ft-t. Szamoljuk ki a nyereményiink
véarhato értékét és szorasat!

4.9 LegyerE(X) = 1ésD?(X) = 5, szamoljuk ki

a) E(2+ X)*tés

b) D?(4 + 3X)-t.

4.10 N egy nemnegativ egész értékli valoszinliségi valtozo rmElyV) < co. Mutassuk meg, hogy

E(N) = iP(N > ).

(Tipp: ic: P(N>i)= ioj ic: P(N = k). Es most szummacseye!
=1

i i=1 k=1

4.11 ** N egy nemnegativ egész érték(i valdszinliségi valtozo reBlyV2) < oo. Mutassuk meg, hogy

oo

> iP(N > i) =

=1

(E(N?) — E(N)).

|~

4.12 N egy nemnegativ egész értékii valoszinliségi valtozo,reBiyV?) < co. Mutassuk meg, hogy

5 . E(N3 E(N?) E(N

4.13 Egym csaladbdl allé kozosségben csaladban vangyerek (b n; = m). LegyenX egy véletlenszeriien
=1

1=

véalasztott csaladban a gyerekek szama. Valasszunk kler&eeriien & in; gyerek kdzil egyet; jeldlj@”

=1
azt, hogy a kivalasztott gyerek csaladdjaban hany gyerekMatassuk meg, hogk(Y) > E(X).

4.14 6-szor feldobunk egy hamis pénzérmét, ao% valoszinliséggel ad fejet. Ha tudjuk, hogy 6sszesen 3-szor
lett fej az eredmény, mi a val6szinlisége, hogy
a) az el$ dobas fej;
b) az el® 3 eredmény rendrE, I, I (azaz az efsfej, a masodik és a harmadik iras);
c) azel® 3 eredményrendrkg F, I;
d) az el® 3 eredmény rendrg I, I volt?
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4.15 Egy bulvarlapban oldalanként varhat6an 0.2 nyonifaitées van. Mi a valoszinlisége annak, hogy a kdveikez

oldalon

a) 0,

b) 2 vagy tébb hiba van?
Indokoljuk a vélaszt!

4.16 Egy havonta megrendezett népszer(i nyereményjdtékbEynagyobb nyeremény egy okostelefon. Ennek
azonban kicsi a valoszinlisége: 100 000 szelvény kozigadl nyer telefont. Havonta 300 000 szelvényt
vasarolnak.

a) Miavaloszinlisége annak, hogy egy adott hdnapban leg@labblvény is okostelefont ér?

b) Mi a valészinlisége annak, hogy egy adott évben legalabmapi@an lesz legalabb 7 okosteleforit ér
szelvény?

c) Legyen a mostani hénap az 1., mi a val6szinlisége annak,éi@asgor az.. hbnapban lesz legalabb 7
okostelefont & szelvéeny?i{(> 1)

4.17 Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennieztidganjuk elérni, hogy egy véletlenszer(ien valasztott
sttiben legalabb 0.99 val6szinliséggel legyen (legalgplsz=m) mazsola?

4.18 ** Lovas gatversenyen a lovasok kdrpalyan versenyeznekdészélyan elhelyezett sok akadaly mindegyikét
egymastél figgetlenil azonos val6szinliséggel veri le8Hannak valészinlisége, hogy a lovas hibatlanul
teljesit egy kort, mennyi az esélye, hogy egy kérben ledaldlsom akadalyt lever?

4.19 London kozponti kerlletében bekovetkemitdbalesetek szdma széraz napGbed A = 10 paraméteri
Poisson-eloszlasu, mig nedve$esBbeny = 20 paraméterii Poisson-eloszlasu. Kora novemberben Lon-
donbanp = 0.6 valészinliséggel van rondadssidd (egész nap)y = 0.4 a valészinlisége annak, hogy ve-
réfényes napsités van (szintén egész nap). Azt olvastEmesban, hogy mult csiitértékén 17 autdbaleset
tortént London kdzpontjaban. Mennyi a valoszinlisége larmagy esett az é8

4.20 Egy nagy virdgagyasba sok virhgmagot szorunk egysaet Ké8bb a viragagyast sok kis egyénhéretl
darabra osztjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a kis darab@k-aba nem keriilt egyetlen mag sem.

a) Hany magot szértunk ki folddarabonként atlagosan?
b) A félddarabok hany sz4zalékaban lesz egynél tébb mag?

4.21 ** A falunapon igen rossz mirségli meggyes pitét osztogatnak. A falunapra kilatogkibakil 100 © pon-
tosan egy szem meggyet, tovaldi fé pedig pontosan két szem meggyet talalt a sutijében. Ezgiaal
becsuljik meg, 6sszesen hany ember kapott meggyes piténagen.

4.22 A "Kocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futovengt rendeztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos
kullanccsal ferdzott tertileten at vezették. Kiderdlt, hogy a verseikykoziil 300-an talaltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsuljik megy kérilbelil hanyan indultak a versenyen!

Bénusz: Az arokugro versenyfutds szabalyai a kdvétkeA futdpalya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma
arok. Két egyforma képességl versehyzéri 6ssze az erejét arokfutasbol, akik fej fej mellethélt Egy
versenyd egymas utan at probalja ugrani az arkokat, véguil egyskkicsit ugrik és beleesik valamelyikbe.
Tegyiik fel, hogy egy versengizsohasem farad el, és az arkokat egymastol fiiggetlenignkgnt2—= va-
I6szinliséggel tudja atugorni, ahblaz arok hossza. Ha az egyikik beleesett egy arokba, akket ¢éga
verseny.

a) Mutassuk meg, hogy a dontetlen valészinlisége pontosam kidebhs-nal, ha

1+e¢
L <l
089 (1 _ 5)
teljesdal.

b) Ha dontetlen, akkor visszakildjifiket a startvonalhoz és Ujra keédik a verseny. Eztismételjik egészen
addig, amig g§iztest nem hirdethettink. Mekkora legylerha a versenyik ugrasainak szamanak varhaté
értékét akarjuk minimalizalni?

5. HF:

5.1 Ketten céllévésben versenyeznek, a két versenpy/zilletve p, valdszinliséggel ér el taldlatat (< ps). Az
Ugyetlenebb kezd, majd felvaltvariek. Aki ebszor talal, az nyer.
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a) Mennyi a valészinlisége annak, hogy az tigyesebb nyer?

b) Mennyi a jaték varhato ittartama, ha percenként egy lévést végeznek?

c) A varhato idtartam azonnal adodik, ha = ps (miért?). Ellerizzik le, hogy az éiz6 kérdésre adott
valaszunk ebben az esetben az, ami azonnal adodik.

5.2 LegyenX Binom(n, p) eloszlasi val6szinliségi valtoz6. Milygrértékre lesz maximaliP{X = k}, k =
0,1,...,n? Ez arra példa, hogy a statisztikdban hogyan becsilikinéegkét, ha egy Binotm, p) eloszlasu
valészinliségi valtozé megfigyelt értékeHa feltessziik, hogy ismert, akkop-t azzal gp értékkel becsiljuk,
amireP{X = k} maximalis. Ezt a modszert hivj&kaximum likelihood becslésnek.

5.3°°

a) Jeldlje X egy szabalyos kockadobas eredményét. Szamoljukkarhato értékét és szorasat.

b) Andras és Béla a kdvetkézatékot jatszak: feldobnak négy szabalyos dobokockaégy nlobas ered-
ményét jeldlje rendreX, X, X3 és X,. Andrés fizet BélanakX; + X» — X35 — X,4)? forintot, Béla
pedig Andrasnal; + X, + X3 + X, forintot. Melyikiiknek kedvez a jaték?

5.4 Anna és Bori egyforma erejli teniszjatékosok, mindészjaat, a tobbi jatszmatdl figgetlendl,val6szi-
niiséggel nyerhet meg barmelyikik. A tenisz ntadst az a jatékos nyeri meg, amelyiklab elér harom
jatszmaggzelmet. JeldljeX, hogy hany jatszmabol all a mé&kés EX =?

5.5 LegyenX X paraméter(i Poisson eloszlasu val6szinliségi valtoz&tagduk meg, hogP{X = i} i n6-
vekedésével ékz6r 1, majd monoton csdkken, a maximumat & |A]-nél veszi fel. Tipp: tekintsik
P{X =i}/P{X =i—1}-et)

5.6 Mdricka, ha tarazni megy, minden lépésnél — dzeiényekdl fliggetleniil — valamekkora (kicsi) valoszi-
niséggel hasraesik és meguti a térdét, illetve valamekffacsi) valdszinliséggel hanyatt esik és megiti a
koényokét. Egy 10 kilométeres taran atlagosan 3-szor szokitni a térdét és 2-szer a kbényodkét. Legfeljebb
milyen hosszu tarara engedheti el az anyukaja, ha azt alkmgigz% valoszinliséggel térd- és kényodkseérilés
nélkil jarja meg?

5.7 ** Egy forgamas orszagutszakaszon gyakran szoktak radarbapasztalatok szerint annak valosziniisége,
hogy10 percen belll lesz olyan autd, amelyik atlépi a sebességhépd ugyanannyi, mint annak, hogy nem
lesz ilyen auté.

a) Mi a val6szinlisége, hogb perc radarozas soran (i) pontosan harom; (ii) legalabbrhd@yporshajtét
mérnek?

b) Milyen hosszu idre tervezzék a reiok a radarozast ahhoz, hogy% valoszinliséggel fogjanak leg-
alabb egy gyorshajtét?

5.8 Egy tabla mogyords-mazsolas Boci csokiban atlagosane&3ola van. Egy tabla csoki 15 kockabdl all. Egy
kocka csokibari /2 val6szinliséggel nincsen mogyorddarab.

(a) Milyen eloszlasu lesz az egy tabla csokibarblevogyorédarabok szama?

(b) Letoriink 2 kockéat és megessziik. Mennyi a valészin(j$éggy az elfogyasztott csokiban emogyoro-
€s mazsoladarabok egyuttes szama legalabb 2? Adjon miysdexdibb formulat valaszként.

5.9 Tegytlk fel, hogy egy adott @ben tdrtént események szamgaraméter(i Poisson valészin(iségi valtozo.
Mutassuk meg, hogy ha minden eseményialdszinliséggel szamolunk, fiiggetleniil a tébbi eserdényt
akkor a megszamolt események szamaaraméterii Poisson valdszinliségi valtozé! Emellettrddintuitiv
érvelést arra, hogy miért kell ennek igy lennie.

Az el6z6ek alkalmazéasara példa: Tegyuk fel, hogy egy adott tenidetiebhelyeinek szama P@i0) eloszlasu
véletlen valtozé. Minden Iéhelyet a tobbill fiiggetlenils; valészinliséggel fedeznek fel. Szamoljuk ki
annak a val6szinlségét, hogy (a) pontosan 1, (b) legaléabl{d) legfeljebb 1 Iélhelyet fedeznek fel az adott
id6 alatt.

Bénusz a) LegyenX X paraméter(i Poisson eloszlasu valészinliségi valtozéadduk meg, hogy
1
P{Xparog = - (1+ e ).
b) Adott egy hamis érménk, mejyvalészinliséggel mutétjet. Ezt az érmét 0 tipontban feldobjuk, és azt
latjuk, hogyfejre esik. Egy\ paraméterii Poisson folyamat altal megaddipilanatokban az érmét Ujra

és Ujra feldobjuk, mig egyébdgontokban nem nyllunk az érméhez. Mi a valoszinlisége, hkgr az
érme fejet mutat?
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c) Tegyuk fel ismét, hogy az érnteidépontbarfej-et mutat. A Poisson folyamatd@gillanataiban ezuttal
determinisztikus médon atforgatjuk (ha a fej oldalon allk@ az iras oldalra, ha az iras oldalon, a fej
oldalra). Mi a val6szinlisége, hogrkor az érme fejet mutat?

5.10 Egy erd atlagos s(irlisége: 16 fa 10G+@nként. A fak torzse teljesen szabalyos, 20 cm affidor alapi
henger. Egy puskagolyét I6vink ki célzas nélkil, azieszélédl 120 m-re, kifelé az ei@bdl. Mennyi annak
a valoszinlisége, hogy eltalalunk egy fatérzset?
(Tekintstink el attol az apro6 zavaré téngéd, hogy a fak alapkoreinek kdzéppontjai min. 20 cm tavdisdy
vannak.)

5.11 ** Az 6nkormanyzat Randomvarosban ingyen wifi szolgaltatasbit. A wifi hotspot-ok elhelyzése vélet-
lenszer(, siir(iségiik 3 hotspot négyzetkilométerenkénbdtavolsaguk 50 méter. Epp abban a pillanatban,
amikor Méricka elindul otthonrol az egyetemre, email-ggkaztatjak a hallgatésagot, hogy ma bombariado
miatt elmarad az okatas. Méricka nyilegyenes Uton megyyetemre, Utk6zben0% valészinlséggel értesdl
az ingyen wifin keresztil et a hirdl. Milyen messze lakik Méricka az egyetefiR

5.12 Bulgariaban tortént, hogy egymas utani két héten kitiigontosan ugyanazokat a ngszamokat a lottén.
Maradjunk hazai vizeken: a hazai, 965-6t h(izés lotton

a) miannak a valoszinlisége, hogy §ovéten ugyanazokat a szamokat hizzak, mint ezen a héten?

b) kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valészinlisége, ladgyté 50 éves torténetében (minden héten
egy huzast feltételezve, sziinet nélkil, évi 52 héttel shéapwalaha éfordul az, hogy két egymas utani
héten ugyanazt az 6t szadmot hazzak?

c) még egy kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valészirdjdeggy a lottd 50 éves torténetében (minden
héten egy hluzast feltételezve, sziinet nélkil, évi 52 hetéeholva) valaha éfordul az, hogy olyan 5-6st
hdznak ki, ami méar egyszer volt?

Adjunk numerikus értéket is.

5.13 (Stefan Banach gyufasdoboz-problémajalEgy sz6rakozott matematikus vesz két doboz gyufat. Mindkét
dobozn szél gyufat tartalmaz. Egyik dobozt a bal, mésikat a joblbebe teszi. Valahanyszor pipara akar
gyujtani, véletlenszeriien kiveszi az egyik dobozt és hblinasznal egy szal gyufat. Egyik alkalommal azt
veszi észre, hogy az@lett gyufasdoboza mar ires. Mi annak a val6szinliségg,éld@r a masik dobozban
pontosark elhasznalatlan gyufaszal van még?

5.14 Andras és Béla kovetk@gatékot jatsszak. Andras egy szabalyos dobokockavalld@gdganak nem arulja
el, hogy hanyadik dobasra sikerlltekzér hatost dobnia, de azt elarulja, hogy hanyadik dobédbaott
masodszor hatos. Ezek utan Béla megtippeli, hogy Andragadiindobasra kapott @zor hatost. Hogyan
érdemes Bélanak tippelnie? Ha Béla okosan tippel, milyédsziniséggel talalja el az élbatos sorszamat?

5.15 ** Annénak és és Borinak van egy cinkelt é&rméje, ardelplészinliséggel esik a Fej oldalara. Ezt felvaltva
dobéljak, Anna kezd. Az nyer, aki a masodik fejet dobja, tehédAnna: Fej, Bori: Fej esetén Bori nyert.
a) Varhatdéan hany érmedobas utan fégik be a jaték?
b) Feltéve, hogy Anna nyer, mi a val6szin(isége, hogy dzfejst Bori dobta?
Bénusz * Mekkora valoszinliséggel nyer Anna?

5.16 Dobodkockaval addig dobalunk, amigdl 6-ig minden szam legalabb egyszed elem fordul. Mennyi a
szilkséges dobasok szaméanak varhato értéke?

5.17 Egy urndban 4 piros és 4 kék golyd van. Véletlenszekiigasztunk 4 goly6t. Ha 2 kozilik piros és 2
kék, akkor megallunk. Kilénben visszarakjuk a golydkat araba és Ujra valasztunk 4 golyot. Az egészet
mindaddig folytatjuk, amig 4 hazott golyébdl pontosan 2pilesz. Mi a valészinlisége, hogy pontoseszer
hazunk?

5.18 ** Az orszagban évents)0 ezer végés gimnazistanak kell palyat valasztania. Egy gimnaZigi@01 va-
I6szinliséggel prébalkozik azzal, hogy (rhajésnak mene (rhajos felvéleli vizsga kétfordulos, az @ls
jelentked fizikai, a masodik a szellemi ratermettséget méri. Tegglikfogy ezek fliggetlen tulajdonsagok.
Az els vizsgan egy jelentkér20% eséllyel megy at, a masodikén% eséllyel.

(a) Mekkora a valészinlisége, hogy (e legfeljebb egy ember megy at az (irhajés felvételi \vangy

(b) Idén 10 ember ment at a felvételi@forduldjan. Mekkora a valészinlisége, hogy legalablbkéttvesz-
nek kézultuk?

(c) Tavaly3 jelentkedt vettek fel Grhajéosnak. Mekkora valdszinlisége, ibgmber bukott meg a felvételin?
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5.19 Szamitsuk ki agl + X)~! val6szinliségi valtozo varhato értékét a kovetkegetekben:
a) haX Binom(n, p) eloszlasu;
b) haX Poi(\) eloszlasu.
(Tipp: integréljunk valami szépét.

5.20 Legyenek < (0,1), n € NésX = pn € (0, co) rogzitve. Tovabbaux := pginom(n, p)(k)/Proir) (k).

Bizonyitsuk be, hogy amirit = 0, 1, 2, ... ndvekszik
a) ay, el6szor névekszik, majd csdkken, és a maximalis értékét 1|-nél éri el.
b) ay el6szor kisebb, mint 1, majd 1 félénmajd Ujbdl 1 ald cstkken.

5.21 Egy Ujsagkihordd 100 forintért veszi és 150 forintéljaeel az Ujsagokat. Az el nem adott lapokat nem
vésaroljak 6le vissza. Ha az Ujsagokra a napi igény binomidlis elodakédetlen valtozén = 10 p = 3
értékekkel, kortlbelll hany lapot vegyen, ha varhaté géaifizeretné maximalizalni?

5.22 Egy orszagban a hazasparok ad éisg vallalnak gyereket. Mi a nemek aranya ebben az orsmigjlgaz-e,
hogy az egy csaladban sziiletett gyerekek neme fliggetlenaygl?

5.23 Hipergeometriai eloszlas tart a Binomialishoz
Madarat gy(r{izinkN madarbokn gy(rizott van. Képzeljik el, hogy a madargyUriizéskéia csinaljuk, a
madarpopulacié ist és atlagosan a madarak egy bizonyos hanyadat vagyunsetéipefogni. Pontosabban,

legyen mostV — oo, 2t — p! Bizonyitsuk be, hogy ekkor, ha (fix) elem( mintat vesziink a populaciébdl,
és X jeldli a gylirizétt madarak szamat azlemi mintaban, akkoX eloszlasa binomialishoz tart, azaz

li P(X =1) - P(Bt =1)!
N~>oo,17rnn/N~>p ( 'L) ( ln(n,p) 2)

5.24 a) Tekintslink egy30 f6s, véletelenszeriien valasztott embe&létio csoportot. Mi a valészinlisége, hogy
van a koztiik legalabb két ember, akiknek ugyanakkor van letgsinapja?

b) Tekintsiink200 véletlenszerlien valasztott embert. Mi a valdszinliskggy van kotiik legalabb egy,
akinek ugyanakkor van a sziiletésnapja, mint Moérickanak?

Az egyszerliség kedvéért tegylik fel, hogy a vizsgalt enidgieiil senki sem sziiletett februar 29-én.
6. HF:

6.1 Tegylk fel, hogyX eloszlasfliiggvényey a kovetkedképpen adott:

0 hab < 0

Z ha0 <b<1
F(b) = %erjTl hal <b<2

% ha2 <b<3

1 ha3 <b

a) Szamoljuk kiP{X =+i}-t,i =1,2,3.
b) MennyiP{i < X < 3}?

6.2 Egy rendszer a bekapcsolastol szamitvhdnapig mikoddik. Hatarozzuk meg varhato6 értékét, és annak
valészinliségét, hogy a rendszer legalabb 5 honapig niikialX sirliségfiiggvénye:

fx) =

Cze */? haz >0,
0 haz < 0.

6.3 Legyen

5)
C(3z—2%) had<z< 3

f(x)

0 kilénben,
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és .
CBzr—2z%) ha0<az< =,
g(x) = ( ) 2

0 kilénben.

Lehet-ef ill. ¢ sirliségfuggvény? Ha igen, hatarozzuk riegés azf ill. g altal meghatarozott eloszlasok
véarhat0 értékét!

6.4 Az A ésB konstansok milyen értéke mellett lehetnek eloszlasfliggek a kdvetkea fliggvények?

a)

F(x) = exp(—Ae™P7);
b) *

F(z) = A+ Btanhu;
c)*

0 ha —co <2 <0,
F(z) =4 1+ Ax

hao .
Bt <z <400

6.5 A C konstans milyen értéke mellett lehetnek slrliségfuggeién kovetkea fliggvények? Ezekben az ese-

tekben allapitsuk meg a varhato értéket, valamint annalszalliségét, hogy a megfdelal. valt6zo értéke
1 és2 kozé esik.

a) *
3
C-sin(2rx) ha0 <z < —,
fla) = (2me) ;
0 kilénben;
b) °
) = C-(—zlnz) ha0 <z <1,
(z) = 0 kilonben:;
c)

f(x){0~z_5 hal < z,

0 kilénben

6.6 Egy benzinkat hetente egyszer kap benzint. Hogyha aeketis (ezer literben mérve) egy val6szinliségi
valtozé

5(1—2)* had<z<l,
fz) = L
0, egyébként

strliségfiggvénnyel, akkor mekkora méretl tartaly sefks ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkat 0.01-
nél kisebb valoszinliséggel fogyjon ki a benilib

6.7 Tudjuk, hogy mindely” nemnegativ valdszinliségi valtozora
E(Y) = /P{Y > t}dt.
0
Mutassuk meg, hogy eg¥ nemnegativ valoszinliségi valtozéra
E(X") = /nw"ilP{X >z} de
0

teljesul. [Tipp: kezdjuk azzal, hogy

E(X") = /P{X” > t}de,
0
majd cseréljink valtozét ( = «™).)
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6.8 a) LegyenX val6szin(iségi valtozé varhatd értéke szérasnégyzete?, és a harmadik momentuma is
véges. Tovabba legyenegy haromszor differencialhaté figgvény. Ha tudjuk, héggentralt harmadik
momentuma elhanyagolhato, akkor mutassuk meg, hogy

B(g(X) ~ () + L0

(Tipp: fejtstikg-t 1 koril 3 tagig Taylor sorba, és hanyagoljuk el a megmaradatigs

b) LegyenX egy A varhato érték{i Poisson eloszlasu valészinliségi valtelziassuk meg, hogy hatart
végtelenhez, akkor

D?(VX) ~ 0.25.
Lepbdjiink meg. Tipp: hasznaljuk fel az el6z6 feladaiBt/ X ) kozelitésérg)!
6.9 LegyenF'(x) folytonoseloszlasfliggvény, é8(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

0, ha — o < <1,
G(zx):= .
F(z)— F(z™"), hal<z < oo
is eloszlasfliggvény. Adjunk valdszinliségszamitasirgeiea fenti formulanak.

6.10 Egyenletesen valasztunk egy pontfd) intervallumbdl, jeldlje ezfX . Mi annak a valdsziniisége, hody,
1 — X és1/2 haromszdget alkot?

1
6.11 Konstruélhaté-e olyan folytongs: [0, 1] — [0, oo) fliggvény, amelyrd g(z)dz = 1, [z - g(z) dz = q,
0

2?2 g(z)dr = a??

Ot =

Bbénusz Ha egy taladlkozorac R perccel kordbban érkezem a megbeszélinés, petékot fizetek, ha percet kések,
b- s-t fizetek. Az utazas a mai kaotikus kdzlekedési feltételektimeglehdisen véletlen ideig tart, melynek
stiriségfiiggvényé(z). Mikor induljak, ha a varhatd koltséget szeretném minigétii? (Tipp: irjuk fel a
vérhaté koltséget integrélalakban és derivaljuk.)

6.12 A buszok rendre minden 6ra egészkor, 15-kor, 30-kobdeod indulnak a megallobél. Ha véletlenszer(ien
érkezem 7:00 és 7:30 kdzt, mi annak a valoszinlisége, hogy

a) 5 percnél kevesebet varok?

b) 8 percnél tébbet varok?

c) Ugyanez a két kérdés, ha 7:08 és 7:38 kdzt érkezem egyenietes
d) Es ha 7:00 és 7:25 kozt érkezem egyenletesen?

6.13 A felé a vonatok 15 percenkéntindulnak 7:00-t6l kezdve, Bfglé 15 percenként indulnak 7:06Hkezdve.

a) Ha egy utas 7:00 és 8:00 kozotti egyenletes eloszlasiteid érkezik az allomasra, majd felszall arra a
vonatra amelyik hamarabb indul, az esetek hanyadrészébgyntelé, és hanyadrészébénfelé?
b) Es ha az utas 7:10 és 8:10 koz6tti egyenletes eloszlab@ivérkezik az allomasra?

c) Mi a helyzet akkor, haB felé gyakrabban, vagyis 7:08itkezdve 10 percenként indulnak a buszok?
Szamoljuk ki az €z6 két kérdés valdszinliségét erre az esetre is!

6.14 Egy busz ésB varosok kdzott jar, mely varosok 100 kilométerre vannaknedistdl. Ha a busz lerobban, ak-
kor azt egyenletes eloszlasi helyen teszi a két varos kdidit; ilyenkor a legkdzelebbi szerviabkijonnek
a szerdbk és megjavitjak a buszt a helyszinen. Pillanatnyilag egpzérerviz talalhaté a2z varosban, egy
a B varosban, és egy a két varos kozott féluton. Egy javaslaindzhelyett gazdasagosabb lenne a harom
szervizt azA varostol 25, 50, és 75 kilométerre elhelyezni. Egyetértérkjavaslattal? Miért? Milenne a
szervizek legjobb elhelyezése? Milyen értelemben?

6.15 ** Egy egységhosszu ropin van egy sddarab laglyen. Mire hazaériink a boltbdl, a taskdnkban véletlensze

ren (egyenletes eloszlassal) kettétérik a ropi a csoaraghli a sédarabot tartalmazé ropidarab hosszanak
varhato értéke?

6.16 ** Valasszunk egy pontot egyenletes eloszlassal egy szabBromszdg belsejében, mely haromszdgnek
minden oldala 1 hosszlsagu. Jeldlje pontnak a tavolsagat a haromszdg legkozelebbi oldatdadérozzuk
meg a¢ valdszinliségi valtoz6 eloszlas- és slrliségfliggvenyét
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7. HF:

6.17 ** Pistike randevut beszélt meg Juliskaval este 6-ra. Pikékéton is eljuthat a megbeszélt randeva helyszi-
nére, a két Ut kozott érmedobassal dont. Az utakon valo yédigideje két valoszinliségi valtozot hataroz
meg: A-t ésB-t.

a) Az A slirGségfiggvénye (percekben szamolva):

0 hax < 5vagyz > 20,
f(z) = f—s(zf5) ha5 < z < 10,
4(20—2z) hal0 <z < 20.

b) A B slrliségfuggvénye pedig:

(z) = 0 hax <5,
g\ = wexp (—%5°) haz > 5.
Pistike 6-kor indul Utnak, mert elfelejtette nézni az 6Mia valdszinlisége, hogy talalkoznak, ha Juliska nem
egy tiirelmes természet, és maximum tiz percet hajlanddé®/arn

6.18 Egyl hosszUsagu ropit talalomra valasztott pontban kettékbrithaz igy keletkezett darabok kdzll a révi-
debb eloszlasfuggvénye?

6.19 Valasszunk két pontot fliggetleniil és egyenletesemyyegkor keriiletén. Hatarozzuk meg a tavolsaguk
eloszlasfiiggvényét.

6.20 Valasszunk a haromdimenziés egységgodmb belsejélygroatpt egyenletes eloszlassal, és jel§lgnnek a
pontnak tavolsagéat a gémb kdézéppontjatdl. Hatarozzuk§redgszlasfliiggvényét és varhatd értékét.

6.21 Valasszunk az egységnégyzetben véletlenszeriiganletes eloszlassal) egy pontot. Jel@lje pontnak a
négyzet legkdzelebbi csucsatol valo tavolsagat. Hatékoareg a valdszinliségi valtozo eloszlasanak sirl-
ségfliggvényét.

7.1 Sok intelligencia teszt normalis eloszlast kovet, 100twarhato értékkel és 15 pont szérassal. Ha ezeknek
a teszteknek és értékelésuknek hihetlink, akkor az embdrésdy szazalékanak van 95 és 110 pont kozott
az 1Q-ja? A 100 pont korili mekkora intervallumban van az engg&g50%-anak az 1Q-ja? Egy 250®$
telepllésen varhatéan hany embernek lesz 125 pont foltQ-ga?

7.2 Az 1Q teszteknek még mindig hiszlink és tegyik fel, hoggradmény 100 pont varhato értékl és 15 szorasu
normalis eloszlast kdvet. A teszteket megirt és kiértéddalhyokat altalaban 3 csoportba szoktak sorolni:
alacsony-, atlagos-, illetve magas intelligenciahangad&. A résztvebknek rendre 20, 65 illetve ¥5
a kerult a megfeld csoportokba. Hol huztdk meg a hatarokat, azaz melyek azmntszamok melyek
megkulonbdztetik az egyes csoportokat?

7.3 Tegyuk fel, hogyX normadlis eloszlasu 5 varhato értékkel. B4X > 9} = 0.2, kdzelitleg mennyiX
széradsnégyzete?

7.4 ** Tegyuk fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassaga centbeétmérve normalis eloszlagu = 180 és
o? = 169 paraméterekkel. A 25 éves fiatalemberek hany szazalékasalalga méternél? A két méteres klub
tagjainak hany szazaléka magasabb 2 méter 10 cm-nél?

7.5 Mutassuk meg, hogy(1) = /7. (Tipp: T'(1) = [, e "2~ 2dx. Helyettesitsiink = v/2z-et és hasonlitsuk
Ossze az igy kapott kifejezést a normalis eloszlgssal!

Bénusz: Szamoljuk ki a normalis eloszlas alabb definialszathit momentumait”$ a standard normdlis siirliség):

o0

Ap = / eyl dy,  k=1,2,3,...

— 00

(Tipp: parosk = 2¢-re szdmoljuk ki és hasznéljuk a kdvetkez6 kifejezést:

d 1T e
- —2y7/2 ¢
AN Jon /e v

Paratlank = 2¢ + 1-re hajtsuk végre a = y? valtozdcserét az -t definiald integralban.

A=1
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7.6 Legyen azX valOszinliségi valtoz6 normalis eloszlasuarhaté értékkel és szorassal. Szamoljuk kic R-
re azE(e!X) varhat6 értéket! (Tipp: ez egy egyszerl integralhelgitissel visszavezetibed normalis
stiriségfliggvény integraljara.)

7.7 Bizonyitsuk be, hogy az @&t6 feladatban kapott képlet akkor is érvényes marad, teasdleges komplex
szam! (Vigyazat: a normalis sriségfiiggvény integréak avalésszamegyenesen tanultuk, hogy mennyi.
A bizonyitashoz kell valami komoly az analiz&h

7.8 LegyenX nulla varhat6 érték(i és szérasu, normalis eloszlasu valésziniliségi valtozé. rBitsuk be, hogy
tetsdlegesr > 0 esetén fennallnak a kdvetkeegyendtlenségek:

1 2,02 (0 o° 1 25 2O
= o (@%/20%) [ _ 2 _ = o (@7/207) L
e < P{X>=x < e .
V2T (117 1173) { } V2T T

(Tipp: differencialjuk az egyenlétlenséglanc mindharagjat, és hasonlitsuk 6ssze a derivaltakat.

7.9 Becsililjuk meg annak a valészinliségét, hogy 100.00€rle@sztas soran a fullok szama 128 és 158 kozé
essen.

7.10 ** Egy gyar kétfajta érmét gyart: egy igazsagosat és egy hgraisas5% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen
érménk, de nem tudjuk, igazsagos-e vagy pedig hamis. Erldéktésére a kdvetkézstatisztikai tesztet
hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalatb&@r fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott, akkor az égartdgosnak tekintjik. Mi a valdszinlisége,
hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazséi@dss/ha hamis volt?

7.11 Egy nagyvaros lakossagaratalunk ismeretlemp hanyada dohanyzik. Eztyahanyadot akarjuk kdzebiteg
meghatarozni egy mintdban megfigyelt relativ gyakorisbgdévetked modon: megkérdezinkvéletlen-
szer(ien kivalasztott lakost, és megallapitjuk, hogy édelttk allitja, hogy dohanyzik. A NSZT-@l tudjuk,
hogy han elég nagy, akkor az empirikusan megfigy#lt = k/n relativ gyakorisag igen nagy val6szinliség-
gel jol kozeliti az igazip hanyadot. Milyen nagynak keil-et valasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy az
empirikusan megfigyel’ relativ gyakorisag legalabb 0.93 val6szinliséggel 0.62Hwataron beliil kdzelitse a
valédi (ismeretlen) hanyadot? Méas széval: hatarozzuk meg azt a legkisgliermészetes szamot, amelyre
igaz, hogy barmely € (0, 1)-re ésn > no-ra

P{|p’ —p| <0.02} > 0.93.

7.12 Az ebzb feladat kicsit mashog$
Budapest utcain az emberék%-a tAmogatna, hogy kozterlleten ne lehessen dohanyozeeli&iik azt a
valészinliséget, hogy megkérdezett ember koziil legalély% a betiltds mellett nyilatkozik, ha
a) n=11,
b) n =101,
c) n = 1001.
d) Hany embert kellene megkérdezniink, hogy legal#idh eséllyel40% felett legyenek a betiltast tAmo-
gatok?

7.13 ** Az Un. Monte Carlo-integralas lényege a kdvetkelegyen az egyszeriiség kedvégri [0,1] — [0, 1]
folytonos fliggvény, és az

I:/lf(m)dx
0

integral értékét becsiljuk. Ha ésV két fuggetlen0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdszinliségi
valtozo, akkor azU, V') par a[0, 1]? egységnégyzet egy véletlen pontjat adja. Fuggetlenulrgbme: vé-
letlen pontot az egységnégyzetben, jeldtjg azon pontok szamat, amelyek #Aliggvény grafikonja ala
estek, vagyis amelyeké < f(U). Ekkor I becslését aX,, /n hanyados adja. Mekkoranak valasszuk
értékét, ha azt szeretnénk, hogy legfeljebiB valészinliséggel kapjurtk05-nél nagyobb hibat, ha a Monte
Carlo-integralas modszerét

a) az f(x) = /= fuggvényre alkalmazzuk?
b) egyismeretlery : [0,1] — [0, 1] folytonos fuggvényre alkalmazzuk?
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7.14 Van két egyforma biztositotarsasag egyenként tizepgellel. A 2007-es év elején minden Ugyfél befizet a
biztositojanak 6tvenezer forintot, és az év folyaman niniglgyfél egymastol nggetIen%l valészinliséggel
nyujt be karigényt, amely minden esetb&s0 ezer forintos. Mindkét biztositdtarsasagnak van ezen feli
5 millié forint félretett pénze az k6 évibl. Egy biztositétarsasag @dbe megy, ha nem tudja kifizetni a
beérked karigényeket. Erdemes-e egyesiilnie a két biztosit@tagsmk? Legyep; annak a valdszinlisége,
hogy a két biztositétarsasag kozil legaldbb egy tonkrepéespps annak a valészinlisége, hogy az egyesiilt
biztositotarsasag tonkremegy. Hatarozzuk meésp, (kozeliB) értékét, és vonjuk le a kovetkeztetést!

7.15 (A Poisson eloszlas normalis approximaciéja.Bizonyitsuk be, hogy — oo-re
1
Vo

és a hibatag egyenletesen kicsiahegy korlatos halmazban marad. Kévetkezményként lassukdog,

\/X'ppoi(A)(L)\—i—x\/XJ) = exp(—22/2) _1_0()\71/2)7

B
S e [ ely)dy = 2(6) - a(a)

A aVA<k<A+BVA

amintA — oo.

7.16 ** A menzai poharak kirakasuktol szamitott torési ideje exgpaiélis eloszlast kovert honap varhato érték-

kel. Szamitsuk ki annak valdszinliségét, hogy
a) 6 kirakott poharbdl legfeljebl torik el egy év alatt;
b) 400 kirakott pohéarbdl legfeljebb65 torik el egy év alatt! (Adjuk meg a numerikus értéket is!)

7.17 A valszamium radioaktiv boml6 részecske atlagosagtathal év. Mennyi ennek a részecskefajtanak a
felezésiideje?

7.18 A ,Fény az éjszakdban” tipusu villanykorte élettadaemponencialis eloszlasu. A gyartd mérései szerint a
korték 90 szazaléka birja legaldbb egy évig. Menngrédvallalhat a gyartd garanciat a kdrték miikodésére,
ha azt akarja, hogy a véknek legfeljebb 1 szazaléka reklaméljon?

7.19 Reggel a foldalatti szerelvények kdvetési ideje erpaidlis eloszlasu valészinliségi valtazperc varhato
értékkel. Az egyik szerelvényt pont lekéstem.

a) Mennyi a val6szinlisége, hogy legaldbpercet varnom kell a kovetkére?
b) Mar 3 perce varok hidba. Mennyi a valdszinlisége, hogy még toviercig varnom kell?

7.20 (Veszélyratg. Egy pozitiv abszolut folytonos valoszinliségi valtoz@lkdrati ratafiggvényének ¥t) =
J;fzt) fliggvényt nevezziik.

a) Mi a kockézati ratafiiggvény szemléletes jelentése?
b) Lassuk be, hogy ekkor

t

F(t)=1—-exp —/)\(s)ds !
0
¢) Mia X paraméteri exponenencidlis eloszlas ratafuiggvénye?
d) Es egy0, ] intervallumon egyenletes eloszlasé?

7.21 Gyakran hallani, hogy a dohanyosok halalozasi ratéjaz a kockazati rataja a halabbntjara vonatkozo6-
lag) minden életkorban kétszerakkora, mint az azonos kemidohanyzé6ké. Igaza van-e annak a nemdohany-
zénak, aki erre azzal jon, hogyakkor kétszer akkora valészinliséggel fog méiyig élni, mint a dohanyos
osztalytarsa? Ha nem, mi a két valészinliség viszoniiap:(el6z6 felada).

7.22 Egy nagyon gyors szamitégépen futé program, miutadl, minden 6rajel hatdséara (vagyis nagyon gyak-
ran) megprobal lefagyni — feltéve, hogy ez kordbban nenrigikaeki — és valamilyen nagyon kicsi valo-
szinliséggel le is fagy. A tapasztalat szerint ez a progmimditas utan atlagosanoéraval fagy le. Mi a
lefagyasig eltéd (6raban mért) id eloszlasa?

7.23 Pistike nyari estéken csillaghullast néz. Egy-egyirgstén nagyon sok meteor éri el a Foldet, ezek mind-
egyikének egymastél fuggetlenl, nagyon kis valészig§eksikeriil Pistike szeme elé kerllni — vagyis pont
akkor és ott esni le, amikor és ahol Pistike latja. fofél 6ra alatt atlagosan harmat lat lehullani. Augusztus
19-én este 22:00-kor kezdi nézni az eget.
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a) Miavaloszinlisége, hogy 22:00 és 22:25 koz6tt egyetldiddsillagot sem lat?

b) Mi a val6szinlisége, hody perc alatt egyetlen hullécsillagot sem lat, alioE RT?

c) Az X val6szinliségi valtozo legyen az adbifpercben mérve), amennyit Pistikének addisllocsillag
megpillantasara varnia kell. SzamoljukXi eloszlasfiiggvényét és siirliségfiiggvényét!

d) Fogalmazzuk meg szépen a tanulsagot!

7.24 ** AHOMALY cég kétféle kompakt fénycsovet forgalmaz, az A éspisok varhato élettartama rendteo,
illetve 12000 6ra, mindkét esetben exponencidlis eloszlassal.

a) Egy egyetemi éladdterem két lampéjadban egyszerre cserélik a fénycstjtekét ha az egyik fénybs
kiég, mindketbt lecserélik. A legutdbbi csere alkalméval az egyik langAba masikba B tipusu fény@s
kerilt. Mi a val6szinlisége, hogy a kdvetkezerére kevesebb, mig00 6ra elteltével lesz sziikség? Es
ha tudjuk, hogy a legutébbi csere @300 éra telt el, mi a valészinlisége, hogy tovabbi0 6raig nem
lesz sziikség cserére? (Az egyes fénycstvek élettartamatfégnek tekinthét)

b) A takarékossag jegyében a doktorandusz szobaba egy olttbéllzzerzik be a fénycsovet, ahol azokat
csomagolas nélkil, a rendetlenség miatt jol 6sszekevergduljak. A kupa0%-a "selejtes", be se
kapcsol, a maradék egyéndranyban A, illetve B tipusi. Vaktaban valasztva, mi lesioktorandusz
szobaba kerdl fényc® élettartamanak eloszlasfiiggvénye?

c) Mia valdsziniisége, hogy a doktorandusz szobaba&é&iilyc® tobb, mint4000 o6raig birja? Es haez a
fénycg mar kibirt3000 6rat, mi a valdszinlisége, hogy még tovahio 6raig birni fogja?

8. HF:

8.1 A kovetked feladatokban adott&valdszinliségi valtozoé eloszlasfliggvenye ill. stirfisggvénye. Meg kell
hatarozni aZ fiiggvényeként értelmezel, Y, Z, ... val0szinliségi valtozok sliriségfliggvényét.
(a) ¢ egyenletes eloszlastial, 1] intervallumbanX :=¢2,Y := &3, Z := tan(%¢), U := sin(n§).
(b) * ¢ exponencidlis eloszlastiparaméterrelX := 2¢ — 1, Z := /€.
(c) ¢ standard normalis eloszIask;:= ¢2,Y := £72.
(d) * ¢ egyenletes eloszlasyas3, 2] intervallumban;X := £2.
(e) ¢ exponencidlis eloszlasiparaméterrelX := —3¢ +2,Y = ef.
(f) ¢ slrliségfuggvényer a0, 1] intervallumon, egyébkért Y := ¢2.

8.2 LegyenX egyenletes eloszlas(a3, 4] intervallumon, és legyeW (x) = |z — 1| + |z + 1|. Hatarozzuk meg

azY = ¥(X) valoszinlségi valtoz€é'(y) eloszlasfiiggvényét. Abszolat folytonos eloszlasizeAdjuk meg
a @ eloszlasfuggvény Lebesgue-féle felbontaséat diszkrégzabt folytonos és folytonos de szingularis nem

csokkerd fliggvények 0sszegére.

8.3 Hatarozzuk meg? = Asin(©) eloszlasat, ahod egy rogzitett konstans, é3 egyenletes eloszlasu
(—m/2, 7/2)-n. (Az ilyen valdszinliségi valtozok ballisztikanal jonnek el v sebességgel szégben ki-
16tt I1bvedékRr = % - sin(2«) tavolsagban ér foldex.

8.4 (a) LegyenX standard Cauchy-eloszlasu valészinlségi valtozé. Bitsuk be, hogy ekkoX és1/X azo-

nos eloszlasuak. (EmlékezteEgy standard Cauchy eloszlasu val6szin(iségi valtodsegfliggvénye:

1

f(x)

(b) Mutassuk meg, hogy a fenti tulajdonsag az

_ ] 1/4 haly| <1
F0={ ) mapis1
slriségfuggvényl valdszinliségi valtozora is igaz, vagyisY” eloszlasa megegyezik eloszlasaval.
8.5 a) LegyenX )\ paraméterli exponencidalis eloszlasu valészinlsé@a@lésc > 0. Mutassuk meg, hogy

¢X szintén exponencidlis eloszlasy,c paraméterrel.
b) MostlegyenX slrliségfiggvényg(x). MiazY = aX + b valoszinliségi valtozo sirliségfiggvénye?

c) Z eloszlasa megegyezidZ-jével. Miez aZ?
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Bonusz LegyerX sir(iségfiiggvényg; 1 a[0, 1] intervallumon é$) egyébként. Mi lesz; tortrészének sliriség-
fuggvénye?

8.6°
a) LegyenX normalis eloszlasji varhaté értékkel és szérassal. Hatarozzuk még= eX siirliségfiigg-
vényét. { eloszlaséat lognormalisnak nevezik.

b) Mutassuk meg, lehéteg szamolas nélkil, hogy ekkarY® eloszlasa szintén lognormajis = au +
log C éso’? = %02 paraméterekkel Tjpp: tudjuk, hogyy” = eX, ahol X normalis. irjuk felC'Y *-t *
alakban, talaljuk meg a kapcsolatéf és Z kdzott, és hasznaljuk tudasunkat a normalis valészinliség
Véaltoz6 linearis transzformaltjaird).

8.7 LegyenX folytonos eloszlasu valoszinliségi valtoZdeloszlasfliggvénnyel. Legyén = F(X). Mutassuk
meg, hogyY” val6szinliségi valtozé egyenletes eloszlag, d) intervallumon.

8.8 LegyenX egy valoszinliségi valtozd, amelyP§ X = 0} = 0, ésY := X 1. Mi a feltétele annak, hog
ésY azonos eloszlasuak legyenek?

8.9 Bizonyitsuk be, hogy ha Cauchy eloszlasu valoszinliségi valtozd, melynek sifiggvényef(x) =
L5, 65X = 1/6,Y :=2¢/(1 - &), Z := (3¢ — £%) /(1 — 3¢?), akkor X, Y ésZ szintén Cauchy elosz-

lasu. [Tipp: Hasznaljuk a kovetkez6 trigonometriai azonossagaka & = tg(a), akkorl/¢ = tg(§ — a),
2¢/(1 - &%) = tg(2a) €s(3¢ — €%)/(1 - 3¢?) = tg(30a).)
8.10 Egy! hosszu ropit talalomra (egyenletes eloszlassal valagatban) kettétdrink.

() ** Jeloljik X -szel az igy kapott két rész hosszainak négyzetdsszegetrddauk meg aZ valészini-
ségi valtozo eloszlasanak slrlségfliggvényét.

(b) Jeldljuk Y-nal a két részbl képezett téglalap tertletét. Hatarozzuk megvaral6szinliségi valtozo
eloszldsénak sirliségfiiggvényét.

8.11 Legyert az X ponttavolsaga a sik, 1) koordinataju pontjatol, ha
a) X-etazz-tengely[0, 1] intervalluman véletlenszerlien valasztjuk;
b) X-etazz-tengely|0, 2] intervalluman véletlenszerlien valasztjuk.
A két esetben hatarozzuk meg aaldszinliségi valtozo slrliségfliiggvényét.
8.12 Egyf hosszu ropit két egymastdl fiiggetlendl és egyenletesléksa kivalasztott pontban eltdriink.
a) Miaz igy nyert harom darab kdzil a legrovidebb hosszanaklzaté értéke?
b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy a harom darabbol hatmesalkothatunk?

8.13 ** Egy téglalap oldalainak hossza legy@ill 4. A két szemkoztB hosszu oldalon egyméastdl fuggetlenul és

egyenletes eloszlassal kijeldlink egy-egy véletlen poddlje X e pontok tavolsdgat. Meghatarozanklo
strlségfiuggvénye.

8.14 Két szabalyos kockaval dobunk. Hatarozzuk tie¢sY egyuttes sulyfliggvényét, ha

a) X a dobott szamok maximumg, a két dobott érték dsszege;
b) X az el kocka eredményé; a dobott szamok maximuma;
c) * rendreX, Y a dobott szamok minimuma, ill. maximuma.

8.15 LegyenekX ésY fiuiggetlen,p paraméter(i geometriai eloszlasu valdszinliségi vattotbzaz: P{X =
7;5 Y :j} = (1 7p)171 ‘P (1 7p)j71 P 7;5 .] > 0)

a) Sejtsik med®{X =i | X +Y = n} értékét. Tipp: tegyiik fel, hogy egy cinkelt érmét dobunk fel, egymas
utan sokszor. Az érmevaloszinliséggel ad fejet. Ha a masodik fepazdik feldobasnal jon, mi az els6
fej bekdvetkezése idejének eloszldsa?

b) Igazoljuk (a)-beli eredményiinket szamolassdlipjf: ugye még emlékszink mi fliggetlen geometriai
varakozasi idok 6sszegének az eloszlisa?

8.16 Egyiuttes eloszlasfiiggvény-e a kdvetkket fliggvény £, y € R)?
F(x,y) = eXp(—e_(”y)), G(z,y) = exp(—e™™ —e™Y).

8.17 Legyen X, Y) az{(x, y) : 2% +y? < 1} egységkorben véletlenszer(ien (egyenletes eloszlasdatztott
pont koordinata-parja. Hatarozzuk meg a peremeloszldsgiségfiiggvényét.
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8.18 ** Hatarozzuk meg a peremsuriiség-fliggvényeket! Fliggetlérgsy ?
a) Legyen azX ésY valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasanak stfligggénye:

W) A-(z*+yY) had<z<1,0<y<l,
HY= 0 egyébként. ’

ahol azA pozitiv konstans értéke meghatarozando.
b) Az (X,Y) pont eloszlasa egyenleteda= {(:17, y) € R? ¢ |z| + % < 1} tartomanyon.
8.19 Egy férfi és egy thtalalkozot beszélt meg 12:30-ra. Ha a férfi 12:15 és 12:4%tkd@gyenletes eloszlasu
idBben érkezik, éte fliggetlenil a @ 12:00 és 13:00 kozoétt egyenletes eloszladbeh érkezik,
a) hatarozzuk meg annak valoszinliségét, hogy dlszlr érkezik, 5 percnél kevesebbet var.
b) Mi a val6szinlisége, hogy a férfi érkezik@igek?

8.20 n pontot flggetlenul egyenletesen elosztunk egy koér kefiileds szeretnénk meghatarozni annak valészind-
ségét, hogy mind egy félkdrbe esnek (vagyis annak valasgéfpét, hogy van egy olyan, a kér kézéppontjan

atmerd egyenes, melynek az 6sszes pont az egyik oldalan van)jeJBlo P, ..., P, a pontokat. Legyen
A az az esemény, hogy az 6sszes pont egy félkdrbe esik; &z az esemény, hogy az 6sszes pont abba a
félkorbe esik, amely?;-t6l indul az éramutaté jarasaval egyeranyban; = 1, 2, ..., n.

a) Fejezzik kiA-t az A;-k segitségével.

b) lgaz-e, hogy a#;-k kdlcsdndsen kizaréak?

c) Hatarozzuk me@{A}-t.

d) Most valaszoljuk meg a kdvetkékérdést: ha egkdrlaponegymastdl fliggetleniil pontot egyenletes
eloszlassal elhelyeziink, mi a valoszinlisége, hogy a kiffgkiontja benne lesz a pontok konvex kombi-

néacidiként eballo halmazban?
8.21 AzX ésY val6szinliségi valtozok kézos sirliségfiggvénye

ze~ @) haz >0, y >0,
f(z,y) = .
0, egyébként

Fuggetlen-eX ésY? Es ha a kozos sirliség

2, hat<y<1,0<z<y,
fz,y) = o
0, egyebkért

8.22 LegyenekX, Y fliggetlen0, 1]-en egyenletes valdszinliségi valtozok. Mi a tavolsaguéssgfiggvénye?

8.23 Rendezett mintak. Leszérunk g0, 1]-re egyenletesen pontot. Mi ak. pont sg’jrfjséngggvénye? Ravdret
kicsit egyszeriibb kérdések: Mi a maximum eloszlasa? Mrassgfliggvény? Es a 2. legnagyobbé? (Hogyan
kapjuk meg derivalas nélkil, kozvetlenul?)

9. HF:

9.1 LegyenekX; ~ Exp(\1), ésXa2 ~ Exp(\2) flggetlenek, ahod < A\ < Ay. Hatérozzuk meg{; + X,
eloszlaséat.

9.2 Mutassuk megzamolassalhogy haX;,i = 1, ..., n fliggetlen azonos eloszlasu geometriai valoszinliségi
véaltozok, akkorX; +- - -+ X,, negativ binomialis eloszlasi. Hasznaljunk indukciot. @¥szinliségszamitasi
érvelést mar lattuk éladéason.)

9.3 X Ur vonattal és tavolsagi autdbusszal utazik a muniahelMenetrend szerinh vonat 7:30-kor érkezik, a
busz pedig 7:37-kor indul. Az atszallas két percet veszyilgén Am a vonat valodi érkezési idejormalis
eloszldsvalészinliségi valtozé melynek varhato értéke 7:30-karésszorasa 3 perc. Az autébusz valodi
indulasiideje a vonat érkezééétiiggetlen, szintén normalis eloszlasu valészinlisélpz 6, melynek varhatd
értéke 7:37-kor van, szérdsa pedig 4 perc.

a) Mennyi annak a valészinlisége, hogy X Ur a hét 6t munkandjzial kegfeljebb egy alkalommal késse le
a buszcsatlakozast?
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b) X Ur hazafelé a menetrend szerint 17:40-kor édkeaszrol leszéllva szeretné elérni a menetrend szerint
17:49-kor indul6 vonatot. A jarmivek érkezési, illetveinasi idejének szorasa ismét 4, illetve 3 perc, és
az atszallas visszafelé is két percet igényel. Egy évbemfiitkanappal szamolva, mi a valoszinlisége,
hogy X Ur hazafelé t6bb alkalommal kési le a csatlakozastt munkaba menet?

9.4 ** Egy nagy nemzetkdzi Uizletlanc minden alvallalkozdjahgy B Urhoz is9 Uzlet tartozik. Az egyes Uzletek
havi bevétele egymastol fliggetlen, normalis eloszIa$i0.000 Ft varhato értékkel é500.000 Ft szdrassal.
B Ur havi 6sszkoltsége az Uzletek fenntartasara a bevéielaggetlen, szintén normalis eloszlaki1500.000
Ft varhatd értékkel é6)0.000 Ft szérassal.

a) Miavaloszinlisége, hogy B Gr 2022 novemberében elér Iblgala00.000 Ft hasznot?

b) A nagyvallalatnakiO0 hasonl6 alvéllalkozdja van. Mindegyikh&zizlet tartozik, tovabba az egyes
alvallakozok havi 6sszkoltsége, valamint az izleteik eviétele mind egymastdl fliggetlen, és ugyan-
olyan eloszlasu, mint B Ur esetében. Jeldjehogy a valallatnak hany alvéllalkozéja tesz szert ledalab
1.000.000 Ft haszonra 2022 novemberében. Keressiik meg azt a legkisatdmot, melyre igaz, hogy
P(X < k) >0,7.

9.5 ** Egy alma tdmegének varhato értélkid g, szorasag, egy korte tomegének varhatd értékegy, szérasdg.
Az eloszlasok normalisak és fliggetlennek tekiniket
a) Veszek egy almat és egy kortét, mi a valoészinlisége, hogyrezreehezebb lesz a kdrténél?

b) Egy nagyobb tarsasagot szeretnénk vendégil latni, ezéatink64 kortét és64 alméat. Gyumdlcssalata
készitéséhez kivalogatjulk’fg-nal kdnnyebb kortéket ésl@0g-nal kbnnyebb almakat. Mi a valdszini-
sége, hogy a gyumaolcssalataba tébb korte kerdl, mint alma?

9.6 LegyenekX,Y ésZ fiuggetlen, azonos Geop)(eloszlasu valészinliségi valtozok.
a) Szamitsuk ki a kovetkérvaldszinliségeket:

P{X=Y}, P{X>2v}, P{X+Y<Z.

b) LegyenU := min{X,Y} ésV := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy/ ésV fuiggetlenek.

9.7 Afliggetlenség szimmetriajaLegyenekX;, Xs, ... fuggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozék az
F folytonos eloszlasbél. (Probaként, lehet egyenletesi)jded,, azt az eseményt, hogy &z, rekord, azaz
nagyobb, mint az 6sszes addigi. Men®fA,, }? Fuggetlen-el,, 1 A,-t6l? Szamitsuk ki @{A,, | A, +1}
ésP{A, 11| A,} feltételes valoszinliségeket.

9.8 A patikaba egy 6ra alatt betéemberek szama Poisson eloszlas& 10 paraméterrel. Szamoljuk ki annak
feltételes valdszinliségét, hogy legfeljebb 3 férfi térfekéve, hogy 10 d tért be a patikdba abban az 6raban.
Milyen feltevésekkel éltiink?

9.9 LegyenekX ~ Poi()\), Y ~ Poi(u) eloszlasu fuggetlen valoszinliségi valtozok. Mi lésteltételes eloszldsa
X + Y ismeretében? Szamoljuk ki, majd ismerjik fel az eloszlastanjuk le a tapasztalatot a Poisson
folyamatra gondolva.

9.10 LegyenekX, X,, X3, X4, X5 flggetlen azonos eloszlasu, folytonos valészinlisétpzdk, kozos elosz-
lasfuggvényik legyeirr, stirliségfiggvényik legyef tovabba legyen
I:P{X1<X2<X3<X4<X5}.
a) Mutassuk meg, hogy nem fuggF-tél. (Tipp: irjuk at I-t 6tos integralla, és alkalmazzuk az =
F(x;), 1 =1,...,5 véltozGcseré}.
b) Szamoljuk kil értékét!
¢) Adjunk szemléletes magyarazatot agz8l pontban kapott eredményre!

9.11 Szamoljuk ki a kovetkézegyuttes eloszlasokra feltételes slirliségfliggvényétEz= vy, feltétel, valamint
Y feltételes siirliségfuiggvényét &z= x feltétel mellett:

a) Legyen azX ésY valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasanak slifligggénye:

h(z,y) s@tay+y) had<z<1,0<y<l,
T,Yy) = s
y 0 egyébkeént.
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b) (X,Y) egyttes eloszlasa egyenletes &z, y) | z2 + y? < 1} korlapon.

9.12 °°°
a) Keét dobodkockaval dobunk, legyexi a dobott szamok 6sszedé,a dobott szamok kildnbsége. Szamol-
juk ki Y feltételes sulyfiggvényét, a¥ =i, i = 2, 3, ..., 12 feltétel mellett. Fliggetlen egymastXl
ésY? Miért?

b) X ésY egyittes slirliségfliggvénye

flay)=c(2®—y®)e™ 0<z<oo, |y <z

Mi Y feltételes eloszlas& = x feltétel mellett?
c) X ésY egylittes eloszlasa egyenletes azon a hatszog alaku tagtomanelynek csdcsai

A = (cos (k%) ,sin (k%)) ; k=0,1,..,5.

Hatarozzuk med¥ feltételes eloszlasat & = y,, valamintY feltételes eloszlasat a¥ = x, feltétel
mellett, minden széba ji@vz, ésy, értékre.
9.13 LegyenekX, Y ésZ fuggetlen val6szinliségi valtozék. Legy&nill. Y eloszlasfliggvény&(x), ill. G(x),

éslegyeP{Z = 1} = p = 1 — P{Z = 0}. Hatarozzuk meg a kovetkéxzaldszinliségi valtozok eloszlas-
fuggvényeit:

T:=ZX+(1-2)Y, U:=ZX+(1-Z)max{X,Y}, V:=ZX+(1-2Z)min{X,Y}.

9.14 Pistike egy nagy doboz rossz ib&eg( villanykortét vasarolt, amiknek az élettartamaéiilgn exponencialis
eloszlasu minddssze 10 perc varhato értékkel. Este 10=kbrvhldszinliségszamitast tanulni, becsavarja az
asztalilampajaba az éi&ortét, és felkapcsolja. Ezutdn amikor egy korte kiégtdiigicseréli, és a kdvetkéz
mellett tanul tovabb. Jeldlje , 7, ... az egyes villanykorték élettartamét.

a) Jeldlie T, azt az idpontot (este 108l szamitva, percben), amikor a masodik korte kiég, va@yis=
71 + T2. Mi T sirlségfiggvénye? Szamoljuk ki kdzvetlendl.

b) Milyen leszT; feltételes eloszlasa®, = ¢ feltétel mellett?

c) "Kitekint6": Mi annak a valoszinlisége egy POI(1/10) folyamatbagyhmeg nem érkezett megkor a
masodik pont? Es hogy mar megérkezett? Derivaljuk és hitsokbssze az gspontbeli eredménnyel.

d) JeldljeT,, azt az idpontot (este 1081 szamitva, percben), amikor azedik korte kiég, vagyid,, =
71+ T2+ -+ 7. Mi T, slrliségfiggvénye?

€) Mindenn-re irjuk fel annak valoszinliségét, hogydarab kértével nem tudja kihGzni fél 6raig — vagyis
hogyT,, < 30. (A kapott kdzepesen csunya integral kiszamolasa nélkévibbléphetiink.)

f) Jeldlje X a Pistike altal az ets30 perc alatt elhasznalt korték szamat. Xeloszlasa?

g) Emlékezziink &7.23. feladatra!

9.15 Egymastél fliggetlenlV ember érkezik egy tzleti vacsorara. Amikor megérkezik,damember kériiinéz,
hogy van-e a mar megjelentek kozoétt baratja, majd vagy odaiélgyik baratjanak az asztaldhoz, vagy egy
Ures asztalhoz Ul, ha nem érkezett meg még egy baratja serbarfeely két ember mindegitfiiggetlendil
p valészinliséggel baratja egyméasnak, szamoljuk ki az leffogsztalok varhaté szamatTipp: legyenX;

annak az indikatora, hogy azedik megérkezd Ures asztalhoz Ul. (A23z= 1, ha Ures asztalhoz l, és
X,; =0, hanem)

9.16 Adott egy 90 embetihall6é csoport.
a) Mennyi azon napok varhato szama, amikor legaldbb 2 embearekodzilik szuletésnapja?
b) ¢ Véarhatéan hany olyan nap van egy évben, amikor kozuluk irsdddsziletésnapja van?
Bénusz (hasonld, mint az@dd, csak picit mashogy) Egy urndban vagolyonk, ebll hGzunka,, darabotismétléssel.
a) Miannak a valészinlisége, hogyaedik golyot legalabb kétszer hizom ki?

b) Milyen a,, értékre lesz a legalabb kétszer hizott golydk szamanalat@éntékeCn®, o € R nagysag-
rend(i? Spea = 0-ra mekkora az,,?

c) Mik a széba johdi o kitevok?
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9.17 Véletlenszer(ien sorban Alférfi ésn nd.

a) Mennyi azon férfiak varhaté szama, akik mellett (az&@ttelagy mogott) 6 all a sorban?
b) Mennyilenne a valasz, ha nem sorban alinanak, hanem egly &széal koré ilnének le?
9.18 10 hazaspar Ul le véletlen elhelyezéssel egy kerelthezt Szamitsuk ki
a) a varhatdértékét,
b) aszérasnégyzetét
annak, hogy hany férj llt a felesége mellé.
9.19 ** Egy hibatlan kockaval dobunk tizszer. Jel6feazt a szamot, ahanyszor paros dobast paratlan kovet.
Mennyi X varhato értéke és szérasa?
9.20 Dobodkockaval addig dobalunk, amigdl 6-ig minden szam legalabb egyszed elem fordul. Mennyi a
szikséges dobasok szamanak varhatoé értéke és szérasa?

9.21 Egy palack tej mennyiségének varhato értéke 1 litérasa 4 centiliter. Egy négytagu csalddban minden
reggel kibontanak egy palack tejet.88£6r a kisebbik gyerek télt maganak egy kis poharral, majagyobb
gyerek és az anyuka egy-egy nagy poharral, a maradékot &a #mtja meg. A kis poharba varhatéan 2
deciliter, a nagyobb poharakba 3-3 deciliter tej keril, jantennyiségének szorasa 1 centiliter a kis pohar
és 2 centiliter a nagy pohar esetén. Az egyes folyadékmséggk fliggetlennek és normalis eloszlasunak
tekinthetk.

a) Miavaloszinlisége, hogy az apukanak kevesebb, mint ndetéiter tej marad?

b) Mi a valészinlisége, hogy 2020-ban legaldbb 70 reggel ketlpakanak méasfél deciliternél kevesebb
tejjel beérnie?

c) Esténként a kdzeli éjjel-nappali boltban vasaroljak ajeje ott kaphat6 palackban a mennyiség varhato
értéke 1 liter, szérasa 5 centiliter. Vacsoranal a tejetggekhez hasonl6 eljarassal osztjdk el egymas
kozott a csalad tagjai. Mi a valészinlisége, hogy 400 egiykig@e® napon tdbb olyan reggeli lesz, mint
ahény vacsora, amikor az apukanak masfél deciliternédedbletejjel kell beérnie?

9.22 A kébor kutyak atlagos testsulya 40 kg, a testsulyuk&saopedig 20 kg. A sintérek altal a kutyak elfogasara
haszndlt hal6 elszakad, ha a kutya 60 kilosnél nehezebb kddnal kisebb kutyak pedig ki tudnak bajni
belble. Hatarozzuk meg annak a valészin(iségét, hogy a kugtsltea az atlagtél nem tér el 20 kg-mal tébbel,
és igy biztonsaggal el lehet kapni a haléval, ha

a) atestsuly\V (40, 400) normdlis eloszlasu;

b) atestsuly lognormalis eloszlasu, melynek 40 kg a varhaékéés 20 kg a szérasa.

A két modell k6zul melyik valdszeribb?
10. HF:

10.1 LegyenX;, Xo, ... flggetlen azonos eloszlasu folytonos valészinliségoxédk sorozata, legyeiv > 2
olyan, hogy
X1>2Xo2>-2>2Xn_1, Xn-o1<Xn.

Azaz azN-edik az el§ tagja a sorozatnak, ahol a sorozat névelkévalik. Mutassuk meg, hodg(N) = e.
(Tipp: érdemes el68szdr kiszamol{ N > n}-t.)

10.2 a) LegyenekX ésY fliggetlen, nemnegativ értéki folytonos valészinliséffordk, melyekrdEX < oo
ésEY < co. Bizonyitsuk be, hogy

Emin{X, Y} = /P{X >t} -P{Y >t} dt.

b) Altalanositsuk az ébbi dsszefiiggést tetdiegesk darab fiiggetlen, nemnegativ értékii folytodog
Xa, ... Xy valészinliségi valtozora, melydltifeltessziik, hogy véges a varhat6 értékik:

0k

Emin{X1, Xa, ..., X} :/HP{Xj >t} dt.
o J=1
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c) Az a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy

Emax{X, Y} = /[1 —P{X <t} -P{Y <t}] dt.

d) LegyenekX;, X, ... X} fuggetlen,(0, 1)-en egyenletes eloszlasu valészinliségi valtozok. Hazako
meg az
Emin{X;, Xo, ..., X;}, Emax{Xy, Xo, ..., X}

varhat6 értékeket.

10.3 n-szer feldobunk egy valészinliséggel fejet adé érmét. Szamoljuk kiia2, ..., k hosszu csupa fej rész-
sorozatok varhaté szamat! € k < n)

10.4 Tizszer feldobunk egy hamis érmét, amin a fej valasdgép. Jeldlje X a tiszta sorozatok szaméat (mint a
4.4 feladatban). MennyX varhato értéke? (Vigyazat: az érme ezuttal hamis.)

Bénusz Tekintsiik az hossz(D — 1 kddokat, ahol minden koordinata flggetlervaloszinliséggél, 1 — p valoszinl-
séggell. Gondoljunk ezekre Ggy, mint egy graf cslcsaira. Két csides inenjen pontosan akkor él, ha csak
a kodjuk legvégeén l&vtiszta blokkban térnek el, vagyis valamely kézos kezdestz utan az egyik koéd csupa
0-val, a mésik csupa-gyel folytatddik. (Tehat pl.1110011000 szomszédjai1110011001, 1110011011 és
1110011111.) Sorsolok egy-val illetve egyl-gyel kezdddb kddot a fenti eloszlassal, vagyis a tébbi koor-
dinatat mér fuggetleni valdszinliséggdl-nak,1 — p-vel 1-nek. Mennyi az igy kapott két kod kozt huzott
legrévidebb Gt varhat6 értéke? Mi a valasz,tha= 1/2? Segitség: irjunk fel két ilyen kddot, és talaljuk
ki, hogyan jutunk el egyiktél a masikig a legrévidebb mddblogy kapcsoldodik ez vajon a tiszta blokkok
szamahoz? Es: vigyazzunk, hogy az egyikikddl kezd6dik a masik pediggyel!

10.5 ** Egy urndban vai/ piros ésN kék golyd. A golydkat visszatevés nélkil kihnlizzuk egymé@siaz urnabol.
Tiszta sorozat alatt azokat a maximalis hosszU hizasgoka&rtjik, melyek soran a kihtzott golydk azonos
szinliek. Jel6ljeX, hogy azN + M hosszU huzassorozatunk hany tiszta sorozatbGEall.=?

10.6 LegyenekX;, X», ..., X,, figgetlen és azonos eloszlasu folytonos valdszinlisdigizdk. Azt mondjuk,
hogy egy rekordérték tiinik fgkkor (j < n), haX; > X; mindenl <3 < j esetén. Mutassuk meg, hogy

a) Erekordértékek szama= - =.
j=1
b) D?[rekordértékek szarma= 3 .
j=1

10.7 LegyenekX ésY fliggetlen azonos eloszlasi nemnegativ vaIészinGségim’:éd.EXLH =7

10.8 Harom probélkozasi leltetéglink van, mindegyik probalkozas azonos valészinésggres. JeldljeX a
sikeres probalkozasok szamat. Ha tudjuk, hBgy ) = 1.8,
a) mennyiP{X = 3} lehetséges legnagyobb értéke?
b) mennyiP{X = 3} lehetséges legkisebb értéke?
Mindkét esetben talaljunk ki egy valdsziniiségi forgatdkiet, aminek eredmény{ X = 3}, és ez az érték
a leheb legnagyobb/legkisebb.Tipp: a b) rész megoldasat kezdhetjik Ggy is, hogy ledyen(0,1)-en
egyenletes valoszinliségi valtozd, majd definialjuk addkatzdsokat/-val kifejezve.
10.9 Lacika addig dobal egy dobdékockat, amig nem sikerll kétszeregymas utarhatost dobni. Mennyi a
szilkséges dobasok szamanak varhato értéke? (Segitségnkétételes varhato értékeket!)
10.10 a) HaE(X) = 1 ésD?(X) = 5, hatarozzuk me®[(2 + X)?] ésD?(4 + 3X) értékét.
b) LegyenekX ésY fiiggetlen azonos eloszlasu valészinliségi valtgzdkrhatd értékkel és szérassal.
Szamoljuk kKIE[(X — Y')?] értékét.

10.11 LegyenekX ésY fiiggetlen valészin(iségi valtozok kézésvarhato értékkel, de kilonbdz x ésoy szoOra-
sokkal. u értékét nem tudjuk, és egy mintavétel alapjanXagsY sullyozott atlagaval szeretnénk becsiilni.
Azaz: u értékére aA X + (1 — \)Y becslést fogjuk adni, valamilyehparaméterrel. Hogyan vélasszik,
hogy a becslésiink szérasa minimalis legyen? Miért érdemes\et hasznalnunk?

10.12 LegyenazX, Y) pontegyenletes eloszlas(@ 0), (2, 0), (0, 1) pontok &ltal meghatarozottharomszdgben.
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a) * Milesz az(X, Y) kétdimenzids eloszlas kovarianciaméatrixa?
b) LegyenZ = 7X + 2Y. Milesz az(X, Z) kétdimenzios eloszlas kovarianciamatrixa?

10.13 a) LegyenX az a szam, ahanyszor 1-est latukikaz a szam, ahanyszor 2-est latunkihszer dobunk egy
szabdlyos kockaval. Szamoljuk ki e két valészinliségovélkorrelaciés egyutthatojat.
b) * Egy dobokockat kétszer feldobunk. Legy&Era dobasok 6sszege, ¥saz el® dobas minusz a masodik
dobés. Szamoljuk KCov(X, Y)-t. Fuggetlenek-& ésY?

10.14 A rulettkeréken 37 mézvan,0-t6l 36-ig szdmozva. Xavér mindig arra fogad, hogy az eredményagy
annal nagyobb szam, Yvett mindig arra, hogy az eredn3émgal valé osztas szerinti maradékdtehat az
{1;4;7;...; 34} szamok valamelyike). Tekintsuri fliggetlen porgetést; jeldlj&, illetve Y, hogy ennek
soran hanyszor nyer Xavér, illetve Yvett. (Az is lehet, hegy porgetésnél mindketten nyernek, és az is,
hogy egyikiik sem.) Szamoljuk ¥ ésY korrelacids egyutthatéjat.

10.15 ** X ésY egyittes slrliségfiggvénye

1
—eWta/¥) haz >0, y >0,

fle,y) =9 Y
0, egyébként.

a) Hatarozzuk mede(X) ésE(Y') értékét, valamint mutassuk meg, haggv(X, V) = 1.
b) Szamoljuk kKIE(X?2|Y = y)-tis.

10.16 Az X ésY valbszinliségi valtozék egyuttesen abszolut folytonosafsuak X peremslriiség-fliggvénye
fx(x) = XN2ze=?* hax > 0, és0 hax < 0 (legyen) = 1/2); Y feltételes eloszlasA rogzitése mellett
pedig egyenletes [@, X] intervallumon. Hatarozzuk meg

a) az egyduttes sirliségfiiggvényt (gyeljink a tartomara)okr

b) Y peremsiriség-fuggvéenyétBEY )-t,

c) E(Y|X = x)-tésE(X|Y = y)-t,

d) E(X)-t (itt egyszerlibb, ha haszndljuk ab# részfeladatot), illetve
e) CoVX, Y)-t.

f) Emlékezziink vissza a 9.14 feladatra.

10.17 ** A 2 egység hosszusagt szakaszt kettétorjik az egyenletes eloszlassal valagztpontban. Jeldlje
a PR szakasz hossz&. Ezek utdn a megmaradd,— X egység hosszk() szakasz mentén valasztunk
egyenletes eloszlassal e§ydréspontot. Jeldlje aRS szakasz hossz&t.

(a) Irjuk fel az(X,Y") par kozos strliségfuggvényét. Figyeljiink a tartomarg.okr
(b) EY|X =z) =?E(Y) =?
(c) Szamoljuk kiCov(X,Y)-t.

10.18 ** Egy graf csucsokol, és a cslcsokat dsszeid@lelkdl all. Tekintsiink egy grafot, melynek csicsat
1-t6l n-ig megszamoztuk, és tegyiik fel, hogy mind (@2 csticspar kozott egymastél figgetlendl varp él
valosziniséggel, és nincsiél p valdszinliséggel. (Ezt hivjak E8-Rényi véletlen grafnak.) AizcsicsD;
fokszamaaz: csucsbol kiindulé élek szama.

a) Mia D; véletlen szam eloszlasa?

b) Hatarozzuk meg &; ésD; valtozéko(D;, D;) korrelacios egyttthatojatTipp: definialjukX;-t mint
azi-b6l induld, de nem-be érkez6 élek szamat, Es-t mint azi ésj kdzotti él meglétének indikatorat.
Fejezzuk kiD;-t ésD;-taz X;, X;, ésl;; valtozokkal, ezutan szamoljunk korrelaciot.

10.19 Egy liftbe a foldszinten beléemberek szadma egy ismeretlen eloszl&sualdszinliségi valtozo, 1-nél na-
gyobb varhaté értékkel. emelet van és minden ember egymastol fliggetleniil, azomdszaiiséggel szall

ki azn emelet barmelyikén. Legyen az a valésziniliségi valtozé, hogy hanyszor all meg a lift, azi utolsé
utast is kirakja. Bizonyitsuk be, ho@(Y") < E(X).

10.20 Az ebz6 feladatban tegyuk fol, hogy eloszlasa Poisson, 10 varhatd értékkel. SzamoljE (ki )-t.

10.21 Egy ember autdbaleseteinek szama egy adott évparaméter(i Poisson eloszlasu valészinliségi valtoz6. Ez
a )\ paraméter minden embernél mas és mas, a népésszgzalékandl, 40 szazalékand. Ha véletlenul
kivalasztunk egy embert, mi a valészin(isége annak, hogy
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11. HF:

a) nem tortént vele baleset,
b) pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben?
c) Mi a feltételes valoszinlisége, hogy pontosan 3 balesstat/edett egy adott évben, feltéve, hogyzél
évben nem tortént vele baleset?
d) Ismételjik meg az ékbeket, ha az-nél kisebb\ paraméterrel rendelkézmberek aranya a népességben
1—e™",
10.22 Legyenel, X, ..., X, figgetlen és azonos eloszlasu valoszinliségi valtozalérelezuk meg

EXi | X1+ Xo+ -+ X, =1)

értékét. .Q-Ipp E(Xl +Xo+---+ X, |X1 +Xo+ -+ X, = Z‘))

10.23 Hamis érmével dobunk, de nem tudjuk, hogy mennyimttaz érme. Hizetesen annyit elarult nekiink a
torz-érme gyar, hogy egyenletesen torzitjak az érmékelisanindenfélep € [0, 1] egyenletesen fordul
eld. Az eld) irastn.-szerre dobtuk (addig csupa fejet). Mit tippelink, melkkap? (Mi a legval6sziniibb
p?) Alulrél illetve felllrél (0-t6l c-ig illetve c-t6l 1-ig) mekkora intervallumnak van mar elég nagy (mondjuk
0.95-6s) val6szinlisége, hogy oda esjlea

11.1 ** Jelélie D az orig6 kdzéppontl egységkorlap é$2a2) kozéppontti: sugard kérlap unidjat. Legyen
(X,Y) aD-ben egyenletes eloszlas szerint valasztott véletlenkmmrdinataparja. Hatdrozzuk mégésy
véarhat0 értékét és szorasat.

11.2 Dobok egy dobdékockaval. Ha az eredmé&rakkor folytonos egyenletes eloszlas szerint valasztglsegmot
a(0,1) intervallumon. Mi lesz a kapott szdm varhato értéke és safra

11.3 A LEFULLAD akkumulatorok élettartama exponenciélisszlasi9 honap véarhato értékkel. Ha az autdom-
ban egy LEFULLAD akkumulator tonkremegy, azonnal kicsemékegy ugyanilyen tipusu Gj akkumulatorra.
Vettem egy autdt benne egy vadonatij LEFULLAD akkumul&brEzt az autof” ideig fogom hasznalni,
aholT egyenletes eloszlasi@ 9 év] intervallumon. Jeldlj@”, hogy hanyszor cserélek akkumulatort ezalatt
az idd alatt az autébarky =? D?Y'=?

11.4 (a)°® LegyenX ésY a két koordinatdja annak a pontnak, melyet az origd kézé&ppdnsugaru kdrlapon
egyenletesen valasztottunk. (Azaz: a kozos slrliséyéiggf (v, y) = 1/7, haz? + y? < 1.) Hataroz-
zuk megazR = v X2+ Y2 ésaO = arctgY/X valoszinliségi valtozok kdzds slrliségfliggvényét.

(b) LegyenU,, U, két fliggetlen egyenletes eloszlasu valdszinliségi valdz 1]-en. Bizonyitsuk be, hogy
haX = v/—2InU; cos(2nU;) ésY = /—21InU; sin(27U2), akkor az(X,Y) par kétdimenziés norma-
lis eloszlasu.

11.5 a) LegyenekX ~ E(0, 1), ésY ~ Exp(1) fiiggetlenek. Hatarozzuk me¥j + Y eloszlasat.

b) LegyenekX ~ E(0, 1), ésY ~ Exp(1) fuggetlenek. Hatarozzuk me¥j/ Y eloszlasat.

c) LegyenekX ~ Exp()\), ésY ~ Exp(u) fuggetlenek. Hatarozzuk meg/Y eloszlasat, ésR{X < Y}
valoszinliséget.

d) ° LegyenX ésY két fliggetlem\ paraméterii exponencialis eloszlasu valdszinliségiz@lBizonyitsuk
be, hogy adJ := X + Y ésV := X /(X +Y) valészinliségi valtozok fuggetlenek.

11.6 AzX ésY valoszinliségivaltozok egyuttes eloszlasanak stfligguénye legyen(x, y) = f(z) f (y) alaka,
ahol f (z) egydimenzids slrliségfiiggvény. Legyén= max{X,Y} ésV = min{X,Y}. Hatdrozzuk meg
U ésV egyiittes eloszlasfiiggvényét és ennek slrliségfiiggiényé

11.7 LegyenX = (X, Xo, X3) haromdimenziés véletlen vektor, amelynek komponensejdtign/\/'(0, 1) el-
oszlasuak. Definialjuk a kbvetkézaltozokat:

0im NPT XZI XL &i=Xife,  i—123

a) Hatarozzuk meg sirliségfiiggvényét.
b) Bizonyitsuk be, hogy és af = ({1, &2, £3) vektorvaltoz6 egymastol figgetlenek, tovabba azt, hogy a
véletlen vektor egyenletes eloszlasu az egységgdmbriélszi

Bonusz LegyerX ésY két fliggetlen standard normalis eloszlasu valoszinis8wizo.
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a) Tekintsik az(X,Y") véletlen pontot a sikon, és tekintsik @2 V') transzformalt val6szinliségi valto-
zbkat, aholl = X2 + Y? ésV = Y/X. Bizonyitsuk be, hogy/ eloszlasa exponenciali, eloszlasa
pedig standard Cauchy, és a két valdszinliségi valtozéetlegy

b) Szamitsuk ki &(X?2/U?) ésa
. <min<|X|, |Y|>)
max(| X[, [Y])
varhato értékeket.

11.8 LegyenekX ésY fliggetlenek és egyenletes eloszlasugk & 1] intervallumon. Legyenek/y = cos() -
X +sin(0) - Y ésVy = —sin(f) - X 4 cos(9) - Y.
(a) Hatarozza meg ésY kovarianciamatrixat!
(b) A 9 paraméter mely értékei esetén leszbglésVy korellalatlanok?
(c) A 6 paraméter mely értékei esetén leszbglésV, fliggetlenek?
11.9 Hatarozzuk meg ésY kovarianciamatrixat, ahoX egy A = 2 paraméter{i exponencialis eloszlasu valoszi-
nliségi valtozo é¥ = 2X + 1.

11.10 LegyenekX ésY fuggetlenV (0, 1) illetve A/(0,9) eloszlasu valésziniiségi valtozok B&egy véletlensze-
rGien kivalasztott pont aR? sikon, melynek koordinatdiX; V). Hatarozzuk meg a kovetkézsemények
valoszinliségét:

JER? :z[ <1, y| <2},

b) Me{(z,y) eR* : 0<w <2 [yl <2},

(z,y) eR?* : 0 <z <2,0<y<4},

d) Me{(r,y) eR® 1y <, |yl <1, 2> -3},

e) M € {(z,y) € R* : 2® + (y?/9) < 1},

f) * M e {(z,y) e R? : 22 + (y2/9) < 2}

11.11 LegyenX,Y) kétdimenziés normédlis eloszlagQ,0) varhato értékkel é é Z kovarianciamatrixszal.

Hatarozzuk meg annak a valoszinliségét, hogy¥a#") koordinataju véletlen pont beleesik az
a) {(z,y) € R? : 2 < /22 + y2 < 3} korgy(rlbe;
b) {(x,y) € R? : 2 < min(|z]|, |y|) < max(|z|,|y|) < 3} tartomanyba;
c) * {(z,y) € R? : 3 < |x| + |y| < 4} tartomanyba.

11.12 LegyenX,Y) kétdimenziés normalis eloszlagQ,0) varhaté értékkel é 3 2 kovarianciamatrixszal.

Hatarozzuk meg annak az eseménynek a valoszinliségétahody V') koordinataju véletlen pont @, 3),
(4,0), (1.8,5.4), (5.8,2.4) csucsu téglalapba esik.

11.13 Legyen X,Y) kétdimenziés normédlis eloszlagQ, 0) varhaté értékkel é (1) g kovarianciamatrixszal.

Hatarozzuk meg annak a val6szinliségét, hogya2”) koordinataju véletlen pont beleesik abba a szaba-
lyos haromszdgbe, melynek egyik oldalé-dl, 1] intervallum azx tengelyen, harmadik csicspontja pedig a
(0, +/3) koordinataju pont.

11.14 Egy részecske tdmegét két kutatdcsoport is szeraimérk, az el§ csoportk mérést végez és atlagolja
ezek eredményét, a masodik csopomérést végez és szintén atlagol. Az egyes mérések fliggettamos
normalis eloszlasuak, a varhat6 érték a részecske témyle@enege, a sz6rés. Mi a valdszinlisége, hogy
az el$ csoport eredménye pontosabb, mint a masodik csoport érgdifl

11.15 ** LegyenekX1, ..., X,,, X,,,1 fuggetlen, standard normalis eloszlas( valoszinliséigiadk, ésy” = X1t-tXn

(a) Hatarozzuk meg azX1, Y') valoszinliségi valtozok kovarianciamatrixat.
(b) P(IY] < | Xp41]) =7
11.16 LegyenelX ésY fuggetlen és azono¥ (0, 1) eloszlasu valészinliségi valtozok. Hatarozzuk meg a

7 = e(X2+Y2)/2(1+X2+Y2)73/2

valészinliségi valtoz6 varhato értékét és szorasat.
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11.17 LegyenX standard normalis valdsziniiségi valtoz6. SzamoljuRda (cosh(X ), sinh(X)) értékét.
11.18 LegyenX N(0, 1) eloszlasu val6szinliségi valtoz6¥s= sign(1 — | X|) - X.

(a) Hatarozzuk meg a¥ valdszinliségi valtozé eloszlasat.

(b) Z := X 4+ Y eloszldsa normalis-e?

11.19 ** LegyenX standard normalis eloszlasu, Bs(-t6l fuggetlenP{I = 1} = P{I = 0} = 1/2 eloszlassal.
Definialjuk a kdvetkea valészinliségi valtozot:

X, hal =1,
Y .=
-X, hal = 0.

Azaz:Y (X-t6l fuggetlenil) egyerdl eséllyel leszX vagy —X.

a) Mutassuk meg, hog¥ standard normalis eloszlasu.
b) Fiiggetlen-d ésY?
c) Flggetlen-eX ésY?
d) Mutassuk meg, hog€ov(X, V) = 0.
11.20 Az(X, Y) € R? valészinliségi vektorvaltozd legyen kétdimenzids noisrébszlastin = (-1, 1) varhato-

érték-vektorral g’ = 3) kovarianciamatrixszal. Szamitsuk kP X > —1, Y > 1} val6szin(iséget!

2
3 5
(Tipp: C = B*, ahol B = G ;) )

11.21 a) A feltételes kovariancia a feltételes varhato értékkel ugy definialva, mint a kovariancia a varhaté
értékkel. Vezessiik lefaltételes kovariancia formulat

Cov(X,Y)=E(Cov(X, Y |Z)) + Cov(E(X | Z), E(Y | Z)).

b) Hamis érmével dobunk, melynéfegj valdszinliségg, azirasépedigq = 1 —p. Jeldljik X -szel ésy"-nal
az eld, illetve a masodik tiszta (fej vagy iras) sorozat hoss@@k. ha dobassorozatudkFFIIF ...,
akkorX = 3,Y = 2; ha pedig dobassorozatuhk'F'I ..., akkorX = 1,Y = 2...) Hatarozzuk meg a
kovetked mennyiségekeE X, EY, EX2, EY?2, D2X, D?Y, Cov(X, Y).
11.22 Egy négyzetracsos papirra egy tintapaca csdppenkdviek valészinlisége, hogy a paca nem metszi a vo-
nalakat, ha azok fél centire vannak egymastol, a tintatajasa pedig egyenletes eloszlasii am, 1/3 cm|
intervallumon?

11.23 Emlékezziink visszd aB.5 feladatra! Az ott leirt felek mellett jel6ljeX,, azt, hogy a sorban-edik holgy
hanyadik legszebb az éls holgy kodzil. Példaul ha az egymas utani hélgyek egyre sielal&or a sorozat
1,1, ..., 1 lesz, ha egyre csunyabbak, akkgr2, 3, ..., N. Bizonyitsuk be, hogy aX;, X,, ..., Xy
valészinliségi valtozok teljesen fliggetlenek.
11.24 Legyer¥ ~ N(u, 1),ésX |Y ~ N(Y, 1).
a) Mutassuk meg, hogy aZX, Y) par egyuttes eloszlasa ugyanaz, min{Ez+ Z, V') paré, aholZ egy
Y -t6l fuggetlen standard normdlis valészinliségi valtozo.
b) Ennek segitségével mutassuk meg, hogxaz” par kétdimenzidés normalis eloszlasu.
c) Szamitsuk ki aEX, D?X, Corr (X, Y) mennyiségeket.
d) Hatarozzuk me®(Y | X = x) értékét.
e) Mi Y feltételes eloszlasa a¥ = x feltétel mellett?
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