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Kivonat

Kvantum allapotbecsléssel kapcsolatos vizsgalatok soran adddott az a matematikai
probléma, hogy egy Osszetett rendszerhez tartozé matrixalgebra hogyan bonthaté fel
olyan részalgebrakra, melyek szintén matrixalgebrak. A probléma a komplementaris

mérések fogalmanak részalgebrakra valé kiterjesztéséhez is elvezet.

A dolgozatban részletesen targyaljuk a két kvantum bitél all6 Gsszetett rendszert leird
4x4-es matrixalgebra esetét. Megmutatjuk, hogy legalabb hat részalgebra sziikséges a
teljes 4 x 4-es matrixalgebra linedris kifeszitéséhez, ha a részalgebrakat elemi tenzo-
rokkal lehet generdlni. Mind a hat részalgebra nem lehet (paronként) komplementdris,
de négy paronként komplementaris részalgebra konnyen konstrualhaté. A linedris ki-

feszitéshez egy otodik részalgebrat véletlen unitérrel is generdlhatunk.

Petz és Kahn bizonyitottak, hogy o0t paronként komplememtdris részalgebra nem
létezik. Erre az eredményre 1j bizonyitast adunk, és azt is megmutatjuk, hogy a négy
komplementdris részalgebra ortogonalis komplementuma egy maximdlis kommutativ
algebra. Megmutatjuk tovabbd, hogy az igy nyert komplementaris részalgebrak unitér

ekvivalensek egy elemi tenzorokkal generalt algebra otossel.

Felmeriil a kérdés, hogy a 4 x 4-es matrixalgebra a maximalis kommutativ rész-
algebrak és 2 x 2-es matrixalgebraval izomorf részalgebrak milyen paronként komple-

mentdris kombindcidival feszithetd ki. Erre a dolgozatban teljes diszkussziét adunk.
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1. fejezet
Bevezetés

A kvantum rendszerek leirdsanak, allapot reprezenticiéjanak és iranyitasanak mate-
matikai problémdi napjaink méltan népszerti, elméletileg érdekes és gyakorlati szem-
pontbdl is fontos kutatasi teriiletei. A kvantum rendszerek kezelésének matematikai
problémait az informéaciéatvitel Gjfajta modjai és a kvantumszamitogép elméleti meg-
jelenése is motivélja [8, 7]. Az irdnyitdshoz is szorosan kapcsolédé problémakor a

kvantumrendszerek dllapotbecslése, masszéval a kvantumtomogréfia [2].

Amennyiben a rendszer egészére vonatkozo méréseket végziink, akkor egy érdekes,
és az irodalomban alaposan vizsgalt kérdés az, hogy hany és milyen obszervabilis kell
ahhoz, hogy az &dllapotot hatékonyan rekonstrudlni tudjuk. Konnyi 14tni, hogy egy
N szintii rendszer dllapotrekonstrukciéjahoz legalabb N2 — 1/(N — 1) = N + 1 ob-
szervabilisra van sziikség. Természetesen az obszervabiliseket tobbszor is meg kell
mérni, a endszer azonos moédon preparalt példanyain, mivel a mérés kimenetele szto-

chasztikus.

Egy osszetett kvantum rendszer dllapota nem rekonstrudlhaté az egyik részrendszer
ismeretébol. Ha azonban a két részrendszer kozott kolecsonhatasokat kapcsolunk be, és
az egyik rendszer allapotat tobbszor megismerjiik, akkor kovetkeztethetiink az oszetett
rendszer eredeti dllapotara. A dolgozatban két kvantum bitdl all6 Gsszetett rendszert
vizsgélunk, és célunk annak megéllapitdsa, hogy miniméalisan hdny kolcsonhatdsra van

sziikség a hatékony és teljes allapotrekonstrukciohoz.

A hatékony allapotbecsléshez kapcsolédik a mérések komplementaritasanak fogalma,

amely széles irodalommal rendelkezik [18]. A komplementaritds heurisztikusan azt je-
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lenti, hogy az egyik méréssel kapott informéacié ne tartalmazzon olyan részinforméciot,
amit mar a masik méréssel megkaptunk. Amennyiben a részleges informéciét a kvan-
tumrendszerr6l nem méréssel, hanem egy részrendszer ismeretével kapjuk, akkor egy
masfajta, de hasonlonak mondhaté komplementaritasi fogalom jelenik meg. Mivel a
részrendszer matematikai szempontbol részalgebrat jelent, részalgebrak komplementa-

ritédsardl beszélhetiink.



2. fejezet
A kvantummechanika matematikaja

A kvantummechanika matematikai alapjait Werner Heisenberg, Erwin Schrédinger és
Paul Dirac nyoman Neumann Janos fektette le, errél irt konyve [6] még mdra sem

vesztette el aktualitasat.

Az alabbiakban &sszefoglaljuk azokat a véges kvantummechanikai rendszerekre vo-
natkozo alapismereteket, melyek sziikségesek a dolgozat megértéséhez. A részletes
targyalds standard, matematikai szemléletii kvantummechanikai tankonyvekben meg-
talalhato, lasd példaul [10, 11, 7].

2.1. Véges kvantummechanikai rendszerekrol

Minden véges kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy Hilbert-tér. A rendszer
allapotait a Hilbert-téren értelmezett statisztikus operdtoroknak, azaz 1 nyomu, pozitiv
operatoroknak feleltethetjiik meg. Véges dimenzids esetben, azaz véges rendszerek

esetében a statisztikus operatorokat siriségi mdtrizoknak is nevezik.

Egy éllapotot tisztdnak neveziink, ha felirhat6 D = |z)(z| alakban, ahol z egy
egységvektor. Minden 1 rangu matrix felirhaté ilyen alakban. A nem tiszta allapotokat
keverteknek nevezziik. Az dllapotok merdlegességét a Hilbert-Schmidt belsé szorzattal

értelmezziik:
(A, B) = Tr(A*B).

Egy rendszert N-szintiinek neveziink, ha a hozz4 tartozé Hilbert-tér CN.

4
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Egy Osszetett rendszerhez tartozé Hilbert-tér az alrendszerekhez tartozé terek ten-

zorszorzata.

A mérést egy obszervdibilis, azaz egy onadjungdlt operator segitségével értelmez-
hetjiik. A mérés eredménye az obszervabilis sajatértékeinek egyike, és a mérés utan a
rendszer tiszta dllapotba keriill. Ha A = ). \; E; egy obszervabilis spektralis felbontasa,
akkor a \; sajatérték valosziniisége TrDFE;, ahol D az allapot stiriisége a mérés elott, a

mérés varhat6 értéke pedig TrAD, melyre az (A)p jelolést is haszndljak.

Egy H| ® ... ® H, szorzattéren az

i—1

——
A4=T®..I0ARI®...®I

obszervabilist felfoghatjuk egy, az i-edik komponensre koncentralt mérésnek. Ennek
segitségével bevezethetjiik a redukdlt siriségeket: D; az i-edik redukaltja D-nek, ha
TrDA; = TrD;A. A redukdlt sirliség a margindlis eloszlds analdgidja, és ahhoz ha-
sonléan egy konkrét felbontdshoz tartozé redukalt stiriiségek egyiittesen sem adnak

teljes informaciot az allapotrol.

A redukalt siirtiségek kiszamolasahoz hasznos mivelet a parcidlis nyom. Ha egy
H, ® ... ® H, szorzattéren haté onadjungalt operatorok kozott rogzitiink egy {B{'1 ®
...® Bin},; i bdzist, akkor a

Try(BY' ®...® Bi*) = Te(BF)BI' ®...® B} ® B ©...® Bl
kiterjed egy linearis leképezéssé, és

Di = TI‘1 - Tr,-_lTrH_l . TrnD .

2.2. Kvantum bit és allapotanak reprezentacidja

Az egyik legegyszeriibb kvantummechanikai rendszer a kvantum bit (réviden qubit,
vagy méasnéven feles spin). A hozz4 tartozé Hilbert-tér C2. A C? téren haté 6nadjungalt

matrixok terében ortogondlis bazist alkotnak oy := I és a

01 0 —i 1 0
o1 = ) 09 = ) 03 =
1 0 i 0 0 -1
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Pauli-madtrizok.

A Pauli-matrixok onadjungéltak, nulla nyomuak, és teljesiil rajuk a kovetkezd Osz-
szefliggés:
3
0i05 = 6”[ + i Zeijkak y
k=1

ahol €;;;, a Levi-Civita tenzor:

0 ha dj, k, hogy i; = i,

€irig.in, = § 1 ha (i132...1,) paros permutacio,
—1 ha (i192 - ..1,) paratlan permutdcié.

Ez azt jelenti, hogy
O'Z-2 =0y, 0109 =103, 0903 =101, 0301 = i09.
Ebbél adédik, hogy ha z,y € R®, akkor

(x-0)(y- o) = (z,y)00 +i(z X y) -0,
ahol a

0 = (01:02a03)
(21, 22, 23) - 0 := 2101 + 2209 + 2303

jelolést hasznéltuk. Tovabba (z,y) a skaldris, x X y pedig a vektoriélis szorzat.

Egy feles spin allapota felirhaté

3
%(I + ; xi0;)

alakban, ahol z; € R. Ekkor a pozitivitds kritériuma ekvivalens a Z?:l 7 <1

egyenldtlenséggel, és tiszta allapotot kapunk pontosan akkor, ha Z?:l 2 = 1. fgy

az dllapotok egy-egyértelmiien megfeleltethetéek az R3-beli egységgémb pontjainak, és

ez a megfeleltetés affin. Ezt a reprezentaciot nevezzilk Bloch-gombnek.
A Bloch-gombbel torténé abrazolas nagy elonye, hogy konnyen képszeriisitheto.

Ennek a reprezentdcionak egy altaldnositdsdhoz, az dltaldnositott Bloch-vektorhoz
jutunk, ha egy N-szintii rendszer esetén rogzitiink egy {pi}fffl bézist a CV nulla
nyomu onadjungalt operatorai kozott, és a

N2-1

1
N +; P €
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allapotnak a A = {\}Y1 € RV vektort feleltetjik meg. A Bloch-vektorok tere
N > 3 esetben nem olyan egyszerii, mint a Bloch-gomb, de mindig része az N-dimenzios
egységgombnek, és tetszoleges N-re a valasztott bazis bizonyos strukturdlis konstansa-

itél fiiggd egyenldtlenségek formajaban pontosan megadhaté [3].



3. fejezet

Kvantumrendszer allapotanak

rekonstrukcidja

Az n kvantum bitb6l 4116 rendszert az Mon (C) = My(C) @ My(C) - - - ® Ms(C) szorzat
algebraval irjuk le, amelynek My(C)QCI - - -®CI részalgebréja felel meg az elsd bitnek.

Ha a teljes rendszer stirtisége D°, akkor a
0
Dl = TI'23...nD

redukalt stirliség adja meg az elsé bit dllapotdt. A D? siirliségi mdtrixot az elsé biten

végrehajtott mérések révén megismerhetjik.

A rendszeren bekapcsolt kolcsonhatas egy U; unitér transzformdacionak felel meg,

amely a DO sfirliséget a D' := U;D°U; métrixba viszi. Az ehhez tartozé redukalt
D! :=Try.,D" (1<i<k).

fgy k kiilonboz6é kolesonhatést bekapesolva (a rendszer kiilombozd példanyain), re-
dukaltak egy {Di}* | sorozatdhoz jutunk. A kérdés az, hogy mekkora legyen k mi-

nimélisan ahhoz , hogy az eredeti sliriiséget mar meg tudjuk hatdrozni.
A siirtiség helyett az els6 bit algebrajat is transzformélhatjuk: tekintsiik az

projekciékat, ahol Ay =: M>(C) @ CI --- Q@ CI és A; := U; A U;. Vilagos, hogy Ay =
M,(C), példaul a trividlis
wARI---I)=A

8
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izomorfizmussal, és legyenek az ¢; : A; — My(C) izomorfizmusok az
képlettel értelmezve. fgy egyértelmiien megfeleltettiik egymasnak a D° — D! le-
képezéseket és az A; részalgebréikat.

Mivel Myn(C) izomorf részalgebrdi unitér kapcsolatban vannak, a feladatot atfogal-
mazhatjuk: az My.(C) algebranak olyan A; részalgebriit keressiik, melyek izomorfak
az M,(C) algebraval, és linedrisan kifeszitik a teljes Myn (C) algebrét, hiszen ponto-
san ebben az esetben hatarozzak meg egyértelmiien a megfelel6 redukaltak az eredeti

stirliséget.

Vilagos, hogy I € A; minden i-re, és igy csak a CI altéren kiviili dimenzidk érdekesek.

Erdemes tehét bevezetni a
dimA :=dim (A5 Cl) =dim A -1

nyomnélkili dimnenziét. Mivel dimM,(C) = 2" — 1, és dimM,(C) = 3, ezért legalabb

22 1
3

részalgebrara mindenképp sziikség van ahhoz, hogy a redukaltakbdl rekonstrudljuk a

teljes rendszer stirtiségét. Azt kell tehat megmutatni, hogy ennyi elég is.

A tovabbiakban az M,(C) algebraval izomorf részalgebrékat F-részalgebrdnak (itt
az F a faktor sz6bdl szdrmazik), a maximdlis kommutativ részalgebrakat pedig M-

részalgebranak (MASA, Maximal Abelian Subalgebra) nevezziik.

3.1. Pauli-tripletek

P-unitérnek neveziink egy onadjungalt, nulla nyomi, unitér X méatrixot.
Egy S = {S;}?_; C My (C) P-unitér métrixokbdl 4116 hdrmast Pauli-tripletnek, vagy
F-tripletnek neveziink, ha teljesiil rdjuk a Pauli-matrixok szorzasszabalya, azaz

3

SZ'S]' = 5”] +1i Z ez-ijk (31)

k=1
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Ha (3.1) helyett az
53 = 5152
formula teljesiil, és az S; métrixok paronként merolegesek, akkor a harmast M-tripletnek
hivjuk.

Vilagos, hogy egy X-triplet és az identitds altal generalt részalgebra X-részalgebra
lesz, X=F M, tovabba, hogy egy rekonstrukcié egyértelmiien megadhaté a megfelel6

részalgebrakat generalé F-tripletekkel.

3.2. Elemi tenzorok esete

FElemi tenzornak nevezzuk a o) ® ... ® ok(n) alaki szorzatokat.

A kovetkezo tétel mutatja, hogy két feles spin esetében elemi tenzorokbol nem létezik

minimalis rekonstrukcid.

1. Tétel. Legyenek az {A;}r_, algebrdk az My(C) algebra F-részalgebrdi. Ha ezek a
részalgebrdk kifeszitik a teljes My(C) algebrdt, és minden A; részalgebrdt elemi ten-

zorokbol dllo F-triplet generdlja, akkor k >= 6

Bizonyitds. Legyen valamelyik A; a {T1,T,,73} Pauli-triplet altal generalt F-rész-
algebra. Legyen T} = 0; ® 0, és Ty, = 04, ® 0y,, ahol 4, j, k, 1 € {1,2,3}. Ekkor

T1T2 == _T2T1
miatt
(oiok) ® (0j01) = —(0k03) ® (0105)

teljesiil. Mivel

—0;0;, hai#j
005 = o
1 kiilonben,

igy latszik, hogy ¢ = k és j = [ koziil pontosan az egyiknek kell fennéllnia, és minden
ilyen F-részalgebra generdatordban legalabb az egyik tagnak I ® o; vagy o; ® I alaktinak

kell lennie.

Viszont nyilvdn az sem lehet, hogy pontosan két ilyen tag van, mert

(0: @ 09)(0; ® 0¢) = Lioy, ® g
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is ilyen alaki, azaz hdrom ilyen tagot kapndank, illetve (0; ® o) és (0p @ 0;) kom-

mutdalnak, igy nem alkothatnak Pauli-tripletet.

A fentiek alapjan a skatulya elvbdl és abbdl, hogy 6sszesen hdrom-hdrom oy ® o; és

0j ® 0o alaki elemi tenzor van, kovetkezik a tétel allitdsa. O

A tétel egy altaldnositasat Sz6ll6si Ferenc bizonyitotta [12] az aldbbi tétel formaja-

ban:

2. Tétel. Ha azn feles spinbdl dllo rendszer minden redukdltjdt elemi tenzorokbdl dllo
22n—1
3

Pauli-tripletekkel adunk meg, akkor tobb, mint redukdltra van szukség.
Bizonyitds. Vilagos, hogy egy elemi tenzor matrix minden eleme tisztan valds vagy
tisztan képzetes, mert az egyetlen Pauli-méatrixnak, amelynek képzetes elemei is van-

nak, minden eleme tisztdn képzetes.

Ebbél kovetkezik, hogy egy {7}, T», T3} Pauli-tripletnek vagy egy vagy harom tisztan

képzetes tagja van. Legyen egy rekonstrukciéban az elobbiek szima N, az utobbiaké

2n_2n

M. Ekkor, mivel a tisztdn képzetes 6nadjungalt matrixok altere 2">2"

5— dimenzios, ezért

22n —9n

N +3M =
+ 2

ami nem allhat egyszerre fent a minimalitdsbdl kovetkezd

22n — 1

N+ M=
* 3

egyenldséggel. O

3.3. Két kvantum bit rekonstrukcidja

Az altalanos megoldds bemutatasa elott a példa kedvéért kitériink a két kvantum bitbdl

allo rendszer specialis esetére.

A 1. tétel szerint elemi tenzorokkal generalt részalgebrdkkal nem létezik minimalis
rekonstrukcié, azonban nem minimaélis igen. Az aldbbi hatos egy lehetséges megoldast

mutat.
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{01 ® 01,01 @ 02,1 ® 03}
{02 ® 02,00 ®@ 03, @01}
{03 ® 03,03 @ 01,1 ® 09}
{02 ® 09,03 @ 09,01 ® I'}
{05 ® 03,01 ® 03,0, 1}
{01 ® 01,00 Q01,03 I}

(3.2)

Ez a rekonstrukcié nem minimalis, de jél attekintheto a struktiraja. A rekonstruk-
ci6ban a Pauli-matrixok indexeit testszolegesen permutalva egy masik hasonlé rekonst-

rukcié kaphato.

A kovetkez6 négy Pauli-hdrmast 0 nyomi elemi tenzorok alkotjdk:

{I® 01,01 ® 02,01 ® 03}
{I ® 09,00 @ 03,00 @01}
{01 ® 1,00 ® 09,03 @ 02}
{o2® 1,05 ® 01,01 ® 01}

(3.3)

Ha taldlunk hozza egy olyan 6todik Pauli-hdrmast, hogy az azt alkoté maétrixok
foatloja fiiggetlen, akkor egy teljes, és minimalis rekonstrukciot kapunk. Erre egy

példat Szollési Ferenc talalt szamitégépes kereséssel [12]:

1 1 1 1 1 i i -1 1 i1 i
11 1 -1 -1 1] =i -1 -1 i 1] =i 1 i1
201 -1 <1 |72 4 o-1o1 S |2 141

1 -1 1 -1 1o i -1 i1 i -1

Az 6todik részalgebrat a fenti Hadamard-matrixok [17] feszitik ki linedrisan.

Egy masik megkozelitésben az 0todik részalgebrat véletlen unitér generalasaval is
kereshetjiik [1].
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3.4. Minimalis rekonstrukcio véletlen unitér transz-

formaciokkal

22r—1
3 -

formdciok, amelyekre az W;(I @ My(C))W} részalgebrak nem feszitik ki linedrisan az

Legyen k = Konnyen lathato, hogy azok a Wi, Wy, ..., Wy unitér transz-

M. (C) algebrat egy alacsonyabb dimenzids részhalmazat alkotjak az U(2) Lie-csoport

k. hatvanyanak. Ezért ez a halmaz a Haar-mértékre nézve 0 mértékii kell, hogy legyen.

Ha tehat a W, unitéreket a Haar-mérték szerint véletleniil valasztjuk, akkor a
*\ k
Wil ® o)W, }jzl

Pauli-harmasok 1 valdsziniiséggel linedrisan fliggetlenek lesznek, és igy az identitdssal

egyiitt linedrisan kifeszitik az egész Mon (C) algebrat [12, 1].



4. fejezet
Komplementaritas

A kolesonosen torzitatlan bazisok fogalma a kvantummechanikai irodalomban Schwin-
ger [20] munkédja nyomén jelent meg, és fontos szerepet jdtszanak példdul a kvan-
tumtomografidban [18] és a kvantummechanika mds teriiletein [5]. A C" vektortér
{ei}i és {f:}i ortonormalt bézisait akkor nevezziik komplementdrisnak vagy kélcsénésen

torzitatlannak, ha
1
(e fi)| = Jn
teljesiil minden i-re. Paronként kolcsonosen torzitatlan bazisok maximaélis szama nyi-
tott kérdés. Konnyen belathatd, hogy ez a szdm nem haladhatja meg az n + 1-et, és

ismert, hogy ez primhatviny dimenziékban konstrukciéval el is érheté [19].

A kolesonosen torzitatlan bazisok paronként komplementaris, maximalis kommutativ
algebrédknak felelnek meg: ha {B’}; paronként kolcsondsen torzitatlan bézisok, akkor
az A; algebra a B’ bazisban diagondlis métrixok algebrdja [9]. Legyenek P; € A,
minimalis projekciok, ekkor )

TrRP; =,
n

ha i # j. A kovetkez6 tétel ennek egy analdgidja:

3. Tétel. [12] Legyenek az A, és az Ay részalgebrdi az M, (C) algebrdnak, és legyenek
izomorfak az My(C) algebrdval. Ekkor az A;©CI és az AySCI alterek pontosan akkor

n

ortogondlisak, ha minden Py € A, és Py € Ay minimdlis projekcidra TrP Py = 5.

A hasonldsag indokolja a kovetkezd elnevezést: azt mondjuk, hogy a fenti tételben

szereplé A; és az A, részalgebrak komplementdrisak, ha az A; © CI és az Ay © CI

14
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alterek ortogonalisak. Azaz a komplementaritas fogalmat kommutativ részalgebrakrol

kiterjesztettiik a faktoralgebrakra is.

A komplementaritas vizsgalata a nemkommutativ esetben indokolt: egyrészt talan
osszefiiggést taldlhatunk a kommutativ esettel, masrészt azt sejtjiik, hogy a komple-

mentdris mérések hatékonyabb allapotrekonstrukciét tesznek lehetévé [18].

A komplementaritasra a tovabbiakban g jel6lést is hasznaljuk.

4.1. Hasznos unitérek

Felmeriil a kérdés, hogy mikor lesz két részalgebra komplementdris. Valdjaban elég
a CI ® M, (C) algebraval valé komplementaritdst vizsgalni, hiszen tetszéleges U, W €
M, (C)® M, (C) unitér transzformécidk esetén ha a CI ® M,,(C) és W(CI @ M,,(C))W*

algebrak komplementarisak, akkor nyilvan az
U(CI @ M,(C))U* é UW(CI ® M,(C))W*U*
algebrék is azok.

4. Tétel. [14] Legyen W = Zij Ei; ® Uyj unitér mdtriz, ahol E;;,U;; € M,(C), és
(Bij) = 0idj. A W(CI ® M,(C))W* algebra pontosan akkor komplementdris a
CI ® M,(C) algebrdval, ha {W;;} ortonormdlt bazist alkot a M, (C) mdtrizok kizitt.

A tételbeli W unitér matrixokat hasznos unitéreknek nevezink.
Hasznos unitérre egy jé példa a
1 I o5
ﬁ ( o1 10y )
blokkmatrix alakban irt transzforméacié.

Ha B maximalis kommutativ részalgebra, akkor UBU* L (B pontosan akkor teljesiil,
ha U Hadamard métrix. Ebbdl 1athat6, hogy a hasznos unitér métrixok felfoghaték a

Hadamard méatrixok analdgidjaként.

A tétel szerint k paronként komplementéris részalgebra létezése ekvivalens hasznos
unitérek olyan Wy = I, Wy, Ws, ..., Wy csalddjdnak létezésével, hogy W;W} is hasz-

nos unitér.
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Konstrukcid

Hasznos unitérek konstrukcidjara jol haszndlhaté az aldbbi médszer [20].

Legyen {|e;)}"=' egy bézis, ¢ = ¢'n 6és legyenek X és Y a kovetkezd unitér transz-

formaciok:
X|e) = { le;+1), ha z €{0,1,...,n—2}
leo), hai=n-—1

Y = Zqi|ei)(ei|.
Lathaté, hogy Y X = ¢XVY, vagy éltalzinzosabban

YIXF = ¢k XPYd
teljesiil. Legyen X

Sk =Y XF= Zqij|€i><€i+k\,

ahol az indexbeli 6sszeadas modulo n értengg. Ekkor

_ Kkl
Sj,kSl,m =4q Sj+l,k+m,

és TrS;r = 0, kivéve, ha j = 0, vagy k = 0, igy a {S;; : 0 < 5,k < n — 1} unitér

matrixok paronként ortogondlisak. Legyen
Uij = ¢ijSijs

ahol (c;;) unitér. Ha
W = Z Ei; @ Uy,
]
akkor
(WW*)M = ZU”U;:] = ZcijCZlXi_k = ikI
J J
és W unitér matrix. Mésrészt TrUyUf; = |ci/*Trl = nlc;j|*. Ha ez 1, akkor W egy

hasznos matrix lesz.

4.2. Komplementaritas két kvantum bit esetében

Felmeriil a kérdés, hogy maximum hany paronként komplementaris F-részalgebrat
taldlunk a két kvantum bit altal alkotott rendszerhez tart6zé M,(C) algebrdban. Az
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(3.3) konstrukcié megad 4 paronként komplementdris F-részalgebrat az azokt generald
F-tripletekkel. Belathatd, hogy ez a maximum. Ehhez az eredményhez a hasznos unitér

matrixok vizsgalatan keresztiil juthatunk el.
Az su(n) Lie-algebra Cartan felbontdsidnak nevezziik a I &P alaki felbontését, ahol
KKl K
K, P]CP
[P,P]CK

teljesiilnek. Ha A C P egy maximélis kommutativ részalgebra, akkor az SU(n) Lie-
csoport elemei W = K NK, alakban irhatdk, ahol Ky, Ky € exp(K) és N € exp(.A)

[15]. Az n = 4 specidlis esetben a formula
W - (L1 X LQ)N(L?, & L4)
alakban irhaté [16].

Az M,(C) algebra hasznos unitér métrixai jol jellemezhetSk az aldbbi lemma segit-

ségével:
1. Lemma. Legyen W € M,(C) hasznos unitér. Ekkor

W = (L ® Ly)N(Ls ® L), (4.1)
ahol L; € My(C),i =1,...,4 unitér mdtrizok, és

N = ¢'2i%%%% ¢ M, (C) (4.2)
unitér, ahol az a; paraméterek kézil kettd w/4 + km /2 alakd, a harmadik tetszdleges.
Bizonyitds. A (4.1), (4.2) képletek és az L;, N matrixok unitér volta W Cartan fel-
bontasabdl adddik.

Egyszerii behelyettesitésbol latszik, hogy a W (CI @ M,,(C))W* algebra nem fiigg az
L3, Ly matrixoktdl, a CI @ M, (C) algebraval val6 komplementaritds pedig az Ly, Ly
matrixoktol. fgy feltehetjiik, hogy L; = I.

A 4. tétel alapjan kapjuk, hogy

3
N = E Ci0i®0ia
1=0
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Itt
Co = COS (v] COS Qvg COS (3 + 18in (vq sin vy sin o3
€1 = C€OS (/1 Sin i Sin a3 + 18in a7 CoS Qg COS a3
Co = Sin a1 €OS iy Sin (v + 1 €OS vy Sin g COS a3
€3 = sin @ Sin aip €OS (ig + 1€OS vy COS i SIN g,
és
|CZ| - Z’

ahonnan szdmoldssal adédnak az «; paraméterek megkotései [14].

Legyen N a lemmabeli N unitér matrixok halmaza, és
N; ={N € N : «; tetszOleges, a mésik ketté 7 /4 + k7w /2 alaki}

2. Lemma. Ha N; € N;,akkor N;(I ® 0;)N} = 0, ® I

Bizonyitds. Jeloljik N elemeit N(ay, ao, a3)-al a paraméterek fiiggvényeként.

paraméterek szimmetridjabél adédik, hogy ha p egy permutacié, akkor

3 3
N (1), p(2), ) = Y, €01 ® 03 = Y €i0p(i) @ Tya),
=0

1=0

ezért, elég a tétel allitasat egy konkrét i-re belatni.

18

ACZ'

Legyen Ny (¢) = N(w/4+kn/2,n/4+1r/2,$) € N3. Ekkor Ny ;(¢) az aldbbi alaki:

cos(3(k — l)m)e'® 0 0 sin(3(k — l)m)ie'?

0 sin(3(k + )m)e™™®  cos(3(k + I)m)ie ¢ 0

0 cos(5(k + )m)ie7® —sin(5(k + l)m)e ¢ 0
sin(3(k — [)m)iel? 0 0 cos(3(k — 1)m)e'
Mivel Niy(¢) = —Nwt2)u(¢), illetve Nii(¢) = —Nit2)(4), ezért elegendd az

{Ni,(9) : (k1) € {0,1}?} transzformdciokat vizsgdlni, az aladbbiak szerint:

Nia(9)(I ® 1) Ng () = (=1) sin(2¢)01 @ I + (—1)' cos(2¢) o2 ® 03,

Nia(9)(I ® 02)Nigy(9) = (—1)" sin(2¢) 02 ® I — (=1)* cos(2¢)o1 ® 03,
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Ni(@)I ® 03) Ny () = (1) o3 @ T

Az egyenléségekbdl lathatd, hogy valéban teljesiil a lemma allitdsa. Lathaté az is,
hogy az Nii(¢)(CI ® M, (C))Ny,(¢) algebra nem fiigg k és | vilasztasatdl. O

A 2. lemma egy fontos kovetkezménye a kovetkezo tétel:
5. Tétel. Ha Ay, A1 az My(C) algebra F-részalgebrdi és az Ay LoA1, akkor Ay és A}

metszete nem trividlis, ahol A} az Ay algebra kommutdnsa.

Bizonyitds. Feltehtjik, hogy A; = CI ® My(C), ekkor A} = M,(C) ® CI. Van olyan
W = (L; ® Ly)N hasznos unitér és i € {1,2,3}, hogy N € N;, és Ay = W(CI ®
M, (C))W*. Ekkor

(L1 ® Ly) NI ® 0;)N* (Lt @ Ly) = +Lio; L @ I € A,

és Lyo;L; # cl, hiszen o; spektruma {1, —1}. O

Ennek segitségével mar konnyen adodik a fejezet f6 eredménye:

6. Tétel. Az M,(C) algebrdnak nincs 5 pdronként komplementdris F-részalgebrdja.

Bizonyitds. Legyenek {A}} | F-részalgebrdk. Ekkor dimA; N (M5(C) ® CI) > 1, és
mivel dim(M(C) ® CI) = 3, ezért az A; algebrdk nem lehetnek pdronként komple-

mentarisak. O

A 6. tétel els6 bizonyitdsit Petz Dénes és Jonas Kahn adta [14].

Paronként komplementaris algebrak ortokomplementuma

Erdekes kérdés az, hogy a 4 F-részalgebra ortogonalis komplementuma (az identitdst
hozzdadva) algebra struktiirdval is rendelkezik-e, és ha igen, milyennel? Azt taldltuk,
hogy ez egy M-részalgebra lesz. Az itt bizonyitott tételek segitségével azt is belatjuk,
hogy ha 4 részalgebra paronként komplementdaris, akkor azok unitér ekvivalensek egy

elemi tenzorokkal generdlt részalgebra négyessel [13].

A tovébbiak soran feltessziik, hogy {A;}2_, pdronként komplementdris F-részalgebrai

az M,(C) métrixalgebranak. Az Ay = CI ® M, F-részalgebra kommuténsa az A =
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M, ® CI részalgebra, A; = W, AW}, W; e W, és A, = W, A)W} az A; F-részalgebra

2

kommutansa.

3. Lemma. Az A; N A;,i # j metszet legaldbb kétdimenzios altere az My(C) térnek.

Bizonyitds. A W unitér matrixszal konjugdlva az Ay N W W;AcWiW;, i # j metszet-
hez jutunk, ami az 5. tétel alapjan nem trividlis, hiszen WW,; € W az A, részalgebrdk

komplementaritasa miatt. O
4. Lemma. Léteznek olyan Ay € AyN A;, i = 1,2,3 mdtrizok, hogy {AL}2_, egy Pauli-

hdrmas.

Bizonyitds. Az Ay N A; metszet egy kétdimenziés kommutativ részalgebra, igy van
olyan 6nadjungalt, nulla nyomd, unitér A? matrix, hogy az A} N A; részalgebrét I és
Al kifeszitik. Ha A) = z;- 0 ® I, z; € R, akkor az A; részalgebrdk komplementaritdsa

miatt az z; egységvektorok merdlegesek, hiszen
Tr(z; 0@ I)(xj-0 Q1) = (x;,2;) Tr(I ® I),
és ezért A3 az eléjel megvaltoztatdsaval valaszthato gy, hogy
AJAL =i(zy x 23) -0 = ix) - 0 = 1A}

teljesiiljon. Mar csak az kell, hogy az A} métrixok antikommutdlnak, ami szintén
teljesiil:

ALAD =i(ah x 2)) -0 = —i(z) x i) -0 = —AJ AL i # j.

Trividlisan adddik a kovetkezd lemma:

5. Lemma. Léteznek olyan Aj- € Ay N Ay, i # § mdlrizok, hogy {A;}i¢j Pauli-hdrmas.

Azt kaptuk, hogy a kovetkezo tablazat sorai Pauli-harmasok:

o AL Az A3
A0 % A2 A3
AL AL« A3
AL AL A2 &
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6. Lemma. A (4.3) tdbldzat oszlopai eldjeltdl eltekintve Pauli-hdrmasok.
Bizonyitds. Az {AL}?_, részalgebrék is paronként komplementérisak. Az Aj = A; és
az Al részalgebrdk metszete szintén nem trividlis, példdul az A] méatrix benne van.

Rogzitett j-re az A (i # j) unitér matrixok eléjel erejéig Pauli-harmast alkotnak. [

A kovetkezd dbra jol szemlélteti a részalgebrak és azok metszeteinek struktirdjat.

A 1 /‘Zl’o

?

A 0 /q,l

A csiucsokban taldlhatdk a részalgebrdk, illetve azok kommutdnsai. Osszekitott
esticsokhoz tartozd részalgebrdk metszete nem trividlis. Az élek az A? mdtrizokat

jelolik. Az eqy csucsbol kitndulo élekhez tatrozé mdtrizok Pauli-hdrmast alkotnak.

A kovetkez6 lemma trividlisan addédik, ha az dbran harom, szomszédos, nem egy

csucsbdl indulé éleknek megfelel6 méatrixok szorzatét vizsgéljuk.
7. Lemma. Ha |{i,l,k,m}| =4 és |{i, j, k,n}| =4, akkor teljesiilnek:
AL AL = LALAT

ARAk = 4 AT AR
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fgy mar ratérhetiink az ortokomplementum vizsgalatara. A tovabbiakra nézve fontos

észrevétel, hogy Al € A; és Ag? € A, igy ezek az operdtorok kommutalnak.

7. Tétel. A {B/ = AgAj- i # YU {I} mdtrizokkal generdlt C részalgebra mazimdlis

kommutativ részalgebra.

Bizonyitds. A C algebrét linedrisan kifeszitik az {B? : i # j} métrixok és az identitds,

hiszen ha i, j, £, m kiillonbozok, akkor a 7. lemma felhaszndldsaval kapjuk, hogy
B!B = +1,
B/Bf = +B"

Mivel (B!By")? = I, ezért B és B kommutilnak, tovabba B’ és B! is kom-
mutdlnak, hiszen Ag kommutal az A; és az A} métrixokkal, antikommutal az A¥

matrixszal, és az Aj- matrixra is hasonlé felcserélési szabalyok teljestilnek.

Az C részalgebrat kifeszitik a Bf, B2, By, I méatrixok, {gy négy dimenzids. O

A tovabbiakban az A! = A} A? jelolést alkalmazzuk.

8. Tétel. Az {A;}?_, U{C} részalgebrdk pdronként komplementdrisak.

Bizonyitdis. Ha 1, 7, k, £ kiillonbozdk, akkor
TrAj(A7A;) = TrA; =0
és
TrAf(A]A%) = £TrAf(ALAY) = £Trdf = 0.

Tovébbé, mivel A, és A; komplementdarisak, AF L A%, és igy

TrA{(AlA}) = £ImTrAf AL = 0.

Osszesitve
Ar LATAL

minden m # n és i # j esetén. O
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Belattuk tehat, hogy az ortokomplementum mindig egy M-részalgebra. Megmutat-
juk, hogy egy ilyen részalgebra 6tos mindig unitér ekvivalens egy elemi tenzorokkal

generalt részalgebra 6tossel.

8. Lemma.
Al = +ALA

Bizonyitds. A 7. lemma felhasznalasadval belathatd, hogy minden k # i, m # j esetén
Af)AgJ_AZ’,

igy csak AjA% = cAJ lehet, viszont (AjA)? = I és (AjA%)* = AJAY miatt ¢ = +1. [

9. Tétel. Létezik olyan U = U, @ Uy € My(C) ® My(C) unitér mdtriz, hogy az
{UAU*}2_, U{UCU*} részalgebrdkat elemi tenzorok generdljdk.

Bizonyitds. Mivel Al € M, ® CI, és AY € CI ® M,, ezért léteznek Uy, U, € M,(C)
unitér matrixok, hogy
(U @U) AU @ Uy)* =0, ® 1,

(U1 ® UQ)A?(Ul ® UQ)* == I ® ag;
Ekkor a 8. lemma miatt
(Ul X Ug)Ag(Ul X Ug)* = :|:O'Z' X 0y,

tehat az Osszes részalgebra elemi tenzorokkal generalhato. O

Komplementaris felbontasok

Lattuk, hogy a 4 x 4-es matrixalgebra felbonthaté 4 F-részalgebrara és 1 M-rész-
algebrara ugy, hogy ezek paronként komplementdrisak. A kovetkezd M-tripletekbol

all6 példa mutatja, hogy 5 paronként komplementdris M-részalgebra is adhaté:

{012,023,031}
{013; 021, 032}

{001;010;011} (4-4)
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{002;020;022}
{003,(730,033}

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy milyen egyéb komplementaris felbontasok
adhatok F- és M-részalgebrakkal.

El6szor a 5. Tétel egy altaldnositasat bizonyitjuk, melynek érdekessége az is, hogy

nem hasznalja a Cartan-felbontast.

10. Tétel. Legyen A az M,(C) algebra F-részalgebrdja és A' az A algebra kom-

muntdnsa.

(a) Ha B M-részalgebra, akkor A'1qB.

a -részalgebra, akkor vagy dim NB) =1, vagy Ay = B.
b) Ha B F-részalgeb kk dim (A'N B Ay =B

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy A = M5(C) ® CI. Legyen a B részalgebrat generdl6
triplet az (X,Y; Z). Ekkor X a 3> (z; - 0) ® 0; alakban frhaté, ahol z; € R*. Mivel

3
I = X?= Z(xi-a)(xj - 0) ® 0;0;

1,j=0
3
1=0

+ (i(a:l c0)(xy-0) —i(xg - 0)(21-0) + (20 -0)(x3-0) + (z3-0) (0 - 0')) ® o3

+(.)®0+(...) Q0

= Y (@iz) @I +2(—(z1 X 22) - 0 + (z0,23)]) @ 03 + ...
=0

ezért,

(xo,z;) =0
és

;X ;=0 (4.5)
teljesiil minden i, j # 0 esetén.

Feltehetjiik, hogy
XY, Z¢ A, (4.6)
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hiszen mésképp a (b) esetben készen lennénk, az (a) esetben pedig, ha példdul X =

I ® A, akkor az X kommutansat az
{VeAVRIlvem(
matrixok generaljdk, és igy B1 A miatt
Y =Vi®A,

Z=V,®A
teljesiilne, amibdl Vi = V5, azaz Y = Z kovetkezne, ami lehetetlen.

Tehét nem lehet minden z; = 0. Ekkor (4.5) miatt léteznek olyan z, u € R® nemnulla
vektorok, hogy
X=(@-0)®@W o)+tz-o®l,

és hasonldéan

Y=(Wy-o0)®@A-0)+y-01,
Z=(z-0)®(y-0)+2-011.
Kiszamitjuk az XY szorzatot az aldbbiak szerint:
XY = (z-0)(y-0)®(p-o)A-0)+(z-0)(yo-0)@p-0
+(zg-0)(y-0)@AX-0+(xg-0)(yo-0)® I
= —(@xy) 0@ (uxA)-o+ (z,y){p,A) + (zo,50)) I ® 1
+1® (2, yo)p + (w0, y)A) - 0

+ (1 AWz x y) + (0 X 0)) -0 @I + 1@ (z,y) (X A) - 0
+ (@ Xyo) 0@pu-0+(0xy) 0@ 0)

Mivel TrXY =0, ezért (z,y){u, A) + (xo, o) = 0.

Az (a) esetben XY Onadjungdlt, igy

Z=XY = —(zxy)-0@(uxA)-o

= z2-0Q7-0
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ZX=Y = (z-0)(z-0)®(y-0)(p-0)+(2-0)(xg-0)® I
= —(zxaz) 0@ (yxp)-o
+ ({2 2) (v ) + (22 )) I ® 1
+i((z x z0) + (v, m)(zx ) 0@

alapjan, kihasznalva, hogy Y onadjungalt, kapjuk, hogy 7o = 0, és hasonléan addédik

To = 2o = 0 is. Ezzel az allitast belattuk

A (b) esetben Z = iXY o6nadjungilt, igy (z x y) = 0, vagy p X A = 0, valamint
XY LgA miatt (z,y)(ux ) = 0. A (4.6) feltevésiink miatt z, y, u, A nem nulldk, és igy
(x X y) és (x,y) nem lehetnek egyszerre nulldk, azaz p x A = 0. Vildgos tehdt, hogy
A, 14,y parhuzamosak.

Az A részalgebra unitér transzformécidjaval elérhetjiik, hogy az algebrat generdld

tripletet az aldbbi alakban irjuk fel:
X=(-0)®(u-0)+(b-0)®1
Y = (ay-0)® (- 0) + (5, 0) ® T
Z=(a,-0)®(n-0)+(B:-0)®I,

ahol |u| =1, ap = (sing,0,0), B, = (0,cos4,0), ap LB, k € {z,y, 2}, és teljesiilnek a

kovetkezo Osszefiiggések is:
Oy = Oy Xﬁy—i_ﬁz X Oy,

, = By X Py + 0z X .

Itt o és B, koordinataival behelyettesitve kapjuk, hogy
a; = (cos(¢)ay, —sin(¢) By, sin(¢) By — cos(d)ay),
B, = (cos(o) 5’, — sin(gb)az, sin(gb)a; - cos(gb)ﬁ;).
A ZX szorzatot vizsgialva a kovetkezo egyenleteket kapjuk:
cos?(¢) oy, — cos(¢) sin(¢) B;

1
y

=] a2 | = sinZ(qﬁ)a; — cos(¢) sin(¢) 3,
3
y

<N

3
Ay
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By cos®(¢) B, — cos(@) sin(¢)cr;
53,T = ﬂ; = sin? (¢)B§ — cos(9) Sin(qb)a;
By B

Nyilvan (4.6) miatt sin ¢ # 0.
Tegyiik fel, hogy cos ¢ # 0. Ekkor 8, = —cos(¢)e;, amibdl o7 = sin(¢) cos(¢)c
kovetkezik, és igy 0 < sin(@) < 1 miatt kapjuk, hogy

és sin(¢) = cos(¢). Hasonléan adédik
ﬂ; = a; =0

is, és ez esetben a merSlegesség miatt Siog = 0, és o, # 0 miatt B, = 0. A koor-

dindtdkat «,-be és B,-be visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy Z = — X, ami lehetetlen.

Tegyiik fel most azt, hogy sin¢g = 1, és cos¢ = 0. Helyettesités utan azt kapjuk,
hogy oy, = f, = 0. Ha 8, = 0, akkor a, = 0, ami ellentmond (4.6)-nek. Tehat j, # 0,
és 1gy konnyen kiszdmithatd, hogy o, §,, valamint 8, La,. De tudjuk, hogy 8, La, és
oy L By, azaz azt kapjuk hogy B, és B, vagy «, és o, parhuzamosak. Mind az o, mind
a [ vektorok vektorok parhuzamossighél az kovetkezik, hogy valamilyen X # 0-ra
X®IehB. O

A tétel segitségével mar konnyen jellemezhetok a komplementdris felbontasok:

11. Tétel. Legyenek {A;}i_, pdronként komplementdris X -részalgebrdi az M,(C) mdt-
rizalgebrdnak, X € {F, M}, és legyen ezek kizil az F-részalgebrdk szama k. Ekkor

k € {0,2,4}, és ezek kozil az dsszes érték lehetséges.

Bizonyitds. A k = 0 esetre mar mutattunk példat (4.4).

Ha k = 1, akkor legyen példaul Ay az F-részalgebra. Ekkor az {A;}; = 1* rész-
algebrak komplementdrisak az Aj, részalgebrara is, és igy di_mU;.l:1 A; <9, ami ellent-

mond a paronkénti komplementaritasnak.

A k = 2 eset lehetséges, a

{00 ® 01,00 ® 02,00 ® 03, },
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{01 ® 09,02 ® 0y, 03 ® 0y, }

F-tripletek, és a

{01 ® 01,09 ® 09,03 @ 03, },

{01 ® 09,09 ® 03,03 ® 01, },

{01 ® 03,00 R 01,03 ® 09, }
M-tripletek megfelel részalgebrakat hatdroznak meg.

A k = 3 esetben a k = 1 esethez hasonléan lathatd, hogy a két M-részalgebra altal
kifeszitett altér nyomnélkiili dimenzidja legfeljebb 5, ami ellentmond a komplementa-

ritdsuknak.

A k = 4 esetre j6 példa a (3.3) F-tripletek és a
{o1® 01,00 ® 09,03 ® 03, }

M-triplet.

A 6. tételben bizonyitottuk, hogy k£ = 5 lehetetlen. O



5. fejezet
ésszefoglalés

A dolgozatban részletesen targyaltuk a két kvantum bitol allé Osszetett rendszert leird
4x4-es matrixalgebra esetét. Beldttuk, hogy linedris kifeszitéshez egy o6todik rész-

algebrat, vagy mind az 6tot véletlen unitérrel generalhatjuk.

Petz és Kahn 6t paronként komplememtaris részalgebra maximalis szamarél szo6lé
tételére 1Uj bizonyitast adtunk, és azt is megmutattuk, hogy a négy komplementaris
részalgebra ortogondlis komplementuma egy maximadlis kommutativ algebra. Megmu-
tatjuk tovabba, hogy az igy nyert komplementaris részalgebrak unitér ekvivalensek egy

elemi tenzorokkal generalt algebra 6tossel.

Megvalaszoltuk a kérdést, hogy a 4 x 4-es matrixalgebra a F- és M-részalgebrak
milyen paronként komplementaris kombindacidival feszitheto ki.

Ohno megmutatta, hogy p > 3 primre és k > 1 egészre az M matrixalgebrdnak

p2kn71
p2k,1

konstrualhaté paronként komplementdris, az M, algebraval izomorf részalgebraja
[22], ami a dimenziészambdl adédé maximum. Felemriil a kérdés, hogy ap =2k =1
eset miért ennyire kiilonb6zo, tovabba, hogy mit allithatunk a p = 2,k > 1 esetrol,
vagy ha p nem prim. A tovdabbiakban ezen esetek kutatasdat tervezziik, illetve bizo-
nyos, az M-részalgebrék relativ entrépidjara vonatkozé eredményeket [21] szeretnénk

altalanositani.
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