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Eloszo

Ez a konyv a linedris analizisbe ad bevezetést, és alkalmazasként bemutatja a kvantum-
elmélet matematikai megalapozéasat. Bar feltételezziik, hogy az olvasé mar elsajatitotta
a linedris algebrai alapokat, az els6 fejezet végigfut néhany, matrixokkal kapcsolatos
témakoron, részben ismétlésként, részben pedig azért, hogy a linearis analizisnek a linearis
algebratél némileg kiillonb6zo szemlélete érvényre jusson. A masodik fejezetben viszony-
lag kisebb hangsulyt kapnak a normdlt és multinormélt (m&s néven lokdlisan konvex)
terek, inkdabb a Hilbert-terek elméletének szenteliink nagyobb teret a harmadik fejezettol
kezdve. A Hilbert-tér nagyon jo példa végtelen dimenzids topologikus vektortérre és a
linearis analizis médszereinek megmutatasara. Az absztrakt Lebesgue-integral fogalmat a
lehetdségekhez képest elkertiljiik, de az IR"-en négyzetesen integralhaté fiiggvények terét
természetesen hasznéljuk. Ezt a nehézséget igyekszik athidalni a fiiggelék, amely a topo-
logikus terekre vonatkozo alapveto ismereteket Osszegytijti, és egy tomoritett, ugyanakkor
elég teljes integralelméletet is tartalmaz. Az ortogonalis polinomokat és mas specidlis
fliggvényeket, tovabba bizonyos konkrét csoportok abrazolasait fizikaban valo fontossaguk
miatt részletesen targyaljuk. A negyedik fejezet a Hilbert-terek nemkorlatos operatoraiba
ad bepillantdst. A témék véalasztasa a kvantummechanika matematikai igényeihez igazo-
dik. A konyv utolsé fejezete éppen a kvantummechanika megalapozasat mutatja be, és a
korabbi tisztan matematikai tételek és fogalmak itt fizikai interpretaciot is kapnak.

A targyaldsméd a bizonyitasok helyett inkabb a példakra teszi a f6 hangsulyt. A ti-
pikus bizonyitasi modszerek megjelennek, de szamos tétel szerepel bizonyitas nélkiil vagy
egy egyszerisitett eset, illetve a bizonyitas gondolatmenetének targyaldsaval. A feje-
zetek végén gyakorléfeladatok boséges mennyiségben talalhaték. Véltozo nehézségiiek,
a legnehezebbekhez utmutatas is van. A szerz6 véleménye szerint a példak alapos
attanulmanyozasa és a hozzajuk hasonld gyakorlofeladatok egyéni megoldasa nagyon
fontos része a fogalmak és moddszerek megértésének éppen ugy, mint az anyag pe-
remértékfeladatokban, disztribiciéelméletben és az alkalmazasok mas teriiletein valé hasz-
nositasanak. A feladatok jelentés részének részletes megoldasat a 6. fejezet tartalmazza.
Azokat a gyakorléfeladatokat, amelyek megolddsa meg van adva, M jeloli, a nehezebbeket
pedig *.

A XX. szazad magyar matematikdajaban a linearis és funkcional analizis kiemelkedo
szerepet jatszott, hiszen példaul a magyar Riesz Frigyes a diszciplina egyik atyja volt,
szamos alapvetd eredmény tole szarmazik. Neumann Janos nagyon sokirdnyd matema-
tikai munkassagabol a nemkorlatos operatorok elméletének megalapozasa kapcsolodik a
konyv anyagahoz. Ezekbol az okokbdl kifolydlag, és csak ugy érdekességképpen is, néhany
tudomanytorténeti illusztracié és megjegyzés igyekszik az anyagot szinesebbé tenni.
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1. Linearis terek
és linearis leképezések

A linedris tér fogalma a két- vagy haromdimenziés euklideszi tér messzemend
altalanositdsa. A téren van egy algebrai struktiura, az elemeket Ossze lehet adni, és
szammal is meg lehet szorozni. Ezek a miveletek a vektorokra emlékeztetnek, és ez is oka
annak, hogy a tér elemeit vektoroknak fogjuk nevezni, még akkor is, ha azok szamos eset-
ben fiiggvények lesznek. Ebben a fejezetben elsésorban véges dimenzids vektorterekkel *
és azok linearis transzformacidival foglalkozunk. Utobbiak métrixokkal adhatok meg. A
fejezet célja a linearis algebrai alapok megszilarditasa a végtelen dimenzids vektorterek
targyalasa elott.

1.1. Linearis terek

A linearis tér olyan matematikai struktira, amelynek elemeit vektoroknak nevezziik,
a vektorok Osszeadhatok és szammal szorozhaték. A vektorok Gsszeadasa kommutativ és
asszociativ miivelet. Létezik egy nulla vektor, amely az x+0 = x tulajdonsidggal rendel-
kezik, x tetszoleges vektora a linearis térnek. Természetesen az Osszeadas felcserélhetosége
miatt 0 + z = x ugyancsak teljesiil. Minden z vektornak van egy —x-szel jelolt additiv
inverze, amelyet az x + (—x) = 0 tulajdonsag jellemez. Ha \ egy szam, és = egy vektor,
akkor adott a A - x vektor a

A(z+y) = Nz+A-y

disztributivitasi szabdalyoknak eleget téve. Valds vagy komplex linearis térrol beszéliink
annak megfelelden, hogy A\ szerepében valds vagy komplex szamok allnak. A szammal
val6 szorzastol megkoveteljik még

A(p-x)=0Ap) -z é 1l-x==x

teljesiilést is. Levezethetd, hogy 0-x =0 és (—1) -z = —x.

Valés linedris teret alkotnak a legfeljebb n-ed foku valés egytitthatés polinomok, komp-
lex linedris teret alkotnak az dsszes (z1, 29, 23) komplex szimharmasok a koordindtankénti
osszeadasra és a szammal valé koordinatankénti szorzasra nézve. Mivel a linedris tér ele-
meit vektoroknak nevezziik, a linearis tér helyett vektortérrol is szoktak beszélni. Nem
okozhat gondot, hogy a tovabbiakban A -z helyett egyszeriien Az-et irunk, és a jelolésben
nem tesziink kiillonbséget a 0 szam és a 0 vektor kozott.
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1. példa: Az n x m-es valés matrixok valds linedris teret alkotnak. (A métrixokat ele-
menként adjuk Ossze, és elemenként szorozzuk meg a valds szamokkal.) Az n x m-es
komplex elemii matrixok komplex linedris teret alkotnak. O

2. példa: Legyen Q C IR" nyilt halmaz. Egy f : Q — IR fiiggvény tartéja az {z €
Q: f(x) # 0} halmaz lezarasa, amit supp(f)-fel fogunk jelolni. Cy(2) a kompakt tartdju
folytonos f : Q@ — IR fiiggvények tere. Ez linearis tér. Ha f,g € Cy(Q)), akkor f + ¢
folytonos, és supp(f + ¢g) C supp(f) Usupp(g). Mivel supp(f) és supp(g) kompakt, az
egyesitésiik is az, ezért supp(f + g) is kompakt. Af € Cy(Q2) nyilvdnvals, ugyanis, ha

A # 0, akkor supp(Af) = supp(f). O
Legyen V egy linedris tér, és x1,za,..., 2, € V. A \zi + Xows + ... + A\, alaku
vektorokat az x1, o, ..., x, vektorok linearis kombinaciéjanak nevezziikk. A V' linearis

tér véges dimenzios, ha van véges sok vektora, amelynek linearis kombindcidjaként a
tér barmely vektora el6dll. A fenti matrixos példa véges dimenzids.? Jelolje E;; azt az
n X m-es matrixot, amelynek i-edik sora j-edik eleme 1 és mindeniitt masutt 0 all. Az
{E;; 11 <i<n,1<j<m} matrixegységek linearis kombindciéjaként minden matrix
eléall. A matrixok tere tehat véges dimenziés. Nem véges dimenzids valos vektorteret
alkotnak a valds szdmsorozatok vagy a [0, 1] intervallumon folytonosan differencidlhaté
valés fliggvények.

Egy linearis tér olyan részhalmaza, amely elemeinek linearis kombindciéit is tartal-
mazza, maga is linearis tér. Az eredeti tér alterének nevezziik.

3. példa: [0,1] intervallumon folytonos fiiggvények linedris terében alteret alkotnak
példaul a folytonosan differencialhaté fliggvények vagy a polinomok. Nem alkotnak alteret
a monoton novo folytonos fliggvények. O

A V linearis tér H részhalmaza linearisan fiiggetlen, ha H 0-tél kiilénb6z6
x1,To, ..., T, vektoraira a
)\1{L‘1++>\kl‘k:0

Osszefiiggés csak a Ay = Ay = - -+ = Ay = 0 esetben all fenn. Egy végtelen H vektorhalmaz
pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha minden véges részhalmaza is az.

4. példa: Az x, 2% 23,. .. fiiggvények linedrisan fiiggetlenek az [0, 1] intervallumon foly-

tonos fliggvények linearis terében. Valoban, legyen 1 < n; < ng < - -+ < ny egész szamok
novo sorozata és A1, g, ..., Ap 0-tél kiillonboz6 szamok. Ekkor

M+ Aox™ 4+ L+ A

egy polinom, amelynek csak véges sok gyoke lehet [0, 1]-ben, és {gy nem lehet azonosan

0. U

Az olyan linedrisan fiiggetlen vektorrendszert, amelynek véges linearis kom-
binacidjaként a vektortér barmely eleme el6dll, bazisnak nevezziik. Azt is mondhatjuk,
hogy a bézis olyan vektorrendszer, amelynek véges linearis kombinacidjaként a vektortér
barmely eleme egyértelmiien all el6. Egy vektortér két kiillonbozo bazisa ugyanolyan
elemszamu. Ez a szam a vektortérre jellemz6 mennyiség, a tér dimenzidjanak nevezziik.

5. példa: A valés szamhdrmasok IR? terében az (1,0,0),(0,1,0) és (0,0,1) vektorok
bézist alkotnak, IR® haromdimenzids. U
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6. példa: Aznxm-es {E;; : 1 <i<n,1<j < m}matrixegységek linedrisan fiiggetlenek
az n X m-es matrixok terében, és bazist alkotnak. A tér tehat nm dimenzids. U

Ha adott a V' vektortérben egy ey, es,. .., e, bazis, akkor minden vektor egyértelmiien
all el6 A\je; + Ages + ... \pe, alakban, és igy egy (A1, A9, ... \,) szam n-essel jellemezheto.
(A szdmok valdsak vagy komplexek aszerint, hogy V' valés vagy komplex tér.)

Legyen Vi, Vs, ..., Vi a V linedris tér altere. Azt mondjuk, hogy V ezeknek az alterek-
nek a direkt osszege, ha V' barmely v vektora egyértelmiien all el6 vy + vy + ... + vg
alakban tgy, hogy v; € V;,; 1 < i < k. Ebben az esetben a V =V} + Vo, + ... + V} jelolést
hasznaljuk.

7. példa: Tegyiik fel, hogy V a Vj és V; alterek direkt Osszege. Ekkor véve Vi-ben
egy tetszéleges {eq, eq,. .., ex} bézist és Vo-ben egy tetszéleges {f1, f2, ..., fm} bazist, az
€1,€a, ... €k, f1, fa, ..., fmn vektorok V bazisat adjak. U

Legyen Vi és V5 két linearis tér ugyanarra a skalar testre vonatkozdan, azaz mindketto
komplex vagy mindkettd valés. Az A : Vi — V5 leképezést linearisnak nevezziik, ha

Alz+y)=Ax+ Ay és A(lxr) = Nz
minden z,y € V; és minden A skalar esetén. Komplex linedris terek kozott a
B(x +y)=Br+ By ¢é B(\r)=\Bx

tulajdonsdgokkal rendelkezé B leképezést konjugalt linearis transzformaciénak ne-
vezzilk. A konjugélt linearis transzforméciok ritkabban fordulnak el6, mint a linearisak.
Sok linedaris transzforméciokra megfogalmazott kijelentés konjugalt linedris transz-
formaciokra is igaz.

8. példa: Legyen a V valds linearis tér bazisa ey, e, ..., €,. Ertelmezziink egy A:V —
R" leképezést a

Vl’:()\l,)\g,...)\n), ha x:)\161+)\2€2+---)\n€n
képlettel. Ekkor A egy linedris leképezés, amely koordinatdzza a V' vektorteret. U

Legyen Az A : V) — V5 egy linedris leképezés. Ennek Ker A := {v; € V} : Av; = 0}
magtere Vi, Rng A = {Av, : v; € V;} képtere V5 linedris altere. Ha Rng A véges
dimenzids, akkor A-t véges rangunak nevezziik. Ha V| vagy V5 véges dimenzids, akkor
A véges rangu. A képterének dimenzidja A rangja.

9. példa: Legyen V = V; + Vi. Ertelmezhetiink egy A € L(V) linearis leképezést a
kovetkezOképpen. Ha v = vy + vy, v1 € V] és vy € V5, akkor legyen Av := v;. Ekkor
A képtere V;, magtere V5. Ezt az A transzformaciot a Vi altérre vald és a V5 altérrel
parhuzamos irdnyu vetitésnek mondhatjuk. O

10. példa: Az n x n-es komplex matrixok lindris terén értelmezziink egy Tr leképezést,
amely egy matrixhoz a diagonalisaban 1évo elemek Osszegét rendeli. FEz egy linaris
leképezés, ami szamértékii, és matrixnyomnak nevezik. A szamértékii linearis
leképezéseket gyakran linearis funkcionalnak hivjak. U
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Linearis leképezések kompozicidja is linearis. A Vi — V5 linedaris leképezések hal-
mazat L(V, V3)-vel fogjuk jelolni. Az L(Vi, V,) halmaz maga is linedris tér a megfelel6
miiveletekkel. Ha Ay, Ay € L(V1,V5), akkor A+ As-t az (A1 + Ag)x = Ajz+ Asx képlettel
értelmezziik, és AA; értelmezése is hasonléan nyilvanvalé: A\A;(x) = A;(Az).

Legyen ey, e, ..., e, a V] tér bazisa és fi, fo, ..., fm a V5 tér bazisa. Ekkor az A : V) —
V5 linedris transzformaciot meghatarozzék az Aeq, Aes, ..., Ae,, vektorok. Ezeknek a V5
tér adott bazisa szerint kifejthetdok:

Aej = ayjfi +agjfa+ ...+ Qmjfm

Az a;; szdmokat téglalap alaku téblazatba irva kapjuk az A transzformdcié matrixat.
a;j az m X n-es matrix i-edik soranak j-edik eleme. A maétrix j-edik oszlopdban az e;
bazisvektor képének koordinatai dllnak. Ha v € Vj koordindtéi (Aq, Ae,...,A,) és Av
koordindtai (pq, fi2, - - -, fm), akkor ezeket a szdmokat fiiggélegesen érdemes elrendezni.
fgy a matrix szorzas szabdlya érvényesiil:

@11 a2 ... Qip A M1
ag1 A22 ... Q2n A2 H2
Am1 Am2 ... Qmp )\n ,um

(a;;) az A linearis transzformacionak az adott bazisokra vonatkozé méatrixa. Ez a matrix
tehat a bazisoktdl is fliigg, ugyanannak a transzformécionak mas bazisokban kiilonbozo
matrixa van.

11. példa: Legyen A a 9. példa linedaris leképezése. Ha a Vi altérben vélasztunk
egy e1,es,...,ep bazist és a Vo, altérben egy fi, fo,..., fin bézist, akkor a V tér

€1,€2, ..., €x, f1, fo, ..., fm bazisdban A métrixa
1 0 ... 00 ... 07
1 ... 00 ... 0
0 0 10 0],
0 0 .00 0
00 ... 00 ... 0]

ahol a (k +m) x (k 4+ m) méretli matrix f64tlojdban k darab 1-es és m darab 0 van. [

Ha V' komplex vektortér, akkor linedris funkcionaljainak L(V, C) terét V dudlisdnak
nevezziik, és V*-gal jeloljik. Valds linedris tér dudlisa a valés linearis funkciondlok tere.
Ha e, es,...,¢e, a V vektortér bazisa, akkor a V* dualisban van egy természetes bazis:

er(Arer + Aoeg + ...+ Apey) == Mg (1<k<n). (1.1.1)

Ennek neve dualis bazis. A véges dimenzids vektortér és dualisa kozott igy egy, az adott
bézistol fiiggd, izomorfia van.
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12. példa: Legyen eq,es,...,e, a Vi vektortér, fi, fo,..., fin a Vo vektortér bézisa és
A € L(V4,V3). Ekkor a dudlis bazis segitségével az A transzformécié [A;;] matrixdnak
elemei
Aij = [7(Aej)
alakban adhatok meg. t
Ha A € L(V4,V3), akkor az
(Av)or = v3(Avr) (v € Vi, w5 € V5)

képlet egy A' € L(Vy, Vi) lineéris transzformdaciét hatéroz meg. Ezt A (algebrai) du-
alitdsanak nevezzilk. A’ métrixa a dudlis bazisokban A métrixdnak transzpondltja,
azaz [A'] i-edik sordnak j-edik eleme [A] j-edik sordnak i-edik eleme.

Az IR"™ valds linearis teret euklideszi térnek is szokds nevezni. Az euklideszi tér
geometriai szempontbdl is lényeges, a késobbiekben f6leg komplex terekkel foglalkozunk.
Most az euklideszi terek bizonyos linearis transzformaciéit nézziik meg részletesebben.

13. példa: Az altérre val6 vetitéssel mar megismerkedtiink a 9. példdban. Az abrén az
IR? tér egy vetitését szemléltejitk. (Egy dimenziés altérre torténik a vetités egy adott
sikkal parhuzamos irdnyba.) O

Ferde vetités IR3-ban: A vizszintesen lithaté egydimenziés altérre torténik a vetités
az arnyékolt két dimenzids altérrel parhuzamos irdnyban. A v vektor képe Pv

IR? a valds szamhdrmasok harom dimenziés vektortere, amin a linedris struktira mel-
lett més is van. Az (xy, x9, x3) vektor hossza

z]| = /@] + 25 + 23,

és az (x1, o, x3), valamint (yi, ye, y3) vektorok skaldris szorzata

A skalaris szorzat lehetéséget ad két vektor dltal bezart szog meghatarozaséara is:

(z,9)

cos p = .
]| -yl
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14. példa: R® olyan linedris transzformdacidival akarunk foglalkozni, amelyek
hossztisagtartok, azaz ||Ox|| = ||z| (x € IR?). Mivel

Kr,y) = (@ +y,r+y) —(x—y,z—y)

az ilyen O transzformdcié skaldris szorzat tarté, és egyben szogtarté is. Ha [O;] a
transzformécié métrixa a standard (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) ortogonélis béazisban, akkor
a szogtartasbol

3
Y 050w =06(j,k)  (i<j<k). (1.1.2)
i=1

Megéllapithatjuk, hogy [O] inverze a transzponéltja, ezért O determindnsa +1. Mivel

O-E=—-(0-E)O,

det (O — F) = 0, ha det O = 1. Ebben az esetben A = 1 sajatértéke O-nak és van egy
hozza tartozd egységnyi hossziisagu sajatvektor, f3. Legyen f; és f, olyan egységvektorok,
hogy fi, fa, f3 paronként merdlegesek. Irjuk fel O matrixat az fi, fo, f3 bazisban:

Ofi = arfi+Bife,
Ofs = afi+ Bafe,

Ofs = f3.
A (1.1.2) reldcickbdl agag+ 182 = 0, ai+57 = 1 és a3+53 = 1. Ezeknek az egyenleteknek
csak egy megolddsa van: a; = B3 = cosf és /1 = —ag = sinf (0 < 0 < 27). Tehat O
matrixa
cosf —sinf 0
O] = | sinf  cosf 0O | . (1.1.3)
0 0 1

Némi elemi geometriaval megallapithatjuk, hogy az O traszformacié nem mas, mint az f3
tengely koriili 6 szogii forgatds (az éramutaté jardsaval ellenkezéleg).

Az 1 determindnsu ortogondlis transzformaciok tehat a forgatasok. Csoportot al-
kotnak mert ilyen transzformaciok kompozicidja és inverze is ilyen. A forgatdsok
csoportjara SO(3) a megszokott jelolés, az Osszes ortogondlis transzforméciéra pe-
dig O(3). Egy sikra val6 tiikrozés —1 determindnst ortogondlis transzformécio.

n

A skalaris szorzat, a vektor hossza és a vektorok szogének a fogalma a haromdimenzios
euklideszi térrél IR"-re is kiterjeszthetd. IR™ hosszisdgtartd linearis transzforméacioit is
ortogonalisnak nevezziik, csoportjuk O(n). Az egy determinansiak részcsoportja SO(n).
A fenti haromdimenziés meggondolashoz hasonldéan egy ortogonalis transzformacio inverze
a transzponaltja.

Az R*"*! tér 1 determindnst ortogonalis transzformaciéinak métrixa (1.1.3)-hez ha-
sonld, de n darab

cosf; —sinb;
[ sin 6; cos b; }

alaki blokk van a diagonalis mentén alkalmas bazisban. Paros dimenziéban a jobb als6
sarokban allé 1-es hidnyzik.
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IR" egy bazisit ortonormalt bazisnak nevezziik, ha paronként merdleges egy
hosszusagu vektorokbol all. Azt is lehetne mondani, hogy egy bézis ortonormaélt, ha a
standard bazisbol ortogonalis transzformaciéval lehet megkapni. Ebbol kovetkezik, hogy
ha egy matrix a standard bazisban szimmetrikus, akkor minden ortonormaélt bazisban is
szimmetrikus lesz.

C" a tipikus komplex tér. Az z = (x1,22,...,2,), ¥ = (Y1, Y2, .., Yn) € C" vektorok

skalar, vagy belso szorzata
i=1

Hasonléan az euklideszi térhez ||z|| := \/(x,z) az x vektor hossza. Ortonormalt bézis
olyan ), 2@ .. 2™ vektorokbél 4ll, amire

|’5L’(i)” -1 - (x(i),az(j)) =0, ha i # 7.

1.2. Tenzorszorzatok

A Vi és a V, vektorterek algebrai tenzorszorzata ), ;T @ y; alakd formalis véges
Osszegekbdl all, x; € Vi, y; € Va. Az ilyen Osszegekkel a

(11 +22)Q@y=n10y+50y, ()oy=Arxy),
YR (11 +22) =y +y®@x2, @ (N\y)=Ar®Y) (1.2.4)

szamolasi szabalyok figyelembevételével lehet szamolni.

A Vi ® V; tenzorszorzattér x @ y elemi tenzora egy Vy* — V; linedris leképezésnek is
felfoghato:

(x @ y)(v3) = v3(y)a. (1.25)

Ezzel az azonositassal az (1.2.4) szdmoldsi szabalyok automatikusan teljesiilnek.
Amennyiben V; és V5 véges dimenziésak, akkor V; ® V5 izomorf az L(V,', V;) térrel. Ha
{e1,e2,...,e,} Vi-nek a bazisa és {fi, fo,..., fm} Vo bézisa, akkor {e; ® f; : 1 < i <
n, 1 <m < j}alV;®V, tér bazisa. Lathat6, hogy a tenzorszorzatban a dimenziok
osszeszorzodnak.

Ha a V; és V5 térben van skalarszorzat, akkor a V; ® V5 térben is lehet:

(1 @Y1, 12 @ y2) = (w1, 2)v; (Y1, Y2)vs -
15. példa: Az x®y elemi tenzort (1.2.5) szerint egy V5 — V] linedris transzformdciéként
fogjuk fel. Mi lesz ennek a matrixa, ha Vy-on a dudlis {f7, f3,..., f}} bézist és Vi-en a
{e1,e9,...,e,} bazist tekintjiik?
Legyen el6szor = e; és y = f;. Ekkor
(e; @ fy)fr = [i(fy)ei = 6(4, k)ei,

és megallapithatjuk, hogy e; ® f; matrixa éppen az E;; matrix egység. Ebbdl mér leve-
zethetéo © ® y x-ben és y-ban vald linearitasa alapjan, hogy amennyiben x koordinatéi

(A, Ag, ..oy \y) és y koordindtai (pq, g, - - -, fim), U8y & ® y métrixa

)\1,u1 )\1M2 )\mm A

>\2,u1 )\2M2 e )\Qﬂm A2
: _ = | | [mpe ] (1.2.6)
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(Itt az egyenl6ség jobb oldaldn egy ,oszlopmétrixnak” és egy ,sormdtrixnak” a
matrixszorzata &all. Az ebben az alakban el6all6 matrixot diddnak is szoktak
nevezni.) O

Linearis transzformaécidék tenzorszorzata is értelmezheté. Ha A : V; — W, és
B : Vo — W linedris leképezések, akkor egyértelmiien 1étezik egy olyan A® B : Vi ®@ Vo —
W1 ® Wy lineéris transzformacié, amelyre

<A® B)(Ul ®’l}2) = AUl (029 B’U2 (’Ul € ‘/1, Vo € ‘/2)

16. példa: Legyen Vi bézisa {e1,eq,e3} és V5 béazisa {fi, fo}. Ha az A € L(V}) transz-
forméacié matrixa [A;;] és a B € L(V3) transzformacié matrixa [By], akkor

(A & B)(ej X fl) = ZAijBklei ® fk .
i,k

Rendezziik a szorzatbazist lexikografikusan, azaz e;® f1,e1® fo, €2 ® f1, 9@ fo, 3R f1, 3R
f2. Ilyen elrendezés esetén A ® B matrixa

AllBll AllBl2 A12Bll A12Bl2 A13Bll A13Bl2
A11321 A11B22 A12B21 AlQBQZ A13321 A13BQZ
A2lBll A2IBI2 A22Bll A22Bl2 A23Bll A23Bl2
A21321 A21B22 A22B21 AZQBQZ A23321 A23BQZ
A3lBll A3IBI2 A32Bll A32Bl2 A33Bll A33Bl2
A31321 A31B22 A32B21 A32322 A33321 A33BQZ

n

A kéttényezOs tenzorszorzathoz hasonléan értelmezheté a Vi, Vs, ..., V; linearis terek
Vi®...® YV, tenzorszorzata. A vy ® v, ® ... ® v, elemi tenzorokat most célszeribb
multilinearis funkciondloknak tekinteni.

Ha Wi, Wy, ..., W} linearis terek, akkor multilinearis funkcionalon olyan

F-WixWyx...xW,—C
fliggvényt értiink, amely rendelkezik az

F(wy,...,ow, + Bwy, wert, ..., wy) =

= aF(wy,...,w,Wesr, ..., wg) + BF(wy, ..., Wy, weiq, ..., W)

tulajdonsaggal. A v; ® ... ® vy elemi tenzor olyan F': Vi* x ... x V;* — C multilinearis
funkcional, amelyre

k
Fwi,wy,...,wp) = [Jwiw:)  (wj eV 1<<k).
=1

Haa Vi, V5, ...,V tényezok azonosak, és mindegyik V', akkor a V] ®...®V} tenzorszor-
zatot V k-adik tenzorhatvanyanak nevezziik, jelben V®*. Ha V dimenziéja n, akkor
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Ve dimenzidja n*. Ha A € L(V), akkor az AV @ A® ... @ AW linedris transzformaciéra
a A®* jelolést hasznaljuk.
V®k_nak két fontos altere van, a szimmetrikus és az antiszimmetrikus altér. A

vy, Vs, ..., 0 € V vektorok antiszimmetrikus tenzorszorzata a
1
Vi AV A ... AUy = ﬁ ;(—l)a(ﬂ)vw(l) ® Vr(2) ® ... @ V(i) (1.2.7)
linedris kombinaci6, amiben az Osszegzés az {1,2,...,k} szdmok valamennyi per-

mutdciéjara torténik, és o(m) jeloli a o permutacié paritdsat. (o(m) = 0, ha 7-ben az
inverzidk széma péros, és o(m) = 1, ha ugyanez a szam paratlan.) Az antiszimmetrikus
elnevezés abbdl a tulajdonsdghdl ered, hogy vi A vy A ... A vy elGjelet valt, ha v;-t és v;-t
felcseréljitk (1 <i < j < k). Ebbdl az is kovetkezik, hogy v; Ava A ... Av, =0, ha a v;-k
kozott két azonos van.

17. példa: Meggondoljuk, hogy az (1.2.7) formulaban miért van egy 1/v/k! szorzat. Egy-
szeriibb a k = 2 eset (v, v9) = 0 feltétellel:

1
(01 AN vg,v1 Avg) = §<U1®U2 — Vg ® V1,V ® Uy — Vg @ V7).

Tehét ez (vy,v1) (vg, ve) lesz. O

Az elemi tenzorok (1.2.4) tulajdonsdgabdl adddik, hogy az antiszimmetrikus elemi
tenzorokra is hasonld szdamolasi szabdlyok érvényesek. Nevezetesen

AMvr Avg Ao AvE) = v Ava Ao Ay A (Avg) Avgrr A Ao
és

(Vv Avg A AV AV AU AL Avg) +
+ (1 AV A AV AV A AL A ) =
= v ARA. AV I AWFV) AV A A

A vy Avg A ... A vektorok altal kifeszitett alteret a V' tér n-edik antiszimmetrikus
tenzorhatvdnyanak nevezziik, jele V¥, Tehat V" C V. A € L(V)-re az A%*
transzformdcié a V¥ alteret énmagaba viszi, erre az altérre valé megszoritasat A"F-val
jeloljiikk. A A" transzformécié ekvivalens médon a

AN (v Avg A A g) = Avp A Avg AL A Awy, (1.2.8)
formulaval is megadhato.
Amennyiben adott V-nek egy ey, es, . . . , e, bazisa, V" *-ben is megadhaté egy megfelels
bazis. Az
{ei(l) Neij) N Nejy 1< ’L(l) < 1(2) < ... < 'L(k)) < n} (1.2.9)

vektorrendszer V¥ bézisa.

18. példa: Legyen A € M,(C) egy o6nadjungdlt matrix. Van egy vy, vs,...,v, oOr-
tonormalt bazis, amely A sajatvektoraibdl all. Tételezziik fel, hogy Av; = A\v; és
M > > >\
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AN sajétvektoral {v; Avj i < j}.
A/\2UZ‘ AN vy = AUZ‘ AN A’Uj = ()\2)\])’01 AN vy,
tehat a sajatértékek {A\\; 14 < j}. O

(1.2.9)-nak megfeleléen V** dimenzidja

(Z) ha k <mn,

egyébként k > n-re V¥ nulla dimenzids.

Ha V n dimenziés, akkor V" egydimenziés. Egy A € L(V) linedris transzforméciéra
A az egydimenzids tér identikus transzformécidjanak valamilyen szdmszorosa. Ezt a
szamot A determinansanak nevezziik, jelben detA. Mivel

(AB)Ak — (AAk)(BAk)
a definicié alapjan, nyomban megkaptuk a determindnsra vonatkozo szorzastételt:
1. tétel: Egy véges dimenzids V wvektortér A és B linedris transzformdciora

det(AB) = detA x detB.

érvényes.

19. példa: Legyen ey, es,...,¢e, a V vektortér bazisa, és A olyan linedris transzformacio,
amely a bazisvektorokat kettd kivételével helyben hagyja, a kettot pedig felcseréli
egymassal. Az altalanossdg megsértése nélkiil feltételezhetjiik, hogy Ae; = ey és Aey = ey.
Ekkor

AM(eg Nea Ao Ney) =ea NetAesA...Ne,=—e  ANeaA...Ney.
Tehat A determindnsa —1. O

Most megmutatjuk, hogy egy linearis transzformacié determinansa ugyanaz, mint va-
lamely bazisban vett matrixanak a linearis algebrabdl jol ismert determinénsa.

2. tétel: Legyen az A € L(V) linedris transzformdcid mdtriza az ey, es, ..., e, bdzisban
[aij]n. Ekkor

detA = Z ™ lr(1)1@r(2),2 - - - Q)
ahol az dsszegzés az {1,2,...,n} szamok dsszes ™ permutdcidjdra torténik, és o(m) a m

permutdcio paritdsa.
Bizonyitds: A V"™ térben e; Aea A. .. Ae, egyelemii bazis, és (A"™)(ey AeaA. .. Aey)-et
kell kiszdmolnunk.

(A")(eg Nea A ... Ney) = (Ael) (Aex) A ... A (Aey,) =

= ( Z (1) 161(1) ( Z @;(2),2€4(2 ) ARRRWA ( Z af@'(n),nei(n),n) =
i(n)=1

i(1)=1 i(2)=
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= Z @;(1),104(2),2 - - - Qi(n),n€i(1) N\ - - - N €i(n) =
§(1),0(2),mnyi(n) =1

= Z Qr(1),107(2),2 - - - Or(n)nCr(1) N oo N Ex(n) =

= Z Ar(1),107(2),2 - - - aﬂ(n),n(—l)”(”)el N...Ney,.

(Az egyes 1épéseknél rendre a kovetkez6 tényeket hasznaltuk: a transzformdcié métrixanak
definicidja, az antiszimmetrikus tenzor multilinearitdsa, e;1)A. .. Ae;pn) = 0, ha az indexek
kozott van két azonos és végiil egy permuticié paritasa az 6t megvaldsitd transzpoziciok
szamanak paritédsa.) O

20. példa: Egy n x n-es [A] matrixot als6 (illetve felsé) haromszogmatrixnak nevezziik,
ha A;; = 0, ha j > i (illetve j < 7). Egy alsé (illetve felsé) haromszogmatrixnak a
determinansa a diagonalisaban all6 elemek szorzata. Valéban, a kifejtési tételben kizardlag
az identikus permutéaciéhoz tartozo tag nem 0. O

A vy, 09, ..., € V vektorok szimmetrikus tenzorszorzata a
V vg V V = —1 & & &
v Vo V...V = E VUr(1) @ Vn2) @ ... ® U
7 - 1) 2 (k)

linedris kombindci6. (Az Gsszegzés most is az {1,2, ..., k} szdmok Osszes m permutécidjara
torténik.) A szimmetrikus tenzorszorzatuk altal kifeszitett altér a VV* k-adik szimmet-
rikus tenzorhatvany. Ebben is konstrudlunk bazist.

{ei(l) Vi) V... Ve 1< Z(l) < Z<2) <...< Z(k) < n} (1.2.10)

a VVk tér bazisa. A bézis n elem k-ad osztdlyd ismétléses kombinacidival adhaté meg,
tehat elemszama, a tér dimenzidja
n+k—1
I .

21. példa: Legyen a V vektortér C" egy x1, 2o, ..., x, orthonormélt bazissal. Mivel
(V] RV ® ... AU, W ® Wy ® ... R wg) = (v1,w1) (Vo, W3) ... {(Vk, W)
a természetes formula, kiszdmolhatjuk x;q) V @2y V ... V ) hosszét:
(i) V i) VooV Ty, iy V Ti) V-V Ti)) =
- % Z Z/@W(i(l))’ T (i(1))) (Tr(i(2))> Ta/(i(2))) - - - (T(i(k)) > T (i (K)) )
Minden egyes tag 0 vagy 1. Utébbi csak akkor, ha 7 = #n’. A 7w-k szdma k!, ezért egy

normdlt vektort kaptunk. Ez az oka annak, hogy a definiciéban van egy vk!-sal vald
leosztas. U
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1.3. Matrixok és sajatértékeik

Egy linedris transzformécié hatasat akkor konnyi megérteni, ha matrixdban sok 0 elem
van. Ezért olyan bazist igyeksziink talalni, amiben ez a tulajdonsag minél inkabb meg-
valésul.

22. példa: Az e € V vektort az A € L(V) lineéris transzformacié ciklikus vektoranak

nevezzik, ha az e, Ae, A%e, ..., A" e vektorok a V tér bézisat alkotjak. Ha e ciklikus
vektor, akkor az e, Ae, ..., A" le bazisban A métrixa
[0 0 ... 0 o |
10 ... 0
01 ...0
- ) M-z (1.3.11)
00 ... 0 Mn—2
L O O e 1 ,un,I |
alakot 0lt. Ezt az A ciklikus transzforméacié kanonikus matrixanak nevezziik. O

A ciklikus transzformécidk jelentésége abban van, hogy A € L(V) esetén taldlhatdok
olyan Vi, V,, ..., V} alterek, hogy ezeket A 6nmagéba viszi, A|V; ciklikus és V' a V; alterek
direkt Osszege.

Legyen a Vi, Vy és Vi vektorterek bazisa rendre {eji,es,...,en}, {f1,fo, -+, fx} és
{91,92,---,9m}. Ha Ay : Vo — V3 és Ay : V; — V5 linedris transzformacidk, akkor
Ay o Ay kompozicidjuk is az, és Ay o Ay a V] teret Vi-ba képezi. Legyen A; matrixa [a;]
és Ay matrixa [by|. Ekkor

m

k
Ase; = buifu b Aifi=) ayg..
u=1

v=1

Ebbdl

k k
(Al 0] A2>€j = Al Z bu]fu = Z bujAlfu =
u=1 u=1

Il
M?r
NE

by

(

1 u

QyuGv =

u=1 1

i
NE
N

avubuj> Gu s

[ 1

ezért A; o Ay matrixdban az i-edik sor j-edik eleme 22:1 @j,byj, ami nem més, mint
az [a;;][br] matrixszorzatban ugyanez az elem. Megéllapithatjuk, hogy linedris transz-
formaciok kompozicidjanak matrixa az egyes matrixok szorzata. FEz az a tény, ami a
linearis transzformaciok elméletének és a matrixszamitasnak a kapcsolatat meghatarozza.

23. példa: Legyen a V linedris tér bazisa {ej,es,...,e,} és A € L(V) lineéris transz-
formacié. Ekkor A-nak van egy [a;;] matrixa az adott bézisra vonatkozéan. Hogyan
valtozik meg ez a métrix, ha attériink egy mésik, {f1, fo, ..., fn} bazisra? Egyértelmiien
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létezik egy olyan S transzformécio, amely e;-t f;-be viszi, 1 < ¢ < n. Ez invertalhato, és
STfi=e,1<i<n.

Afy = ASe; = ) [AS]ye = Z[AS]m'(Z[S*l]ufl) =
i=1 i=1 I=1
= > (Z[S_l]li[AS]z‘j> fi=
I=1
= ) [ST'AS]; i
I=1
Tehét A matrixa az {f1, fa, . . ., fn} bézisban [S]7![A][S] alaki, ahol [A] jeloli A matrixat
az {ej,eq,...,e,} bazisban, és [S] a bazistranszformacié maétrixa (ugyanebben a
bézisban). O

3. tétel: Az A € L(V) linedris transzformdcio akkor és csak akkor invertdlhatd, ha

detA # 0.

Bizonyitds: Ha A invertalhatd, akkor létezik egy olyan B linedaris transzformacio,
amelyre AB = id. A determindnsra vonatkozo szorzastétel szerint det A x det B = detid =
1, és ekkor detA # 0 teljesiil.

Ha A nem invertalhatd, akkor van a térben egy olyan {ey, s, ..., e, } bézis, hogy Ae; =

Z:‘L:z A;Ae;. Szamoljuk ki det A-t ebben a béazisban.
Ael/\Aeg/\.../\Aen:Z)\Z-Aei/\Aeg/\.../\Aen:O,
i=2

ugyanis minden tag kiilon-kiilon is 0 az ismétlédés miatt. Ezért detA = 0. U

Egy maétrix inverzét az algebrai adjungdltja segitségével is kiszdmolhatjuk. Az [A]
métrix [A]*Y algebrai adjungéltjanak ij eleme (—1)"*7 szorozva az j-edik sor i-edik
oszlop elhagyésaval kapott métrix determinansaval.

4. tétel: .
L AP
A7 = det[A]

Az inverz métrix ilyen médon valé meghatarozasa szamolasi szempontbdl nehézkes, a
sok determindns kiszamolasa nagyon sok miivelet végrehajtdasat igényli.

Legyen A € L(V). Ha valamely u skaldrra és 0 # x € V vektorra Ax = px, akkor p-t az
A transzformacio sajatértékének és z-t a u-hoz tartozo sajatvektornak nevezziik. Ha
p sajatérték, akkor A — p-id transzformacié nem invertélhatd, hiszen (A—p-id)(z) = 0 és
x # 0. Ilyenkor det(A—p-id) = 0. Ha A-t hatarozatlannak tekintjiik, akkor det(A—X-id)
a A-nak n-edfoku polinomja, A karakterisztikus polinomjanak nevezziik. Az imént
megmutattuk, hogy minden sajatérték a karakterisztikus polinom gyoke. Megforditva, ha
1 a karakterisztikus polinom gyoke, akkor A — p -id determinédnsa 0, tehat A — p - id nem
invertdalhaté. Ezért van olyan x # 0 vektor, amelyre (A — p-id)x = 0. Ez az = vektor
tehdt a p sajatértékhez tartozo sajatvektor.

Mivel komplex egyiitthatds polinomoknak mindig van gyokiik, a fenti gondolatme-
netbol kovetkezik:
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5. tétel: Véges dimenzios komplex linedris tér transzformdcidjanak van legaldbb egy
sajatvektora.

Tobbet nem is lehet mondani. Az alabbi matrixnak egyetlen sajatvektora van.
24. példa: Az
0
0
1

[A] = (1.3.12)

oo o

O OoOT
O —~ O

1

matrixnak az (1,0,0,0) vektor sajatvektora pu sajatértékkel. Ugyanekkor az e; =
(0,0,0,1) vektor képe e; = (0,0,1,u), ennek képe e3 = (0,1,2u,u?), ennek képe
eq = (1,31,3u2 1%). Az e, e, e3,¢, vektorok linedrisan fiiggetlenek, tehat bazist al-
kotnak. Ebben a béazisban az A transzformécié matrixa

000 —pupt
1 00 448
010 —6u?
0 0 1 du
e tehat a transzformécio ciklikus vektora. O

1. lemma: Ha A és B invertalhaté linedris transzformdciok, akkor AB és BA
sajatértéker megegyeznek.
Bizonyitds: Az
AB—X-1=A(BA—-X-1)A™*
azonossagbol lathatd, hogy AB — A - I akkor és csak akkor invertalhaté, ha BA — \- I in-

vertalhat6. Mivel AB sajatértékei azok a A szamok amelyekre AB— -1 nem invertalhato,
ebbdl az allitas nyomban kovetkezik. O

A (1.3.12) métrixot Jordan-blokknak nevezziik. Altalanosabban egy n X n-es métrix
Jordan-blokk, ha diagonalisaban ugyanazok a szamok &allnak, a diagondlis feletti ferde
sorban csupa 1-es és a tobbi elem 0. A kovetkez6 tétel a Jordan-féle normalalakrdl
sz01.

6. tétel: Véges dimenzids komplex vektortér A € L(V') transzformdcidjihoz létezik a
térnek olyan Vi +- - -+V}, direktiosszeg-felbontdsa, hogy A a V; altereket invaridansan hagyja,
és A | V; mdtriza V; alkalmas bdzisdban Jordan-blokk.

Egy lineéris transzforméacié Jordan-blokkokra bontasa, azaz az el6z6 tételben garantalt
bazisnak a megkeresése a linedris algebra egyik alapvetd probléméja. Valds terek, illetve
valos matrixok esetében mas a helyzet. Példaul a

kH

matrixnak nincs (valds) sajatértéke, ezért sem diagondlis alakban, sem Jordan-blokként
nem irhaté fel. Valds métrixok Jordan-féle normalakja némileg kiilonbozo.

Az n x n-es [A] komplex elem{i matrixot 6nadjungdltnak nevezziik, ha A;; = Aj;
(1 <i,7 < n). (Valés elemit métrixokat inkdbb szimmetrikusnak szoktuk hivni, ha
onadjungaltak.)
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7. tétel: Onadjungdlt mdtrizhoz van a térnek olyan bdzisa, amelyben a mdtriz diagondlis,
és a diagondlisban valos szamok dllnak.

A tételt gy is kimondhattuk volna, hogy egy n x n-es onadjungalt matrixnak létezik
n darab linearisan fiiggetlen sajatvektora, és sajatértékei valosak.

A miétrixok 6storténetéhez tartozik az n x n-es

0 1
1 0 1 0
1 0 1

0 .. i'o

ugynevezett tridiagonalis szimmetrikus matrix. Ennek sajatértékeit Lagrange szamolta ki 1759-
ben. Azt taldlta, hogy a sajatértékek 2cosjn/(n+1) (j =1,2,...,n).

25. példa: Egy matrix onadjungalt volta nem bazisfliggetlen tulajdonsdg. Példaul

SR - 2]

ami azt mutatja, hogy a diagondlis Diag(2,1) matrix alkalmas bdazisban nem
szimmetrikus. U

Ha [A] egy n xn-es komplex elem{i métrix, akkor tartozik hozzé a 21, 2, . . . , 2, komplex
valtozoknak egy kvadratikus alaknak nevezett

q(z1,29, ..., 2n) == Z AiiZiz (1.3.13)

ij=1

fiiggvénye. Ha az [A] métrix énadjungalt, akkor

q<z17z27 B '7zn> = Q(217227 B '7zn> 9

tehdt ¢ csak valds értékeket vesz fel. Az onadjungalt matrix diagonalizaldsara vonatkozé
7. tételt ugy is fogalmazhatjuk, hogy létezik a z1, 2, ..., 2, valtozoknak olyan linearis

n
z; = E Aij%;
J=1

transzformaltja, hogy
q(z1, ..., 2n) = Z NiZiz; (1.3.14)

valamilyen valos \; szamokkal. FEzt a tényt tgy szoktak kifejezni, hogy a kvadratikus
alak fotengelyre transzformalhaté. A \; szamok csak pozitiv szorzotol és sorrendtol
eltekintve meghatarozottak, azaz egyértemi, hogy kozottiikk hany pozitiv és hany negativ
van. (Ez a a Sylvester-féle tehetetlenségi torvény.)

Az [A] métrixot pozitiv szemidefinitnek nevezziik, ha a hozza tartozé kvadratikus
alak csak nemnegativ értékeket vesz fel.
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Az n x m-es [B] métrix adjungaltja az a m X n-es matrix, amelynek ij eleme Bj;.
[B] adjungaltjat [B]*-gal jeloljiikk. Egy [A] matrix tehat onadjungdlt, ha megegyezik az
adjungaltjaval. A definici6 alapjan ellenérizheto, hogy

([A[B])" = [BI"[A]", (1.3.15)
ha [A] és [B] olyan méret{i matrixok, hogy az [A][B] métrixszorzat értelmes.
26. példa: Ha [A] = [B]*[B], akkor A pozitiv szemidefinit. Valéban,
Z Aijzizj = Z ZB—MBkaizj =

i,j=1 ij=1 k=1
m

= (>_imy Brizid -y Brjz) s

T
I

ami pozitiv szamok Osszege. O

i

egy pozitiv 6nadjungdlt matrix. Ekkor a,c € RT és |b]? < ac. Az a és 3 sajarétékek a

a— A b
det|: E C—)\:|_O

27. példa: Legyen

egyenlet gyokei:

(a+c)+ \/(a—c)2 + 4]b]2
2

2 a—p ’
|b] S(Ox—i—ﬁ) ac.

Ha f(x) = Zle c;x' egy polinom, akkor abba be lehet helyettesiteni egy métrixot:

o, B =

Elemi szamolas mutatja, hogy

t

k

FA)=> A

i=1

Koénnyt ellendrizni, hogy a (1.3.12) méatrixra

f) Ji) B
0 flu fp ¥
0 0 flw fw
0 0 0 f(u
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1.4. Onadjungdlt matrixok

A C" linedris tér leképezéseivel foglalkozunk. Egy A : C" — C" linearis leképezés a
standard bazisban egy n x n-es métrixot ad. Az énadjungaltsidgot kifejezhetjiik gy, hogy
Ay = A; (1 < 0,5 < n), de mds lehehéség is van. Létezik egy {z; : 1 < i < n}
ortonormalt bazis C"-ben, hogy

A=l (i,
i=1
ahol ¢; € R és |z;)(x;| : C" — C" olyan lineéris leképezés, hogy
|zi) (il = (2, 2)2; (xeC"1<i<n).

Ez a fajta formalizmus a Hilbert-tér esetén lesz tipikus. Ellendrizni lehet, hogy |y)(y|
olyan leképezés, ami az y vektor altal definialt egydimenzids altérre vetité projekcio. Ezért
) y|™ = |y)(y| (n=1,2,...). Az ortogondlis x; és x; vektorokra |z;)(z;| x |z;)(x;| = 0.
Ebbdl adédik, hogy

Ar =) (.
i=1
Ezt altalanosithatjuk polinomokra és persze folytonos fiiggvényekre is, mert azok jol app-
roximalhatok polinomokkal. Tehét

f(A) = Zf(ci)bfi)(xil- (1.4.16)

28. példa: Legyen [ egy folytonosan differencidlhaté fliggvény, A, B O6nadjungalt
matrixok. Igazolni akarjuk, hogy

9 Tp(A+ tB)

= — Tv(f'(A)B). (1.4.17)

t=0

Mivel az f fliggvény approximalhato polinomokkal, elég azt az esetet ellenérizni, amikor f
polinom. (1.4.17) mindkét oldala linedris f-ben, elég az f(x) = ™ fiiggvénnyel foglalkozni.
Mivel Tr(A + ¢tB)™ a t-nek egy polinomja, a derivélt a t-nek az egyiitthatdja.

Tr(A+tB)"
= TrA" +tTr(BA™' + ABA" 2 + ... A" ?BA+ A" 'B)
4+ x valami
= TrA" 4 tTr(BA™ ' + BA"™ ' + ... BA" ! 4+ BA™™!)
+t* x valami
= TrA" + tTr(nA™ ") B + t* x valami

Azt kaptuk, hogy

a n _ n—1
E(A +tB) o Tr(nA" " B)

és ez megfelel az allitasnak. O
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29. példa: Ha a kvantum rendszer az M, (C) méatrixokkal van lefrva, akkor az dllapotot
egy 0 < p = p* € M,(C) matrix adja, amelyre Trp = 1. (Ezt siliriségi matrixnak is
szokés nevezni.) Legyen H = H* € M, (C).

Az egyenstlyi allapot minimalizalja a kdvetkezd funkciondlt:

F(p) =TrpH — %S(p),

ahol 5 > 0, ez a hémérséklet, és S(p) := Trn(p), ahol n(z) = —zxlogz. Ellendrizhetd,

hogy n'(x) = —1 — log .
Bizonyitani lehet, hogy F'(p) egy konvex fliggvény. Ezért a minimalizalashoz a

0
—F(p+tX)

=0
ot

t=0

egyenletrendszert kell megoldani, ahol X = X* és TrX = 0. A derivaltat kiszamolva azt
kapjuk, hogy

1 1
TrX H—l——logp—ir—[):O.
( B B

Ez minden X-re teljesiil, tehat

H+%logp+%[= cl.
Ebbdl adédik, hogy a minimalizalé allapot
e BH
P = Tpopi (1.4.18)
amit Gibbs-allapotnak is szoktak hivni. O

Az (1.4.18) formuldban szerepelt az exponensidlis fliggvény. A definicié

o
AP
et = —
n!
n=0

ha A € M,(C). (A komvergencia nyilvanvaléan megy.) Egyszer(i szamolés adja, hogy

ha AB = BA. Ezért

az AB = BA feltétel esetén.
Most kiszamoljuk a

)
S /(A4 HAX = X A))

=0
derivéltat, foleg az exponencidlis fiiggvény érdekel minket. Az egyszertiség kedvéért legyen
fla) =",

(A+t(AX — XA))N — AV
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t-nek egy polinomja, amelyben az egyiitthatok matrixok. Az irdnymenti derivalt ennek
az t szerinti derivaltja ¢ = 0-ban, ami nem mads mint ¢ egyiitthatdja. Ez

ANTHAX — XA) + AN 2(AX — XA)A+
ANTIAX — XA)A® + ..+ (AX — XA)ANL

Az Osszeg egyszeriien
AVTTAX — XAANT = ANX — X AN,

Az f-beli linearitds miatt altalanos p polinomra az irdnymenti derivalt p(A)X — Xp(A)
és az altalanos formula

%f(A FHAX — XA)| = F(AX — XF(A), (1.4.19)

t=0

ami a kiterjesztés differencidlhatd f fiiggvényekre is.
M, (C) egy Hilber-térnek is tekinthat6: (X,Y) = TrX*Y. Ha A € M, (C) fixdlva van,
akkor
{Be€ M,(C): AB=BA} é {AX —-XA:Xe M,(C)} (1.4.20)

ortogonalis alterek és 6sszegiik M,,(C).
Tételezziik fel, hogy
(B*, AX — XA) =0

minden X-re. Ekkor Tr(BA — AB)X =0 és AB = BA.
Az eddigi okoskodasbdl kiaddédik a kovetkezo képlet.

8. tétel: Ha A, B € M,(C), akkor

0
Y A+B

ot

t=

1
:/ A Be(1=wWA gy,
0 0

Bizonyitds: A (1.4.20) alapjdn két feltételt kell ellenérizni. Ha AB = BA. akkor a
képlet nyilvanvalé. Ha B = AX — X A, akkor

=etX — Xet
t=0

%exp(A +HAX — X A))

a fenti (1.4.19) képlet szerint és

1 1 1
/ “AAX — XA)el WAy = / (e"Y X el=w4 dy + / A X (eUWAY dy =
0 0 0
= [exp(ud) X exp((1 —u)A))] = e X — Xe.

(Itt az utébbi esetben az fol f(wgu)du = [f(u)g(uw)]d — fol f(u)g'(u) du formuldt
hasznaltuk.) O
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1.5. Blokkmatrixok

A blokkmatrix (vagy hipermatrix) olyan matrixot jelent, amelynek az elemei maguk is
métrixok.> Legyen a V linedris tér a V; és V; alterek direktosszege, V = V4 +Vs. Ekkor az
A € L(V) linearis transzformaci6 egy A; € L(V1,V) és Ay € L(Va, V) transzformdciéval
adhato meg.

A(vy + v9) = Ajvg + Agvsg (v € V1, vy € V3).

Ay megadhaté az Ay € L(Vy, V7)) és az Ay € L(V7, Va) transzforméciokkal:
Aoy = Aoy + A (v € V7).

Hasonldéan
Agvy = A1ovs + Ay (v € V3).

Ha Vi-ben vélasztunk egy eq, e, ..., e, Vo-ben egy fi, fo,..., fm bézist, akkor A (m +
k) x (m + k)-as matrixat négy részre particionalhatjuk:

[ A o A Ay 0 Avgem ]
Agp o0 A Apgsr o Apggm
Agy1n oo Apvrk | Arvrkrr oo Arsikem
L Aker,l <o Aker,k Ak+m,k+1 <o Ak+m,k+m _

A bal fels6 sarokban az Ay, € L(Vy, V) transzformdacié matrixa, a jobb felsében Ajy €
L(V,, V1) matrixa, a bal alsé sarokban Ay, € L(Vi, Vs) matrixa, a jobb alsé sarokban
Agy € L(V4, V) métrixa all. Blokkmatrix frasmoddal A matrixét

fnlisl

alakban frhatjuk. Itt a négy madtrix lehet kiillonboz6 méretil, de [Ajy] és [Ag]
négyzetes matrixok. Az egyszertiség kedvéért itt és a tovabbiakban tobbnyire 2 X
2-es blokkmatrixokra szoritkozunk, de nagyobb matrixok ugyanezen az elvi alapon
targyalhatok.

30. példa: A 16. példa A ® B transzformaciéjanak métrixa a blokkmatrix irdasméddal

[AH[B] Aq[B] A13[B]}
Ay [B] Axn[B] Ass[B|

alakot olt. O
Blokkmatrixokkal szinte ugy szamolhatunk, mint a szokasos méatrixokkal. Legyen
A B , A B
cp| ® oD
olyan blokkmétrixok, hogy A és A’, valamint D és D" azonos méretli négyzetes matrixok.
Ekkor a két blokkmatrix szorzata a

AA"+ BC' AB + BD'
CA'"+DC" CB'+DD'
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blokkmatrix. Ezt konnyt ellendrizni a kozonséges matrixok szorzasszabalya alapjan.
A blokkmatrixokkal valé szamolasban arra kell iigyelni, hogy a fenti példa vesszds és
vesszOtlen matrixainak sorrendje a szorzaskor lényeges, ugyanis a matrix szorzds nem
kommutativ miivelet.

A matrix adjungalas értelmezésébol nyomban kovetkezik, hogy

(1.5.21)

A Bl [A ¢
C D | B* D*
9. tétel: Ha az

(A B
D

blokkmdtrizban a (négyzetes) A mdatriz invertalhatd, akkor

AB] [ I o0][A 0 I A'B
Cc D| |catI1||0o D-CcA'B||0 I |

A bizonyitas egyszerlien beszorzas segitségével végezhetd el. A faktorizalasnak egy
masik valtozata is van. Ha D-t tételezziik fel invertalhatonak, akkor
A B| [I BD! A—BD7C 0 1 0
C D| |0 I 0 D D'C I |-
A faktorizaciébdl tovabbi kovetkeztetéseket is levonhatunk. Ha az adott blokkméatrix

invertalhat6, akkor az A, D — CA~'B, D, A — BD~'C métrixok egyarant invertalhatok.
S6t, a blokkmétrix determinansa

detA x det(D — CA™'B) = detD x det(A — BD™'C). (1.5.22)

10. tétel: Ha A invertdlhato négyzetes mdtrix, akkor a
A B
B* D

négyzetes blokkmdtriz pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha A,D és A — BD 'B*
madtrizok pozitiv szemidefinitek.

31. példa: Megmutatjuk, hogy egy invertdlhaté pozitiv szemidefinit matrix
egyértelmiien irhaté fel T*T alakban, ha megkoveteljik, hogy 7T olyan also
haromszogmatrix, amelynek diagonalisaban pozitiv szamok allnak.

A bizonyitas az adott métrix méretére vonatkozo teljes indukcidval torténik. 1 x 1-es
matrixokra az &llitas nyilvanvald. Az indukcids 1épés végrehajtasahoz particionaljuk az
adott (n+ 1) x (n 4 1)-es X maétrixot

5 o)

alakban, ahol A n x n-es matrix. Ugyanakkor T-t hasonléan particionalt formaban ke-

ressik
T, O
T = ,
[ Ty Tao }
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ahol T n X n-es alsé haromszog matrix pozitiv diagonadlissal és Tyy egy pozitiv szam. Az
X =T"T egyenloség az

A - T1*1T11 + T2*1T21 5

B = T}y,

D = T2*2T22

egyenletekkel egyenértékii. A tétel szerint D pozitiv szdm, igy The > 0 csak v/D lehet.
Ekkor a masodik egyenletb6l Ty = B*/Tye. Az els6 egyenlet behelyettesitve

A— BB*/D =T}y

alakot 6lt. A tétel szerint A — BD~'B* pozitiv szemidefinit, de invertalhaté is. fgy
alkalmazhatjuk rd az indukcios feltevést, és egyértelmiien irhatjuk 77,75 alakban egy
pozitiv diagonalisu alsé haromszog matrix segitségével. O

32. példa: Legyen
A B
a1
Egyszer(i szamolas adja, hogy egy f(¢) polinomra

2
f(X) = JA) A+ tB)’t:O (1.5.23)
0 f(A)
(A képlet kiterjeszthetd altalanosabb fiiggvényekre is .) O

1.6. Gyakorléfeladatok

1. Alteret alkotnak-e az IR® térben egy egyenes pontjai?
2. Alteret alkotnak-e a matrixok terében a pozitiv definit matrixok?

3. Bizonyitsa be, hogy az IR-en értelmezett z — €' (t € R) fliggvények linedrisan
fliggetlenek!

4. Bizonyitsa be, hogy C(Q2) végtelen dimenziés vektortér, ha  C IR" nyilt halmaz!

5. Adja meg a (1.3.11) métrix utolsé oszlopaban &ll6 elemeket a karakterisztikus poli-
nom egyiitthatoivall

6. Magyardzza meg, hogy miért teljesiil [A]~! = [A71]!

7M Tgazolja, hogy egy alsé haromszog métrix determindnsa a diagondlisban 4ll6 elemek
szorzatal

8. Igazolja a definicié alapjan, hogy egy pozitiv szemidefinit méatrix sajatértékei és
diagonalis elemei nemnegativak!



1.6. Gyakorlofeladatok

25

9.

Mutasson példat olyan (komplex elemil) pozitiv szemidefinit métrixra, amelynek
transzponaltja nem pozitiv szemidefinit!

10M Tgazolja, hogy ha A pozitiv szemidefinit, akkor X AX* is az tetszdleges (nem

feltétleniil négyzetes) X matrixral

11M Milyen négyzetes A métrixra lesz az

12.

13.

34

blokkmatrix pozitiv szemidefinit?

Mutassa meg, hogy a véges dimenzidés komplex vektortér minden linearis transz-
formacidja felirhaté egy diagonizdlhatd és egy vele felcserélhet6 nilpotens transz-
formacio Osszegeként!

Irjuk fel a kovetkezd (tn. Dirac-féle) matrixokat tenzorszorzat formajaban!

0 0 0 —i 0 00 —1
o 0 -0 o o1 o0
M=l 0o =i 0o o> ™= |lo 10 0|
i 0 0 0 | 100 0
[0 0 —i 0 (10 0 0 ]
o 0 o0 i lo1 0 o0
B=1i 0 o0 o] =100 -1 0

(0 i 0 0 00 0 —1|

14M Trjuk fel R3-ban az zy sikra val6 és az (1,1,1) vektorral parhuzamos irdny1 vetités

15.

16.

17.

18.

matrixat!

Igaz-e, hogy IR? minden ortogonélis transzformaciéja egy tiikrozés és egy forgatds
egymas utani végrehajtasaval all el6?

Mutassuk meg, hogy ha az [A] valés matrixra [A]'[A] = 0, akkor [A] = 0! ([4]" a
transzponéaltat jeldli.)

Jelolje [A, B] az A és B transzformdacick kommutétorat, azaz [A, B] = AB — BA!
Mutassuk meg, hogy

[A,[B,C)] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0!

Mutassuk meg, hogy az

1 a b 1 —a —b
Al=|o0o10], [Bl=|01 0
0 01 0 0 1
matrixokra [A|[B] = [B][A] = [E]! ([E] az egységmatrix.)
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19M Legyen
N A
@ =\ (-1 i=J,
0 1>7.

Mutassuk meg, hogy az [A] = [a;;] métrixra [A]* = [E]!

20. Igazolja n szerinti teljes indukciéval, hogy IR"™ ortogonalis transzformacidinak
matrixa a szovegben leirt alakra hozhato!

21M Legyen [A], [B] és [C] pozitiv szemidefinit matrixok! Mutassuk meg, hogy ha [C]

invertalhato, és
det (AN A+AB+C) =0

valamilyen A komplex szamra, akkor \ valds része negativ vagy 0!

22M Tegyen A és B invertalhato linedris transzformdacidk! Hatdrozzuk meg a det(A+tB)
polinomban ¢ egytitthatdjat!

23M Legyen A és B n x n-es matrixok. Mutassuk meg, hogy AB-nek és BA-nak a 0-t6l
kiilonbozo sajatértékei megegyeznek.



2. Normalt terek

Ha egy linearis tér vektorainak meg van adva a hossza, akkor az algebrai struktira mellett
lehetdség van egy topoldgiai struktiira bevezetésére. Topolédgia alatt egyszertien kon-
vergenciat érthetiink. Az z, vektorsorozat tart az x vektorhoz, ha az r — x, vektorok
hossza tart a nullahoz. Az algebrai miiveletek és a konvergencia egytitt alkotjék a linearis
analizis legegyszeriibb, de talan éppen ezért igen gazdag strukturdjat. A normalt tér a
XX. szézad elején kialakult absztrakcié. 4

2.1. Nevezetes normalt terek

A linedris tér egyik lényeges fogalma a nulla vektor, ami 0 (vagy 0, de késobb 0 is lesz).
Lényeges formuldk  +0 =2 és 0 x z = 0.

Egy linearis teret normalt térnek neveziink, ha a tér minden vektoranak meg van
adva a hossza. Legyen V egy linedris tér, és tételezziik fel, hogy adott egy || - || : V — R4
leképezés a kovetkezo tulajdonsagokkal

W) Nz +yll <=l + Myl (zyeV),
(2) [[Az]] = (Al (z € V, A skaldr),
(3) |||l = 0 akkor és csak akkor, ha = = 0.

Ekkor || ||-t norm&anak nevezziik és (V|| -||) normélt tér. Az ||x|-t az = vektor hosszaként
értelmezziik.® Amennyiben V = IR" és

|(z1, 22, ..., 2y)]2 = \/x%+x§+...+x%,

akkor az n dimenziés vektorok szokdsos hossza egy norma. A ||-||2 jelolést azért hasznaljuk,
mert mas normak is lehetségesek. Példaul

(1, o, ..., Tp)|| o := max{|z1], |22|, ..., |T0nl}-

Ha egy funkcional csak a norma (1) és (2) tulajdonsigaival rendelkezik, akkor
félnormanak nevezzik.

1. példa: Legyen Cfa,b] az [a,b] intervallumon folytonos (valés vagy komplex értékii)
fliggvények vektortere, és legyen

IfIF:= sup{|f(2)| - a <2 <b}.



28 2. Normalt terek

Egyszertien megmutathatd, hogy ez valoban normat értelmez:

|(f +9) (@) < |f(@)] + lg(2)],

és ezért
sup{|(f +g)(z)|} < sup{|f(z)|} +sup{|g(x)[}. O

Ha Cla, b]-t a tovdbbiakban normélt térként emlitjiik, akkor mindig erre a szuprémum
normdra gondolunk. Ha hangsilyozni kivanjuk, hogy az [a, b]-n valds értékii fiiggvényeket
tekintiink, akkor Cfa, b] helyett Cr|a, b]-t fogunk irni.

2. példa: Az IR"-en értelmezett f fiiggvényt gyorsan csékkendnek nevezziik, ha
1+ ||z[|3)™|f ()] = 0, amint |z]l2 = oo (2.1.1)

barmilyen m egészre. (A feltétel azt jelenti, hogy f az x,xo,...,x, valtozék barmilyen poli-
nomjaval megszorozva is 0-hoz tart a végtelenben.) A gyorsan csokkené folytonos fiiggvények
terét Coo(IR™)-nel jeloljik. Ha f € Coo(IR™) és m € IN, akkor legyen

Pmo(f) = max{(1+ ||z]3)"|f(z)] : x € R"}. (2.1.2)

Pm,o rendelkezik a norma (1)—(3) tulajdonsagaival.
Ha B = (1, B2, . .., Bn) nemnegativ egészek n-ese és 8] := Y i | B;, akkor hasznalni fogjuk a

3|B\f(x)

Dif= "1
/ 0Prxy ... 0Pz,
jelolést. Az
S(IR™) := {f € Coo(R™) : D’ f € Cyo(IR™) minden S—ra} (2.1.3)
linedris teret Schwartz-térnek nevezziik.
Ha az exp(— Y 1, 2?) fiiggvényt megszorozzuk x1,xs, . .., x, barmilyen polinomjdval, akkor
a Schwartz-tér egy eleméhez jutunk.
Legyen

pm,r(f) = max{pm,O(Dﬁf) : ’/8‘ < 7“} :

A gyorsan csokkend sima fiiggvények terén ez norma minden m,r € IN vélasztasra. (A Schwartz-
térrdl a multinormélt terek részben részletesebben lesz sz6.)

Altaldban, ha P1,..., P normak egy linedris téren, akkor az 0sszegiik és a maximumuk ugyan-
csak norma. (]

Vannak esetek, amikor a norma tulajdonsagainak ellendrzése kevéshé egyszerti. Némi
elékészités utdn IR™-en bevezetjikk a || - ||, p-normat, 1 < p < oco. (IR™ 2-norméja és
oo-norméja fent mar szerepelt.)

1. lemma: Hal<p,g<oo,pt+qg'l=1¢ésab>0, akkor
ab bl

ab < — + —. O
p q
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Erdekes megjegyezni, hogy a fenti egyenlotlenség a stulyozott szamtani és mértani kozép
egyenlotlenségnek felel meg:

'yt <tr + (1 -ty 0<t<l, z,y>0). (2.1.4)
Ezt lehet bizonyitani a standard szdmtani és mértani kozép egyenlotlenségbol.
2212 < %4‘31’ y <y

alapjan

1 fz+ 1 3
= (Y )y < ( 2 : +y) Ty

Ha ezt folytatjuk és limeszt is vesziink, akkor meglesz (2.1.4).
A lemmaéban szerepl6 p és g szamokat egyméas konjugaltjainak nevezziik. Erdemes a
p =1 és p = 0o eseteket is megengedni. Ekkor rendre ¢ = 0o és ¢ = 1.

1. tétel: (Holder-egyenl8tlenség) Ha xz,y € C" és 1 < p,g < oo, p ' + ¢! =1,

akkor
n n 1/p n 1/q
Dl < 1Y |$i|p0i] [Z |yi|q0i]
i=1 i=1 i=1
C1,Co,...,Cp > 0 szdmokra.

Bizonyitas: Legyen

n 1/p n 1/q
N = [Z|xi|pci] és M = [Z|yi|qcz~] )
i=1

i=1

Alkalmazzuk a megeléz6 lemmét az a = |z;|/N és b = |y;|/M valasztassal és szorozzuk

be ¢;-vel. Ekkor

uiles Pe. N4,
|‘/Elyl|cl < |‘/El| CZ _'_ |yl| C’l )
NM — pNP qM1

Ezutan osszegezzink i-re:

NM SN g Ty

1=

il%yﬂci o lale ke 101
i=1

Ez maga a bizonyitando egyenlotlenség. U

s,

2. tétel: (Minkowski-egyenl6tlenség) Ha z,y € C" és 1 < p, akkor

n 1/]7 n n 1/]7
[Z |z + yz‘\pcz'] < [Z EANE > |y¢\pcz]
=1

i=1 i=1

1/p
_'_

C1,Co,...,Cp > 0 szdmokra.
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Bizonyitds: A p =1 eset nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy p > 1, és induljunk ki a
(a+b)Pc= ((a + b)p_lcl/q>acl/p + ((a + b)p_lcl/q> bct/P
azonossagbol. Hasznéljuk fel ezt:
11 1 1 1
> (ail + lyelyes < D7 (il + el e Yasler™ + D7 (sl + el el ke
i=1 i=1 i=1

Most alkalmazzuk mindkét tagra a Holder-egyenlotlenséget:

n [ n 1lar n 1/p
D (il +lyilyPe < Dzl + lwilPe > lwile|  +
i=1 [im1 | I

[ n 1la 1 o 1/p
+ Z(|$z| + [wil)Pei Z |yi|pci] ;
[im1 | I

ugyanis (p — 1)¢ = p. Elosztva mindkét oldalt a [>°  (|a;| + lyi|)Pei]? kifejezéssel, a
kovetkezo egyenl6tlenséget kapjuk:

n 1/p

[l + ludyee] [Zm ‘i

i=1

n 1/]7
3 mm]
=1

(1-1/¢=1/p). Ez majdnem a bizonyitand4. Mivel

- 1/p u 1/p

S lmr e < [ Gwl + lwre]

i=1 i=1

a Minkowski-egyenl6tlenség kovetkezik. O
Legyen
1/p
(21, 2o,y 20)|] = [|a;1|p Flaf 4.+ |xn|p} . (2.1.5)

A Minkowski-egyenlétlenség biztositja, hogy igy akar IR", akar C" normalt térré valik,
1 < p. A p = 2 paraméter normaja a Hilbert-tér esete lesz. A || - || normat mar
értelmeztitk més médon.

3. példa: A Minkowski-egyenlotlenséget az n — oo hataratmenettel végtelen sorozatokra
is kiterjeszthetjiik. Legyen 7 azoknak a végtelen (x,) sorozatoknak a halmaza, amelyekre

> o @ P véges. P a
lall, := [Z ] (2.1.6)

normaval normalt tér lesz, 1 < p < oo.
(> a korlatos sorozatok tere az

[£]|oo := sup{|an}

normaval. O
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Az (X, | -||) normalt térben
d(z,y) = ||z =yl
egy tavolsagot értelmez, amellyel x metrikus térré valik. Ha adott a metrika, akkor

beszélhetiink konvergens sorozatokrél. x,, — x jelentése d(x,,z) — 0. A G C X nyilt
halmaz, ha minden = € G esetén 1étezik olyan € > 0, hogy

G(z,e) ={ye X :d(x,y) <e} CG.

A bal oldalon allé halmazt = kdzépponti € sugart (nyilt) gdbmbnek nevezziik. (Amennyi-
ben IR*-at a || - ||, norméval tekintjiik, akkor ez a halmaz a szokdsos geometriai értelemben
vett gomb, azonban a || - ||, normat véve x kdzéppontu kockdhoz jutunk.) Az F C X
zart, ha x, € I' és x,, — x esetén x € F'. Egy halmaz pontosan akkor nyilt, ha komple-
mentuma zart.

4. példa: A korlatos sorozatok (> terében egy cq zart alteret alkotnak a nulldhoz tarto
sorozatok. ]

5. példa: A IR" térben a konvergencia egyszertien koordinatankénti konvergenciat jelent
barmelyik p-normat tekintjik. A konvergens sorozatok és a nyilt halmazok kiilonb6z6
p-normakra ugyanazok. O

Ha az X lineéris téren olyan || - ||; és || - ||2 normék vannak adva, amelyekre nézve a
nyilt halmazok ugyanazok, akkor a két normat (topologikusan) ekvivalensnek nevezziik.
Az el6z6 példa az IR"™ téren mutatott ekvivalens normakat. Megmutathatd, hogy véges
dimenzios téren barmely két norma ekvivalens.

6. példa: Legyen C'[0,1] a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonosan differencialhaté
valos fiiggvények tere. Legyen tovabba

Il : = sup{|f(z)]: 0 <z <1} +sup{|f'(x)] : 0 <= <1},
[fll2: = 1£(0)] +sup{|f'(x)] : 0 <= < 1}.

Ekkor || - |l < || - |l;- Ha egy halmaz nyilt || - ||s-re, akkor barmely pontja koriil
lehet irni egy valamilyen e sugari || - ||o-gdmbot, ami tartalmazza az ugyanilyen sugari
| - ||1-gombot. Kovetkezésképpen a vélasztott || - [|o-re nyilt halmaz || - ||;-re nézve is
nyilt.

Masrészt a kozépértéktétel szerint f(x) = f(0) + f'(§), és ezért sup{|f(z)| : 0 <z <
1} < |f0)] 4+ sup{|f'(x)] : 0 < x < 1}. Tehét || - |1 < 2| - [|2- Ez az egyenlétlenség
elég ahhoz, hogy a fenti gondolatmenetet kis valtoztatassal megismételjiik. Ha egy halmaz
nyilt || - ||s-re, akkor barmely pontja koriil lehet irni egy valamilyen € sugart || - ||;-gdmboét,
ami tartalmazza a fele ekkora sugari || - ||2-gdmbdt. A halmaz || - ||o-re nézve is nyilt. [

Az F : X — Y leképezést az x € X pontban folytonosnak nevezziik, ha minden
e > 0 esetén van olyan 6 > 0, amelyre F(G(z,9)) C G(F(x),e). Ez azzal ekvivalens,
hogy x,, — = maga utén vonja F(z,) — F(x)-et.

7. példa: Ha n négyzetszam, akkor az n = m? koordindtéjat egy vektornak m x m-es
matrix formdjaban is elrendezhetjiik. A matrixok M, (IR) linedris terén is értelmezhetiink

egy 2-normat:

4l = [ 14P] " 217)

ij=1
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Az a linedris F : R™ — M, (R) leképezés, amely a hosszu vektorbdl feltérdeléssel
matrixot készit kolcsonosen egyértelmii, és megtartja a 2-normat. U

A normatarté leképezéseket izometrianak nevezziik. Minden izometria folytonos.

3. tétel: Legyen (Xi, || - |[1) és (Xo, || - ||2) két normalt tér és A : X1 — X5 egy linedris
leképezés. Ekkor a kovetkezd két tulajdonsdg ekvivalens:

(1) A folytonos
(2) Létezik olyan C > 0 szdm, amelyre | Az||ys < C||z||; minden x € X; esetén.

Bizonyitds: (1) = (2) : Ga = {x2 € X3 : ||z2|| < 1} nyilt halmaz Xs-ben és A0 =0 €
(G>. Van olyan nyilt G; halmaz a folytonossag miatt, amelyre 0 € Gy és AG; C G5. Mivel
G4 nyilt, 1étezik € > 0, amelyre

(;322 {$1 e X H$1H <:€} Cc Gy.

Ekkor tetszéleges © € X esetén r € G és

€
2|l

5
A x| € Gy,
<Nﬂh) ’
)
2|z |1

Ez azt jelenti, hogy tetszoleges x € X esetén

azaz

<1.
2

2
1Azll2 < Zll2lh

teljesiil.
(2) = (1) igazolasat az olvasora bizzuk. O

A folytonos X; — X, linedris leképezések terét B(Xi, Xs)-vel jeloljik. B(Xi, Xs)
linearis tér, de normélt tér is. Ha A € B(X;, X5), akkor

|A|| := sup{||Az||2 : x € Xy, ||z]s < 1} (2.1.8)

az el6z6 tétel jeloléseivel. ||A|| nem méds, mint a 3. tétel (2) részében megjelend lehetséges
C' szamok legkisebbike. Ha X normélt tér, akkor B(X, X) helyett roviden B(X)-et {frunk.
B(X)-nek nemcsak linedris, hanem gytir{i struktiraja is van, azaz elemeit az 6sszead4s
mellett szorozni is lehet: Ha A, B € B(X), akkor AB az ebben a sorrendben vett kom-
pozicié. Az (2.1.8) operatornormanak megvan a

[AB]| < [lA[l - || Bll (2.1.9)

szubmultiplikativ tulajdonsaga.
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8. példa: Legyen ¢ folytonos fiiggvény [a,b]-n, és segitségével megadunk egy F
Cla,b] — R funkcionélt az
b
~ [ f@gla)da

képlettel. F' az integral linearitasa miatt linedris. Meg akarjuk mutatni, hogy F folytonos,
és ehhez egy olyan C' > 0 szamot kell talalnunk, amelyre

[F(f)I < Csup{|f(z)]:a <x <b}.
A kovetkezoképpen becsliink:

[E(NI =

S/U’ 7)) do <

< /swﬂﬂ>wans@munm=

= [ o) desup{f@)] 0 < w <)

Az F funkciondl tehat folytonos, azaz korlatos, és || F|| < fab lg(x)| dx.
Az || F|| pontos értékét konnyen megkaphatjuk, ha példaul g egy polinom. Ekkor
1, ha g(z)>0,

fo(z) =signg(x) = 0, ha g(z)=0,
-1, ha g(z)<0

egyszerii szerkezetii. A g gyokei [a, b]-t véges sok részre osztjék, és azokon fy felvaltva £1
értékeket vesz fel. Mivel fy(x)g(x) = |g(x)|,

Lﬁmmmw:[mmw.

fo nem folytonos, ezért folytonos fiiggvénnyel kozelitjik, példaul gy, hogy g gyokeinek
1/n sugari kornyezetében véltoztatjuk meg, ott g-t egy linedris fiiggvénnyel helyettesitjiik,
és fn-et kapjuk. Ekkor || f,|| =1 és

/ﬁz /h

ahol N ¢ gyokeinek szama és M |g(z)| felsé korlatja. Ezért

[ sz [awiar -2,

n tetszoleges nagy lehet, tehét
b
il =1} = [owldr,

sup {

és ||F|| = f; lg(x)| dz. (Ha g tetszbleges folytonos fiiggvény, akkor Weierstrass appro-
ximacids tételét hasznélva polinomokkal kozelitve ugyanerre az eredményre jutunk.) O

<—M,
n




34 2. Normalt terek

Ha X egy valés normalt tér, akkor a B(X,IR) normalt teret, ha komplex normalt tér,
akkor a B(X,C) normélt teret X dudlis terének mondjuk, és az X* jelolést hasznaljuk.
Az €l6z6 példa tehat azt mondta, hogy F' € C|a, b]*.

Linearis transzformaciokat nemlinearis leképezések differencialasaval is kaphatunk. Le-
gyen X és Y normalt tér, G C X nyilt halmaz és f : G — Y a normalt terek kozotti
leképezés. Azt mondjuk, hogy f Frechet-értelemben differencidlhaté az x € G pont-
ban, ha létezik olyan A : X — Y folytonos linearis transzformacié, amelyre

If(z+h) — fz) = Ah|
17l
ha ||h|| = 0. Az A transzformdciéra a df(x) vagy f'(z) jelolést hasznédljuk, és Frechet-

derivaltnak, esetleg Frechet-differencialnak mondjuk.
Az ismerés

— 0,

f(@+h) = f(z)+ 0f(x)(h) + of[[n]]) (2.1.10)
képlet a Frechet-derivélt méas formdaban irt definici6ja, benne o(]|h||) olyan mennyisé-
get jelent, amely ||h||-val osztva 0-hoz tart ha [|h|| — 0. Egyébként a (2.1.10) képlet
megmutatja, hogy ha f differencidlhaté az = pontban, akkor ott folytonos is. Ugyanis
|0f(x)(h)|| < ||0f(x)] - ||h]| minden h vektorra, és tetszbleges € > 0 széamra ||o(]|h]])] <
el|h]], ha ||h|| elég kicsi.

A Of (x) Frechet-derivalt az f leképezés lokélisan legjobb linearis kozelitéseként foghat6
fel. EbbOl az értelmezésbél éppen gy, mint a (2.1.10) képletbél vildgos, hogy korldtos
linedris transzformacié Frechet-derivaltja 6nmaga.

9. példa: Legyen X egy normalt tér, ami algebra is, és ||AB|| < ||A| - ||B|| minden
A, B € X esetén. Legyen f : X — X a harmadik hatvdnyra emelés, azaz f(T) = T3.
Megmutatjuk, hogy f Frechet-derivaltja a T helyen A : H — T?H + THT + HT?, azaz
Of(T)(H)=T?H + THT + HT?. Ennek igazoldséira a
|f(T+H)— f(T)—AH| _ ||H*+ H*T+ HTH + TH?|
IH] IH]

hatarértékét kell vizsgdlni.  Feliilrdl becsiilhetiink a norma szubmultiplikativitdsat
hasznalva.

|H? + H2T 4 HTH + TH?| _ | H[* + 3| H]? |7

[H] = TH]

ami 0-hoz tart, ha ||H|| — 0. O

=3l H| 7] + 1=,

A Frechet-derivaltra teljesiil a lancszabaly:

4. tétel: Legyen X, Xo, X3 normdlt tér. Ha g : X1 — Xs Frechet-differencidlhato az
x € Xy pontban és f : Xy — X3 Frechet-differencidlhato az y := g(x) pontban, akkor
® := f o g Frechet-differencidlhato az x pontban, €és

?'(z) = f'(g(x)) o ¢'(x). [
Legyen ismét X és Y normalt tér, G C X nyilt halmaz és f : G — Y a normalt

terek kozotti leképezés. Azt mondjuk, hogy f Gateaux-értelemben differencialhato
az x € G pontban, ha létezik olyan A : X — Y folytonos linedris transzforméacio, amelyre

If(z +th) — fz) — A(th)
t

||—>0,
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ha t — 0. (¢ valés vagy komplex szdm, annak megfeleléen, hogy X és Y milyen normalt
terek.) Az A transzformiciot Gateaux-derivaltnak vagy Gateaux-differencidlnak
mondjuk, és Ah-ra a df (z, h) jelolést hasznéljuk.

flz+1th) = f(z) +tdf(x,h) + o(t) (2.1.11)

a Gateaux-differencial ekvivalens definicidja. Of(z,h)-t az x pontban h iranyba vett
derivaltnak is mondhatjuk.

A Gateaux-értelemben differencialhaté kétvaltozos figgvény nem feltétleniil folyto-
nos. Ugyanakkor a definiciék 6sszevetése mutatja, hogy Frechet-differencialhato leképezés
Gateaux-differencidlhaté is, és a Gateaux-derivalt megegyezik a Frechet-derivalttal.
(Valéban, ha (2.1.10)-ben h helyébe th-t tesziink, akkor egy ||h|| faktortdl eltekintve
(2.1.11)-ot kapjuk.)

A Gateaux- és Frechet-differencidlok kapcsolatat jol megvilagitja a kovetkezd példa.

10. példa: Legyen f : R* — IR egy kétvaltozés fiiggvény. Ha f az 2 € IR* pontban
barmilyen iranyban differencialhato, és
Of(x +th) Of(x) of (z)
= h h
ol 9oy 0 Tom,
akkor f Gateaux-differencidlhaté, Of (x, h) = h10y, f + hoOy, f. Példaul, ha

{1, ha 22=2%>0
f (1, 22) _{ 0, egyébként,

akkor 0f(0,h) = 0, bar f nem folytonos a (0,0) pontban.
Ha &ltalanosabban f : IR" — IR folytonos parcidlis derivaltakkal rendelkezik az x
pontban, akkor ismeretes, hogy irdnymenti derivaltjai léteznek, és

Of (xo +th) <~ 0f
ot _Z

tehat

o 9f _/(9f of of
Of (w0, h) = Zl 5 (T0)hs = <<a—:ﬁ(:€0),a—x2(w0),...,8—%(;1:0)),h>.
A kozépértéktétel szerint van egy 0 < &, < 1, amelyre
f(xo+h) — f(z) = 0f(x0 + &nh, h).

Ekkor
"9
flao+ 1) = £(2) = 3 5 ()i =
9 9 9
= <(8—3{1($0 +&ph) — 8—51(%), a—fo(% +&ph) —
9 9 9
- 2L ) B wo ) — ) )

ami 0-hoz tart ||h||-val osztva a parcidlis derivaltak folytonossdga mellett. Ilyenkor f
Frechet-differencialhato, és

Of (o) (h) = <(§—Ji(xo),8—:62(:60),...,8—%(330)»@. 0
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2.2. Banach-terek

Legyen (z,) egy sorozat valamilyen normélt térben. Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha
tetszoleges € > 0-ra van egy N kiiszobindex, amelyre ||z, — x,,|| < €, ha n,m > N. Egy
normalt teret Banach-térnek neveziink, ha benne minden Cauchy-sorozatnak létezik
hatarértéke.

Stefan Banach (1892-1945)

Stefan Banach a mai Lvovban dolgozott. Konyve a linedris operatorokrol
1932-ben jelent meg. Ez a konyv tartalmazta a zart graf tételt, az egyen-
letes korldtossag tételét, a gyenge topoldgiat és sok mast. A teljes normalt
terek elmélete olyan sikeresnek bizonyult, hogy hamarosan Banach-tereknek
nevezték Gket.

11. példa: Cfa,b| a szokdsos szuprémum normdaval Banach-tér. Tételezziik fel ugyanis,
hogy f, Cauchy-sorozat. Ekkor barmilyen a < x < b esetén

(@) = fn ()] < o = fnll;

és fn(x) szintén Cauchy-féle szdmsorozat. Létezik hatarértéke, amit f(x)-szel jeloliink.
Megmutatjuk, hogy sup | f(z) — f.(x)| tart 0-hoz.

[f (@) = ful)] < [f(2) = fn@) (@) + [fm@) () = fol2)]

nyilvanvaléan. Az z-t6l fiiggé m(x)-et olyan nagynak vélasztjuk, hogy az els6 tag a jobb
oldalon e-nél kisebb legyen. A méasodik tag viszont z-ben egyenletesen kicsi, ha n és m(x)
elég nagy. Tehat f, tart f-hez egyenletesen, és ebbdl kapjuk azt, hogy f is folytonos
fliggvény. O
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5. tétel: Legyen (Xi,| - |[1) egy normdlt tér és (Xo,| - ||2) egy Banach-tér. Ekkor
B(Xy, X2) az operdtor normdval ellitva Banach-tér.

Bizonyitds: A bizonyitds koveti az el6z0 példa gondolatmenetét. Tételezziik fel, hogy
A, € B(X;, Xy) egy Cauchy-sorozat. Ekkor

[Anz = Aplls < [|Ay = Awll - [|2]2

minden x € X esetén, tehat A,z Cauchy-sorozat az X, térben. Mivel az teljes, 1étezik
egy Az hatarértéke. Az x — Az hozzarendelésrél meg kell mutatni, hogy linearis, majd
|An, — A|| — 0 bizonyitdsa megint az el6z6 példat koveti. O

2. lemma: Legyen X egy Banach-tér és xy,zs,... € X. Ha Y >~ ||| < +oo, akkor az
Sp =21+ T2+ ...+ x, Sor0ZAL kKOonvergens.

Bizonyitas: A D 07 ||za| < +oo feltételbdl kovetkezik, hogy >, ||z,|| Cauchy-féle
szamsorozat. Ha k > m, akkor

k
I Sl = [min + T+ el < S il
i=m+1

és a becslés mutatja, hogy s, Cauchy-sorozat, ezért konvergens. U

A > |z, sort abszolidt konvergensnek nevezziik, ha > 7  ||z,|| konvergens. Az
el6z6 lemma azt mondja, hogy Banach-térben abszolut konvergens sor konvergens. Ennél
t6bb is igaz, a sor Osszege nem valtozik, ha dtpermutaljuk. (Bizonyitas a 23. példdban.)

12. példa: Legyen X egy Banach-tér és A € B(X). A
>4
o n!

sor abszolit konvergens a B(X) Banach-térben, ugyanis

o0 o0

IAI™
> <> e
n=0

n=0
A sor Osszegét exp(A)-val jeloljiik. Ehhez hasonléan értelmezhetjiik hatvénysorral f(A)-
t, ha f : R — R a teljes szdmegyenesen konvergens hatvénysorba fejthetd (tigynevezett
analitikus) fliggvény. Példaul a sin A és cos A operéatorok hatvanysorral értelmezhetdk, és
érvényben marad a komplex szamok korébdl jol ismert

An
n!

exp(iA) = cos A +1sin A
osszefliggés, ha X komplex normalt tér. O

13. példa: Legyen E egy Banach-tér és A : E — FE korlatos linearis operator. A

du
—(t) = Au(t t >
Uiy = Aut), 120

u(0) = wek
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kezdeti érték probléma explicit megolddsat konny megadni:
u(t) = ey .

Vildgos, hogy u(0) = wg teljesiil. u(t) differencidlasat elészor t = 0-ban hajthatjuk végre.

ey —u = b1 -
% = Z FAIC’UJO AUO + Z —AkUQ .
k=1
Tovabba
=t - |75|]C L
> Atuel| < DAL ] <
k=2 f—2

< 1A ol Z e =
= [t|]lA]* ||uO||6'””A”,
ami 0-hoz tart, ha t — 0. A tetsz6leges t pontban a derivaltat az
eltta)d — o4 s (2.2.12)

azonossag segitségével szamolhatjuk Kki.

du ult+h) —u(t) L aetug—ue
I R
= MAuy = Ae'tuy = Au(t).
A differencidlegyenlet megoldasanak  egyértelmiisége altalanos  tételekbdl
kovetkezik. O

A fenti szdmolds azt is adja, hogy az operatorértékii ¢t — e fiiggvény Frechet-
derivaltja Aet4

A (2.2.12) formula szerint e operator félcsoport, amelynek 0-ban vett derivaltjat
generatornak nevezziik. Az e' operdtor félcsoport generatora A. Tehat minden korlétos
operator lehet generator, de sok fontos félcsoport generatora nemkorlatos operator.

A véges dimenzids terek analizisébol jol ismert kozépértéktétel a kovetkezo alakot Olti:

6. tétel: Legyen X és Y Banach-tér, G C X nyilt halmaz és f : G — Y a normadlt
terek kozotti olyan leképezés, amely minden v € G pontban Gateaux-differencidlhato. Ha
r,x+ h € G, akkor van olyan 0 < t < 1 szdm, amelyre

flx+h)= f(z)+df(z+thh).

A tétel bizonyitdasa redukdlhaté a kozépértéktételre, ha azt a ®(s) := f(z + sh)
IR-en értelmezett fiiggvényre alkalmazzuk. A tétel kovetkezménye, hogy a 0 Gateaux-
differenciallal rendelkezo fiiggvény konstans.

3. lemma: Legyen X egy Banach-tér és A, B € B(X) felcserélhetd linedris operdtorok.
Ekkor
exp(A + B) = exp Aexp B.
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Bizonyitdas: Tekintsiik a ® : t — exp(tA + tB)exp(—tA)exp(—tB) operatorértéki
fiiggvényt. Ennek Frechet-derivéltja

exp(tA +tB)(A+ B)exp(—tA) exp(—tB) —
— exp(tA +tB)Aexp(—tA) exp(—tB) —
— exp(tA+tB)exp(—tA)Bexp(—tB)

a Leibniz-szabdly alkalmazasaval, felhasznédlva, hogy t +— exp(tC) Frechet-derivéltja
Cexp(tC). Mivel B és exp(—tA) felcserélhetdk, lathat6, hogy a derivalt azonosan 0.
Kovetkezésképpen @ konstans és ®(t) = ®(0) =identitas. Ebbdl az éllitas kovetkezik. O

4. lemma: Legyen X normdlt tér és'Y egy Banach-tér. Ha Xo C X sirid altér és A €
B(Xo,Y), akkor egyértelmien létezik A-nak eqy A € B(X,Y) kiterjesztése, és || A|| = || Al

Bizonyitds: Tetszéleges © € X esetén van olyan Xg-beli (z,,) sorozat, amelyre z, — x.
Ekkor ||Az, — Avy| = [|A(zn — 20)|| < |A]l |20 — ]|, tehdt Az, Cauchy-sorozat, és
hatarértékét definialjuk tgy, mint Az. O

7. tétel: Legyen X egy normdlt tér. Ekkor létezik egy X Banach-tér és eqy 1 : X — X
linedris izometria, amelyre o(X) strd X-ban.

Ha az x € X pontot azonositjuk a i(z) € X ponttal, akkor X-ot X bévitéseként
foghatjuk fel. A tételt a szigoru értelemben nem bizonyitjuk be, de vazoljuk a bizonyitds
f6 gondolatat. (Egy masik bizonyitds a mésodik dudlisba valé bedgyazas segitségével
adhatd.)

Ha X-ben vannak nem konvergens Cauchy-sorozatok, akkor azoknak hatarértéket kell
biztositani X-hez tijabb pontok hozzavételével. Ha (x,) és (y,) X-beli Cauchy-sorozatok,
akkor X-ban konvergensek lesznek, de ugyanaz lesz a hatarértékiik, ha lim ||z, — yn|| — 0.
X-ot tgy definidljuk, mint az X-beli Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztdlyainak hal-
mazat, ha (z,) ~ (y,) a lim ||z,, — y,|| — O esetben. ¢ az x € X ponthoz az (z,z,z,...)
sorozat ekvivalenciaosztalyat adja meg. X-n linedris tér struktirdt és normét kell
értelmezni, amit az ekvivalenciaosztalyok reprezenténsai segitségével tesziink. Példaul,
ha (z,) és (z],) X-beli Cauchy-sorozatok, akkor

(@n) + () = (@n +2,) & [[(a)l = lim ||z, |-

Ezek a definiciék jok, mert ha (z,,) ~ (yn) és (z),) ~ (v,,), akkor (x, + y,) ~ (z), + v.),
tovabba lim ||z, || = lim ||y,||.

(X)) sfirti X-ban: Legyen (z,,) egy Cauchy-sorozat. Tetszoleges € > O-ra van egy N
kiiszObindex, amelyre ||z, — x| < €, ha n,m > N. Tekintsiik a konstans zy,zy, ...
sorozatot. Ez ¢(X)-ben van és legfeljebb e tavolsagra van (z,)-t6l. Ezek utdn még meg-
gondolést igényel X teljességének beldtdsa.

Azt mondjuk, hogy az X Banach-tér az X tér teljes burka. (Az X Banach-tér

megkaphaté a mésodik dudlisba valé bedgyazassal is.)
14. példa: Legyen X az [a,b] kompakt intervallumon értelmezett polinomok tere az
Ipll = sup{[p(x)| : a < = < b}

normaval. X teljes burka a Cla,b] tér. Valéban, ez Banach-tér, és a Weierstrass-féle
approximacios tétel szerint X stiri C|a, b]-ben. O
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15. példa: Az [a,b] intervallumon Lebesgue-értelemben integralhaté fliggvények terét
is értelmezhetjiik teljes burokként. Ha Cfa,b]-t nem a szokédsos, hanem a Riemann-

integréllal adott
||f||1—/|f )| da

normdval tekintjiik, akkor (Cla,b], || - ||1) teljes burka az integrdlhaté fiiggvények L'[a, b]
tere.

Nem csak az integralhatd fiiggvényeket, de magat a Lebesgue-integralt is
értelmezhetjiik igy. A folytonos fiiggvényeken tégladsszegek hatarértékeként értelmezett
integral folytonos linearis funkciondl:

’/ab“‘”) da] < /ab'f@“”dw = Il

Az 4. lemma szerint a funkcional kiterjeszthet6 a teljes burokra, L![a,b]-re. Tehat
ha g € L'la,b], de g nem folytonos, akkor g integrdlja mar nem tégladsszegekkel van
értelmezve, hanem elég kozvetett modon. ,,Keresiink” egy folytonos fliggvényekbdl allo
fn sorozatot, amely || - ||; norméban konvergél g-hez, és g integrélja az fab fn(x) dx sorozat
hatarértéke. O

8. tétel: (Nyilt leképezés tétele) Legyen X, és Xo Banach-terek. Ha A € B(Xy, X5)
raképezés, akkor nyilt halmazt nyilt halmazba visz.

A tétel kovetkezménye, hogy Banach-terek kozotti kolesondsen egyértelmii korlatos
raképezésnek az inverze is korlatos.

Legyen X és Y normdlt tér és A egy linedris leképezés az X tér D(A) alterérdl az
Y térbe. Az {(z,y) : * € X,y € Y} parok linearis teret alkotnak a koordinatdnkénti
miveletekkel, és

G, I = Nl + Nyl

norma ezen a téren, amelyet X @ Y-nal jelolhetiink. Ha X és Y teljes, akkor X @Y is
az. Az A operator grafja ennek a térnek az

['(A) :={(z,Ax) : 2 € D(A)}
altere. Ha I'(A) zart, akkor A-t zart operatornak mondjuk.

9. tétel: (Zart graf tétel) Ha X,Y Banach-terek, és A : X — Y a teljes X téren
értelmezett zdrt operdtor, akkor A korldtos.

Bizonyitds: A feltevésekbél kovetkezik, hogy X @ Y Banach-tér. T'(A) tehat egy
Banach-tér zart része, és maga is Banach-tér. Az (z, Ax) — x leképezés a nyilt leképezés
tétele szerint nyilt, ezért inverze korlatos, azaz

Cllzll = (]l + [|Az]).
Ez az egyenl6tlenség A korlatossagat mutatja. U

10. tétel: (Az egyenletes korlitossig tétele, Banach—Steinhaus-tétel) Legyen
X egy Banach-tér és Y egy normdlt tér. Ha Ay € B(X,Y) (t € T) korldtos linedris
leképezéseknek olyan csalddja, hogy

sup{||Awz| 1t € T} < 400
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minden x € X esetén, akkor sup{|| A :t € T} < o0.

16. példa: Legyen X azoknak a folytonos f : [—m, 7] — IR fiiggvényeknek a tere, ame-
lyekre f(—n) = f(m). Ez Banach-tér a maximum normadra nézve. Az X-beli fiiggvényeket
Fourier-sorba lehet fejteni: f € X Fourier-sora

o0 o
E Q, SIn T + E b,, cosmz ,
m=1 m=0

1 1
A i= f( )sinmzdr és by, = f( ) cosmax dx
o o

A Fourier-sor n-edik reszletosszege

n n
= E a, sinmx + E b, cos mx .
m=1 m=0

A, egy korldtos linedris X — X operdtor. (Konny(i becslést adni a norméjara, de
korlatossdga abbdl a ténybdl is kovetkezik, hogy véges rangu.)

A, (f) — f azt jelenti, hogy az f fiiggvényhez a Fourier-sora egyenletesen konvergél.
Ha ez minden fiiggvényre fenndll, akkor az egyenletes korlatossag tétele szerint sup{||A,|| :
n € IN} véges. Megmutatjuk, hogy nem ez a helyzet, tehat kell lenni olyan folytonos X-
beli fliggvénynek, amelynek a Fourier-sora nem konvergal egyenletesen.

Tekintsiik az

ahol

cosT  Cos2x COS NI
Julw) = n n—1 " 1
cos(n+2)x  cos(n+ 3)x cos(2n + 1)x
1 2 o n
trigonometrikus polinomot. A
. t+s . t—s
cost — cos s = 2sin sin
2 2

azonossag alapjan

“~ sin k
fn(x) =2sin(n + 1) xzsm ‘
k=1
Megmutathatd,® hogy |f,(z)] < 4y/m. Mivel
cosx  cos2w cos na
A fo(z) = . :

és ||Anfull = |Anfn(0)], azt kapjuk, hogy
An(fn 1 1
14| > [ AL (fa) ] >

1/l Am =k
Ez jol mutatja, hogy || A,| — oo.
Az f fiiggvény folytonossdgi modulusa
w(0) := sup{[f(z) — f(Y)| : [z —y[ < 5} .

Ha limgs_ow(d)logw(d) = 0, akkor igaz az, hogy A,f — f, azaz f Fourier-sora egyenletesen
konvergal. Természetesen folytonosan differencidlhaté fiiggvények esetében ez igy van. O
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2.3. Hilbert-tér

Legyen H egy linedris tér a komplex test felett. A kétvéltozds (-, ) : H x H — C
fliggvényt bels6 szorzatnak nevezziik, ha

D) (z+y,2) = (2,2) +(y,2) (z,y,2 € H),

3

(1) «
(2) (A, y) = Mz, y), A e C, z,y € H),
(3) (z,y) = (y, ) (x,y € H),

(4) «

4

x,z) > 0 barmilyen x € H esetén, és az egyenléség csak = = 0 mellett all fenn.

Az (1-2) tulajdonsigok azt jelentik, hogy a bels6 szorzat konjugélt linedris az elsé
valtozéban. A (3) tulajdonsdg maga utan vonja, hogy a masodik valtozéban pedig lineéris.
A belsé szorzat (3) és (4) tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy

0 < (z+ty,x +ty) = 1*(y, y) + 2tRe (z,y) + (z, )

minden ¢t € R szamra. E ¢-ben masodfoku kifejezés diszkriminansa nem lehet pozitiv,
ezért

(Re (z,))* < (z,2) (y, y)-

A jobb oldal érzéketlen y-nak egy abszolut értékii komplex szammal valé megszorzaséra,
amivel a balodalon |(z,y)|*t kaphatunk. Igy

(2 y) I < (z,2) (y, ). (2.3.13)

A belsé szorzat az
|z]| == /{2, z) (2.3.14)

formulaval normat hataroz meg. Az
Iz +yll < llzll + llyll

héromszogegyenlétlenség teljesiilése a (2.3.13) egyenl6tlenség kovetkezménye. Egyébként
maga (2.3.13) a norma jel6léssel az

(= 9)| < [zl ]y

alakot 6lti. (Ezt és a vele ekvivalens (2.3.13)-t Schwarz-egyenl6tlenségnek szokds nevezni. )
Ha H teljes a normabdl adédo

d(z,y) = ||z =yl

tavolsagra nézve, akkor a (H, (-, -)) part Hilbert-térnek nevezziik. Ha tgy gondoljuk,
hogy vilagos, mi a belso szorzat, akkor rendszerint H Hilbert-térrol beszéliink.

17. példa: A legegyszertibb példa a komplex szdm n-esek tere: C". Itt a belsé szorzat
(x,y) = > | T;y; nem mds, mint a vektorok szokdsos skaldris szorzata. O
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David Hilbert (1862-1943)

David Hilbert Konigsbergben sziiletett, ott doktoralt, majd 1895-ben
Gottingenben kapott katedrat. Az integrélegyenletek révén jutott a végtelen
dimenziés terek tanulmanyozdsdhoz. Neve 23 probléméhoz is kapcsolédik,
ezeket tartotta a XX. szdzadi matematika fontos kérdéseinek. Haar Alfréd
az § iranyitasa mellett doktoralt Gottingenben 1909-ben.

18. példa: Legyen (X, B, i) egy (o-véges) mértéktér (1asd a Fiiggeléket) és L (i) a meg-
felel6 L2-tér, a négyzetesen integrdlhaté fiiggvények tere. Az

(f.9) = / F@)g(z) du(x)

bels6 szorzattal egy Hilbert-térhez jutunk. A bels6 szorzat tulajdonsdgai teljesiilnek, a
tér teljességét pedig az LP-terek altalanos elméletébol tudjuk, lasd a 2. fejezetet.

Ha X az IR" tér és p a Lebesgue-mérték, akkor az L?(IR™) Hilbert-térhez jutunk, ami
a négyzetesen integralhaté fiiggvényekbol all.

Ha X a T az egységkorvonal és a mérték az fvhossz, akkor L*(T) az egységkiérvonalon
négyzetesen integralhaté fliggvények tere, azaz az olyan f : T — C fiiggvényeket tekintjiik,
amelyekre

[uera= [Tisenra

véges. O
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19. példa: Az el6z6 példa L*(IR"™) Hilbert-teréhez a Riemann-féle integralon keresztiil is
eljuthatunk. Legyen C.(IR™) a kompakt tartéju folytonos fiiggvények tere. Ezen

(f,q) = / F@a(z) d(x)

belsé szorzat. (Az integral egyszerii Riemann-integrél.) C.(IR") nem Hilbert-tér, mert
nem teljes. Teljessé lehet tenni a 2. fejezet 7. tétele szerint. A teljessé tétel Banach-tér,
de a bels6 szorzat is kiterjeszthetd ra. Amit igy kapunk, az éppen L?(IR"). U

Barmely két Hilbert-térbdl egy tjabbat konstrualhatunk. Legyen H; és Hs két Hilbert-
tér. Az {(z,y) : x € Hi,y € Ho} parok linedris terén

((T1,11), (22, 92)) = (T1, T2)1 + (Y1, Y2)2 (2.3.15)

bels6 szorzatot ad. Ebben a térben (z,,y,) akkor és csak akkor Caychy-sorozat, ha
mind z,, mind y, Cauchy-sorozat (a H;, ill. Hs terekben). Meggondolhaté, hogy ez
a tér teljességéhez vezet. Az igy konstrudlt Hilbert-teret H; és Ho direktosszegének
nevezziik, jelolésben Hy @ Hp. Az z +— (x,0) leképezés Hi-b6l Hy @ Ha-be linedris,
izometrikus és még belsészorzattarté is. Ha x € Hi-et és (z,0) € Hi @ Ha-et azonositjuk,
akkor Hi-et Hy & Ho alterének tekinthetjiik. Erdemes megjegyezni, hogy (z,y) helyett
sok esetben x @ y-t irnak.

Ha (z,y) = 0 egy Hilbert-tér vektoraira, akkor z-et és y-t ortogondlisnak nevezziik,
és az x L y jelolést haszndljuk. Ha H C H, akkor H- := {x € H : # L h minden
h € H-ra }. Bérmilyen H C H halmazra H* zart altér.

20. példa: H; @ Ho-ben H; és H, ortogondlisak, mi tobb Hi = Ho. (Természetesen
Hi-et és Ho-t Hi @ Ho altereiként kell felfognunk.) O

2.4. A dualis tér

Az X normalt tér X* dudlisa az X-en értelmezett korlatos linearis funkcionalok tere.” X*
a 5. tétel értelmében Banach-tér.

21. példa: Tekintsiik IR"-et a p-norméval, 1 < p < co. Legyen ¢ € (R",|| - ||,)". Ha
(W .. o®=D 1k okt oMy = ¢
akkor a linearitas alapjan

pla) = arey,
k=1

a ¢ funkciondlt egyértelmiien megadhatjuk a ¢ € IR" vektorral. Ha p=! 4 ¢! = 1, akkor
a Holder-egyenlétlenség szerint

< llzllp llellq,

@) =| 3 ma
k=1
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ezért ||| < |lcll,. Mésrészt legyen xy, = sign(cy)|cg|? . Ekkor

n
p(z) = lel” = Nell = lellgllzl,,
k=1

ugyanis [z, = [le[l7=". Tehat ||| = [|c[|,.
Egy izometrikus megfeleltetést létesitettink a (R™, | - |[,)" és a (R", ] - ||,) terek
kozott:

(R - )™ = (R[] - [lq)

Kozvetleniil lathatd, hogy ez az Osszefiiggés p = 1 és p = 0o esetén is fennall. U

22. példa: Legyen 1 < p < o0, és az (P tér dudlisat akarjuk meghatérozni, az eléz6 példa
gondolatmenetét kovetve. Ha ¢ € (¢P)*, akkor

(0 o*= 1R gD 1y = ¢y

egy ¢ sorozatot hatdroz meg, amellyel ¢(z) kifejezheté. A linearitds és a folytonossdg
alapjan

o(x) = Z TCr.
k=1
Legyen

on(T) = Z TLCls -
k=1

Mivel ez ¢ megszoritdsa egy altérre, ||@,| < ||¢]|. Mésrészt az el6z6 példabdl tudjuk,

hogy
loall = [ > lexl?
k=1

Ebbdl adddik, hogy ¢ € €7 és ||¢|| > ||c||,- A forditott egyenlStlenség most is egyszeriien
kovetkezik a Holder-egyenlétlenségbdl. Megéllapithatjuk, hogy (€°)* ~ 9, hap~t+¢! =
1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ¢4 terek teljesek. U

1/q

Legyen (X, B, 1) egy mértéktér. (Erre vonatkozéan lasd a Fiiggeléket.) Ha 1 < p <
+oo-re, akkor LP(X,B,u) = {f : X — C : |f[]? integrdlhaté p-re}. Ezen a téren
értelmezhetiink egy normat IR" p norméjahoz hasonléan:

Il | [ 150l dut)] " (2.4.16)

(Val6jdban csak akkor kapunk normat, ha a majdnem mindeniitt megegyezo fliggvényeket
azonosnak tekintjik.) Az 1. szakaszban megfogalmazott Minkowski- és Hoélder-
egyenl6tlenségek érvényben maradnak. Az LP(X,B,pu) tér az X = IN és a szamldld
mérték valasztasaval visszadja az (P sorozatteret is. Ezért a kovetkezo tétel az (P tér
dualisat adé példa altalanositasa.
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11. tétel: Ha ¢ € LP(X, B, pu)* valamely (X, B, u) o-véges mértéktérre, és 1 < p < oo,
akkor létezik eqy g € LUX, B, p) fiigguény, amelyre

o(f) = / f(@)g(x) dp(z),

és ol = llgllg, tovdbbd 1/p+1/q = 1.

A p = 2 eset azért érdekes, mert akkor ¢ = 2, tehdt az L*(X, B, i) tér dudlisa 6nmaga.
Ez egy olyan fontos eset, hogy kiilon fejezetet szdnunk neki. (Az L*(X, B, p) tér taldn
a ,,legfontosabb Hilbert-tér”, és minden Hilbert-tér megkaphaté ebben a forméban a
mértéktér alkalmas megvalasztasaval.)

Az LP(X, B, p) terek 1 < p < 0o esetén mind egy normalt tér dudlisai, tehét az 5. tétel
értelmében teljesek.

A folytonos fliggvények terének dudlisat Riesz Frigyes tétele adja meg. A tétel
megértése némi mértékelméletet tételez fel, ami a Fiiggelékben megtalalhaté.

Riesz Frigyes (1880-1956)

Riesz Frigyes Budapesten, Gottingenben és Ziirichben tanult, Kolozsvéron
lett professzor, majd 1920-ban a Kolozsvari Egyetemmel egyiitt Szegedre
koltozott. Szegeden Haar Alfréddal egyiitt hozta létre a Bolyai Janos Ma-
tematikai Intézetet és az Acta Scientiarum Mathematicarum folydiratot.
Riesz a funkcionalanalizis egyik megteremtGje volt. Dolgozatait nagyon jo
matematikai izléssel, elegans stilusban irta, nem volt hive az onmagéért
torténd altalanositdsnak. (A kép rektori diszruhdban dbrazolja &t.)
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12. tétel: (Riesz-féle reprezenticios tétel) Ha ¢ € Cgla,b|*, akkor egyértelmiien
létezik olyan komplex értéki g : [a,b] — C fiiggvény, amelyre

ol :sup{Z\g(ti) —g(ti)|neN, a=ty<t;<...<t, :b}
=1

és o(f) = [ f(x) dg(x). O

Figyelem: A fab f(z)dg(z) Stieltjes-féle integral, értelmezése a Fiiggelékben van ki-
fejtve. A tétel szerint a g teljes valtozasa ||p|. Ha v([t,s)) = g(s) — g(t), akkor v
kiterjeszthetd az intervallumokrdl az [a, b] intervallum Borel-halmazaira o-additiv komp-
lex mértékké. Ezt a tényt belefogalmazzuk a tétel egy masik valtozataba, amely a pozitiv
linearis funkciondlokat allitja el6 integralként.

13. tétel: (Riesz-féle reprezenticios tétel) Legyen ¢ : Crla,b] — IR olyan linedris
funkciondl, amelyre f > 0 esetén p(f) > 0. FEkkor létezik olyan o-additiv mérték [a,b]
Borel-halmazain, amelyre

wﬁz/ﬂmwm.
Toudbbd (e, b)) = ||l] = o(1). 0

A Riesz-tétel masodik forméja azért elényosebb, mert kiterjeszthetd altalanosabb te-
rekre, az [a, b] intervallum helyére kompakt metrikus teret is tehetiink.

14. tétel: (Hahn—Banach-tétel) Legyen X egy normdlt tér és X, linedris altere X -
nek. Ha ¢ € X korldtos linedris funkciondl X-on, akkor létezik p-nek olyan ¢ € X*
kiterjesztése, amelyre ||| = |l¢||. O

A tételt nem bizonyitjuk, csak hangsilyozzuk, hogy a kiterjesztés egyértelmiiségérol
nincsen szo.

Mint mér kordbban is emlitettilk X* a 5. tétel értelmében Banach-tér. Ezt a tényt
felhasznalhatjuk arra, hogy a 7. tételre egy masik bizonyitast adjunk.

Az X* Banach-tér dudlisa X**, X masodik dudlisa. Ha x € X, akkor értelmezhetiink
egy F, € X** funkciondlt az F,(p) := ¢(x) képlettel, ¢ € X*. Az x — F, hozzdrendelés
linedris és izometrikus:

1]l = sup{le(@)] - el = 1} = =[]

Valéban, |o(z)| < ||¢l [|z]|, és a Hahn—Banach-tétel kdvetkezményeként minden = € X
vektorhoz van olyan ¢ € X* funkciondl, amelyre ||p| = 1 és ¢(x) = ||z||. Ha a 7.
tételben szerepld ¢ leképezésnek az z — F, hozzarendelést, X-nek pedig X** Banach-tér
{F, : x € X} linearis alterének lezarasat valasztjuk, akkor a tétel allitasa teljesiil.

23. példa: Valés szamok abszolut konvergens sora permutécio invarians. Ezt fel fogjuk
haszndalni egy Banach-tér valtozatra.
Legyen > 7  x, abszolut konvergens sor egy X Banach-térben és 7 az egész szamok

permutacidja. Ekkor a
an =a és Zxﬂ(n) =b
n=1 n=1
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osszegek megvannak az abszolut konvergencia kovetkeztében. Megmutatjuk, hogy a = b.
Legyen ¢ € X* dudlis funkciondl. Ekkor Y > ¢(x,) abszolut konvergens, hiszen

> (@)l < llell Y llaall < oo
n=1 n=1

A valds eset adja, hogy

p(a) = o(xn) =D p(tam) = @(b).

Mivel ¢(a) = ¢(b) minden ¢ € X* esetén, a = b. Valéban, ha a # b, akkor létezik olyan
v € X* hogy p(a) # p(b) a Hahn-Banach tétel alapjan. O

24. példa: Legyen (> a korlatos szamsorozatok tere a
|%]| o := sup{|z,| : n € IN}

normaval, és legyen a ¢ a konvergens sorozatokbdl all6 altér. Ertelmezziink c¢-n egy ¢
funkciondlt a
o(z) == limx,

képlettel. ¢ korlatos, ||¢|| = 1. Ezért a Hahn—Banach-tétel alkalmazasaval kaphatunk egy
olyan ¢ linedris funkcionalt, amely konvergens sorozatokhoz éppen a hatarértékiiket ren-
deli. ¢ olyan, mint egy altalanositott hatarérték, amely azonban messze nem egyértelmi.
Végtelen sok lehetséges ¢ funkcional van, példaul ¢ értékét az 1,—1,1,—1,1—1,... so-
rozaton tetszoleges -1 és 1 kozé esé szamnak eloirhatjuk.

Legyen ¢ egy altaldnositott hatérérték. Ekkor ¢(z) nem adhaté meg ) x,c, alakban
valamilyen ¢ € ¢! sorozattal. Ez a tény azt mutatja, hogy ¢>° dudlisa b6vebb, mint ¢!. [J

Egy normalt tér dudlisan folytonos linearis funkcionéljai terét értjiik. A kévetkezo tétel
azt fejezi ki, hogy a Hilbert-tér esetében a dudlis tér magaval a térrel van kolcsonosen
egyértelmi kapcsolatban.

15. tétel: (Riesz reprezentaciés tétele) Minden T € H* linedris funkciondlhoz
egyértelmiien taldlhato eqy yr € H wvektor, amelyre T(x) = (yr,x) (xr € H). Tovdbbd
lyzllae = 11T (|-

Bizonyitds: M ={x € H : Tx =0} zart altér. Az M = H eset trivialis, ekkor T'= 0
és yr = 0 megteszi. A tovabbiakban feltessziik, hogy M # H. Ekkor a projekciotétel
szerint van xy L M vektor, ||zo|| # 0. H barmely y eleme

= (0= Ty) *

alakban frhaté. Mivel a nagy zardjelben 1évé tag M-ben van, M és z( linearisan kifeszitik

H-t. Az

S

(o
[[ol[?

Yyr = Lo
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definiciéval T'(y) = (yr, y) konnyen ellenérizhets. A normék megegyezése:

1T = sup{|T(2)] : |l=]l <1} = sup{[{yr, 2)| : [lz]] <1} <
< sup{lyz| - [zl : [zl <1} = {lyr| -

IT) = suwp{|T@) : 2] <1} > T( ur ) - <yT, ﬁ> — gl

lyz|

t

A tételben megkonstrualt T+ yp megfeleltetés nem linearis, mert yxr = AT. (Kon-
jugdlt linedrisnak mondjuk.)

2.5. Bazis és frame

Hilbert-térben a vektorok egy {z;} csaladjat ortonormaéltnak nevezziik, ha (x;, z;) = 1
és (z;,z;) = 0, ha i # j. A maximalis ortonormalt rendszer neve ortonormalt bazis.
A bézis szamossaga a tér dimenzidja. (Barmely két bézis ugyanolyan szdmossdgu.) ®

25. példa: C"-ben a szokasos bazis

er = (1,0,0,...,0,0),
es = (0,1,0,...,0,0),

eno1 = (0,0,0,...,1,0),
e, = (0,0,0,...,0,1)

C" végtelen dimenziés analogonja az (*(IN) tér. Ez azokbdl az x = (1, s, . ..) komplex
szémsorozatokbdl all, amelyekre > |z,|* véges.

(z,2') = E T,
n
A tér kanonikus bazisa a

o, =(0,0,...,1,0,...) (az egyes az n-edik helyen van)

vektorokbdl &ll, n € IN. Gondoljuk meg, hogy {4, : n € IN} valéban bazis. A belsd
szorzés értelmezése szerint (0,,0,) = 0, ha n # m és ||6,]| = 1. Tehat a ¢, vektorok
egy ortonormalt rendszert képeznek, és azt kell még megmutatni, hogy ez maximalis,
azaz nincs olyan x = (x1,o,...) egységvektor, amely minden d,-re merdleges. Mivel
(0, ) = x,, csak a 0 vektor lehet merdleges mindegyik 4,, vektorra.

Egy Hilbert-tér barmely vektora sorba fejtheté egy adott bazis szerint, és igy a vektor
az egyltthaték sorozatdval adhaté meg. A bazis koordinata-rendszerként hasznalhato.

16. tétel: (Bessel-féle azonossag) Legyen {x,})_, ortonormdlt rendszer a Hilbert-
térben és x eqy tetszoleges vektor. Ekkor

N

T — Z(%,@%

n=1

N
|2 =D [, @) * +
n=1
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Bizonyitas: Induljunk ki a kovetkezd azonossaghol:

xr = Z(:L’n,x)xn + (:c — Z(:cn, x}:cn) :

n=1 n=1

Ellenorizziik, hogy a két tag merdleges egymasra, és ennek figyelembevételével szamitsuk
ki az (x,z) belsé szorzatot! O
Az eloz6 tétel feltételei mellett

N
2l* > [, za)]? (2.5.17)
n=1

ami a Bessel-egyenl6tlenség.

17. tétel: Legyen {z; : i € I} egy ortonormdlt bazisa a H Hilbert-térnek. Ekkor
barmilyen x € H vektor eldall
T = Z(:cl, )T

i
konvergens sor alakjdban, és

|| = ZI%@IZ-

(A > (xi, x)x; sor z-nek az adott bdzis szerinti kifejtése.)

Bizonyitds: Ha I véges halmaz, akkor az allitas kovetkezik az el6z6 tételbol. A lényeges
eset |I| = oo.

Tekintetbe kell venniink azt a lehetoséget, hogy az [ halmaz esetleg nem
megszamlalhaté. A (2.5.17) egyenlStlenség szerint

sup { Z Nz, 2)*: Iy C 1 Véges} =

i€lp
= sup { Z Nz, 2)*: Iy C 1 megszémlélhaté} < 00,

i€lp

és J:={i €I :|(z;,x)|* # 0} egy megszdmlalhaté halmaz. Ha sziikséges, akkor H egy
zart alterére attérve feltételezhetjiik, hogy I megszamlalhaté, I = IN.
A fenti okoskodds azt is adta, hogy >, [(z;, z)]? < oo. Legyen vy, = > i (i, z);.

Ekkor . .
v =yl =11 D (o)l = D [, 2),

i=m+1 i=m+1

ha n > m. Ez mutatja, hogy (y,) Cauchy-sorozat, létezik egy y hatarértéke. Mivel

(x —y,x;) = lim(z — y,,x;) =0,

x =y. EbbSl persze az is adédik, hogy ||z]|? = lim, [|y,[|* = 3, [{@, ) |*. O
A tétel mutatja, hogy az ortonormalt bazis jelentésége tobbek kozott abban van, hogy a
tér tetszoleges vektora sorbafejtheto egy adott bazis szerint. Ha van megszamlalhaté
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bézisa a térnek, akkor minden vektorhoz hozzarendelhetjiik a bazis szerinti kifejtés egytitt-
hatéinak sorozatdt. Ez a sorozat négyzetesen Osszegezhetd, tehat az (2(IN) tér egy
eleme. fgy kapunk egy transzformdciot az adott Hilbert-térbsl £2(IN)-be, ami raképezés
is. Minden megszamlalhaté bézissal rendelkezd, szeparabilisnak mondott Hilbert-tér
lényegében azonos az (*(IN) térrel. Ez a tény azonban nem teszi feleslegessé az egyéb
terek hasznalatat.

26. példa: Az L*(0,7) térben ortonormdlt béazist alkotnak az

() = \/gsinn:c (2.5.18)

fliggvények, és ennek megfeleléen minden g € L*(0, 7) fiiggvény g = > a, f, ortogonalis
sorba fejthetd. A sorfejtés L2-normaban konvergal az el6z6 tétel szerint. (A Fourier-sorok
elméletébol tudjuk azonban, hogy példaul egy folytonos g esetében a sorfejtés pontonként
is konvergél.) O

Legyen X egy (szepardabilis) Banach-tér. Legyen F = {(p; : i € IN} egy sorozat az X*
dudlisban. Az F rendszer teljes, ha minden z,y € X parra ¢;(x) = ¢;(y) azonossiagok
teljesiilése esetén x = y. Valasztunk még egy €& = {e; : i € IN} vektorsorozatot. Azt
mondjuk, hogy a (£, F) par frame (vagy magyarul keret), ha minden x € X vektora a
> i(x)e; sorozat konvergens és az

F:xzr ngi(x)ei

linedris leképezés korlatos és invertalhato. F' neve frame operator.

Egy Hilbert-tér £ = {e; : i € IN} ortonormadlt bézisa egy szép példat ad, ha ¢;(-) =
(€;, -). Ekkor a frame operdtor az identitds. Ebben a példaban & = F. Ez nem csak
ortonormédlt bézissal lehetséges, legyen € = {e; : i € IN} és ¢;(z) = (e;, ) funkciondl.

18. tétel: Az (E£,€) pdr eqy H Hilbert-térben frame akkor és csak akkor, ha
mllz]” <> [eno)P < Mljz|* (v €H) (2.5.19)
ieN
bizonyos 0 < m < M szamokra.
Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy (€, ) frame. Ekkor a frame operdtor
F(z) = Z<€i’ T)e;

korlatos és invertalhatd. Az

(y, F(x)) = > (e x)(y, es) = (F(y), )
formula mutatja, hogy F' 6nadjungalt operator és pozitiv is. Ezért

> e o)P = (2, F(2)) < [|z|*| F|

i€IN
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és a (2.5.19) egyenlStlenségbem M = ||F|| megfelel. Az alsé korlatot F' inverzének
normdjaval fogjuk megkeresni, (z, F'(z))-et kell alulrél becsiilni:

l)* = | F= P ()1 < |[F7HME @), F(a) < [|FP1F(z, F(2))

Tehat 1/m = ||[F~||?|| F|| lehetséges.
A megforditdsban el6szor a frame operator 1étezését mutatjuk meg. Igazoljuk, hogy

T

S,x = Z(eix)ei

=1

Cauchy-sorozat. Legyen y € H és |ly|]| < 1. Ha r > ¢, akkor

(S =8P < | 3 tmetenn)] < (Z |<x,ei>|2> (Z |<ei,y>|2) <

i=q+1 i=q+1 i=q+1
T
2 : 2
< M |<.§L’,€Z>| .
i=q+1
Tehdt az Fox = ) .(e;, x)e; linedris operdtor definidlva van és a fenti szamolds azt is

mutatja, hogy
1FPz)|* < M2,

igy ||F|| < M. Maésrészt
(, Fa) > ml|z||*

azt is adja, hogy F pozitiv és |FY/2z| > /m|z||. A 3. fejezet 6. lemmé&ja adja, hogy
F1/2 invertalhat6 és persze ekkor F is. O

2.6. Spektrum

Ebben a részbem a Banach-terek bizonyos operatorainak invertalhatésagaval foglalko-
zunk.

5. lemma: (Neumann-sor) Legyen X egy Banach-tér, A € C és A € B(X). Ha |\ >

|All, akkor
)\71 Z A AN
n=0

abszolit konvergens sor a B(X) Banach-térben, és hatarértéke a \I — A operdtor inverze.

Bizonyitds: Az abszolut konvergencia a >~ || A" A"|| numerikus sor konvergencidjat
jelenti. Mivel
[ATAR| < ATRAL

és |[NTTA|| < 1, az abszolut konvergencia vildgos.
Tovabba

AT CATTAMM = A) = (A — A)ATTY OANTMAT =T — AT AT

és [[ATTLAML] < |IATLA|™TE — 0. Ez azt jelenti, hogy a sor S Osszege eleget tesz az
S(AM — A) = (M — A)S = I feltételnek, tehat A\ — A inverze. O



2.6. Spektrum 53

6. lemma: A B(X) normdlt térben a szorzds és az inverz folytonos. Az invertdlhatd
operdtorok nyilt halmazt alkotnak.

Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy A, — A és B,, — B. Ekkor
[AnBn — AB|| = [[An(By — B) + (An — A)B|| < | A | B — Bl + | An — Al |B]| = 0

hiszen [|A,| — ||A]l.

Ha A, — A és A invertalhato, akkor A, A~! — I. Ha ebbél kovetkezik, hogy AA 1 —
I, akor A1 — A~!isigaz. Tehdt az inverz folytonossdgahoz elég igazolni, hogy B, — I
alapjan B,1 — I. A geometriai sorfejtés

oo

(I=(I=Bu)) " =) (I-By)"

k=0

igaz, ha ||I — B,|| < 1. Tehat ilyen feltétel mellett B, ! is létezik, tovabba tart I-hez, ha
B, — 1.
Az is adédik, hogy az invertalhaté operatorok nyilt halmazt alkotnak. O
Legyen X egy Banach-tér, A € C és A € B(X). Ha a Al — A linedris operatornak
nincsen korlatos inverze, akkor azt mondjuk, hogy A az A spektrumaban van. Az A
operator spektrumanak jelolése o(A). A Neumann-féle sorfejtés szerint A spektruma
korlatos halmaz, és a {z € C : |z]| < ||A|]} korlemez része.

19. tétel: Egy A € B(X) operdtor spektruma nem tres zart halmaz.

Bizonyitas: Mivel az invertdlhatd operatorok nyilt halmazt alkotnak, a spektrum
komplementuma is nyilt. A

(M —A)t = %g (é)n (2.6.20)

sorfejtés || > || A|| esetén helyes. Ezért a spektrum korlatos halmaz.
Megjegyezziik, hogy (A — A)~! differencidlhat6. Valéban, a

(A=At — (NI — Ayt A=A ((Aof —A) = (M - A)) (Aol —A)7

A — )\0 A— )‘0
= —(M—A) NI - A

azonossag mutatja, hogy a derivalt
—(Xol — A)2.

Tételezziik fel, hogy a spektrum iires. Ekkor A — (A — A)~™! az egész komplex sikon
differencialhat6 operatorértékii fiiggvény, aminek a hatarértéke a végtelenben (2.6.20)-bol
adédéan 0. Ha ¢ € B(X)* egy funkciondl, akkor a X — o((Al — A)~1) fiiggvény korlatos
és regularis, a Liouville-tétel alapjan azonosan 0. Mivel ez minden ¢ funkcionalra igaz,
(M — A)~! = 0. Ez lehetetlen, mert egy inverz nem lehet 0. O
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2.7. Multinormalt terek

Legyen X egy valds vagy komplex linearis tér. Ha adott X-en pozitiv funkcionaloknak
egy olyan p; : X — IR' csalddja, i € I, amelyre
(i) pi(Az) = [A| pi(2),
(ii) pi(z +y) < pi(x) + pi(y),
(iii) = € X és = # 0 esetén van olyan i € I, hogy p;(x) # 0,
akkor X-et multinormalt térnek nevezziik. (Multinormalt tér helyett lokalisan kon-

vex topologikus vektorteret is szoktak, illetve lehetne mondani.) Az egyik alapvet
példa a kovetkezo.

27. példa: Multinormalt teret képez S(IR") a 2. példdban értelmezett p,,, funk-
cionélokkal. O

Az (X, p;,i € I) multinormalt térben az z,, € X sorozatrax,, — = € X, hap;(x—z,) —
0 minden i € [ esetén. Az (X,p;,i € I), (Y,q;,7 € J) multinormélt terek kozotti f
leképezést folytonosnak nevezziik, ha z,, — x esetén f(z,) — f(x).

28. példa: Ha a = (a1, as,...,a,) és B = (54, ..., 5,) multiindexek, akkor legyen

ras(f) =sup {|an6f(x)| ST € ]R"}

az f € S(IR") fuggvényekre. (z® az z{'x%?...x%" fliggvényt jelenti.) A Schwartz-tér
az 1o, funkciondlokkal egy multinormalt teret képez, éppen ugy, mint a fenti p,,, funk-
cionalokkal. Megmutatjuk, hogy a két tér topologikusan ekvivalens, azaz ugyanazok
benniik a konvergens sorozatok.

Pre(f) <3 sup {1+ |l2l2)"[DPf(2)] : w € R"} <

|8]<r

>y (") sup {2100 s € W) =

|l<r =0

= 23 (1) roal,

|8|<r =0

IN

ha a(i) = (2¢,2i,...,2i7). Az egyenl6tlenség vildgossd teszi, hogy ha r, g(f,) — 0 minden
a és  multiindexre, akkor p,,(f,) — 0 barmilyen m,r pozitiv egészre.

Ha m-et elég nagyra vélasztjuk, akkor (1 + [|z||3)™™ a végtelenben eltiing és ezért
korlatos fliggvény. Alkalmas C' konstanssal

@* D7 f| < C(1L+ ||=[3)" D7 f]

tehét
Tag(f) < Cpmo(D°f) < Cpois (f) -

Ebbdl latszik, hogy ha p, . (f,) — 0 minden m,r € IN-re, akkor r, g(f,) — 0 minden «, 8
multiindexre. U
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29. példa: Megmutatjuk, hogy S(IR") C L'(IR"). Ugyanis f € S(IR")-re
[ < [as et o e <
< /(1 + [lall5) 7 da x sup{(1 + [|z[|5)] f(x)]} ,

ha k-t olyan nagynak valasztjuk, hogy (1+ ||2]|5)~! integralhaté. Becslésiink egyrészt azt
mutatja, hogy f € L'(IR™), masrészt

1f[lr < Cprolf) (2.7.21)
egy C konstanssal. Az S(IR") multinormdlt teret az L'(IR") normalt térbe képezd
beagyazas folytonos. O

30. példa: Az f € L'(IR") fiiggvény Fourier-transzformaltjat a

f(t) = (27:)”/2 / e 1) f(z) da (2.7.22)

képlet értelmezi, (x,t) = ZZ ;t;. Vildgos a definiciébél, hogy f korldtos:

1
71(tm .
01 < e [ 10 @) do = s [ U] da

A dominalt konvergencia tételbdl adédéan f folytonos fiiggvény.
Prébaljuk differencialni f-ot az egyvaltozos esetben.

f) = f(
t—t \/271- t—t
Ha a t' — t hatardtmenetet akarjuk végrehajtani, akkor integralhaté majoranst kell ke-

resniink. Az integrandusban 1év6 differenciahdanyados —ize '*®-hez tart. Amennyiben
xf(x) integralhaté

. 7125/:1:

f(x)dx.

df =
i —ixf(x). (2.7.23)

Ezt iterdlva jutunk oda, hogy ha z"f(x) integrélhatd, akkor f Fourier-transzformaltja
n-szer differencidlhaté. (Minél gyorsabban tart f a 0-hoz a végtelenben, anndl simabb a
Fourier-transzformaéltja.)

A (2.7.23) képlet levezetéséhez hasonléan lathatd, hogy az n véltozds esetben a =
(1, q9,...,05) és B = (0,...,5,) multiindexekre

(i)#Hlelge DB f (1) = (271)”/2 / e 10 D (2P f(2)) da . (2.7.24)

Ebbdl kovetkezik, hogy a Fourier-transzformacié az S(IR™) teret 6nmagaba képezi.
Valéban, a (3.9.26) képletbdl

(H m) "D f(t)| <

1 1
(2r)n/2 | D a? f ()| 1
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vagyis
1D f(t)] <
Hz 1
Ez mutatja, hogy t*D? f eltiinik a végtelenben. Tehét f € S(R") esetén f € S(IR™).
Meg akarjuk mutatni a Fourier-transzformacié folytonossagat is.

D7 f(1)] < C/(1+ 1) 75 (1 + [l2]13)"| D (2 f ()| dew <
< Csup{(1+ [|2[3)"| D (2" f)(x)] : w € R},

ha k olyan nagy, hogy (1 + ||z||3)™" integrélhaté. Ekkor
ras(f) < C/pk,r<x5fn(x>) 3

ha r > |a|. Amennyiben f, — 0, akkor 2?f,(z) — 0 és pr,.(2°f,(x)) — 0. Az el8bbi
egyenl6tlenség miatt r, 5(f) — 0. O

A Fourier-transzformécié az S(IR) Schwartz-teret énmagaba viszi. Megkérdezhetd, hogy a
Fourier-transzforméciénak mint

(SMR), [ llp) = (SR), [ - [lq)

leképezésnek mennyi a norméja a kiilonb6zé 1 < p, g < oo értékekre, azaz a

[/Lf qu]j:
[/Lf |pd:c]

szamra vagyunk kivancsiak. A kovetkez6 fejezetben targyalt Plancherel-tétel azt mondja,
hogy C (2, 2) = 1. Ha p és ¢ nem konjugéltak, vagy p > 2, akkor C(p,q) = +00. Amennyiben
konjugaltak, és 1 < p < 2, akkor

C(paQ) ‘=8su f#o’ f GS(IR)

(2mg)'/a

C(p,q) = )7

Az eredményt Beckner bizonyitotta 1975-ben a klasszikus Hausdorff-Young-
egyenlStlenség élesitéseként. Lieb megmutatta 1990-ben, hogy az

1fllg = C.a)llf Iy

egyenléség (az 1 < p < 2 és f # 0 esetben) csak Gauss-fiiggvényekre teljesiil, tehat f(z) =
Aexp(—Baz? + Cx). ?
Az § multinormalt tér folytonos linearis funkcionaljait temperalt disztribicioknak
nevezzik, ezek alkotjdk az S teret. Egyébként &’ is multinormalt tér. A Fourier-
transzformdcié a dualitds segitségével értelmezhetd a temperalt disztribicidkon. '°
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2.8. Polinomrendszerek

Bizonyos filiggvényterekben polinomokbdl &ll6 bazist lehet konstrudlni. Errdl szélnak a
tovabbi példak, amelyek egyben bevezetik a leggyakrabban hasznélt ortogonalis poli-
nomrendszereket , a Legendre-, a Hermite- és a Laguerre-polinomokat.

31. példa: Az L*[—1,1] térben a folytonos fiiggvények siiri halmazt alkotnak. Valéban,
az egyik lehetséges tit, amin eljuthatunk L?[—1,1]-hez az folytonos fiiggvények C[—1,1]
terén keresztiil vezet. f,g € C[—1,1]-re értelmezziik az

(r.9) = [ T@lg(o) da

bels6 szorzast egyszerti Riemann-integral segitségével, majd a

p(f,9) =V{f—9,f—9)

tdvolsaggal kapott metrikus tér teljes burkét vessziik. Ez lesz L?[—1,1]. A teljes burokkal
valé értelmezés miatt C[—1,1] slirti L?[—1, 1]-ben. Ugyanakkor a polinomok sfirfi hal-
mazt alkotnak a Weierstrass-féle approximécids tétel szerint a C'[—1, 1]-ben az egyenletes
konvergenciara nézve: Ha f € C[—1, 1], akkor van olyan p, polinom sorozat, amelyre

sup{|f(z) — pp(2)] : =1 <2z <1} — 0.

Azonban

o(f,pn) = ¢/ (@) dz < v/25up{ (@) — pa(@)] 1<z < 1},

ezért p, — [ a Hilbert-térben. Ez azt jelenti, hogy a polinomok stirti halmazt alkotnak
a C[—1,1]-ben a Hilbert-tér metrikdjéra nézve is. Végeredményben a polinomok siirtin
vannak L*[—1,1]-ben. O

Az 1,x,2%, ... sorozatra alkalmazhatjuk a Gram—Schmidt-féle ortogonalizacids
eljarast: Megkeressiik az a linedris = + a; polinomot, amely mer6leges po(z) := 1-re, ez
maga pi(z) := x (a; = 0). Ezutdn meghatdrozzuk azt a ps(x) = 22 + asx + by kvadra-
tikus polinomot, amely po-ra és p;-re is ortogondlis. A két ortogonalitasi feltétel egy-egy
egyenletet ad as-re és by-re. Az egyenletrendszert megoldva kapjuk a po(z) kvadratikus
polinimot, és igy tovabb. Ime az elsé néhany polinom:

pO( ) 17 pl(x):xv
() = :c—1 (a:)—:c3—§x
p2(T) = 3’ P3 - 57
6 3 10 5
40 2 _.5_ Y 3, 2
pa(z) =2 7x +35 ps(z) =z 5% +21:E.

Polinomoknak egy olyan p, ortogonalis sorozatahoz jutunk, amelynek n-edik tagja egy
n-edfoki polinom. Mivel nincs olyan fiiggvény, amely minden polinomra ortogonalis, ez a
rendszer alkalmas normaldssal egy bazis, amelynek elemei egy szorzéfaktortdl eltekintve
a Legendre-féle polinomok.
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A harmadfoku és a negyedfoki Legendre-polinomok grafikonja. Altaldban is igaz,
hogy a gyokok mindig [—1,1]-ben vannak, a polinomok értéke 1-ben 1 és —1-ben
+1

Az n-edfoki Legendre-polinom a

1o
ol dan

n! (2n
on\n /)’

és ez az a szorzotényezo, amiben P, és a féegyiitthatora normalt p,, kiilonboznek.

P.(z) (z® —1)" (2.8.25)

képlettel adhaté meg. A féegyiitthato

A. M. Legendre francia matematikus volt, aki a
(1—2%)y" —2zy/ + Xz =0

differencidlegyenletet vizsgdlta. A = n(n+1) esetén ennek megoldasa a P, (z) Legendre-polinom.
Masodrendii differencidlegyenletrdl 1évén szo, mas megoldés is van, amit masodfaji Legendre-
fiiggvénynek neveznek. Egyébként ha az egyenletnek van a [—1,1] intervallumon folytonos
megoldasa, akkor sziikségképpen A = n(n + 1) valamely n természetes szdmra.

A Legendre-polinomok gyokeinek egy érdekes tulajdonsiaga van. Tételezziik fel, hogy a

[—1, 1] intervallumon elhelyeziink n darab ,,toltetet” ' az z1, 29, ..., 2, pontokban, és a rendszer
energidja
1 1
E(z1,...,2p) == — Z log |z; — x| + §Zlog]1 — x| + §Zlog]1 + x|+ C.

1<i<j<n i=1 i=1
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Ez azt jelenti, hogy a toltetek taszitani latszanak egymadst, mert az energia csokken, ha tavolitjuk
oket, gondoljuk 6ket pozitiv tolteteknek. Ugyanakkor az intervallum két végén egy-egy negativ
toltet van rogzitve, ezek a tobbieket vonzzdk. A két negativ toltet kolecsonhatdsabdl adédé
energiat a C konstans tartalmazza. (Természetesen a két negativ toltet helyett , kiils6 térrél” is
beszélhetnénk.) Amennyiben az intervallum tokéletes vezetd, a toltetek a minimaélis energidju
elrendezést igyekszenek megtalalni, és mi is ezt akarjuk meghatarozni.

E helyett eP-t fogjuk minimalizalni a szokésos parcidlis differencidlds médszerével.

Vezessiik be az f(z) = (x — x1)(x — z2)...(z — z,) polinomot. Ennek segitdségével a
0el |0z; = 0 feltételt

el [ (xy) 1 1

o 2f(m) 2w 1) T 2ma1) "

alakban frhatjuk. Azaz

(1= a?) " (@) = 2(xi = 1) f'(2:) = 0
minden 1 < i < n esetén. Tehdt az (1 — 22)f"(x) — 2(z — 1)f'(x) n-ed fokd polinom eltiinik
minden 1, z9, . .., z, helyen. Ezért az f(x) polinomnak egy konstansszorosa. A konstans értékét
a féegyiitthatok Osszehasonlitdsdval kapjuk meg: (1 — 22)f"(x) 4+ 2(x — 1) f'(z) féegyiitthatsja
—n(n—1) —2n = —n(n+ 1). Ezért

(1—2%)f"(2) = 2(z = 1) f'(z) = —n(n + 1) f(2).

Pontosan a Legendre-féle differencidlegyenlethez jutottunk, amelynek polinom megoldasa a
P, (x) Legendre-polinom. Az egyensilyi helyzetben tehat a toltetek a Legendre-polinom gyokhe-
lyein helyezkednek el.

|Pu(@)l] # 1, ugyanis

/_ | P (2)]? da 2 (2.8.26)

) T+l

Ha tehét az L%[—1,1] tér bazisdhoz akarunk jutni, akkor a

~ 2 1
Po(a) = 1/ ”; P.(x) (2.8.27)
normalast kell alkalmazni.

A fenti eljaras altalanosithaté. Induljunk ki a

(1 -8 (j=0,1,2,...)

sorozatbdl, aminek linedris burka stirti L?(—1, 1)-ben. Ha ezt a sorozatot ortogonalizaljuk,
akkor a

1 dn+m
P (z) = (1 —2%)"?— 1) 2.8.2
(o) = (1= 2" (0 - 1) (28.25)
fiiggvényekhez jutunk. Rogzitett m-re n értékei m,m+1,m—+2,.... Vildgos médon m =

0 adja vissza a Legendre-polinomokat. P (x) neve asszociilt Legendre-fliiggvény.
Tetszbleges m € ZL"-ra

{Prw= (im0 e - nmmmsmerz. ) sz

egy bazis.
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Az asszocidlt Legendre-fiiggvény P(x) kielégiti az
2

(1—a2?)f" —2xf + <n(n +1) — m ) f=0 (2.8.30)

1— 22

differencidlegyenletet. m = 0-t véve kapjuk a Legendre-féle polinomok (Legendre-féle)
differencialegyenletét:
(1 =2y —2xy' +n(n+1)y=0. (2.8.31)

Ez egy masodrendii differencidlegyenlet, amelynek két linearisan fiiggetlen megoldasa van.
Azonban az egyetlen polinom megoldés a Legendre-féle polinom, P,(x).

32. példa: Definidljunk egy p mértéket a szdmegyenesen a

o
w(B) :/ 1pe™ da

—00
képlettel. (u-t Gauss-mértéknek hivjdk, és csak normdlé tényezében kiillonbozik
a valdszintliség-szamitdsban megszokott normadlis eloszlastol.)  Mivel a mérték e’
stirliségfiiggvénye gyorsan tart 0-hoz £oo-ben, megmutathatd, hogy a polinomok stiriin
vannak az L?*(u) térben. Most is alkalmazhatjuk az 1,z,z% 23, ... sorozatra a Gram-—

Schmidt-féle ortogonalizacidt, és egy ortogondlis polinomrendszerhez jutunk:

H(](.T) = 17 H1<.§U) = 2.77,
Hy(z) = 42* — 2,  Hs(z) = 82° — 12z,
Hy(z) = 162* — 482> +12,  Hs(z) =3

Kiindulhatunk a
H,(z) = (-1)"e" —e* (2.8.32)

formulabdl is. Teljes indukciéval konnyen igazolhatd, hogy H,(x) egy n-edfoku polinom,
amelynek féegyiitthatéja 2". (2.8.32)-et differencidlva kapjuk a

H)(x) =2zH,(z) — Hpi1(2) (2.8.33)

egyenletet. f(x) := e *" ismételt differencidléséval

dn+1 n n—1

d
dgrrt /0 20 g ) g

f(x)=0.
Ezt megszorozva a (—1)"6352 faktorral azt kapjuk, hogy

Hy(x) —22H,(v) + 2nH,_1(x) =0, (2.8.34)
ami lehet6vé teszi a H,(z) polinomok rekurziv kiszamoldsat.

A Hermite-polinomokat 1gynevezett generator filiggvény segitségével is
hasznalhatjuk:

n=0

H,(z) = > (2.8.35)

=[5
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Derivaljunk ¢ szerint:

oo tn—l o n
S () = e 2w - 20) = 3 (20 — 20) H(a)
n=1 n' n=0 '

Kicsit atirhatjuk ezt,

o tn S tn o tn+1
= —2xH,(x) — —2nH,_

és ez megfelel a (2.8.34) képletnek.
A rendelkezésre allo egyenletek kombindlasaval kapjuk még a

H)(z) =2nH, (), (2.8.36)
H(z) — 2zH) (x) + 2nH,(x) =0 (2.8.37)
tovabbi Osszefiiggéseket. Ismételt parcidlis integraldssal jutunk a

/ e Hy,(z)v(z) do = / e*ﬁﬁv(@«) da

dz™
formuldhoz, amely barmilyen v(x) polinomra érvényes. Nevezetesen, ha v(z) fokszdma
n-nél kisebb, akkor a jobb oldalon 0 &ll, tehat H,(z) mer6leges minden néla alacsonyabb

fokszamu polinomra, azaz a Hy(x), Hi(x), ..., H,_1(z) polinomokra is. Ha v(z) helyébe
H, (x)-et tesziink, akkor az adédik, hogy

/e$2H§(:c) dr = 2"n! /612 do = 2"nl/7 .
Ezért a normalizalt |

Hule) = V2"l

Hermite-féle polinomok az L?(u) tér béazisit alkotjék.
A normalizélt Hermite-féle polinomokbél kénnyen kaphatunk az L?(IR) térben is bézist:

H,(z) (2.8.38)

2

ou(@) == exp ( - %)Hn(a:) (n=0,1,...). (2.8.39)

Az ortogonalitasi relaciék egyszertien redukalédnak a Hermite-féle polinomok tulaj-
donsidgaira. A (2.8.39) formula a Hermite-fiiggvényeket adja meg, néhany Hermite-
fliggvény grafja az dbran lathato. O

33. példa: A polinomok sfirfin vannak az L?(IR",e % dx) térben, ezért a kordbbiakhoz
hasonléan van a térnek polinomokbdl allé bézisa.

et dn
Ln(@) = v gm

(")
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A g, 01,02 és 3 Hermite-fliggvények grafikonja. (g lapos haranggorbe alaku,
altaldban ¢, paros fliggvény, ha n péaros és paratlan, ha n is az

n-edfoki polinom, amelynek féegyiitthatdja (—1)"/n!, neve Laguerre-polinom.
A tovabbiakban az altaldnosabb L?(IR*, e %2%dx) teret tekintjiik, ahol o > —1 egy

paraméter. Az
d*v dv

masodrendii differencidlegyenletnek n € IN esetén egyetlen polinom megoldasa van, ez

L) () = zn: (Z * c;) (z2y’

§=0 '

ami a kozonséges Laguerre-polinomok altalanositdsa, asszocialt Laguerre-
polinomoknak is hivjak ezeket.
Mivel p
_ _ (et
%nga) (SL’) - _Lnoil (.T) )
az a paraméter egész értékeire az asszocialt polinomok a kozonséges polinomok derivéltjai.
Az asszocialt Laguerre-polinomok normajat az

° 1
/ e "2 (L () d = T(a + 1) (n * ) (2.8.41)
0 n
integral adja meg.
A Laguerre-polinomokbdl az L?(IR™) térben is kaphatunk egy bézist:

n—l—a)m

A = L) ()22 (o + 1)_1/2(
n

(2.8.42)
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Az ortogonalitési relacidkat felirva lathatjuk, hogy azok L (x) ortogonalitdsdra mennek
vissza az L*(RY, e %2 dz) térben. O

A harom polinomcsaladra vonatkozd képletek meglehetosen kiilonbozéek, de némi ha-
sonlosag is felfedezheto. Nevezetesen, van egy-egy masodrendil differencidlegyenlet, egy-
egy generatorfliggvény, amibdl ismételt differencidlassal a polinomok megkaphatok, és
egy-egy rekurziés formula, amit csak a Hermite-polinomokra adtunk meg.

2.9. Gyakorléfeladatok

1. A norménak melyik tulajdonségai teljesiilnek a C|[a, b]-n értelmezett

funkcionélra?

2M Tegyen p; és po két norma egy linedris téren! Igazoljuk, hogy p(z) = p1(x) + pa(2)

és q(x) = max(p;(x), po(r)) ugyancsak normak!
3M Bizonyitsa be, hogy ha x,, — = és y,, — y egy normélt térben, akkor z,,+1,, — x+!

4. Bizonyitsa be, hogy ha z, — x egy normalt térben, és A\, — A egy szamsorozatra,
akkor \,z, — Az!

5M Bizonyitsa be, hogy ha x,, — x egy normélt térben, akkor n=!(z1+zo+. .. 2,) — !
6M Igaz-e, hogy f.(x) =nz/(1 + nx?) Cauchy-sorozat C[0, 1]-ben?
7. Mutassa meg, hogy normalt térben Cauchy-sorozatok osszege Cauchy-sorozat!

8. Mutassa meg, hogy ha egy normalt térben minden Cauchy-sorozatnak van konver-
gens részsorozata, akkor a tér teljes!

9. Konvergensek-e a C[0,1] térben a kovetkez6 sorozatok a. x,(t) = t" — t"1 b.
yn(t) =t — 1277

10M Konvergens-e az ,(t) = t""/(n + 1) — t**2/(n + 2) sorozat a C[0, 1], illetve
C10,1] terekben? (A C1[0,1] térben

1]l :==sup{|f(z): 0 <z <1} +sup{|f(z):0<x <1}
a norma.)

11. Zért alteret alkotnak-e C[0, 1]-ben a. a legfeljebb n-edfoki polinomok, b. a ponto-
san n-edfoku polinomok?

12. Nyilt halmazt alkotnak-e Cfa,b]-ben az olyan f fliggvények, amelyekre |f(t)] < 17
(a <t < b rogzitett szam.)
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13. A kétvaltozos polinomokon tekintsiik a

Ip(z, y) || := sup{[p(z,y)[ : 0 <2 <1,0 <y < 1}
Folytonos-e az igy kapott normalt téren a
9B
PPwdy
differencialoperator?

14. Igazolja, hogy normalt térben konvex halmaz lezérasa is konvex!

15M Legyen A és B két konvex halmaz egy normalt térben! Az AUB, ANB és A+ B
halmazok koziil melyik konvex?

16. Igazolja, hogy az (? térben az aldbbi halmazok konvexek: a {x € ¢* : |z,| < 27"},
b. {z € : > n?lx,|* < 1}

17. Az f — f(1) funkciondl folytonos-e a C0,1] téren, ha azon a. a szokdsos sup
normat, b. az L? normét tekintjiik?

18M Legyen X, és Xy két normalt tér és A : X; — Xy B : X; — X, két folytonos
linedris leképezés! Igazolja, hogy {x € X; : Az = Bz} zart linedris altér X;-ben!

19. A folytonosan differencidlhaté [a,b] — IR fliggvények terén legyen

11l = {/abfg(t) dt+/ab ()] dt} - .

Igazolja, hogy ez norma! Banach-teret alkotnak-e a folytonosan differencidlhato
fliggvények ezzel a normaval?

20M Lehet-e egy Banach-tér valédi részhalmaza egyidejiileg zért és nyilt?
21M Mutassa meg, hogy N
n= [ s
C10, 1] folytonos linedris transzformaciéjat értelmezi!

22M Létezik-e olyan folytonos linedris funkcional a korldtos sorozatok ¢ terén, amely
konvergens sorozatokhoz a hatarértékiiket és az 1, —1,1, —1,... sorozathoz a t € R
szamot rendeli?

23. Igazolja, hogy f,g € Cpo(IR") esetén f - g € Coo(IR™)!
24. Tgazolja, hogy f,g € S(IR") esetén f - g € S(IR™)!
25. Igazolja az 1. lemmat! (Utmutatés: Adjon geometriai interpretaciot az

a aP b be
A= / o hdr = — b5 Ay = / Yy dy = —
0 p 0 q

teriileteknek, gondolva arra, hogy az xP~! és az y?~! fiiggvények egymés inverzei!)
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26. Tekintsiik a C" téren a || - ||, normékat. Adjunk meg olyan C; és Cy szamokat, hogy
|1 <Cill - I < Col - [lp, 1 < pyr < o0

27. Mutassa meg, hogy integralhaté fiiggvény Fourier-transzformaltja folytonos!

28. Tekintsiik a matrixok M, (IR) téren a || - ||, p-normét és a || - || operatornormét!
Adjunk meg olyan C) és Cy szamokat, hogy || - ||, < Ci|| - || < Cof| - |lp, 1 < p < 00!

29. Legyen X a C]0,1] tér polinomokbdl allé altere! Folytonos-e X-en a differencidlis
linedris operator?

30M Legyen X és Y két normalt tér! Az {(z,y) : # € X,y € Y} parok linedris teret
alkotnak a koordinatankénti miiveletekkel. Mutassuk meg, hogy

G, )l = Mzl + llyll s [[Gz,y)lla = Il + [yl

ekvivalens normdk ezen a téren!

31. Legyen P a valds egyiitthatos polinomok tere ellatva a

Ipll:= sup{[p(z)] : 0 <& <1}

normdval! Igazoljuk, hogy az f : p — p(2) funkciondl linedris, de nem folytonos
P-n!

32. Legyen ¢ : C¢|0, 1] — C olyan komplex linedris funkcional, amelyre ||| = ¢(1) = 1!
Mutassa meg, hogy f > 0 esetén o(f) > 0! (Utmutatds: a. —1 < g < 1 esetén

lg £ ni|| < VvVn?2+4+1 ezért |p(g) £ ni| < vVn?2+4+1. b. Az el6z6 g fuggvényre
©(g) € [-1,1]. c. Legyen 0 < f < 1 és alkalmazzuk b-t az g = f és g = 2f — 1
fiiggvényekre.)

33M Legyen f egy linearis funkcional egy E normélt téren! Igazoljuk, hogy f pontosan
akkor folytonos, ha kerf := {z € E : f(x) = 0} zart linearis altér!

34. Igazoljuk, hogy minden véges dimenzids normalt tér Banach-tér!

35M Legyen Cy(IR™) a végtelenben eltiing folytonos fiiggvények vektortere a sup
normaval! Banach-tér ez?

36. A kompakt tart6ju IR-en értelmezett folytonos fiiggvények vektorterét a sup
norméaval tekintjik. Mi a tér teljes burka?

37. Legyen C.(IR) az IR-en értelmezett kompakt tartéju folytonos fiiggvények tere a
sup-norméval, és legyen X a C.(IR) teljes burka! Igazolja, hogy minden f € X
esetén lim|y o0 f(2) = 0 teljesiil!

38M Sfir{in vannak-e az L'[0, 1] térben azok a polinomok, amelyek integralja 07

39. Az IR" téren tekintsiik a p-normékat! Mutassuk meg, hogy

lim [z]], = {|2]]o !
oo
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40. Mutassuk meg, hogy ¢! C £2, de van olyan ¢*-beli sorozat, amely nem ¢!-beli!
41. Mutassuk meg, hogy az ¢! tér teljes!

42. Jelolje ¢ a konvergens komplex szdmsorozatok terét az ||z|| = sup{|z,|} norméval!
a. Mutassa meg, hogy a tér teljes! b. Irja le a ¢ tér dualisat!

43. Legyen g € C|0,1] és értelmezziink egy A : C[0,1] — C]0, 1] linedris operétort az
Af(x) = g(z) f(x) képlettel. Mi A spektruma?

44. Figg-e egy linedris A : IR" — IR" transzformdcié spektruma attél, hogy melyik
| - |l, normdt tekintjitk R™-en, 1 < p < o0?

A)2 2A!

45M Tgazolja kozvetleniil sorfejtéssel, hogy egy korldtos A operatorra (e?)? = e

46. Legyenek A és B egy Banach-tér felcserélhet6 operatorail Mutassuk meg a
hatvanysorok dtrendezésével, hogy exp(A + B) = exp A exp B!

47. Szamoljuk ki a ¢t — sin(tA) fiiggvény Frechet-derivaltjat, hat € R és A egy Banach-
tér korlatos operatora! Altaldnositsuk az eredményt!

48. Legyen K C IR" konvex zart halmaz és
Pla) = inf{lls — yll» : y € K}
Szamolja ki az F': R"\K — R funkcional dF'(z, h) Gateaux-differencialjat!

49. Mutassuk meg, hogy egy Banach-tér nyilt halmazan értelmezett operéator folytonos
azokban a pontokban, ahol Frechet-értelemben differencialhato!

50M Legyen S konvex halmaz egy Hilbert-térben! Mutassa meg, hogy az
F(r) =inf{|lz -yl : y € S}
konvex funkciondl! (F'(x) az x pontnak az S halmaztdl valé tavolsiga.)

51. Tekintsiik a C" teret a p-norméaval, 1 < p < o0, és legyen K C C" egy konvex zart
halmaz! Milyen p értékekre teljesiil a Hilbert-térben megfogalmazott Riesz-lemma
allitasa?

52. Legyen
1
@ : L3 [-1,1] = C f—o(f) ::/ f(z)z? dx
0
funkciondl! Hatdrozza meg ||¢|| értékét!

53. Mutassuk meg az 29. példat kovetve, hogy az S(IR") multinormélt térnek az LP(IR™)
normalt térbe valé bedgyazas folytonos!

54* Legyen p egy valds egyiitthatés polinom, és tekintsiik azt a P : M,(IR) — R
funkcionalt az n X n-es matrixok terén, amelyet a

P(4) = Tr p(A)
képlet értelmez! Mutassa meg, hogy OP(A, H) a Gateaux-differencial Tr p'(A) H!
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55F Legyen p egy valés egyiitthatés polinom, és tekintsitk a P : M,(IR) — M,(IR),

56.

A — p(A) leképezést az n x n-es matrixok terén! Mutassuk meg, hogy ha A =
Diag (A1,...,\,) diagondlis matrix, akkor a OP(A) Frechet-derivalt az aldbbiak
szerint adhaté meg!

OP(A)(H)i; = HijLij

ahol ) )
PlA) — DA,
D) B ha A £ A
Li; = A=A BAEN
p/(>\z s ha >\z = >‘j .

(Utmutatas: Elészor végezzik el a szamolést az p(z) = 2™ esetben, majd alkalmaz-
zuk a linearitést!)

Mutassa meg, hogy Cla,b] szeparédbilis! (Egy teret szeparabilisnek mondunk, ha
van benne megszamlalhat stirti halmaz.)



3. Hilbert-terek
korlatos operatorai

Az absztrakt Hilbert-tér fogalma a kvantummechanikaval egy idében alakult ki, jelentos
részben Neumann Janos munkaiban. A Hilbert-tér lényeges eleme a bels6 szorzat, ami
a vektorok skalaris szorzatara emlékeztet. A Hilbert-tér maga az euklideszi tér végtelen
dimenzids altalanositasa. A belsé szorzat meghatdroz egy tavolsagot a téren, az euklideszi
esethez hasonldan.

Maga Hilbert egyébként az (*(IN) teret tekintette ,,Hilbert-térként”, és sokaig a
Hilbert-féle koordindtatér elnevezés is haszndlatos volt a véges dimenziés euklideszi ko-
ordinatatérrel valo hasonldsdgot hangsilyozandd. A fenti absztrakt értelmezés valdjaban
Neumann Janos érdeme.

Legyen H := {x € (*(IN) : z,, = 0, ha n paros} és legyen Hy := {x € H : x, = 0 véges
sok n kivételével}. Ekkor

Hi = H* = {z € (*(N) : 2, = 0, ha n paratlan} .

A példéban H++ = H, de Hi-+ # H,,.
O

1. példa: Ha G tetszéleges megszdmldlhaté halmaz, akkor ¢%(G) jeloli azoknak a G-n
értelmezett f fiiggvényeknek a terét, amelyekre

> 19 <.

geG

(*(G)-n a belsd szorzat £2(IN) mintdjara értelmezhetd, és egy Hilbert-térhez jutunk. [

3.1. A Hilbert-tér geometriaja
A kovetkezo lemma bizonyitasaban fel fogjuk hasznalni a paralelogramma azonossagot
lz = ylI* + |z + yll* = 2||=[* + 2[ly]1*, (3.1.1)

ami egyszertien kovetkezik, ha a normanégyzeteket kifejezziik a belsé szorzat
segitségével. (Az azonossag ismerds lehet a sikgeometridbdl: a paralelogramma oldalainak
négyzetosszege egyenld az atlok négyzetosszegével.)
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1. lemma: (Riesz-lemma) Legyen K egy konvex zart halmaz a H Hilbert-térben, v € H
és

d=inf{llz —yll : ye K} .
Ekkor létezik egqy és csakis eqy xg € K pont, amelyre ||x — xo|| = d. (Azt mondjuk, hogy
xog K-nak x-hez legkdzelebb esd pontja.)

Bizonyitds: Felteheto, hogy d > 0. Valasszunk ki egy x,, sorozatot a K halmazbdl,
amelyre lim,, o ||z — 2,|| = d. Ekkor

20 — zml? = |20 — ) = (2 —2)|]” =
= 2|z, — al] + 2|wn — 2l = [|(T0 — 2) + (20 — 2)||* =
T + T 2
= 2|z, — || + 2|2y — 2]|* — 4 %— <

< 2llzn — z||* + 2|2 — z||* — 4d* .

(Itt a madasodik egyenléség a paralelogramma azonossiag alkalmazdsa, az utolsé
egyenlStlenségben pedig azt hasznéljuk, hogy (z, + z,,)/2 € K a konvexitds miatt, és
fgy [|(zn +am)/2 —z|| 2 d.)

Becsléstink azt mutatja, hogy (x,) egy Cauchy-sorozat, aminek van egy xo hatarértéke.
Mivel K zart halmaz, o € K és nyilvan ||z — zo|| = d. Ezzel xy 1étezését belattuk.
Két kiilonbozo ,legkozelebbi” pont nem lehet, mert akkor az azokat Osszekotod szakasz
felez6pontja x-t6l d-nél kisebb tévolsigra lenne. (Ismét paralelogramma azonossdg!) O

1. tétel: (Projekciététel) Legyen M a H Hilbert-tér zdrt altere. Ekkor egy tetszdleges
x € H wvektor felirhato x = x¢ + y alakban gy, hogy ro € M ésy L M.

Bizonyitds: Legyen x, az x-hez legkdzelebb esé pontja M-nek, és d = ||z —x¢||. (M-re
alkalmazzuk a megel6z6 lemmat.) Legyen y = = — xg. Ekkor y L M igazoldsa van hétra.
Ha w e M ést € IR, akkor

d? < ||z — (20 + tw)||* = d* + t*||w]]* — 2t Re (y, w) .
Minden ¢ € IR esetén ez csak akkor teljesiil, ha
Re (y,w)=0.

Mivel ez tetszoleges w € M esetén fenndll, y L M. O

Azt a hozzarendelést, amely a tetszéleges = vektorhoz, a tételben adott zg-at rendeli,
M-re valé vetités operatoranak nevezziik. Mivel az x = xy +y felbontés egyértelmi, a
vetités egy linedris operator, amelynek képtere M és magtere Mt = {z € H : (z,y) =0
minden y € M-re }.

2. példa: Egy altérre val6 vetités megadasa alkalmas bazisban nagyon kényelmes lehet.
Ha M az adott Hilbert-tér altere, és van egy olyan eq,es,... bazis, hogy e, es, ..., e,
éppen M bdzisa, akkor a ), | cxe, vektor vetilete > 7 cpex.

Tekintsiik példaul a H = L?[—1,1] Hilbert-teret, és legyen M a legfeljebb n-edfoki
polinomok altal kifeszitett (zart) altér. Ha f € L?*[—1, 1], akkor legyen fy az f-hez legkoze-
lebb es6é M-beli vektor.
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L?[—1,1]-ben bazist alkotnak a normalizdlt Legendre-polinomok:

~ 2k + 1
B= 1/ ;Pk(a:) (k=0,2,..)

f-nek van kifejtése ebben a bazisban, f =", ¢xPs. fo nem mds, mint Yo cn Py

Ez a minimum tulajdonsaga nemcsak a Legendre-sorfejtésnek, hanem altalaban a ha-
sonlo, néha altalanositott Fourier-sornak nevezett, ortogonalis kifejtéseknek is meg-
van. O

2. tétel: Legyen H eqy véges dimenzios Hilbert-tér és A egy linedris transzformdcidja.
Ekkor van H-nak olyan bdzisa, amelyben A mdtriza felsé haromszog alakd, azaz A;; =0,
hai > j.

Bizonyitds: Az ey, e, ..., e, bazist rekurziéval konstrualjuk. Legyen e; A normalt
sajatvektora, ami az 1. fejezet 5. tétele szerint mindig 1étezik és P az {e;}* altérre valé
ortogondlis projekcié. A Py AP; transzformacié ezt az alteret onmagaba viszi és létezik
egy ey normalt sajatvektora. Ezt az eljarast folytatjuk, vagyis Py az {ey, ..., ex}* altérre
valé ortogondlis projekcid, és a P, AP, transzformécié normalt sajatvektora epyq (Agiq
sajatértékkel), ha P, # 0. Mivel Ae; = Ajey, A;p =0, ha i > 1, és persze Aj; = ;.

A€2 = ([ — Pl)A€2 + P1A€2 = ([ — Pl)A€2 + PlAP1€2 = A12€1 + )\262,

ezért Aoy = A9 és Ao = 0, ha i > 2. Az okoskodast folytatva kapjuk. hogy a valasztott
bézisban A;; = 0, ha 7 > j. O

3. példa: Tekintsiik a H = L*(X, A, u) Hilbert-teret egy (X, A, u) mértéktér felett. Ha
Ay o-részalgebraja A-nak és po := pulAg, akkor M := L*(X, Ao, pto) C H zért altér. A
projekcidtétel biztositja az F : H — M projekciot, amit a valészintiség-elméletben Ag-ra
vonatkozo feltételes varhaté érték operdciénak neveznek. Ha f € L?(X, A, u), akkor
E(f) f-nek a legjobb kozelitése az Ag-mérheté fliggvények kozott, azaz E(f) minima-
lizélja a g — ||f — g tdvolsag fiiggvényt az L*(X, Ay, o) halmazon. O

A H Hilbert-tér H C H részhalmazat teljes rendszernek mondjuk, ha H+ = {0}.
Egy stirtt halmaz mindig teljes. (Ennek megforditdsa nem igaz, viszont teljes halmaz
linearis burka siiri.)

3.2. Operatorok, funkcionalok és formak

A H Hilbert-tér egy A linaris operatorat korlatosnak mondjuk, ha van olyan C' szam,
hogy ||Az|| < C||z| minden x vektorra. Az ilyen C' szdmok infimuma

[A[l := sup{[|Az[| : 2 € H, ||z[| = 1},

az A operator normaja. Egy altérre valo vetités operatora korlatos, és normaja 1. Azo-
kat a linedris operatorokat, amelyek normaja legfeljebb 1, kontrakcidoknak is szoktak
nevezni.

Emlékeztetiink arra a tényre, hogy egy linedris operator pontosan akkor korlatos, ha
folytonos, lasd az 2. fejezet 3. tételét. A H Hilbert-tér Osszes korlatos operatorainak
halmazéra a B(H) jelolést hasznaljuk.
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4. példa: Tekintsiik a H = L*(0,a) Hilbert-teret és az
(Af)(z) =z f(x) (f € L*(0,a), 0<z<a)

linearis operatort.

larl = [ @R < [ i@ = e,
Ez a becslés mutatja, hogy ||A|| < a. Legyen

fn<x>:{ﬁ a-nt<e<a,
0 kiilonben.
Ekkor || fu]| =1, és
a 3 . . 1 3
= [ st = I
a—1/n 3
Ebbél arra kovetkeztetiink, hogy ||Al| > a, tehat ||A|| = a. -

A B :H xH — C alaku kétvaltozds fiiggvényt korlatos formanak fogjuk nevezni,
ha

(1) az els6 valtozéban konjugdlt linedris,
(2) a mésodik valtozéban linearis,
(3) létezik egy olyan C' > 0 szam, amelyre |B(z,y)| < C||z| - ||yl-

Legyen A € B(H) és B(x,y) := (z, Ay) z,y € H esetén. Ekkor B(x,y) egy korlatos
forma, ugyanis | B(x, y)| < ||z||-||Ay|| < [|A]]-]|z]|-]|y||. Tehét minden korlatos operdtorhoz
tartozik egy korlatos forma. A Riesz-féle reprezentacios tétel kovetkezménye az aldbbi
tény:

3. tétel: Kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés van a korldtos formdk és a korldtos
linedris operdtorok kozott.

Legyen B(x,y) egy tetszOleges korlatos forma. Ekkor rogzitett © € H-ra y — B(z,y)
egy korlatos linearis funkciondl, és létezik egy x4 vektor amelyre B(x,y) = (za,y).
Az x — x4 megfeleltetés egy linedis A operatort hataroz meg. Hatra van még A
korlatossdganak meggondolasa:

[All = sup{[| Ayl : [lyll < 1} =
= sup{[{z, Ay)[ : [lyl <1, [lz]| <1} =
= sup{|B(z,y)| : [yl <1, [l=] <1}

Megjegyezziik, hogy egy B(z,y) formét egyértelmiien meghatdroznak a B(x,x)
értékek, ugyanis érvényes a kovetkezd, ugynevezett polarizacios azonossag:

1
B(z,y) = Z(B(Hy,ﬁy)—B(x—y,x—y)—iB(Hiy,x+iy)+iB(af—iy,af—iy)) (3.2.2)

A polarizaciés azonossagbdl kovetkezik, hogy ha egy Hilbert-tér V' operatora norma-
tarté (azaz ||Vz|| = ||z]|), akkor a belsé szorzatot is megtartja, vagyis (x,y) = (Vz, Vy)
barmilyen z és y vektorra.
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3.3. Kompakt tartdju sima fliiggvények

Jeloljitk D(IR™)-nel az IR"-en értelmezett (komplex, esetleg valés értékil) végtelen sokszor
differencidlhaté kompakt tartéju fliggvények halmazat. D(IR™) egy linedris tér, a benne
1év6 fliggvények integralhatok és differencidlhaték, s mi tobb, minden parcidlis derivaltjuk
is a térben van.

5. példa: Meg fogjuk mutatni, hogy D(IR") teljes L?(IR")-ben. Mivel egy linedris altérrél
van sz0, a teljesség ekvivalens a stirtiséggel.
Ha f és g komplex értéki fliggvények IR"-en, akkor az f % g konvoliciéjukat az

(f + g)(x /fx— (2.5 € R") (3.3.3)

formula értelmezi. f*xg = g* f nyomban adddik a definiciébdl a valtozok helyettesitésével.
Ha f,g € L?, akkor a Schwarz-egyenlétlenség biztositja az integral létezését minden z €
IR"-re. (Megjegyezziik, hogy ha f € LP, g € LY és p~' + ¢! > 1, akkor a az integral
majdnem minden z € IR™-re 1étezik, tovdbba fxge L™, 1 +r~t =p~t +¢71)
Vélasszunk egy olyan j € L'(IR") fuggvényt, amelyre j > 0 és [j(z)dx = 1. j
nem mas, mint egy valdszinliségstirtiség, és gondolhatunk példaul a standard normalis

eloszlasra: . e
(@) — _ Jlali® LY )
i@ =gmee(-55-) (el >l

Legyen
Je(x) i=e7"j(x/e),

ami egy Uj striségfiiggvény. A fenti példaban

oy 1 ]
Je(x) = Wexp ( T2 ) (3.3.4)

(szintén normaélis eloszlds, de mas a széras matrixa). Az aldbbi (3.3.5) lényeges.
Megmutatjuk, hogy az f. := j. x f értelmezéssel J. : f — f. egy korlatos operator az
L? téren.

Az alabbiakban F(z) := |f(x)].

[ir@ra = [ [iwre-ga]as
< [[([itran)” [itwre-yyra]a-
_ //] dedx—/(/je(y)F(x_y)de> dy =
:=/HWM:/WMWm

Itt elészor a Holder-egyenlStlenséget hasznéltuk fel a j. = (j.)Y/P(j.)"/? faktorizdlassal,
utana pedig a Fubini-tételre valé hivatkozassal megcseréltiik az integralokat. Becsléstink
azt mutatja, hogy [|J-(f)|l, < ||fll,; ha 1 <p < oc.
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Bizonyithato, hogy
lgex f—fll, =0, amint & — +0. (3.3.5)

Ennek jelentosége akkor latszik szamunkra, ha j-t D-beli fiiggvénynek valasztjuk, példaul

1
i(z) = {Cexp ( - 1—7H55H2>’ ha [|z]| < 1, (3.3.6)

0, kiilonben.

Ekkor ugyanis J. értékei C*°(IR")-ben vannak, és az értékkészletek egyesitése (3.3.5) sze-
rint stiri LP(IR")-ben. Ha egy f € LP(IR") fliggvényt végtelen sokszor differencidlhaté
kompakt tartéju fliggvénnyel akarunk kozeliteni, akkor el6szor egy kompakt tartéju fy
fliggvénnyel kozelitjiikk, majd a j. x fy fliggvényt vessziik, ami sima és kompakt tartoju,
ha j (3.3.6)-bdl van. O

Bar az el6z6 példa témdja nem szorosan kapcsolédik a Hilbert-terekhez, érdemes néhany
megjegyzést tenni. Az L'(IR") Banach-tér a konvolticiéval mint kommutativ szorzdssal algebrava,
valik, és a normdja szubmultiplikativ: ||f * g|| < ||f|| - llgll. Ebben az algebrdban nincsen
multiplikativ egység, de j.-t nyugodtan nevezhetjik approximativ egységnek , mert fx*j. —

f.

A D tér multinormalt térré tehetd, és konvergencia értelmezhetd rajta a kovetkezOképpen:
fn— [, ha

(a) létezik egy olyan kompakt K C IR™ halmaz, hogy az f, sorozat elemei és f eltiinnek K-n
kiviil,

(b) fn Osszes parcidlis derivéltjai egyenletesen tartanak f megfelel6 parcidlis derivaltjahoz.

D dualis tere azokbdl az D — IR linearis funkciondlokbdl &all, amelyek folytonosak erre a
konvergenciastruktirara. Az D’ dudlis elemeit disztribiciéknak nevezik. Ha g olyan IR" — IR
fliggvény, amely kompakt halmazokon integralhatd, akkor

fb—>/f(x)g(x) dx (3.3.7)

egy linearis funcionalt értelmez D-n, amely folytonos a fenti konvergenciara. Ezért a g fliggvényt
egy disztribuciénak tekinthetjiik, és a disztribucidkat altalanositott fiiggvényeknek is neve-
zik. Egy tipikus val6di disztribucié f — f(0). Ez a Dirac-féle disztribticié nem 4ll el (3.3.7)
alakban semmilyen g fiiggvénnyel.

Fenndllnak a

DcScScr (3.3.8)

tartalmazdsi reldciok. S’ elemei a temperalt disztribuicidk.

3.4. Az adjungalt operator

Ha A egy korlatos operétor, akkor a megfelel6 forma

BA(ZU,Z/> = <A.T},y> :
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Ekkor B'(z,y) = Ba(y, ) ugyancsak egy korlatos forma, amihez tartozé operatort A*-gal
jeloljik és A adjungaltjanak mondjuk. Mas szoval A*-ot az

(Av,y) = (z,A"y)  (v,y e H)

tulajdonség jellemzi. Ebbdl latszik, hogy [|A|| = ||A*||. A-t 6nadjungéltnak nevezziik,
ha A = A*.
6. példa: Fent megkonstrualtuk egy M zart altérhez a ra vald vetités operatorat, jeloljitk
ezt Pyi-mel. Py 6nadjungalt, mert

(Px,2’y = (Px,(Px'+7v)) (Px, Px'y ,

(o,Px') = ((Pz+y),Pd) = (Pz,P).

Azt hasznaltuk fel, hogy © = Pz +y és 2/ = P2/ + ¢/, ahol y,y/ L M. Igy P = P* és
nyilvin P = P2. Az ilyen operdtorokat projekciéknak nevezziik, és minden projekcié
egy zart altérre vald vetités. O

Kolesonosen egyértelmi kapcesolat van a projekcidoperdtorok és a zart alterek kozott.
Fent megkonstrualtuk az egy adott zart altérre vetité projekciot. Megforditva, ha adott
egy projekcidoperator, akkor képtere az a zart altér, amire vetit.

7. példa: Egy H Hilbert-tér H®* tenzorhatvanyat és H* antiszimmetrikus tenzor-

hatvanyat nézziik, H"* € H®*. Megmutatjuk, hogy a

P:x1®...0x, — TIN .. Ax

1
V!
formuldval definidlt linearis leképezés projekcié H/\*-ra

El6szor megmutatjuk, hogy P? = P:

1
P2<x1 ®X...Q xk) = (/{;')3 Z(Sgnﬁ)xw(l) N N Tk
1
- CIE Z(sgn T2 AL AT

1
= —oA... Az =Pr1®...Q0xg).

NG

A kovetkezo sziikséges formula P = P*:

k
1

(P@1®...0z),n®...0u%) = EE (sgn ) Hﬂfn(z) Yi)
Tor i=1

k
1
= EZ(sgnw Hxl,y,r 1(3))
o i=1
= (11®...07,L, P ®... @ y)).

Tehat P ortogonalis projekcié. O
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8. példa: Legyen S : (*(IN) — (*(IN) a jobbra tolds operatora, azaz S8, = d,.1 a
kanonikus bazisvektorokon. Ekkor

S*(I‘l,l’z,l’g, .. ) = (l’z,.ﬁlj‘3,l’4, .. )

azaz

S0, =0,  S*6pi1=0n.

A jobbra tolas adjungaltja a balra tolas operator.
Az (Sz,y) = (x,S*y) Osszefiiggés teljesiilését elegend abban az esetben ellendrizni,
amikor = és y béazisvektorok:

<S§"’5m> = <5n+175m> = {é’ ha n+1l=m

egyébként.
Masrészt ( >
* _ 5n7 5m—1 ) ha m > 07
<5n> S 5m> - { <5n750>7 ha m = O,
ami ugyanazt az eredményt adja. O

4. tétel: Az adjungdlds tulajdonsdgai:
(1) (A+ B)* = A* + B*,
(2) (NA)* = XA* (A e C),
(3) (A7) =
(4) (AB)" = B* A",
(A™H* = (A*)7Y, ha A invertdlhatd és inverze korldtos.

(5)

Bizonyitds: Példaként megmutatjuk a (4) tulajdonsdgot. Kétszer felhasznalva az ad-
jungalt definiciéjat azt kapjuk, hogy

(ABzx,y) = (Bzx, A*y) = (x, B*A™y),
ami ugyancsak a definici6 szerint éppen az (AB)* = B*A* sszefiiggéssel egyenértékii. [
9. példa: Barmilyen A € B(H) operdtorra A*A 6nadjungélt. O

10. példa: Bérmilyen X € B(H) linedris operator egyértelmiien irhaté fel A +1i B alak-
ban, ahol A és B korlatos 6nadjungalt operatorok. Valoban,

X X* _ *
A= * és B = X ,X )
2 21
X X* = X*X pontosan akkor teljesiil, ha AB = BA. O

Ha X X* = X* X, akkor az X operatort normalisnak mondjuk. Minden 6nadjungalt
operator normalis, de a balra (vagy jobbra) tolds nem normalis operator.
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11. példa: Ha a ‘H Hilbert-térnek van egy véges e, es, ..., e, bazisa, akkor linedris
operdtorai n X n-es métrixokkal adhaték meg. Az A € B(H) operdtor métrixdban az
i-edik sor j-edik eleme (e;, Ae;). Mivel (e;, A*e;) = (e;, Ae;), A* matrixa A matrixa transz-
ponaltjanak konjugaltjaval azonos. Lényegében hasonld a helyzet nem véges dimenzids
tér esetében is, akkor az operdtorok ,,végtelen matrixszal” adhatéok meg. (A mult szédzad
elején voltak, akik még nem linedris operatorrél, hanem végtelen matrixrél beszéltek.)
Egy korlatos linearis operator megadhaté valéban a méatrixdaval, azonban a végtelen di-
menzios esetben nehezen eldontheté egy , matrixrél”, hogy egy korlatos operatort ad-e
meg. U

Az adjungalt fogalma kiterjeszthet6 két kiilonboz6 Hilbert-tér kozott haté operdtorra
is. Ha T : H — K, akkor T* : K — H, és

(, Ty)c = (T"x,y)n (x eH,y€eK). (3.4.9)

Legyen M zart altere a H Hilbert-térnek, és legyen A € B(H). Tetszéleges x € H
vektor felirhaté o = x; + x5 alakban, ahol z; € M and x5, € M*. Ugyanez mondhaté az
Axy és Axy vektorokrdl is: Azy =y +ya, Axo = 3 + 1, ahol y1, v} € M és ya, yh € M.
Ertelmezzik az Aqq, A1, Aa1 és Aso linedris operatorokat a

A 0 me g, Az =y,
Ag1 1wy Yo, A img yé

képletekkel. Ekkor A;; € B(M), Ay € B(Ml, M), Ay € B(M, MJ‘) és Ayy € B(MJ‘)
A jelolés elénye a matrix-vektor formajaban felirt alabbi Osszefiiggésben latszik:

Ay A Ty Ay + Ay _ |t Yy —4|l ™
Ay Ag T A1 + Agpwo Ya + Y Ty |
Az A operator hatdsa megegyezik a 2 x 2-es

{ A Ag }

3.4.10
Aoy A (3-4.10)

operator elemli matrix hatasaval. Mas széval azt is mondhatjuk, hogy ha az adott H
Hilbert-tér H; @ Ho formdban direktosszegre bomlik, akkor egy A € B(H) operétor
(3.4.10) formaban operatormatrixként irhatd, ahol A;; : H; — H, linearis operator
(1<i,j<2).

12. példa: A (3.4.10) operdtormatrix adjungéltja

[ )
Aly Aj

Amit igazolni kell az a
A11 A12 X1 l‘ll _ I ATI A;l l‘ll
A21 A22 ) ’ l‘/z To ’ ATQ A;Q l‘/z
osszefiiggés. Ennek a bal oldala kifejtve

(A1 + Ajao, IE/1> + (A9 + Agoo, fElg) =
= (w1, A>1k11’/1> + (21, A’f2x/1> + (21, A;15L’/2> + (21, A§237/2> )
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és ez maga a jobb oldal.
Megéllapithatjuk, hogy a (3.4.10) operatormdtrix akkor lesz 6nadjungalt, ha Ay =
ATD A22 = A§2 és A21 = AT2 ]

3.5. Tenzorszorzat

H és IC algebrai tenzorszorzatan van olyan bels6 szorzat, amelyre

Eonden) = mnn).

A bels szorzatbdl az ||x|| = +/(z,x) képlettel normat szarmaztatunk. Erre nézve az
algebrai tenzorszorzat teljes burka H ® K. Ez tehat egy Hilbert-tér, amely stirti altérként
tartalmazza az algebrai tenzorszorzatot. Mivel az algebrai tenzorszorzatot csak ebben a
részben a Hilbert-terek tenzorszorzata elokészitése kozben hasznaljuk, nem is vezetiink
be ra jelolést.

13. példa: Hilbert-terek tenzorszorzata jol illeszkedik a szorzatmérték konstrukciéjahoz.
(A konstrukcidra nézve lasd a Fiiggeléket.)

HaH = L*(X,u) és K = L*(Y,v), akkor HQK = L*(X xY, uxv), mivel f € L*(X, p)
és g € L*(Y,v) esetén az f ® g elemi tenzor nem mds, mint f(z)g(y) € L*(X x Y, u x v).
A (1.2.4) szamolasi szabdly a fiiggvénytérben magatol érteté6do:

(fi(x) + fa(2))g(y) = fi(z)g(y) + f2(x) @ g(y), (A f(2))g(y) = A(f(x)g(y))-

(Az elemi tenzorok linedris kombindciéi kiadjak a hengerhalmazok altal generalt hal-
mazalgebrara mérhetd négyzetesen integralhaté fliggvényeket, és ez az osztaly stri
L*(X x Y, u x v)-ben.)

A Hilbert-terek tenzorszorzatat talan ebbol a példabdl lehet a legegyszeriibben
megérteni. Az is jol kivehetd, hogy a Hilbert-terek tenzorszorzata sokkal bovebb, mint az
algebrai tenzorszorzat, hiszen utébbi a

Zfi(x)gi(y)

alaku véges osszegekbol all. O

A tenzorszorzatra emlékeztet az a Dirac-féle irasméd, amelyben a vektorokat |€), 1)
stb. forméban {rjak, és |£)(n| olyan linedris operdtor, amelyre

1)l ') = 1&) - (nln').

Itt (n|n') a két vektor bels6 szorzata. A |§)(n]| kifejezés a £ valtozéban linedris és az n
véltozéban konjugélt linedris (azaz [£) (An| = A|€)(n]). A jeldlés elénye a

)l ') = (n,0)€)

formula. Ha ||&|| = 1, akkor |€)(£] a £ 4ltal generalt linedris altérre valé (merdleges) vetités
operatora.
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A tenzorszorzat Hilbert-térben egyszertien kaphatunk béazist az egyes terek bazisaibdl.
Ha {e; :i € I} az ‘H tér béazisa és {f; : j € J} az K tér egy bézisa, akkor

{ei®fj : (’l,j) el x J}

az ‘H ® IC szorzattér bazisa. Lathatd, hogy tenszorszorzaskor a terek dimenzidja Ossze-
szorzédik. A szorzattér tetszGleges eleme 3, - Nij e;® f; formaban fejthetd ki, 37, . [A|* <
+00, és nem mas, mint az illeté vektor normanégyzete.

14. példa: Az L*(IR?) térben bazist kaphatunk, ha L?(IR) ® L*(IR) szorzatként fogjuk
fel. L?(IR)-ben bdzist alkotnak a normalizlt Hermite-féle fiiggvények: exp(—x?/2)H,(z)
(14sd (2.8.38)). Ezért L?(IR*)-ben a kétvaltozés Hermite-fiiggvények adnak bézist:

Crm (2, y) = e H (2 H,, (y) (n,m=0,1,...). (3.5.11)

A ¢, Hermite-fiiggvénynek n + m lokélis maximuma van, ami grafikonjan is lathato,
lasd az 4dbrakat. ]

A 21(z,y) Hermite-fliggvény grafikonja. Az z = 0 egyenes mentén feliil, y = —2
koriil, egy papot és lent, y = 2 koriil, egy mélyedést latunk, ezért m = 1. Mindez
talan jobban megfigyelhet6 a szintvonalakat mutaté kovetkezd dbran.

Legyen A € B(H) és B € B(K). Ekkor a H ® K tenzorszorzat Hilbert-téren van egy
olyan A ® B linearis operator, amelyre

(A B)({®n) = AL ® B .
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A ¢o1(z,y) Hermite-fiiggvény szintvonalai. A s6tétebb szin a mélyedést, a
vildgosabb a kiemelkedést jelzi. Figyelem! Az el6zé abrahoz képest az y tengely
irdnyitasa megvaltozott.

Legyen (e;) bazis H-ban és (f;) bazis K-ban. Ekkor e; ® f; a H ® K tér bézisa.

H<A®I)(Z)\zj€i®fj) C - HZ)‘U(A@H@fj) =
— Z)\_ij)\kj(Aei, Aey) =
_ Z<A(;Aijei>,A<zk:Akj€k>>§
< Sl Xoe | -

= S IAPD Gl = 1417
J @ ij
Ez a szamolas azt mutatja, hogy ||A ® I|| < ||A||. Hasonléan || ® B|| < ||B|| és
[A® Bl =l(Ae (I @ B)| < [[Ax |- [l Bl <[lAl-]B]l.
A forditott irdnyu egyenlStlenség, ||A ® Bl > ||A|| - || B|| jéval egyszeriibben lathato:
[A® Bl = sup{[[(A @ B)(z @y)|| : lz] = [lyll = 1} = Al |BI -

fgy levonhatjuk az
[A® B[ = [A] - [B] (3.5.12)
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kovetkeztetést.

Legyen A és B linearis operatorok az H illetve K Hilbert-tereken. Legyen dimH = n
és dim K = m. Ha H-ban olyan bazist valasztunk, amelyben A matrixa fels6 haromszog
alakid, lasd a 2. tételt, és K-ben vesziink egy tetszOleges bazist, akkor a tenzorszorzat
bazisban A x [ matrixa fels6 haromszog alaku, és diagondlisaban A matrixdnak dia-
gonalis elemei m-szer vannak ismételve. Mivel egy fels6 haromszog matrix determindansa
a diagonalis elemek szorzata, megallapithatjuk, hogy

det(A® I) = (detA)™.
Kombindlva ezt a determindnsra vonatkozé szorzastétellel, adédik, hogy

det(A® B) =det(A® 1) x det(I @ B) = (detA)™ x (detB)". (3.5.13)

3.6. Nevezetes topoldgiak

Legyen H egy Hilbert-tér. A normébdl szarmazé topoldgia mellett egy mésik topologiat is
érdemes bevezetni H-n. Azt mondjuk, hogy (z,) tart az z-hez gyengén, irasban z,, "— x,
ha (x,,y) — (x,y) minden y € H vektorra. Természetesen x,, — = maga utan vonja,
hogy x,, “— x.

2. lemma: x,, — = pontosan akkor, ha x, "—x és ||z,| — ||z||.

Bizonyitds: Tételezzik fel, hogy x,, “—z és ||z, || — ||z||. Ekkor
Iz = 2all* = l2l|* + |lzal|* — 2Re (20, 2) — [|2[|* + 2] — 2Re [|z[* = 0.
A megforditas nyilvanvalé. O

15. példa: Ha (e,) egy ortonormalt rendszer valamely ‘H Hilbert-térben, akkor e, “— 0,
de e,, nem konvergal normaban.

en “— 0 azt jelenti, hogy (e,,y) — 0 minden y € H vektorra. Ha y meréleges minden
e, vektorra, akkor ez nyilvanvalé. Az érdekes eset az, ha y = ) c¢pe,. Amit meg kell
mutatni, az ¢, — 0. Ez azonban kovetkezik abbdl, hogy > |e¢,|* < co. Tehat e, “— 0.
Ha e, normaban konvergalna, akkor hatérértéke csak 0 lehetne, ami viszont |le,| = 1
miatt nem lehet. U

5. tétel: Barmely H Hilbert-tér {z € H : ||z|| < 1} egységgombje kompakt a gyenge
topoldgidra nézve.

Bizonyitds: Legyen a Hilbert-teriink a 2 tér, és legyen (z,,) legfeljebb 1 hosszisagu vekto-
rok egy sorozata. Ekkor a vektorok elsé koordinatainak sorozata egy korlatos sorozat, amibol

(1)

kivalaszthaté egy konvergens részsorozat. lgy van (z5,)-nek egy olyan (zy,’) részsorozata, hogy

(2))

az elsé koordindtédk sorozata mar konvergens. Most (xg))—b('il vélasztunk ki egy olyan (x,
részsorozatot, hogy a maéasodik koordinatdk sorozata konvergens legyen. Természetesen (acslz))

(1)

els6 koordinatainak a sorozata is konvergens, hiszen (z,’) esetében ez igy volt, és a tulajdonsag

részsorozatra 6roklédik. Az eljaréast folytatjuk: (xslk)) olyan részsorozata lesz (x(k_l))

(k)

(zp,”)-nak az elsé k koordindtdi mar konvergens sorozatokat képeznek. Az Gsszes ilyen médon
konstrudlt sorozat az eredetileg adott (x,) sorozat részsorozata. Most vegyik azt az (y,) soro-

(k)

zatot, amelynek k-adik eleme (zp’)-nek a k-adik eleme. Az (y,) ,,diagonélis” sorozat minden

-nek, hogy
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(k)

(zn,”)-nek részsorozata, és koordindtdnként konvergal. A koordindtdnkénti konvergencia éppen
a gyenge konvergencia, tehat (y,) gyengén konvergens. Az adott (x,,) sorozatbdl kivalasztottunk
egy gyengén konvergens részsorozatot. O

16. példa: A végtelen dimenzids Hilbert-tér szokasos és gyenge topoldgiajanak a
kilonbozoségét a zart egységgomb kompaktsagaban is lathatjuk. A gyenge topologidban
az egységgomb kompakt a 5. tétel értelmében. Ugyanakkor megadhatunk az egységgomb-
nek olyan nyilt gombokkel valé lefedését, amelybol nem vélaszthatd ki véges részfedés.
Minden y egységvektorra tekintsiik a

1
G,={o: o=l <3}

G=A{z: ||z|| < 1}
gombbel egyiitt a zart egységgomb egy nyilt fedését adjak. Ha G, G, , Gy,, ..., Gy, véges
részfedés lenne, akkor talalhatd olyan z egységvektor, amelyre z 1L yi,9s2,...,y,. Erre
az y vektorra nyilvan z ¢ G, de ||z — yi|| = V2 miatt z ¢ G,, (k = 1,2,...,n). Ez
az ellentmondéds mutatja, hogy a G és G, gombokkel valé lefedésbél nem valaszthatd ki
véges. Tehat a végtelen dimenzidos Hilbert-tér zart egységgombje nem kompakt. U

nyilt gombot. Ezek a

A Hilbert-tér vektorok gyenge konvergencidja indukél egy topoldgiat az operatorok
terén, amit gyenge operator topolégianak neveziink. Ha A,, A € B(H), akkor A, —
wo A jelentése (z,A,y) — (x, Ay) minden z,y vektorra. (Tehdt A, “% A nem mas,
mint A,y "= Ay minden y vektorra. A gyenge operdtor topoldgia a pontonkénti gyenge
konvergencia topoldgidja.)

17. példa: Ha A, “$ A, akkor A} %% A* azaz az adjungélds folytonos a gyenge
operator topologiaban. O
A gyenge operator topoldgia egy fontos tulajdonsagat tartalmazza a kovetkezo tétel.

6. tétel: A{T € B(H) : ||T|| <1} halmaz kompakt a gyenge operdtor topoldgidra nézve.

A Hilbert-tér operatorok pontonkénti konvergenciajat er6s operator topolégianak
is nevezzik: A, *> A, ha A,r — Az minden = vektorra. Természetesen A, *% A
indukalja az A, “2> A konvergenciat.

3.7. Pozitiv operatorok
Az A € B(H) operatort pozitivnak mondjuk, ha énadjungalt és (x, Ax) > 0 a Hilbert-tér
barmely x vektorara. A definciébdl vilagos, hogy pozitiv operatorok Osszege is az.

18. példa: Minden P € B(H) projekcié pozitiv. Ha x € H, akkor x = Pz + 2, ahol
Px 1 2. Ezért
(x, Px)y = (Px + ', Px) = (Px,Pz) > 0. O

19. példa: Legyen f : [a,b] — IR" egy folytonos fiiggvény. Az L?(a,b) téren értelmezett
Ax = fx szorzadsoperator pozitiv. Valoban

(:U,A:c>:/ FO le)Pdt > 0. 0
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20. példa: Két pozitiv operator szorzata altaldban nem pozitiv, hiszen még csak nem is
onadjungalt. Példaul az
11 , 110
A'_[l 1} és B'_[O 2]

matrixok pozitivak, de a szorzatuk nem az. Mivel

1 2
as=|1 3]

nem onadjungélt, pozitiv sem lehet.

O
21. példa: Barmilyen A € B(H) operatorra A*A és AA* pozitivak. O
<

Ha A, B € B(H) 6nadjungdlt operatorok, akkor A < B jelentése az, hogy (z, Az)
(x, Br) minden z € H vektorra, vagyis B — A > 0.

22. példa: Ha A € B(H) olyan 6nadjungalt operator, amelyre ||A|| < 1, akkor A < I:
(@, Az) < [|A]l|l2]|* < (z,2) = (2, [z). m

7. tétel: Felcserélheto pozitiv operdtorok szorzata is pozitiv.

Bizonyitds: Legyen A,B € B(H), AB = BA és A,B > 0. Az A = 0 eset trividlis,
egyébként pedig alkalmas konstanssal valé beszorzassal elérhetjiik, hogy || Al = 1 legyen.
Nem jelenti tehdt az altalanossidg megszoritdsat, ha az || Al = 1 esettel foglalkozunk.

Rekurziéval értelmezziink egy A,, € B(H) sorozatot:

A1 =A ¢és An+1 = An - A2

n*

Az A, operatorok valamennyien onadjungaltak és egymassal felcserélhetok, az A,, operator
egy valos egytitthatos polinomja A-nak. Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy 0 < A,, <
I. n =1 esetére ezt a 22. példabol mar tudjuk.

Appn = A1 —-A)+ A (I - A)? (3.7.14)
I—Ayy = (I-A,)+ A%, (3.7.15)

Mivel

(r, Aprz) = (o, A2(] — A,)x) + (2, A, (1 — A,)?) =
= (Apz, (I — A)Apx) + (I — Ap)z, A (I — Ap)x)

az indukcids feltevés miatt A, > 0. Ugyanekkor a (3.7.15) eldéllitds mutatja, hogy
An-‘,—l S I.
Az A, operatorok értelmezésébol

A=A+ A=A+ A3+ A43=...=) A2+ A,
k=1

Ezért .
S < 4
k=1
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és
n

S [ Al® =) (A, Agr) < (x, Az) .
k=1 k=1

Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy > ,_, || Agz||* konvergens és || A x| — 0. Tehét
ZAkx =Ar — A1 — Az,

mas szdéval
E Alx =

B felcserélhet6 Ajg-val minden k € ]N—re, és
(ABz, x) Z A2BJZ,5L’ Z (BAgx, Apz) .
k=1 k=1

B feltételezett pozitivitdsa miatt a sor minden tagja nemmnegativ, és elérkeztiink a bi-
zonyitandé AB > 0 egyenl6tlenséghez. U

Késobb standard tulajdonsagga valik az a tény, hogy felcserélhetd pozitiv operatorok
szorzata is pozitiv. Ez kovetkezik a négyzetgyok hasznalataval, de eddig nem igazoltuk,
hogy pozitiv operatornak van négyzetgyoke. A kovetkezé lemma elemi, majd nemkom-
mutativ valtozata is lesz.

3. lemma: Legyen A; < Ay < ... pdronként felcserélhetd onadjungdlt operdtorok so-
rozata a H Hilbert-téren. Ha létezik eqy olyan B € B(H) dnadjungdlt operdtor, amelyre
A,B = BA,, és A, < B mindenn € IN-re, akkor létezik egy olyan A € B(H) dnadjungdlt
operdtor, amelyre

(1) lim A,z = Az minden x € H-ra,

(2) A, < A<B.

Bizonyitds: Legyen C,, = B — A,,. Ekkor a C,, sorozat felcserélheté operatorokbol &ll,
és
Ci>Cy,>C3>...>20.

Az el6z6 tétel szerint a (C,, — C,)Cy, és C,(C,, — C,,) operatorok pozitivak, ha n > m.
Ezért
(C2z,2) > (C,,Crz,x) > (C%x, 1),

s (C2x, r) nemnegativ szdmok fogyé sorozata, ami konvergal.
ICmz = Coz||* = ((Cin — Cu)?x,2) = (Cr, @) —
— 2(CpCrr, ) + (Cla, ) — 0,

ha n,m — oo. Tehat C,z Cauchy-sorozat hatarértékét Ax-nek értelmezziik. Lathato,
hogy igy egy olyan A linearis operatort kapunk, ami énadjungalt és A, < A < B. U

Az el6z6 lemmat hasznéljuk a négyzetgyokre.
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8. tétel: Legyen 0 < A < B(H). Ekkor egyértelmiien létezik egy olyan pozitiv B operdtor,
amelyre B> = A. Ezen tilmenden, B felcserélheté minden olyan operdtorral, amely
felcserélheto A-val.

Bizonyitds: Egy konstanssal val6 megszorzédssal elérhetjiik, hogy || Al < 1, és ezért
A < I teljestiljon. Legyen T7 = 0 és

1
Tt :Tn+§(A—T§) (neN).

Ekkor T, A-nak valés egyiitthatés polinomja, ezért 6nadjungalt és felcserélheté azok-
kal az operatorokkal, amelyekkel A felcserélhet6. Ezen kiviil a T, sorozat felcserélheto
operatorokbol all. Mivel

1 1
I—T, = §(I—Tn)2+§([—A),

teljes indukciéval 1atszik, hogy T,, < I. Megmutatjuk azt is, hogy 77 <Tpo < T3 < .... A

rekurziébdl .
Ty =T = 3 (T = Tou) + (T = T) (T~ Tor).

A szogletes zardjelben pozitiv operdtor all, és T,, — T,,_1 > 0 az indukciods feltevés szerint.
A két felcserélhetd pozitiv operator szorzata a 7. tétel szerint pozitiv.

A 3. lemma szerint T), konvergal egy B operatorhoz. A T,-re vonatkozo rekurzids
formuldban hatarértéket véve

1
B:B+§(A—B2),
azaz A = B2, O

A korabbi lemma kiterjesztése kovetkezik majd tételben.

4. lemma: Ha A, B,,B € B(H) onadjungdlt operdtorok, A < B, < B és (x, B,z) —
(x,Bz) (x € H), akkor B, **~ B.

Bizonyitas:

I(B—Byz|* = ((B—By)z,(B— B,)z) =
= ((B—B,)(B - B,)"*z,(B - B,)"%z) <

< B = Bul{(B — B,)"*x,(B — B,)"?z) <
< (Al + [IBI){(B = Bp)z,z) = 0.
Felhasznéltuk, hogy a pozitiv B — B,, operatornak létezik négyzetgyoke. O

9. tétel: Ha By < B, < ... dnadjungdlt operdtorok olyan novd sorozata, hogy B, < C
valamely korlatos C = C* operdtorra, akkor egyértelmiien létezik eqy olyan B operdtor,
amelyre B, **> B.

Bizonyitds: A polarizacids azonossag és feltevés szerint

B(z,y) = lim (z, B.y)
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egy korlatos forma, ||C|| korlattal, amit egy B = B* € B(H) operétor reprezental, azaz

lim (z, B,y) = (z, Bx) .

n—o0
Ezutén csak az el6z6 lemmara kell hivatkoznunk, és megallapithatjuk, hogy B, *~ B. [J
23. példa: Porzititiv szdmokra a

2zy
Tty

< JVry < ——

r+y
2

kozepek jol ismertek. Harmonikus, mértani és szamtani kozépnek is hivjak ezeket.
Attérhetiink operatorokra, de azok joval komplikaltabba vélnak.

Pozititiv operatorok szamtani koézepe vilagos. Ha 0 < A, B, akkor (A + B)/2 a
szamtani kozép. A mértani kozép egy nagyon specidlis dolog. Legyen ¢ >0, < A
és 0 < B. Ekkor a mértani kozép

A#B = AYV2(ATYV2BATY/2)2 A2 (3.7.16)

hiszen A invertalhaté.
Konnyen igazolhatjuk, hogy A#B = B#A, ha el < A, B. Célszerii A helyett A% és B
helyet B2. Ekkor az el6z6 formula

A(A—lBZA—l)l/QA — B(B_lAQB_l)l/QB,

vagy
X :=(A"'B*A™Y)/?A=A"'B(B'A’B™")'/?B.

Most X* X-et {rjuk ki:
AATIB2AYY2(AIB2 A Y124 — B(BLA2B )2 BA-1 A" B(B 1 A2B~1)/2 3,
ami elég egyszerti:
AATIB2ATIA = B(BT1A2 BB AR B )Y (B A2B )2

és ez trivialis.
A mértani-szamtani egyenlotlenség

A+ B
2

A#B <
hasonléan igazolhaté. Egy ekvivalens formula
0<T—-2A'BA Y24 A 1BA~L,
Ha (A'BA™Y)Y2 = X, akkor ez 0 < (X —I)?, ami igaz. Még az egyenldséget is meggon-
dolhatjuk, X =1, és ez A = B feltétel.
Az is igazolhato, hogy

0< A1 < AQ, 0< B; < By adja Al#Bl < AQ#BQ . (3717)
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Az egyenl6tlenség ekvivalens ennek a méatrixnak a pozitivitdsaval:

[ A, A1#31]
A# B, By '

Az alabbi 0sszeg adja a pozitivitast:

Ay M#DBy n Ay — Ay 0
Al#Bl Bl 0 BQ — Bl

Ha A, B > 0, akkor

Af#B = lim(A + eDY2((A4el)™V2B(A + eI) V)V (A 4 eD)V?,
E—

hiszen a limesz egy monoton fogyd operator rendszerben van.
A harmonikus ko6zép operatorokra

2047 4+ B! (3.7.18)

forméaban lenne. O

3.8. Unitér operatorok
Az invertalhaté U € B(H) operatort unitérnek mondjuk, ha
(r,9) = (U, Uy)  (v,y €H).

Az unitér operdtorok az U~! = U* tulajdonsdggal is jellemezhetdk, és ezért egy unitér
operator normalis. Az unitér operator fogalma, az adjungalthoz hasonléan, kiterjesztheto
két kiilonboz6 Hilbert-tér kozott hatd operatorokra is. Azt is mondhatjuk, hogy az unitér
operatorok egyszeriien az invertalhaté izometridk.

24. példa: Az unitér operatorok korében a gyenge és er6s operator topologiak egybees-
nek.

Ha U, %% U, akkor (z,U,y) — (x,Uy), vagyis U, “> U. (Ez teljesen &ltalanosan igy
van, az unitér feltevést itt nem kellett hasznalnunk.)

Megforditva, tegyiik fel, hogy U, "% U. Ekkor U,z “—Uzx, de mivel |Uyz|| = ||z| =
|Uzx||, a 2. Lemma alapjan U,z — Ux. Mivel ez barmilyen x vektorra igaz, U, % U.

A két topoldgia ekvivalenciajabol fontos kovetkeztetést tehetiink: Az unitér operatorok
egy topologikus csoportot képeznek az erds operator topoldgiara nézve.

Vildgos, hogy unitér operatorok szorzata és inverze is unitér. Amit meg kell gondolni,
az a szorzas és az inverz folytonossaga. Ha A, *& A és B, *> B, akkor A, B, *~ AB,
feltéve, hogy ||An|| és ||Ba| korldtosak. Ez adja a szorzas folytonossdgat. Mésrészt ha
U, U, akkor U, % U és U, ' = Ur w2 U* = U~ az adjungdlés folytonossdga miatt.

O

Példat mutatunk unitér operatorokra.
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25. példa: Legyen G egy megszamldlhat6 csoport és g € G. €*(G)-n értelmezhetiink egy
U, operatort az

Uef)(h) = flg~'h)  (f€(G), heG)

formulédval. U, izometria, mert

U LIP = D WU NI =D g h)P =

heG heG
= Y P =117
hed

Masrészt U, invertalhatd, hiszen (U,)™' = U,-1. Ezért U, egy unitér operator. Mivel
az Uy Uy, = Uy, 4, kompozicids szabély is fenndll, a g — U, hozzdrendelés a G csoport
unitér reprezentaciéja. (Neve balregularis reprezentacid.) O

26. példa: Legyen mq, my pozitiv valés szamok. Ertelmezziink egy U : L*(R™) —
L*(IR®") linearis operatort az

Uh)(x,y) = flu,v),

ahol N
miT +m
u:liﬂ/, v=y—ux (x,y e R").
my + 1mg

Belatjuk, hogy U unitér transzformacio.

12 = [ 15t dvdy = [0 |50 duas
ahol )
O, y)| _ ‘8(u,v) -
)|~ |awy)

a Jacobi-matrix determindnsdanak abszolit értéke. A Jacobi-matrixot blokkmétrix

frasmoddal a
o(u,v) [ -] =1

O(z,y) et D
formaban adhatjuk meg,
Qu__m o 0w ma o Ov o Ov g
ox my + ms 8y my + mao ox 8y

I jeloli az n x n-es egységmatrixot. Ez a matrix tenzorszorzat alakd, nem més, mint

[’”1711’”2 - ®I.

_m2 1
m1+me

Determindnsa (3.5.13) alapjan 1, mivel mindkét tényez6 1 determindnsi. Megmutattuk,
hogy

HUf|!2:/If(u,v)lzdudvZ/\f(x,y)\dedyz £
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Mivel U invertalhato, egy unitér operator.

Erdemes megjegyezni, hogy ha a példdban x-et egy m; tomegii részecske helyének és
y-t egy moy tomegii részecske helyének gondoljuk, akkor u a kozos tomegkozéppont helye, v
pedig a mésodik részecskének az elsOhoz viszonyitott helyzete. A targyalt unitér operator
egy koordinata-rendszer transzformaciéhoz kapcsolodik. O

27. példa: Legyen o az {1,2,...,n} halmaz egy permutacidja, és H egy tetszéleges
Hilbert-tér. H"® = H ® ... ® H-téren értelmezziink egy U, operatort az

U, ( Z ciyp’ 0l 0. @ :cfj)) = Z Cli)ally ® ... @l (3.8.19)
képlettel. Ekkor

(U o @al).Us (Y Cli)al @ 0al) ) =

= 3 CGCG) (el a%h) - @)
i,

Mivel a zardjelben szereplé tényezok sorrendjét valtoztatja a o permutacio, igy a
zardjelben a tényezOk sorrendjétdl eltekintve az

(a1 2} ol o))
szorzat all. Ezért
<on7 on> = <x,y) )
tehat U, megtartja a belsé szorzatot. Inverze, U,-1, létezik, ezért U, egy unitér

operator. 0

A kovetkezo példaban a gombfeliileten négyzetesen integralhato fiiggvények terét bont-
juk tenzorszorzatra egy unitér operator segitségével, és a tenszorszorzatot arra hasznaljuk,
hogy egy mesterkéltnek tind, de mégis sokszor hasznos bazist konstrualjunk.

28. példa: Legyen L?(S,dQ) az egységgomb felszinén négyzetesen integralhaté
fiiggvények tere. Ha 1 € L?(S,dS2), akkor az

(U) (0, p) = 1(sinf cos p, sin @ sin @, cos 6)

képlet egy L?(S,dQY) — L*(0,27) ® L*((0,7),sinf d) unitér operdtort értelmez, hiszen

21 T
/ (., 2)Pd2 = / / U6, ) sin 0.d6 dg

érvényes, ha a gombon vett feliileti integralt gombi koordinatakra valé attéréssel szamoljuk
ki.

Célunk az, hogy az L*(S,dQQ) térben konstrudljunk egy bézist.  L*(0,27)-ben
{ei™/\2r © m € ZL} egy alkalmas bdzis. Ha minden m € ZZ-re vesziink egy
el (0), e (0), ... bazist az L*((0,),sin 0 df) térben, akkor

1 ime m .
{Ee e (9):m€Z,j€]N}
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az L*(S, dQ) tér egy bazisa lesz, a gombon értelmezett fliggvényeket gombi koordinatdkban
irva.

Ha m € ZZ, akkor PlJm|(cos 0) teljes ortogonélis rendszer a L?((0,n),sin 6 df) térben,
ha ¢ > |m| és Pgm‘ jeloli az asszocidlt Legendre-fiiggvényeket, lasd (2.8.28). Valéban,
helyettesitéssel

ﬂ 1
/ Pgm|(cos Q)Pllm‘(cos 0)sinf do = / Pg‘m‘(t)PILM(t) dt,
0 —1
ami 0, ha ¢ # k.
Tehat

204+ 1(0— [m)\"? .
gy Ef—i-lm:;!) PlJ |(cos€)e ¢ (3.8.20)

Vot = (-1

egy bézis L2(S, d)-ban, ha m € ZZ és £ > |m/. Igy jutottunk el a gombfiiggvényekhez.
0

29. példa: Legyen U egy olyan unitér operator a H Hilbert-téren, amelyre U? = I, azaz
U onadjungalt. Legyen tovdabba K = {z € H : Ux = =z} az U fixponjai halmaza.
A feltétel miatt y + Uy € K barmilyen y vektorra. Nevezetesen, ha y L K, akkor
(y,y+ Uy) = 0. Ebbél

Uy +yl? = Uy+y.Uy+y) = Uy, Uy+y)+(y,Uy+y)
= (y,UWUy+vy)+0=0.

Ez azt jelenti, hogy y L K esetén Uy = —y.
Az U operator tgy mukodik, mint egy sikra valo tiikkrozés: K vektorait helyben hagyja,
és a ra merdleges vektorokat pedig (—1)-szeresébe viszi. O

30. példa: Legyen A € B(H) 6nadjungalt kontrakcid, azaz A = A* és ||A]| < 1. Ekkor
létezik egy K D H Hilbert-tér és annak egy U € B(K) unitér operatora, hogy Ar = PAx
barmilyen = € H vektorra. Itt P a X — H ortogonalis projekciot jeloli.

KC-nak a H @ H teret valaszthatjuk, és akkor U egy 2 x 2-es operdtor elemii matrixszal

adhaté meg:
Un Ui
U= :
{ Uy Us }

Az Ax = PAx feltétel akkor teljesiil, ha Uyj; = A. Ahhoz, hogy U még unitér is legyen,
az U*U = I tulajdonsagot kell biztositani, ami az alabbi egyenletekkel ekvivalens:
A+ U Uy =1, UlUia + UgUsy = I,

Az Uyg = VI — A2, Uy = VI — A? és Uyy = A valasztédssal egy unitér U operdtorhoz
jutunk, amit A unitér folytatasanak vagy dilatacigjanak szoktak nevezni. O

Az elébbi példa messzemenden erdsithet6. Ha ||A|| < 1, akkor létezik olyan unitér U
folytatas, hogy A"x = PU"x minden x € H vektorra és n € IN természetes szamra. Az
unitér dilatdciok és a kontrakcidkra beldlitk leszarmaztatott tulajdonsdgok Szoékefalvi-
Nagy Béla munkassaganak fontos részét jelentették.
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Sz6kefalvi-Nagy Béla (1913-1998)

Székefalvi-Nagy Béla Riesz Frigyes tanitvdnya és munkatdrsa is volt. A
vele irt funkciondlanalizis konyve vildgszerte a legismertebb matemati-
kakonyvek kozé tartozik. Szokefalvi-Nagy Béla a dilataciéelméletbol ki-
indulva modellt dolgozott ki Hilbert-terek kontrakcidira. Evtizedeken at
f6szerkeszt8je volt a szegedi Bolyai Intézet Acta Scientiarum Mathematica-
rum cimi folydiratanak, amely abban az id6ben az operdtorelmélet egyik
vezetd folyodirata volt.

31. példa: Legyen A = A* € B(H). Az A operator fliiggvényei koziil Uy := exp(itA) egy
fontos példa. Mivel
exp(itr) = 1/ exp(itzx)

minden z € R valés szamra, U, egy unitér operator, (U;)* = U, = U_,. Tovébbé az
exp(itz) exp(isz) = exp(i(t + s)x)

azonossag azt is implikédlja, hogy U;,Us = U,is. Unitér operatoroknak ily mddon pa-
raméterezett csaladjat egyparaméteres unitér csoportnak fogjuk nevezni. Belatjuk,
hogy t +— U; normaban folytonos. Ehhez az exponencidlis fiiggvény Taylor-sorat
hasznalhatjuk fel:

Ut—USZUs(Ut_S—I) :USZMAn,
n=1

n!
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és
IU; = U]l < Z it ||A||n _ eltsllial _q
Ez a becslés mutatja a folytonossagot. 0

32. példa: Legyen T; : L*(R) — L*(R), (T;f)(z) = f(t+z). T;f az f fiiggvény eltoltja,
lasd az abrat alabb.

T; egy unitér operator, sot egyparaméteres csoportja unitéreknek, ugyanis 7,7, = Ty, s
nyilvanvaléan teljesiil. Igaz-e, hogy T; el6all exp(itA) alakban, valamely korldtos 6nad-
jungalt A € B(L*(IR)) operdtor segitségével? Megmutatjuk, hogy nem, ugyanis t +— T}
nem folytonos normaban. Legyen

[ (2¢)7Y2, ha |z| <e,
fe(z) = { 0, ha |z| > e.
Ekkor
t/g ha |t| < 2¢
T.f-— f-| = ’ |
T, f- — f2|| { V2, ha |t| > 2,
és

IT: =11l > V2,
barmilyen kicsi is ¢.
Legyen My := {f € L*(R) : lim; ,oT;f = f}. Ekkor M, egy lineéris altér. Legyen
fn€Moés fr— f. A

ITef = fll < NS = Tefull + 1 Tefn = full + {1 = fII =

becslés mutatja, hogy M zart altér. fgy annak igazolasahoz, hogy My = L?, elég latni,
hogy M, tartalmazza a kompakt tartéju folytonos fiiggvényeket. Legyen f egy ilyen
fiiggvény. Ekkor

||th—f||2=/If(t+x)—f(x)|2dx,

ami tart 0-hoz, ha t — 0 a Lebesgue-tétel alapjan. (Létezik integralhaté majo-
ralé fliggvény, példaul egy kompakt intervallum karakterisztikus fiiggvénye szorozva f
korlatjdval.)

Késobb latni fogjuk, hogy T; el6all exp(itH) alakban, de a H 6nadjungélt operétor
nem korlatos. U

A kovetkezo részben is lesz unitér operdtor.

3.9. A Fourier-transzformacio

Fiiggvényeknek egy linearis leképezésérdl lesz szo és majd kideriil, hogy ez a leképezés
unitér operatorra valtozik.
Az f € L}Y(R") figgvény Fourier-transzformaltjat a

ft) = (2;)”/2 /e_i(m)f(:p) de  (t,x € R") (3.9.21)
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képlet értelmezi, (z,t) = >, z;t;. Vildgos a definiciébdl, hogy f korlatos, és a dominalt
konvergenciatételbdl adéddan folytonos fiiggvény.

33. példa: Kiszamoljuk az f\(z) = e~ fiiggvény Fourier-transzforméltjdt az egy
valtozdban:
; it\? ¢
L) = \/_/ exp(—itr — \r?) dx \/_/ exp[ <$+ﬁ> _ﬁ] dr =
1 —12 /4 —u? 1 —t2 /4
= —e e du=—=—=¢ .
V2T —oo V2A
Itt felhasznaltuk a valdszinliség-szamitasbol is jol ismert
L e e
/ e 20 dr=1 (3.9.22)
2ro

Gauss-féle integralt. (A bal oldal analitikus fiiggvénye a komplex z véltozénak. Ezért
abbdl a ténybdl, hogy valés z-re az integral 1, kovetkezik, hogy barmilyen komplex z-re
ugyanezt az értéket kell felvennie.)

A példa mutatja, hogy exp(—xz?/2) Fourier-transzformdltja 6nmaga.

Az egyvaltozds esetbol konnyen kovetkezik az alabbi tobbvaltozés: ha

gx(z) = e el (x € R"), (3.9.23)
akkor ]
oA(t) = “lalF/ax ¢ e R 3.9.24
g)\( ) (2)\)n/26 ( S ) ( )
megadja a Fourier-transzformaltat. U

34. példa: Probaljuk differencialni f—ot az egyvaltozos esetben.

f) = f(

t—t \/271- t—t
Ha a t' — t hataratmenetet akarjuk végrehajtani, akkor integralhaté majordnst kell ke-
resniink. Az integrandusban 1év6 differenciahdanyados —ize '*®-hez tart. Amennyiben
xf(x) integralhaté

e—itr _ 7125/:1:

f(x)dx.

% — —izf(2). (3.9.25)
Ezt iterdlva jutunk oda, hogy ha x"f(x) integrélhat6, akkor f Fourier-transzformaltja
n-szer differencialhaté. (Minél gyorsabban tart f a 0-hoz a végtelenben, anndl simébb a
Fourier-transzformaltja.)

A (3.9.25) képlet levezetéséhez hasonléan ldthatd, hogy az n véltozds esetben a =

(o1, ,... ) és = (0, ..., ) multiindexekre

(—i)IEFlele g, £ (1) = / e 1D, (2P f(2)) da . (3.9.26)
A jelolés:
o =P P 9y = (0)(3)% ... (0,)%, |8l i=Pi+Bat .. + B
elfogadhato. O
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10. tétel: (Plancherel-tétel) Ha f € L'(IR") N L3(IR™), akkor ||f||? = || f]|.

Bizonyitds: Legyen f € L*(R™) N L%(IR™). A ||f||> norma négyzetet egy kicsit mo-
dositjuk egy A > 0 szammal:

[150P e (= NP/t = [ FO17@ e (~ Alel?/2)di =
1

-/ <W e ) (o [ Twdy) exp (= AlllP/2) de —

1

= Qo) /Wf@)@e T exp (= [[t]2/2) da dy dt =

o Jo 1 (( 57 L.

Most az integralt felhasznalva (3.9.24) alapjan a kovetkez6t kapjuk:
27r s [ F@TW) (2 exp (— [l =yl 2) dedy =
= —yl2/2)N) f(x) d >
<f(y) [ G e (=l sl 20w da

A belso szorzat masodik tagja egy j. * f alaku konvolucio

®

—i(t,z—y) exp (— Al[t]]?/2) dt) dzr dy

RS 2 ony = &
51(2) = Gy o (= E1/20) = e (= ).

ahol e = \. Lényeges, hogy j. * f tart f-hez, ha A\ — 0, 1d4sd (3.3.5). Ezért az utolsé
tag (f, f) = || fl|*-hez tart, ha A — 0. Ugyanekkor a monoton konvergencia tétel szerint
a kiindulési kifejezés tart || f||*-hez. O

A fenti bizonyitds Riesz Frigyestdl szdrmazik. Most az L?(IR) Hilbert-térre kon-
centralunk. Fy : f — f izometria L' N L2-bdl L?-be. Ennek létezik egy F izometrikus
kiterjesztése az egész L2-re. (Figyelmeztetés: Az (3.9.21) képlet integralja nem konvergens
tesz6leges f € L? fiiggvényre!) Az okoskodast megismételhetjiik a Fourier-transzformécié
inverzére, ami teljesen hasonlé alakd az L' N L? téren: g — g(—t). Ezért F invertdlhat6
izometria, ami a polarizaciés azonossag alapjan unitért jelent.

35. példa: A Fourier-transzformacié unitér, az egyvaltozos esetben sajatfiiggvényei a
Hermite-féle fiiggvények.
Hasznaljuk a Hermite-polinomok generatorfiiggvényét:

Z b 2=t (3.9.27)

azaz
Z " 712/2H ( ) 62:1:257:1:2/267252.

Vessziik az F fliggvényt:
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és el6szor a jobboldalt kiszamoljuk (az z Vziltozéban):

—lxs 2xt—x2/26—t2 dr = / —izs —a: 2t)2 /2 12 dr
V2 / ) \/ 2T
i(y+2t)s e Y /2 t2 d
V2 / Y

— et 6—2t8'1 <_ e—iyse—y2/2 dy
V2T

2 _ogrei g2
— 6t6 2t816 3/2.

(Teljes négyzetté vald kiegészités, y = x—2t integréaltranszformacié és a standard normélis
eloszlas Fourier-transzforméldsa voltak az egyes 1épések.) Ezt atirjuk a (3.9.27) alapjan:

6t26—2tsie—32/2 _ Z (_lt)n —52/2H Zt_r: _1 n —52/2H ( )
. n.
n=0 n=0

és megkapjuk, hogy
Fle " PHy(x)) = ()" 2 Hy(s),

vagy egy masik jeloléssel
Fpn) = (—1)"0p . (3.9.28)
Tehét az F unitér operdtor spektruma {1,i, —1,—i}.
Ha egy adott f € L*(IR) fiiggvény Hermite-féle sorfejtését ismerjiik,

f = icnwna ahol Cp = /OO (pn(l‘)f(l‘) d:L‘,
n=0 o

akkor Fourier transzformaltja

3.10. Rezolvens és spektrum

Korlatos operator spektrumat mar a Banach-terek kapcsan bevezettiik, a részletesebb
targyalasra azonban csak most keritiink sort.

5. lemma: Ha A € B(H), akkor ||A*A| = ||A]]>.
Bizonyitds: Bgyrésat | A°All < | A°] - [ A]| = | AJ2, miisrészt
|Az|* = (Az, Az) = (A"Az,z) < |AA] - [|=]]%,
amibdl ||A||* < ||A*A]l. O

Jeloljiik I-vel a ‘H Hilbert-tér identitds operatorat. A tetszéleges T' € B(H) operator
rezolvens halmaza azokbdl a A komplex szamokbdl all, amelyekre a A\- I —T" operatornak
létezik korlatos inverze. A rezolvens halmaz jelolése p(T). Igy A € p(T) esetén Ry(T) :=
(M-I —=T)"' € B(H), R\(T)-t a T operator A pontban vett rezolvensének nevezziik.
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36. példa: Legyen U egy unitér operator. Ekkor |U||? = [|[U*U|| = 1 alapjén |U|| = 1.
Ha X € C és |A| > 1, akkor

1
J-U) = 1 24
(A U) A( +>\U+)\2U )

a Neumann-féle sorfejtés szerint, és ezért A € p(T). Hasonléan kovetkezik, hogy A €
p(U*), ha |\| > 1. Az
U—-X-T=XU\NT-T-U"

azonosség mutatja, hogy U — A - I invertdlhaté, ha 0 < [\ < 1. Osszefoglalva

megallapithatjuk, hogy ha |A| # 1, akkor A\ € p(U). O
37. példa: Legyen
z 1 0
T'=10 2 0
0 0 y
Ekkor a rezolvens
1 0 0 0 10 0 0 0
R\(T)=MN—2)"{0 1 0| +A—=2)2]{0 0 O +(A—gy)*|0 0 0Of,
0 0 0 0 0 0 0 0 1

amir6l meggyozodhetiink, ha beszorzunk a A - I — T méatrixszal.

A X — R)(T) operétor értékii analitikus figgvény a C \ {z,y} halmazon. x és y a
T matrix sajatértékei, a megfelelo sajatalterekre vetito projekcidok nem masok, mint a
reziduumok.

Egy tetszoleges n x n-es T" matrix rezolvense felirhaté, ha tudjuk, hogy milyen ha-
sonldsagi transzformécioval hozhaté Jordan-féle normaél alakra. Példaként tekintsiink egy
Jordan-blokkot. Ha

z 1 0
T"=10 = 1],
0 0 =
akkor
1 0 0 0 1 0 0 0 1
R\(Th)=MN—=2)"]0 1 0| +A=2)2]|0 0 1|+WN-2)2|0 0 0],
0 0 1 0 0 O 0 0 O
és Ry\(ST'S™') = SRA\(T")S™! barmilyen invertdlhaté S métrixra. O

11. tétel: p(T') C C nyilt halmaz.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy Ao € p(T). Belatjuk, hogy ha |A — Xo| < ||Ry, (T)| 7,
akkor A - I — T korlatos inverzzel rendelkezik. A Neumann-féle sorfejtés szerint

Bag(T)' S (o = A R (T)]"
n=0

egy korlatos operatort ad meg, ami nem mas, mint

Ro(T) (I = (Ao = N Ry (1) = Ra(T) .
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(Utébbi  egyenléség legegyszeriibben 1gy lathatd, hogy mindkét oldal inverzét
vessziik.) O

A o(T) :=C\ p(T) halmazt a T operator spektruménak nevezziik.

Az el6z6 tétel bizonyitdsa azt is mutatta, hogy az Ry(T) rezolvens p(T) — B(H)
analitikus fliggvény, amit gy is érthetiink, hogy A — (£, R\(T)n) analitikus barmilyen
&,n € H vektorokra. A

AT =T) = (u I =T)" = (= AT = T) - [~ T)""
azonossagot felhasznalhatjuk a rezolvens differencialasara:

R\(T) — R,(T)
A—p

— —R\(T)R,(T). (3.10.29)

A X\ — p hatdrdtmenet norméban létezik, igy az Ry(7T) rezolvens (Frechet-) derivaltja
—R\(T)2.

38. példa: Legyen f € C|0,1]. Célunk az f-fel valé M; szorzdsoperator spektrumanak
meghatdrozésa az L2[0, 1] téren. Ha A nincs benne f értékkészletében, akkor van olyan & >
0 szdm, hogy |A—f(x)| > e minden 0 < z < 1 esetén. Ezért a g(x) = (A\—f(x))~! fiiggvény
folytonos és az M, szorzasoperator korlatos. Mivel M, éppen A\ — M inverze, \ nincs
benne My spektrumaban. Ezért o(My) f értékkészletének része, és megmutatjuk, hogy
valdjaban pontosan az. Ha A\g = f(z0), akkor van olyan §,, hosszisagu I, intervallum, hogy
|f(z) — Xo| < 1/n az I, intervallumon. Az I, intervallum karakterisztikus fiiggvényébdl
normalassal egységvektort készitiink:

1
In(x) = \/E

1]n(ZL') .

Ekkor . L1
A= Mp)g|* = — A= fx)Pde < —0,— = —,
IO = Mp)anl? = 5 [ N e < 5o =
tehdt (A — My)g, — 0. Ez azt mutatja, hogy a A — M operatornak nem lehet folytonos
inverze, hiszen azt alkalmazva a (A — My)g, vektorokra g, — 0-hoz jutnank, ami nyilvan
nem lehet ||g,|| = 1 miatt. Kovetkezésképpen A € o(My).

Azt is lattuk, hogy A € o(My) esetén létezik egységvektoroknak olyan g,, sorozata, hogy
Agn — Mg, — 0. Ha egy X szdmhoz van ilyen g,, vektorsorozat, akkor A\-t approximativ
sajatértéknek nevezziik. (Ha g, dllandd lenne, akkor kapndnk valédi sajatértéket.)
Megallapithatjuk, hogy a szorzasoperator spektruma approximativ sajatértékekbol all. [

39. példa: A rezolvens jelentésége azon a tényen is alapszik, hogy a segitségével az
operator fiiggvényei kifejezhetok. Legyen D egy olyan nyilt tartomény, amely tartalmazza
T spektrumét. Ekkor az R,(T') rezolvens a D tartomany 0D hatdra egy kornyezetében
analitikus fliggvény, és barmilyen D kornyezetében analitikus f fliggvényre képezhetjitk

1 f(2)R(T)dz
oD

27
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vonalintegralt. Legyen az egyszeriiség kedvéért f(z) = 2™ és T egyetlen Jordan-blokkbdl
allé matrix:
z 1 0
T:=]10 2« 1
0 0 =z
Ekkor T'=z - I + N, ahol N az operétor nilpotens része, N3 = 0. Evidens médon

n—2)

—1
T =2" -1+ (n—1)2"'N+ (n = 1) "IN

2

Masrészt T rezolvense a 37. példa szerint
RAT)=(z—a2)' T+ (2 —2)2N + (2 —2)*N?.

Ezt felhasznalva kiszamolhatjuk a fenti vonalintegralt:

57 | TORMd= o [ - et
7 Jap 7
271“ £z — 2) 2Ndz+% F()(2 — ) SN2 dx —
1 1 1 " —1a72 _
o+ 5 [ FEE-n Nl [ e N =

= f(2)I + f'(x)N + 5]‘"’(:5)]\72

(Itt felhasznaltuk a Cauchy-formulét az f fliggvényre, ezutdn parcidlisan integraltunk,
majd megint a Cauchy-formulat hasznaltuk f’-re és f”-re.) Arra az eredményre jutottunk,

hogy a vizsgalt esetben
1

27T1 8D

f(1r) = f(2)R-(T)dz .

Ez a formula akdr f(7) definicié is lehet, ha f a T operdtor spektruma egy kornye-
zetében analitikus fliggvény. Nézziik meg az f(z) = 2" esetet most tetszéleges T' € B(H)
operatorra.

oo

1 1
— "R (T)dz = — / IRy =
211 Jop 27 . oD
1
= — 2T Ay =T ,
21 Jap
ugyanis k # n esetén a korintegral eltiinik a Neumann-sorfejtés tagjaira. O
o(T) zart halmaz és
r(T) = sup{|A| : A € o(T)} (3.10.30)

neve spektralsugar.

12. tétel:
r(T) = lim |77V . O
n—oo
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Ebb6l nyomban kévetkezik, hogy r(7) < ||T|| és onadjungalt A = A* € B(H)
operdtor esetében r(A) = || Al|. (Valéban, ||A*"| = ||A||*" minden n-re az ||A*Al| = ||A||?
egyenlGség iterdldsaval.)

A T operator o(T) spektrumat hédrom részre osztjuk, annak megfeleléen, hogy miért
nem létezik A - I — T inverze.

o Ker (A-I—T) # {0}, akkor van olyan 0 # x € H vektor, amire Tx = A\z. Ekkor A\-t
T sajatértékének, x-et a \-hoz tartozé sajatvektornak mondjuk. A sajatértékek
alkotjdk a 0,(7T") pontspektrumot.

e Ha Ker (A-1—T)=1{0} és Rng (A1 —T) nem siirti H-ban, akkor A a rezidudlis
spektrumhoz tartozik, ennek jele o,.(7T).

e Végiil, ha Ker (A1 —T) = {0}, és Rng (A — T') C H egy siirii valédi altér, akkor
A a oy(T) folytonos spektrum eleme.

Megjegyezziik, hogy a Ker (Al — T') = {0} és Rng (A — T') = H esetben (\- I —T)~!
operator létezik, a folytonossagat a nyilt leképezés tétele garantélja.

40. példa: Legyen S* : (*(IN) — (*(IN) a balra tolds operatora. S* sajatértékeinek
meghatarozasahoz az

(1’2,373, .. ) = ()\1’1, )\.I‘Q, .. )

egyenletet kell megoldani. Ennek z = (z1, s, ...) megolddsa (1, A\, A\?,...), ami [A\| < 1
esetén ad [?(IN)-beli sorozatot. Ezért o,(S*) = {A € C : |\ < 1}. Mivel o(S*) zart
és r(S*) < ||S*| =1, o(S*) = {A € € : |A] < 1}. El akarjuk donteni, hogy a |A| =1
pontok a rezidudlis vagy a folytonos spektrumhoz tartoznak. Ha {\z — S*z : x € (*}
nem sfirfi, akkor van olyan y # 0 vektor, amelyre (Ax — S*z,y) = 0 minden z € (*-re.
Ekkor (x, (A — S)y) = 0 és Ay = Sy, vagyis X sajatértéke a jobbra tolds S operdtoranak.
Konnyen ellendrizhetd, hogy S-nek nem lehet sajdtvektora, tehat {\x — S*z : z € (%}
biztosan sfirti. Igy {\ : [\ = 1} = 04(S*). O

Amit az S* operatorral kapcsolatban bebizonyitottunk, az altaldban is érvényes:
(Rng T)* = Ker T*. (3.10.31)

A tovabbiakban A - I — T helyett egyszertien A — T-t irunk.

6. lemma: Legyen T' € B(H) egy normdlis operdtor. Ekkor X ¢ o(T) akkor és csak
akkor, ha van olyan C' > 0 szam, amelyre

A =Tz = Cl«]

minden x € H vektorra.

Bizonyitds: V := A — T normadlis operator. Elég azt bizonyitani, hogy egy V' normalis
operator akkor és csak akkor invertalhato, ha

V|| > Ol (3.10.32)

valamilyen C' > 0 szamra.



3.9. Rezolvens és spektrum 99

folytonos spektrum

pontspektrum

VY

=

rezolvens halmaz

A balra tolds operator spektruma folytonos és pontspektrumbdl 4ll

folytonos spektrum

rezidualis spektrum

VY

=

rezolvens halmaz

A jobbra tolas operator spektruma folytonos és rezidualis spektrumbdl 4ll

Ha V invertalhato, akkor
lzfl = V= Val| < [V - [Vl

és ebbdl kovetkezik a fenti egyenl6tlenség (3.10.32).
A megforditds igazoldasdhoz induljunk ki a fenti (3.10.32) feltételbdl. Ez maga utén
vonja, hogy Ker V' = {0}. Mivel egy normadlis operétorra

IVl = [[v=ell,
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Ker V* = {0}, és (3.10.31) szerint Rng V' stirti. Ugyanakkor a feltételiinkbdl kovetkezik,
hogy Rng V' zart: Ha V', konvergens, akkor

1
[Zn — T || < 5”‘/1‘71 — Vg,

mutaja, hogy z, konvergal, x,, — = és Vx = lim, Vz,. U
Hasznaljuk a T = {z € C : |z]| = 1} jelolést.

13. tétel: Ha U egy unitér operdtor, akkor o(U) C T.
Bizonyitds: U normalis, és
1A = )al* = IUz]]* + [AP|l2]|* — 2Re (U, Az) > (1 — [A])?[|[|*.

Most a lemma alkalmazhatd, ha |A| # 1, akkor A € p(U). (Egy mésik bizonyitast tartal-
mazott a 36. példa.) O

41. példa: A Fourier-transzformiacié a L*(IR) tér egy F unitér operdtordnak tekint-
heté. F-nek az 1,i,—1, —i szdmok a sajatértékei. A sajatfliggvények az in. Hermite-féle
fliggvények:

fo(@) = e PH,(z).
(H,(z) az n-edfokd Hermite-polinom, lasd a 32. példat és a (3.9.28) képletet.) Szamolas
adja, hogy Ff, = (=i)"f,. Mivel a Hermite-féle fliggvények teljes ortogondlis rendszert
alkotnak {1,i,—1,—i} a teljes spektrum. O

14. tétel: Legyen A € B(H) egy dnadjungdlt operdtor, és M := sup{(z, Ax) : ||z|| = 1},
m = inf{(z, Az) : ||z|| = 1}. Ekkor o(A) C [m,M], {m, M} C o(A), tovibbd A-nak
nincsen rezidudlis spektruma.

Bizonyitas: Legyen A\, u € IR. Ekkor

A +ip) = Azl = [[(A= Nz + p|2]]” + 2uRei (A — Nz, z) =
1(A = N ||* + p*l]* >
> gl

Ha p # 0, akkor a 6. lemma elegend ahhoz, hogy a A +1iu ¢ 0(A), tehat o(A) C R.
Amennyiben \ > M, akkor barmilyen x egységvektorra a

(A = A)z]| = (A= A)z,z) 2 A - M
egyenlStlenség érvényes.  (Eldszor a Schwarz-egyenl6tlenséget, masodszor pedig M
értemezését hasznaltuk.) Ebbol A ¢ o(A) ismét a 6. lemma alapjdn adédik. A A < m
eset teljesen hasonlé.
M € o(A) igazolasara tegyiik fel indirekte, hogy M — A invertdlhat6. Mivel M —A > 0,

ennek az operdtornak van egy B négyzetgyoke (ldsd a 8. tételt), B> = M — A, és ez is
invertalhaté. Ha ||z|| = 1, akkor

1= ||B7'Bx||> < |B7Y* | Bx||* = | B~'|* (B*z,z) = | B> (M — Az, z),
amibdl
(x, Az) < M — ||B_1||_2.

Ez ellentmondana M értelmezésének. Tehdt M € o(A) és m € o(A) igazoldsa hasonld.
Ha A € IR olyan szam, hogy Rng (A—A) nem sfirfi, akkor Rng (A—A)+ = Ker (\—A) #
{0}, tehat A\ a pont spektrumban van. d
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3.11. Operatorok fiiggvényei

Legyen A egy korldtos operdtor és p(z) = > i ja;a" egy polinom. Ekkor Y "  a;A" egy
korlatos operdtor, amire joggal hasznaljuk a p(A) jel6lést. Rogzitett A-ra a p — p(A) meg-
feleltetés linearis és multiplikativ. Célunk az, hogy a Weierstrass-féle approximacios tételt
felhasznalva egy tetszoleges folytonos f fliggvényre és A = A* operdtorra értelmezzilk az
f(A) operatort.

7. lemma: Ha p egy polinom, és A € B(H), akkor o(p(A)) = {p(\) : A € a(A)}.

(
Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy A € o(A). Mivel A gyoke a p(x) — p(A) polinomnak,
p(z) — p(A) = (x — N)g(x) egy alkalmas ¢(z) polinomra. Ebb6l kapjuk, hogy p(A) —

p(A) = (A = XN)g(A). Mivel (A — \) nem invertalhatd, p(A) — p(A) sem az, mas szdval

p(A) € o(p(A)). gy p(o(A)) C o(p(A)).
Amennyiben p € o(p(A)) és A, A, ..., A\, a p(z) — p polinom gydkei, akkor

PA) —p=a(A =X )(A=Xs)...(A=\y).

A jobb oldal minden tényezdje nem lehet invertdlhatd, mert akkor a teljes szorzat is
invertalhaté lenne, de p(A) — p nem invertalhaté a feltevésiink szerint. Tehdt (A — \;)
nem invertalhaté valamely 1 < i < n értékre. Ez azt jelenti, hogy \; € o(A) és p(\;) = p.
Belattuk, hogy o(p(A4)) C p(a(A)). O

8. lemma: Legyen A = A* € B(H) és p egy polinom. Ekkor ||p(A)| = sup{|p(A)] : A €
a(A)}-

Bizonyitas:

lp(A)N* = [[p(A) p(A)] = Ipp(A)] =
= sup{[A| : A€ o(pp(A4))} =
= sup{pp(A) : A€ o(A)} =
= (sup{lp(N)| : A € a(A)})?

Itt az els6 sorban a norma C*-tulajdonsdgat hasznéltuk, ezutdn azt a tényt, hogy onad-
jungalt operator norméaja és spektralsugara azonos, végiil pedig a megel6z6 lemméat. [

15. tétel: (Folytonos fliggvénykalkulus) Legyen A = A* € B(H). Ekkor létezik és
egyértelmien meghatdrozott eqy olyan ®4 : C(0(A)) — B(H) linedris leképezés, amely az
aldbbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

(1) ©a(fg) = Pa(f)Palg),

(2) @a(f) = @alf)",

(3) Ba(l) = I, alidyon) = A,

(4) [[@a(N)Il = sup{[f (V)] : f € a(A)},
(5) Ha f >0, akkor ®A(f) > 0,

(6) Ha Az = Az, akkor ®4(f)z = f(\)z,
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(7) o(@a(f)) = f(a(A)).

Bizonyitds: A C(o(A)) térben a polinomok siirti halmazt alkotnak a Weierstrass-féle
approximacios tétel értelmében. Ha p € C'(0(A)) egy polinom, akkor ®¢(p)-t értelmezziik
ugy, hogy ®o(p) = p(A). Az igy értelmezett @y leképezés rendelkezik az (1-7) tulaj-
donsdgok mindegyikével. Ez jorészt trividlis, de (4)-et és (7)-et az el6z§ lemmak tartal-
mazzak. (4) azt jelenti, hogy ®¢ izometria, azaz ||®o(p)| = ||p||co, ahol || - ||oc & C(c(A))
térben vett sup normét jeloli. Mivel B(H) teljes tér az operdtornorméra nézve, ®g-nak
létezik izometrikus linedris kiterjesztése C'(o(A))-ra, és ez lesz ®4. Végiggondolandd,
hogy a kiterjesztés sordan a felsorolt tulajdonsagok megmaradnak. U

42. példa: Legyen A = A* € B(H) egy 6nadjungdalt operétor, és tekintsiik a

z—1
241

g(2) =

Ez folytonos az egész szamegyenesen, és a fliggvénykalkulus értelmezi a g(A) operatort.
A g(2)g(z) = 1 relaciébdl kovetkezik, hogy g(A) unitér operator. Az A operator Cayley-
transzformaltjanak nevezik. O

43. példa: Ha A = A* € B(H) és A > 0, akkor o(A) C IR". A négyzetgyok fiiggvény
folytonos IR*-on, ezért a megel6z6 tétel értelmében létezik egy olyan B > 0 operator,
amire B> = A. Valéban, jelolje f az x — +/x figgvényt. Ekkor a B = ®.(f)
operator ilyen, amennyiben ® 4-t a tétel szerint konstrudljuk A-hoz. Az A'/? operatort a
négyzetgyok fiiggvény Taylor-sorabdl kézzelfoghatobb mddon is eloallithatjuk.
[smeretes, hogy

1/2
n

¢T1E::§;< )x" (lz| < 1).

Ezért 0 <e-1 < A <] esetén

= [(1/2
A= A=)
vA=3 (1))
ugyanis ||[A — I|| <1 — ¢ és a sor normaban konvergens. O

Tetszbleges X € B(H) esetén X*X > 0, és ezért beszélhetiink az (X*X)'/2 operdtorrdl,
amit | X|-szel jeloliink. A jellés nem akarja sugallni az | XY| = |X| - [Y|és | X + Y| <
| X| + |Y] tulajdonsdgokat. Ezek ugyanis nagyon ritkdn teljesiilnek.

44. példa: Legyen A, B € B(H) pozitiv operdtorok és 0 < ¢t < 1 egy valds szdm. A’ és
Bt értelmezve van. Megmutatjuk, hogy

|A'B'|| < | ABJI".
At =0 ést =1 szamokra ez nyilvanvald. Legyen

J={t:0<t<1és|AB' <|AB|"}.
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J egy zart halmaz, elég megmutatnunk, hogy ¢,s € J esetén (s +t)/2 € J. Fel fogjuk
hasznalni a spektralsugarat:

||A(s+t)/QB(s+t)/2||2 _ ||B(s+t)/2As+tB(s+t)/2|| _ T(B(S+t)/2AS+tB(S+t)/2)
— T(BSASHBt) S HBsAertBt”
= [|BA*| [|A'BY|| = [|A°B*|| | A BY|

A t,s € J feltétel alapjan
|A*B*|| [ A'B'|| < | AB|” |AB]*
és ez megadja a (s +1t)/2 € J allitést. O

Eddig oOnadjungalt operdatorok fliggvénykalkulusaval foglalkoztunk, most egy
tetszoleges korldtos operator fliggvényeit nézziik a komplex fiiggvénytan mddszerei
segitségével. A komplex fliggvénytan fontos formulaja

f2)

2mi Fz—x

fz) = :
ahol a I' egy sima zart gorbe pozitiv irdnyitdssal a komplex téren, hatara egy zart G
tartonanynak, az x pont G belsejében van és az f : C — C fiiggvény analitikus egy G-t
tartalmazé nyilt halmazon. Az x pontot helyettesithetjiik egy A € B(H) operatorral,
aminek spektruma G belsejében van:

: 2m/f )zl — A)'dz (3.11.33)

z € I nincs a spektrumban, tehat a zI — A operator invertalhaté. Az integralt
értelmezhetjiik gy, hogy

{a, f(A 2772/f (2] — A)7h) dz

minden a,b € H vektorra.

45. példa: Tételezziik fel, hogy f(A) a (3.11.33) képlettel van értelmezve. Kiszamolunk
irdnymenti derivéaltakat.
Legyen BA = AB. Ekkor

L r—(A+tB)

p = (2 — A)'B(zI — A)!

t=0

alapjan
df(A+tB) /f (21 — A)'B(zl — A)~ ' dz
il — (2 z
dt 27?1
= /f Yzl — A)%dz = Bf'(A)
2mi
Most B helyett egy [A, X] = AX — X A operétort vesziink a derivalds iranyéara. Ekkor

(2] — A)"YA, X](2] — A" = [(2] — A7, X]
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formuléara lesz sziikségiink és

%f(A+t[A,X])t — [/(A), X]. (3.11.34)

=0

Erdemes megjegyezni, hogy ha kiilonb6z6 irdnyokba tudjuk a derivéltat, akkor azok
linearis kombinzcié iranyaba is meg tudjuk adni. U

3.12. Onadjungélt operatorok

16. tétel: Tetszdleges X € B(H) operdtor eléall X = V|X| alakban egy olyan V
operdtorral, amely | X| képterén izometrikus.

Bizonyitds: Legyen V' | X|y = Xy. Ekkor

IVIX[yl? = [ Xyl* = (X*Xy,y) = (X X))y, (X*X)y) =
= [[1X1yl*,
ami azt mutatja, hogy V' izometrikus |X| képterén. O

A tételben szereplé X = V| X| felbontast polaris felbontésnak nevezik. Ha X = UH
és H > 0, U izometrikus H képterén és 0 az erre meréleges altéren, akkor az U H felbontas
egyértelmi, és a fent konstrudlt polaris el6allitassal azonos.

46. példa: Legyen H egy n-dimenziés Hilbert-tér és A € B(H) egy pozitiv operator
AL > Ay > ... > )\, sajatértékekkel. Ha z,y € H ortogonalis vektorok, akkor

o (M=)

amit Wielandt-egyenldtlenségnek hivnak.  Feltehet6, hogy z és y egységvektorok,
kiegészithetok egy bazissa: x,y, 21, 29,. .., 2,_2. Ha

=[G )

i

alakt lesz a fenti bazisban. Ez mutatja, hogy M > 0, és ekkor a determinansa pozitiv:

(z, Az) (y, Ay) > [z, Ay)|*.

akkor A matrixa

Ha A\, = 0, akkor készen vagyunk. A kovetkez6 eset A, > 0.
Ha « és 8 az M sajatértékei, akkor a 1. fejezet 27. példaja azt mondja, hogy

a—p
onl < (255

) o)t )

Ezért a

a—p < A — A\
o+ 6 o >\1 + >\n
egyenldtlenséget kell meggondolni, ha oo > . Ez teljesiil, mert Ay > a > > \,. U
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A 32. példa T; eltolascsoportjanak hatésa

Legyen (A,) C B(H) korlatos operdtorok sorozata és A € B(H). Azt mondjuk,
hogy A, tart pontonként A-hoz, ha ||(A, — A)z| — 0 barmilyen x € H vektorra. A
pontonkénti konvergencia jelolése A, *>+ A. Azt is mondjuk, hogy A,, tart A-hoz az
erGs operator topoldgidban. (Valéjdban az utébbit titkrozi a jelolésiink.)

47. példa: Legyen H = L*(u) és (f,) fiiggvények olyan sorozata, hogy | f,,(z)| < M min-
den x € X pontra és n € IN-re. Tételezziik fel, hogy f.(x) — f(x) majdnem mindeniitt.
Ekkor My, *> My a megfeleld szorzasoperatorok sorozatara.

Legyen g € L3(s). [|(My, — Mp)g|> = [ |fu(z) — F(@)? |g(2)]? dps(z). A integrandus
pontonként 0-hoz tart, és a trivialis

[fa(@) = f(@)]* |g(2)[* < 4M7|g(2)|*

becslés mutatja integralhaté majorald fliggvény létezését. A Lebesgue-tétel értelmében
az integral 0-hoz tart. O

3.13. A spektraltétel

Véges dimenzids téren egy onadjungalt operator paronként ortogondlis projekciok valds
linearis kombindcidja. Az egytitthatok a valds sajatértékek, és a projekcidk a sajatalterekre
val6 merdleges vetitések. E linearis algebrabol ismert ténynek az &ltalanositasa a
spektraltétel. A végtelen dimenzids esetben egy onadjungalt operator paronként orto-
gonalis projekciok valds linearis kombinacidjaval kozelitheto. Pontosabban az operator
egy ugynevezett projektormérték szerinti integralként all elo, és az integralt kozelito
,,téglaosszegek” nem masok, mint a fent emlitett linedris kombinaciok.

Rendeljiink hozzé a valds szamegyenes minden B Borel-halmazéhoz egy E(B) € B(H)
operatort. (A Borel-halmaz definicija a Fliggelékben taldlhaté meg, az intervallumok
is Borel-halmazok, tehét E intervallumokon is értelmezve van.) Azt mondjuk, hogy E :
B — FE(B) egy pozitiv operator értékii mérték, ha

(1) 0< B(B)< I, B(0) =0, E(C) = I,

(2) Ha (B;) paronként diszjunkt Borel-halmazok sorozata és B = U, B;, akkor
E(B)x =Y ;2 E(B;)x minden z vektorra.

A (2) feltétel azt mondja, hogy a hozzarendelés additiv az erés operator topolégiaban.
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48. példa: Legyen H = L*(0,1). Ha B C IR egy Boral-halmaz, akkor értelmezziik E(B)-
t igy, mint a B N[0, 1] halmaz karakterisztikus fliggvényével vald szorzas operdtora.

fgy egy olyan pozitiv operdtor értékii mértéket kapunk, amelyre E(B) projekci6
barmilyen B C IR Borel-halmaz esetében. A pozitiv operator értékii mérték tulajdonsigai
kozil csak az additivitds nem nyilvanvals. Legyen B; C [0, 1] paronként diszjunkt Borel-
halmazok egy sorozata, és B := U°, B;. E (U, B;) az U B; halmaz f,, karakterisztikus
fiiggvényével valé szorzas operatora. f,(x) — 1g(x) minden ¢ € IR pontra. Ezért a 47.
példa szerint E (U}, B;) *~ E(B). O

A tovabbiakban olyan pozitiv operator értékii mértékek lesznek fontosak, amelyek
értékei projekciok. Ebben az esetben projektor értékii mértékrdl vagy roviden projekt-
ormértékrol beszéliink.

49. példa: Legyen E : B — E(B) egy projektormérték a szamegyenesen. Ha By, By C R
diszjunkt halmazok, és az = vektor az E(B;) projekcié képterében van, akkor E(Bs)z = 0.

Mivel E projektormérték, Fy := E(By), Fy := E(By), F := E(B; U By) projekciok, és
F = F1 + FQ. Ezért

F2:F1—|—F2+F1F2—|—F2F1:Fl—i—FQIF,

és F1IFy + FyoFy = 0 kovetkezik, azaz F1Fy, = —FyF;. Szorozzuk ezt meg balrdl Fi-
gyel: F1Fy, = —F F5F;. A jobb oldal 6nadjungalt 1évén, F)F5 is Onadjungalt, vagyis
[ F, = FyF,. A korabbiakkal Osszevetve azt kapjuk, hogy FyF; = 0. Ebbd6l nyomban
kovetkezik, amit allitottunk. O

Legyen E : B — E(B) egy projektormérték és x € H. Ekkor
te(B) = (x, E(B)x) (3.13.35)
egy kozonséges mérték: Ha (B;) paronként diszjunkt Borel-halmazok sorozata, és B =

U, B;, akkor E(B)x = Y_.°, E(B;)r az adott = vektorra. x-szel vald bels§ szorzdssal

(e}

(e, E(B)a) = 3 _(x, E(B,)x),

i=1

ami pontosan p, additivitasa.

A megforditds is igaz, ha minden B Borel-halmazra adott egy F(B) € B(H) pro-
jekcié gy, hogy barmilyen x € H vektorra (3.13.35) egy mértéket ad, akkor E egy
projektormérték. Az FE projektormérték és a {u, : = € H} mértékesaldad kapcsolatat
hasznalhatjuk fel arra, hogy kiépitsiink egy integralelméletet projektor mértékekre. Le-
gyen f a valos szamegyenes értelmezett korlatos mérhetd fliggvény. Az

A= / FONAE)

jelolést akkor fogjuk hasznalni, ha barmilyen x € ‘H vektorra

(, Ax) = / N daa()
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teljestl. p, definicigjat beolvaszthatjuk az irdsmédba, és roviden
(@ Az) = [ 70l EQ)) .

Erdemes megjegyezni, hogy ha F C IR olyan zirt halmaz, hogy E(R \ F) = 0 az
E projektormértékre, akkor az [ f(\)dE(\) integrdl csak az f figgvény F-en felvett
értékeitol fiigg. Tehat elegendd, ha f az F' halmazon van értelmezve.

50. példa: Legyen E a 48. példaban szerepl$ projektormérték. Ekkor egy f € L*>(0,1)
fliggvényre

/ FONAE(N) = M; .

Legyen g € L*(0,1). A p, mérték definiciéja szerint
o(B) = 9. E(B)g) = (9. xag) = [ Ia(0) .
B
fgy {1ty abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, és

[ ) = [ lgtorar.
Ezért
/f(/\)d@,E(')g)(/\): /f(/\)lg()\)|2dt= (g9, Myg) . O
17. tétel: (Spektraltétel). Legyen A= A* € B(H). Ekkor létezik egy olyan E
projektormérték, amire E(R \ o(A)) =0, és

F(4) = / FOVE() (€ Clo(A)).

A tételt nem bizonyitjuk a szigortu értelemben véve, de korvonalazzuk a bizonyitas
vazat. Az A operator folytonos fliggvénykalkulusabdl indulunk ki, lasd 15. tétel.
Legyen ¢4 : C(0(A)) — B(H) az a leképezés, amelyre ¢4(f) = f(A). Ha z € H,
akkor
Pz f = <$,¢A(f)l‘>

egy linedris funkcional C(o(A)), amelynek lényeges tulajdonsagai
(1) @a(1) = [l
(2) Ha f > 0, akkor ¢,(f) >0,
3) [z(N < N1 llos-

Ezek a tulajdonsdgok kovetkeznek rendre a ¢4(1) = I, ¢a(gg) > 0, ||oa(f)]| = || f|leo tu-
lajdonsagaibdl a fliggvénykalkulusnak. A Riesz—Radon reprezentacis tétel szerint 1étezik
egy p, mérték o(A) Borel-halmazain, amire

oalf) = / FN ().
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(. f(A)z) = / FNdpa(N) -

Ez mar hasonlit arra, amit bizonyitanunk kellene, de még igazolni kell, hogy van egy olyan
E(-) projektormérték, amire

(z, E(-)z) = pia
teljesiil. Be kell latni, hogy rogzitett H C o(A)-ra van egy olyan B(x,y) korlatos forma,
amelyre

B(z,x) = p.(H) . (3.13.36)

Ezt a képletet hasznalhatjuk B(x,z) definiciéjdul, és a polarizacids azonossag segitségével
értelmezzitk B(x,y)-t, azaz

Bla,y) = ~(itasy(H) — pray(H) = sy () + i 1y (H)) (3.13.37)

4

(Szamolassal lehet ellenérizni, hogy az (3.13.36) és (3.13.37) egyenletek Gsszhangban van-
nak.) A kapott forma korldtossaga nyilvanvalé B(x,z) < [|z||* = p(H) < ||z|* miatt.
Az E(H) operator igy adédik. Az operator értékii mérték o-additivitasa egyenes kovet-
kezménye p,-ek o-additivitasanak. Egy kis nehézség annak igazoldsdban van, hogy E(H)
egy projekcio.

Az egyszeriiség kedvéért tételezziik fel, hogy H egy nyilt intervallum karakterisztikus
figgvénye. Ekkor van egy olyan 0 < f, fliggvénysorozat, amely pontonként névekvéen

tart 1,-hoz. Ekkor f,(A) < fri1(A) <14(A) = E(H).

(. fu(A)z) = / Fult) diaa(t) — / 12(8) dpa(t) = (. E(H)2)

a monoton konvergencia tétel alapjan. A 47. példa azt mondja, hogy ekkor f,(A4) —
o E(H). Ugyanez a gondolatmenet megismételhetd az f? fliggvénysorozattal, tehat
f2(A) % E(H). Egyrészt f2(A) = [f.(A)]? a fiiggvénykalkulus multiplikativ tulaj-
donsdga miatt, masrészt korlatos halmazon az operdtorok szorzasa folytonos az erds
operdtor topoldgidban, vagyis f,.(A) * E(H) alapjin f,(A)*> *> E(H)? Ebbdl arra
kovetkeztethetiink, hogy F(H) = E(H)?, vagyis E(H) valéban projekcio. O

51. példa: Véges dimenziéban a spektraltételben szerepld integral egy véges Osszegre
egyszerusodik. Legyen A egy oOnadjungalt n x n-es matrix. Ennek Ay, g, ..., A\,

sajatértékei valosak. (Feltételezziik, hogy Ai, Ag, ..., A, mind kiilénb6zé szdmok.) Le-
gyen Ej a A\, sajatértékhez tartozd sajatvektorok altal feszitett altérre vetité projekcio.
Ekkor .
A=Y MEy
k=1

az. A spektrélis felbontdsa. A H C IR halmaz spektralmértéke >  E; alaku, ahol az
Osszegzés azokra az ¢ indexekre torténik, amelyekre \; € H. Ezentilmenden

FIA) =" F(W)Ex
k=1
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egy f: IR — IR figgvényre.
Adunk egy konkrét példat.

=27

egy pozitiv onadjumgalt operdtor, ami két projekciéval adhatd meg:

171 -1 111 1
=Gl G0 )
A mérték a 2 és 4 pontban van:
111 1 111 -1
2H§[1 1}’ 4H§[—1 1}'
A végtelen dimenzié sokkal komplikaltabb lehet. U

Egy onadjungalt operator spektralis felbontasanak meghatdrozasa altaldban nem
konnyt feladat. A kovetkezd példaban megkapjuk a spektralis felbontast, de a hozza
vezetd utat mds operatorra atvinni csak bizonyos esetekben lehet.

52. példa: Legyen (b,) C IR egy valés szdmsorozat. Ertelmezziink a §; — biy10i41

képlettel egy T lineéris operdtort ¢*(ZZ*)-on. Ha (b,) korlatos sorozat, akkor T korldtos

operator és T+ T™ onadjungalt. Szeretnénk meghatérozni T' 4 T spektrélis eloallitasat.
A kanonikus béazisban T + T™ matrixa tridiagonélis:

0 by ;
by 0 by 0

by 0 b
R (3.13.38)

0

Legyen A, a végtelen matrix n X n-es bal felsé sarka. Ha p,(z) = Det (x — A,,) az A,
matrix karakterisztikus polinomja, akkor ez a polinomsorozat a

p-1(x) =0, po(z) =1, ppy1(x) = 2p0(T) — Aipr-1(x)

rekurziénak tesz eleget, ahol )\, = b2. Létezik egy olyan p mérték IR-en, amelyre a p,(z)
polinomok ortogonalisak, és

(60, (T +T)*6,) = /xkﬁu(x)ﬁv(x) dzx .

(Ezt az allitast egyaltalan nem indokoljuk.) p,(z) jeloli a normélt n-edik ortogonélis
polinomot, tehdt p,(z) = pu(x)/|lpn(2)l]. U : 6, = Dp egy 2(ZT) — L*(u) unitér
operator, hiszen bazist bazisba visz.
(pu, UT +T*)U"Po) = (0u, (T +T7)dy) = /%u(x)ﬁv(@ dv =
= <ﬁu7 Mﬁv> 9
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ha M az x valtozéval valé szorzds operdtora L?(u)-ben. U(T+T*)U* = M, aT+T* és az
M operatorok unitér ekvivalensek. Mivel M spektralmértékét jol ismerjik, segitségével
megadhatd T+ T spektralis el6allitasa:

T T = /)\dUE(~)U*()\) |

ahol F(H) a H halmaz 1, karakterisztikus fiiggvényeivel valé szorzds L?(u)-n.
Az 1=05b; =by = ... esetben

2
du(t) = =1 —2dt
m

azaz [t az in. Wigner-mérték vagy félkoreloszlas, a megfelel¢ ortogonalis polinomok
bizonyos Jacobi-féle polinomok.
A Hermite-polinomok a

H,.1=2zH,(x) — 2nH,_(x)

rekurziénak tesznek eleget. Ha ugy norméljuk oket, hogy a féegytitthatéjuk 1 legyen,
akkor a

hosr(z) = Tho(z) — ghn_l(x) (3.13.39)

rekurziéhoz jutunk. Ez a b, = /n/2 esetnek felel meg, ilyenkor 7"+ 7™ matrixa

— 0 \/I
Vi o0
0 V2
0 0

V3
0 . (3.13.40)

%o&o

0
0 0

Sl -

0

Ez a métrix volt Heisenberg métrixmechanikdjanak egyik épitékove. Az (2(ZZ") téren egy
nem korlatos operatort ad meg, amely unitér ekvivalens a du(t) = e~ dt mérték feletti
L2-téren a véltozéval vald szorzéssal. U

Legyen T' € B(H) egy operator és x € H egy vektor. Azt mondjuk, hogy x ciklikus
vektora a T operatornak, ha

{p(T)z : p egy polinom}

stirtt H-ban.
A kovetkez6 tétel azt mondja, hogy ciklikus vektorral rendelkezé énadjungalt operator
lényegében szorzasoperator valamely L? téren. Ez a tény a spektréltétel kovetkezménye.

18. tétel: Legyen A = A* € B(H) egy olyan operdtor, amelynek létezik ciklikus vektora.
Ekkor létezik egy pu wvaldszindiségi mérték az A operdtor o(A) spektrumdan és eqy U
L*(p) — H unitér operdtor, hogy

A=UMU",

ahol M a vdltozéval vald szorzds operdtora L*(u)-n.
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Bizonyitds: Legyen x € H a ciklikus vektor, feltehetd, hogy ||z|| = 1. Induljunk ki A
spektralis eloallitasabol:

A= /AdE()\)

egy alkalmas projektormértékkel, és legyen u(-) := (x, E(-)z), ami egy valészinliségi
mérték. Az U operatort értelmezzik az

f= (A

képlettel folytonos f fiiggvényekre, majd izometrikus tulajdonsdga alapjan terjessziik ki
az egész L*(n)-re. Mivel U képtere siirfi, unitérnek kell lennie.
Az A = UMU* relacio, pontosabban AU = UM, igazolasa:

(f(A)r, AUg) = (x,F(A) / FO)AG(N) dula) = (f, Mg) =
= <UfUMg> <f( Jx, UMg) .

(f és g folytonos fiiggvények.) O

53. példa: Legyen A = A* € B(H) és H véges dimenziés. Ekkor A-t egy onad-
jungalt matrixnak tekinthetjiikk. A-nak pontosan akkor van ciklikus vektora, ha minden
sajatértéke egy multiplicitasi.

Legyen \q,...,\, A sajatértéklistaja és eq,...,e, a megfelel sajatvektorok, amelyek
bézist alkotnak. Ha A; = Ay, akkor a & = ) ¢;e; vektor nem lehet ciklikus, hiszen
p(A)x = > p(\;)cie; nem lehet siirti, mert az elsé két koordindta ardnya p-t6l fuggetlen.

Masrészt, ha \;-k egymadstdl kiillonbozéek, akkor x = > e; ciklikus vektor. Az y vektor
p(A)z forméban valé kozelitéséhez elég olyan p polinomot talalunk, hogy |p(\;) — ys| < e.
Ez lehetséges a Weierstrass-féle approximécios tétel miatt. Ha g egy olyan kompakt
tartdju folytonos fliggvény, amelyre g(\;) = y;, akkor g olyan p kozelitése megteszi,
amelyre |g(t) — p(t)| < € egy Ai-ket tartalmazé intervallumon. O

Ha A és B felcserélhet6 6nadjungélt matrixok, akkor van olyan bazisa a véges dimenzios
térnek, amelyben mindketto diagondlis. Ennek az egyszeri ténynek a korlatos onadjungalt
operatorok korében a kovetkezo altalanositasa igaz.

19. tétel: Ha A és B felcserélhetd korldtos onadjungdlt operdtorok, akkor létezik olyan
E projektor értéki mérték a szamegyenesen, hogy

:/f()\)dE()\) és B:/g()\)dE()\)
alkalmas f és g fligguényekre. O

Miutan minden projektormérték egy onadjungalt operdtor spektralmértéke, gy is fo-
galmazhatunk, hogy felcserélheté operatorok egy veliik felcserélheté harmadik operédtor
fliggvényei.

20. tétel: Legyen A € B(H) egy dnadjungdlt operdtor. t € o(A) akkor és csak akkor
teljesiil, ha létezik egységuektoroknak olyan x, € H sorozata, hogy || Az, — tz,| — 0.
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Bizonyitds: Legyen E(-) az A-hoz tartoz6 projektormérték és
E,=E({t—1/n,t+1/n) (n € IN)

spektralis projekcidk egy sorozata. Ha t € o(T'), akkor E,, # 0 és vélaszthatunk olyan x,,
vektort, amelyre E,z,, = x, és ||z,|| = 1. Ekkor

t+1/n 1
| Az, — tx,|* = / (A —t)?d{x,, EQ\)x,) < — .
¢

—1/n n
A megforditds ennél még egyszertibb, ha létezik olyan z,, sorozat, amelyre ||z,| = 1
és (T — t)x, — 0, akkor a T — t operatornak nem létezhet inverze, tehat t €
o(T). O

A tétel szerint egy onadjungalt operator spektruma approximativ sajatértékekbol
all. t € IR-et approximativ sajatértéknek nevezhetjiik, ha van egységvektoroknak egy
x, sorozata, amelyre (Az, — tx,) — 0. Ha t sajatérték, akkor x,-et n-t6l fliggetlennek
valaszthatjuk.

3.14. Kompakt operatorok

Ha T € B(H) egy korlatos operator, akkor T" folytonos a gyenge topolégiara, azaz x,, “—x
alapjan Tz, “—Tx kovetkezik. Valoban,

(T(x —xp),y) = (x — x,, T"y) — 0.

A H Hilbert-tér egy L linedris operdtorat kompaktnak (vagy teljesen folytonosnak)
nevezziik, ha x, “—x esetén Lz, — Lx. Minden kompakt operator folytonos, és ezért
korlatos. K(H) jeloli H kompakt operatorainak halmazat.

21. tétel: Ha T € B(H) és K € K(H), akkor TK, KT, K* € K(#H). Tovdbbd K(H) a
B(H) tér zdart linedris altere a norma topoldgidra nézve.

Bizonyitds: A tétel KT-re és TK-ra vonatkozo része kozvetleniil kovetkezik a de-
finiciébdl. Megmutatjuk, hogy T* kompakt (amennyiben 7T is az).

1Tz — T2 ||* < |20 — 2| |TT* (20 — )|l -

Ha z,, “>uz, akkor ||z, — z|| korldtos, és ||TT*(x, — x)|| — 0, hiszen a tétel el6z6 része
szerint TT™* kompakt operator. fgy T*x, — T*x és T valoban kompakt.

Legyen K, € K(H) és |L — K, || — 0 valamely L € B(#) operatorra. L € K(H)
beldtdsahoz vegytink egy olyan (x,) C H sorozatot, hogy z, “—=z. Ekkor

[1L(z = xn) || < (|1 = Kol [ = 20| + [[ Ko (2 — 20) ||

Az ||z, | sorozat korldtos, ezért van olyan C szam, amelyre ||z — z,|| < C. Ha a jobb
oldalt kicsinek akarjuk, akkor el6szor m-et valasztjuk olyan nagynak, hogy az elso tag
kicsi legyen, majd az adott m-re az n indexet valasztjuk olyan nagynak, hogy a méasodik
tag kicsi legyen. fgy jutunk arra a kovetkeztetésre, hogy Lx,, — Lz, tehdt L € K(H). O
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Az el6z6 tételt gy is lehetne fogalmazni, hogy K (H) zért *-idedl B(H)-ban.

Legyen H végtelen dimenzids. Ekkor az identitas operator nem lehet kompakt. Ha T
egy kompakt operdtor H-n, akkor 0 € o(T"). Ha ugyanis lenne olyan korlatos X operéator,
amelyre XT' = I, akkor az el6z6 tétel szerint [-nek kompaktnak kellene lenni.

Egy véges dimenziés Hilbert-térben a gyenge konvergencia egybeesik a norméabdl
szarmazéd konvergenciaval. Ezért minden olyan operator, amelynek képtere véges di-
menzids, az kompakt. Az ilyen operatorokat véges rangunak is nevezziik.

22. tétel: T € B(H) akkor és csak akkor kompakt, ha létezik véges rangi operdtoroknak
olyan T, sorozata, hogy ||T — T, || — 0.

A Dbizonyitdst arra az esetre vazoljuk, amikor létezik a Hilbert-térnek egy
megszamlalhaté (e,) béazisa. Legyen P, az ej,es,...,e, vektorok &ltal feszitett altérre
vetité projekcié. TP, véges rangu, ezért kompakt. Megmutatjuk, hogy || TP, — T| —
0. Ha nem igy lenne, akkor létezne egységvektoroknak egy olyan x,, sorozata, hogy

PognyTm = 0 6s |[(T Py — T)xp|| > € valamilyen ¢ > 0 szdmra és egy n(m) nové soro-
zatra A P,y = 0 feltétel biztositja, hogy x,, “—=0. Ugyanakkor |[(TPymy —T)xm|| =
| T, || > €, ami ellentmond T kompaktsaganak. O

A kovetkez6 példa egy gyakran eléfordulé kompakt operatort, a Hilbert—Schmidt-
féle integraloperatort mutatja be.

54. példa: Legyen K(x,y) € L*([0,1] x [0,1]) és

(Tx f)(z /K z,y)f
Feltehetd, hogy f € L*([0,1]) egységnyi hosszisdgu, és fi, fa, ... egy bazis. Ekkor
K(z,y) = Zcijfi(x)fj(y)
2%

az ugynevezett magfiiggvénynek a sorfejtése. Ekkor

Tehi@) = [ Y esh@hhidy =Y cufia).

T fill® =Y leanl*
Ebbdl egyrészt latszik, hogy
ITrcfill® < Y lewl® = 1K (2, )17,

]
masrészt

Z(fkaTI*(Tka) = Z T fill = (1K (2, )| (3.14.41)
K

k

az adott bazistdl fliggetlen mennyiség, a 15Tk operator nyoma.
A Tk operatorrdl lattuk, hogy korlatos, és a (3.14.41) alapjan a kévetkezd lemmabdl
adddik, hogy Tk kompakt is. O
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9. lemma: Legyen (e,) egy bdzis a H Hilbert-térben és T € B(H). Ekkor Y_ || Te,|* =
S T enll?. Ha Y, | Te,||* < 400, akkor T kompakt.

Bizonyitas: Egy egyszerli szamolas:

Do ITenl® = Z\ek,Ten —Z(T*ek,en>:
= ZKen,T*ek ZHT*e 17
n,k

Ez éppen az igazolandé allitas.
Legyen P, az ey, es, ..., e, bazisvektorok altal kifeszitett altérre valo projekcio. A P, T
operator véges rangu és

(T = P.T)a||* = Z [{ej, Tx)|* < [|l||” Z IT7e;1”

j=n+1 Jj=n+1

Ez azt mutatja, hogy P,T — T norméban, hiszen Y ||T%e,||> < 4+o00. Mivel kompakt

operatorok normaban vett hatarértéke kompakt, adodik, hogy T kompakt.
O

A kompakt operdtorok spektruma meglehetésen egyszeri szerkezeti.

23. tétel: (Riesz—Schauder) Legyen K egy kompakt operdtor. Ha 0 # X € o(K), akkor
A véges multiplicitasu sajdtérték és a sajatértékeknek legfeljebb a 0 lehet torloddsi pontja.
O

Ha a Hilbert-tér végtelen dimenzids, és egy kompakt operatornak végtelen sok
sajatértéke van, akkor a 0 mindenképpen a spektrumhoz tartozik, de nem feltétleniil
sajatérték.

55. példa: Legyen A onadjungalt kompakt operator egy végtelen dimenziés térben, és
tételezziik fel, hogy a 0 nem sajatértéke. Ekkor A-nak végtelen sok sajatértéke van,
ezek Ai, Ag,.... Mindegyik sajatérték véges multiplicitast, azaz a hozza tartozd FE,
sajatprojekcid véges rangi. A spektruma {0, Ai, Ao, ...}, amibol {0} a folytonos spektrum.
Az operétor spektralfelbontasa

A= "NE,.

Jelen esetben tehat az integral osszegre egyszertisodik. U

56. példa: Legyen G egy kompakt topologikus csoport és m : G — B(H) egy erdsen
folytonos reprezentacié egy H Hilbert-téren. Tételezziik fel, hogy létezik egy olyan = €
H vektor, hogy ||z| = 1 és a {m(g)xr : g € G} halmaz teljes H-ban. (Ilyenkor z-et
ciklikusnak mondjuk.) A Dirac-féle jelolésmodban

|m(g)x)(m(g)z]

jelenti a 7(g)z vektorra vald projekcié operatorat.
Megmutatjuk, hogy a
7= [ In(9)a) (rl)el duls)
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integrallal értelmezett in. Weyl-féle operator kompakt. Az integralt a wo-topoldgidban,
azaz a belsO szorzaton keresztiil értjik:

(4, Tw) = / (@, m(9)) (r(g)z|w) diu(g)

minden y és w vektorara a Hilbert-térnek. p G csoport Haar-mértékét jeloli.
Mivel T" projekcio operatorok integralja, maga is egy nemnegativ énadjungalt operator.
Legyen (e,) egy béazis H-ban

[T = (Tew Tew) = [ [ g e ez, e mlg)e. w(h)a) du(h) dulo).
fgy
STl = /] S TR b)) n(0) (1)) d) (1) =
= [/ ltwto)e. by dntg) aut)

Az integrandus egy folytonos fliggvény, ami integralhatd, tehdt Y [|Te,||* < +o0o. Ebbdl
a tulajdonsiagbol kovetkezik, hogy T" kompakt a 9. lemma alapjan. 0

A fenti Weyl-féle operator kompaktsiganak fontos kovetkezménye van. A Haar-mérték in-
variancidgjabol adédik, hogy m(h)T'w(h)* = T a csoport minden h elemére, azaz T felcserélhetd
a mw(h) unitérekkel. Ha M) a T operdtor A sajatértékéhez tartozé sajataltér, akkor w(h) ezt
onmagaba viszi. A Riesz—Schauder-tételbdl adédéan az eredeti H Hilbert-tér véges dimenzids
invarans H) alterekre bomlik. fgy egy kompakt csoport folytonos ciklikus abrazoldsa véges di-
menzods abrazolasok Osszegére bomlik. Mivel barmely abrazolas ciklikusak Osszege, tetszoleges
folytonos abrazolas véges dimenzidsakra bonthatd. Nevezetesen, a felbonthatalan, azaz irredu-
cibilis dbrazolasok véges dimenzidsak.

Legyen A egy kompakt operéator a ‘H Hilbert-téren. Ekkor |A| is kompakt, és spektruma,
a \; sajatértékekbdl all. Felteheto, hogy Ay > Ao > ... > 0. Ha

[e.9]
Z)\f<oo,
i=1

akkor az A € LP(H) jelolést hasznaljuk. Ha 1 < p < oo, akkor LP(H) Banach-tér az

s 1/p
1Al = <Z A?) (3.14.42)
i=1

norméra nézve. A széba jové p értékek koziil p = 1 taldn a leglényegesebb. Az L'(H)
osztalyba tartozé kompakt operdtorokat nyomoperatornak nevezziikk. Legyen &; a
Hilbert-tér bazisa. Ekkor az

Tr:Av— Y (& AG) (3.14.43)

linearis funkcional a bazis vélasztdsatdl fiiggetlen, az A operator nyomanak nevezziik.
Megjegyezziik, hogy L?(H) nem més, mint a Hilbert—Schmidt-féle integrdloperatorok
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osztdlya. Ezt tgy értjiik, hogy az H Hilbert-tér egy L2-térként foghaté fel, és a K € L*(H)
operator egy négyzetesen integralhaté f(x,y) magfiiggvénnyel adhaté meg. A fentiekbél
(lasd 54. példa) latszik, hogy

Tr(K*K) = / \f(z,y)*dvdy. (3.14.44)

A jeldlés is azt akarja sugallni, hogy az LP(H) tereknek koze van a mértéktér feletti LP
terekhez, azoknak egyfajta altalanositdasa. Ha 1 < p < oo, akkor LP(H) Banach-tér, dudlisa
Li(H), érvényben marad a Holder-egyenlStlenség, és igy tovabb.

Azt szoktdk mondani, hogy ¢t az A = A* operator lényeges spektrumahoz tartozik,
ha tetszileges € > O-ra a (t — e, ¢+ ¢) intervallumhoz tartozé spektralis projekcié végtelen
dimenzids, azaz végtelen dimenziés altérre vetit. A 20. Tétel bizonyitasanak gondolat-
menetével adddik, hogy t pontosan akkor tartozik A lényeges spektruméhoz, ha létezik
olyan ortonormadlt x,, sorozat, amelyre Ax, — tx, — 0. A lényeges spektrumara a ges(7")
jelolést hasznaljuk. A lényeges spektrum nem véltozik kompakt perturbécié hatédsara.

24. tétel: (Weyl-tétel) Legyen A = A*, K = K* € B(H) két onadjungdlt operdtor, és
tételezziik fel, hogy K kompakt. Ekkor A és A+ K Iényeges spektruma azonos.

Bizonyitdas: Elég beldtni, hogy 0ess(A) C 0ess(A + K). Ha t € 0e(A), akkor van
olyan ortonormalt z, sorozat, amelyre Ax, — txr, — 0. Mivel z, >0, Kz, — 0, és
(A+ K)z,, — tx,, — 0. Kovetkezésképpen ¢ € oe(A + K). O

3.15. Gyakorléfeladatok

1M Igaz-e, hogy az L*(T) Hilbert-térben bazist alkotnak az 1, z, 22, ... fiiggvények?
2M Legyen H egy Hilbert-tér. Igazolja, hogy a kovetkezd két allitas ekvivalens: 1. Van
‘H-ban megszamlalhaté stiri halmaz. 2. Létezik H-nak megszamldlhaté bazisa.

3. Igazolja, hogy nem nulla vektorokbdl all6 ortogondlis rendszer linedrisan fliggetlen.
4. A Rademacher-fiiggvényeket a
R,,(x) := sgn(sin 2™ mx) (m=0,1,2,..., x€]0,1])

képlet értelmezi. Igazolja, hogy ezek a fliggvények ortogonalis rendszert alkotnak
L?(0,1)-ben. Teljes-e ez a rendszer?

5M Mutassa meg, hogy az L?([—m,w]) Hilbert-térben az

fu(z) = LSinnx (n=1,2,...)

VT

sorozat ortonormalt. Igaz-e, hogy ez egy bézisa a térnek?

6. Jelolje C1([a, b]) az [a, b] intervallumon értelmezett komplex értékii folytonosan dif-
ferencialhaté fiiggvények terét. f,g € C*'([a,b]) esetén legyen

(f.g) = / ) o' () d.
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7.

a. Igaz-e, hogy (-, -) bels6 szorzat? b. Legyen F = {f € C'([a,b]) : f(a) = 0}.
Igaz-e, hogy (-, -) bels6 szorzat az F' téren?

Igazolja, hogy egy Hilbert-térben |z — y| + ||y — 2|| = ||z — z|| pontosan akkor
teljesiil, ha van olyan 0 < o < 1 szdm, amelyre y = ax + (1 — a)z.

8M Tgazolja, hogy Hilbert-térben ||z|| = sup{|[{z,y)| : |ly|| < 1}.

9M Mi az L?(R) Hilbert-térben a paros fiiggvények halmazdnak ortogondlis

10.

kiegészitoje?

Mi az L?([—m,w]) Hilbert-térben a paratlan fokszdmu polinomok halmazdnak orto-
gonalis kiegészitdje?

11M Tgazolja, hogy az L*([0, 7]) Hilbert-térben

12.

13.
14.

15.

\/j sin z, \/j sin 2z, \/j sin 3z,

teljes ortonormalt rendszer.

Legyen H egy linearis altér valamely H Hilbert-térben H lezardssal. Igazolja, hogy
H-=H". Altalénosithaté az allftds?

Igazolja, hogy L?(IR")-ban sfir{in vannak a Ziv L ape " alaku fliggvények.

Bizonyitsa be, hogy az L?[0, 1] Hilbert-térben sfir{in vannak az olyan p(z) polinomok,
amelyekre p(1/2) = 0.

Legyen p(H) = f_ll 14(2)v1 — 22 dx egy mérték [—1, 1]-en. Igaz-e, hogy a polino-
mok stir{in vannak L?(u)-ben?

16M Megadhaté-e a C([0,1]) téren olyan (-, -) belsd szorzds, hogy

(f.f)=swp{lf(@)]* : 0 <2 <1}7

17* Legyen H azoknak a {z € C : |z| < 1} halmazon analitikus fiiggvényeknek az

Osszessége, amelyre

//|f(x+iy)|2dxdy < +o0.

Igazoljuk, hogy ez Hilbert-tér az

(f.9) = / F@ T i9)g(a + iy) dady

belso SZOI'ZéSS&l, és
n n—1
On(2) = —Z

bézis (n =1,2,...).
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18. Mutassa meg, hogy a n x n komplex matrixok terén (A, B) = Tr A* B bels6 szorzatot
értelmez. Legyen
o 0 1 o — 0 —i o — 1 0
o \1o0)> " \i o0)> 7 \0 —-1/)"
Igaz-e, hogy a 2 x2 esetben o,, 0,, 0, ortogonalis rendszer? Esetleg bazis? (o, 0y, 0,
az ugynevezett Pauli-matrixok.)
19. Tekintse a 3 x 3-as matrixok terét az el6z6 feladat belsé szorzatdval, és adjon meg
egy bazist.
20. Mutassa meg, hogy ha A és B invertalhaté matrixok, akkor AB és B A sajatértékei
megegyeznek.
21 Tekintsiik azokat az f : C — € mérhetd fiiggvényeket, amelyekre
2 1 2 —|z|? .
1A= — [ If ()™ dedy (2 =2 +iy)
véges. Ezek az
/ f(z 1 dx dy
bels6 szorzassal egy K Hilbert-teret alkotnak. 1. Igazolja, hogy K-ban az analitikus
figgvények Ky altere zart. 2. Mutassa meg, hogy Ky-ban a polinomok teljes halmazt
alkotnak.
22. Legyen P, (z) az n-ed foku Legendre-polinom. Szémolja ki a P, (1) értéket. Mutassa
neg, hogy P,(—1) = (—=1)". (Utmutatéas: Felhaszndlhatja, hogy
> Py = —— (e <1
e V1= 2rz —1?)
amit a Legendre-polinomok generator fiiggvényének neveznek.)
23. Igazolja, hogy Hs,(0) = (—1)"(2n)!/n!, ha H,,(z) az m-edfokd Hermite-polinom.
24. lIgazolja az

exp(2xt — t2 Z H,(

osszefiiggést. (Az exp(2xt —t?) fiiggvényt a Hermite-polinomok generatorfiiggvé-
nyének nevezik.)

25.* Igazolja, hogy

1 izt—t2/2 —z2 /2
— | e H,(t)dt =i"e */?H,(x) .
A fermiacrc o
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26.

27.

28.
29.

30.
31.
32.

33.

34.

35.

Az e2*'e~t generdtorfiiggvénybe befrva az exponencidlis fiiggvény hatvanysorat iga-
zolja a

Osszefliggést.
A 32. példa L*(uu) Hilbert-terében tekintsiik az
L ={H, : n paratlan}
halmazt. (H,, jeloli az n-edfokt Hermite-polinomot.) Hatdrozzuk meg az L' alteret.
Igazolja, hogy az ¢? tér szeparabilis.

Mutassa meg, hogy ha egy Banach-tér normaja eleget tesz a paralelogramma azo-
nossagnak, akkor van olyan belso szorzat a téren, amibol a norma a Hilbert-terekben
megszokott médon szarmaztathaté. (Neumann és Jordan tétele.)

Szamoljuk ki e=** Fourier-transzformaltjat, = € IR.
Mutassa meg, hogy integralhato fiiggvény Fourier-transzformaltja folytonos.

Milyen a, b, c € C szamokra lesz az

1
/ |2 — a — br — ca®|* dx

1
integral minimalis?

Tételezziik fel, hogy egy Hilbert-térben z,, — = és y,, — y. Melyik igaz a kovetkezd
allitasok koziil? a. z, + yn — = +y. b. {z,,9,) — (z,y). c. ||z,| — ||z]|. d. Ha
Tp = Yn, akkor x = y.

Tételezziik fel, hogy x, — = és y, — y egy Hilbert-térben. Melyik igaz az alabbi
allitasok kozul? a. z, + y, = =+ y. b. (Tn,yn) = (z,9). c. ||z.| = ||z

Tekintsiink egy olyan rendszert, amely a szdmegyenesen elhelyezked6 N darab
tomegpontbdl all, és szabad energidjat az

N

1
F(:El,...,:pN):Zlog|xi—x]~|—52x2

i] k=1

fliggvény adja meg az egyes tomegpontok x1,xs,...,xn helyzetével kifejezve. Iga-
zoljuk, hogy F' akkor minimélis, ha xq,xs, ... és xy az N-edfokit Hermite-polinom
gyokei. (Utmutatds: 1. Differencidldssal mutassuk meg, hogy az (1,2, ..., 2x)
minimumhelynek ki kell elégitenie a > (z, — x,,) "' = w,, egyenleteket minden 1 <
n < N-re, ha az 6sszegzés m # n-re torténik. 2. Legyen f(z) = (z—x1) ... (z—2zN),
és szamoljuk ki az

L") (=)

2 f(x) " f@)
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36.
37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

mennyiséget az el6z6 Osszefliggés fehasznaldsaval. 3. Hivatkozzunk arra, hogy f az
n-edik Hermite-féle differencidlegyenlet polinom megoldasa, és igy csak az n-edfoku
Hermite-polinom lehet.)

Adjon példat olyan 2 x 2-es P métrixra, amelyre P? = P és P nem 6nadjungalt.
Adjon meg egy olyan konkrét operatort, amelyre raillik a 55. példa.

Legyen P olyan operétor egy Hilbert-téren, amelyre P = P2. Igazolja, hogy P akkor
és csak akkor onadjungalt, ha P magtere és képtere merolegesek egymasra.

Legyen o egy permutécidja az 1,2, ..., n szdmoknak, és U, : H"® — H"® az (3.8.19)
képlettel adott unitér operator. Igazolja, hogy

1
2. Us
g
onadjungalt projekcio, ha az 0sszegzés a permutaciokon fut végig.

Legyen ¢ egy linearis funkciondl a n x n-es matrixok terén. Igazolja, hogy
egyértelmiien létezik egy olyan D matrix, amelyre ¢(A) = Tr DA. ¢ nemnegativ
értékeket vesz fel a pozitiv szemidefinit matrixokon, ha D pozitiv szemidefinit.

Legyen A normaélis operdtor. Igazolja, hogy R)(A) normdlis minden A € p(A)
esetén.

Hasznéljuk az
RA(T) — Ra(S) = BA(T)(T' — S)RA(5)

azonossagot a T' — Ry (T') rezolvens irdnymenti derivaltjanak kiszamitdsara.

Adjuk meg az (2 téren az
1
ASy =0y + 60 (m=1,2,..)
n

operator adjungaltjat. Normélis-e az A operator?

Legyen A az L?[0,1] térben az z? fiiggvénnyel valé szorzds operatora. Mi A
spektralmértéke?

Ha H C [0, 1] egy Borel-halmaz, akkor legyen

—\(H), ha

3 e,
p(H) = 9 1

N e S

¢ .

Mi az L?(p) térben az 2? fiiggvénnyel valé szorzds operdtoranak spektruma?
Az 2 tér kanonikus bazisa d;, s, . ... Adjuk meg az
Ady, = 0oy, (n=1,2,...)

képlettel értelmezett operdtor normajat. Konvergédl-e az A* sorozat az erds vagy
gyenge operator topoldgiaban?
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47M Bizonyitsa be, hogy ha E és F projekcidk egy Hilbert-téren, akkor |[E — F|| < 1.

48.

Adjon példat olyan korlatos onadjungalt operatorra, amelynek nincsen sajatértéke.

49M Mutassa meg, hogy az x # 0 vektor pontosan akkor sajatvektora az A operdtornak,

ha [z, Az)| = || Az[| - [l]-

50M Igazolja, hogy ha P, Q és P + (Q projekcidk, akkor PQ = 0.

51.

52.

53.
o4.

95.

Legyen P egy zart altérre valo merdleges vetités operatora. Mikor lesz P kompakt?

Bizonyitsa be, hogy ha E és F' projekcidk, akkor (E'F')" konvergens az erés operator
topologiaban.

Legyen P egy projekcié operdtor. Adja meg e*? spektrumat.

Legyen T olyan normalis operator, amelyre T? = I. Igaz-e, hogy (2i +7T)~! korlatos
normalis operator?

Bizonyitsa be, hogy ha az X € B(H) operdtorra X*X és X X* projekcick, akkor X
parcidlis izometria.

56M Legyen E(-) egy projektormérték IR Borel-halmazain. Milyen topoldgidban igaz,

o7.

58.
99.

60.

61.

62.

63.

64.

hogy E([0,a,]) — E([0,a]), ha a, — a?

Legyen E(-) egy projektormérték IR Borel-halmazain. Hova tart E([—n,n]), ha
n — oo?

Mikor lesz két projekcidé operator szorzata projekcio?

Legyen A és B olyan onadjungalt operdtorok, hogy A < B és P egy projekcio.
Igazolja, hogy PAP < PBP.

Legyen A egy onadjungélt operator és P egy projekcié. Igazolja, hogy PAP < A
esetén P és A felcserélhetok.

Legyen 0 < A egy onadjungalt operator és P egy projekcié. Igazolja, hogy

A<2PAP+2 P*AP*.

Legyen S a jobbra tolds operdtora az ¢? téren, amelynek kanonikus bézisa 1, 0, . . ..
Szamolja ki a (2 — S) 16, vektort.

Legyen a, € [0, 1] nové sorozat 1 hatdrértékkel. Az ¢*(IN) téren Ad, = a,0n41 €8y
linearis operatort értelmez. Mi ennek a spektruma?

Legyen f,g € L?(0,1) két rogzitett fliggvény. Bizonyitsuk be, hogy

(Ah)(x) = / F(@)9()h(y) dy

egy korlatos linedris operatort értelmez. Mi ennek a spektruma?
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65.
66.
67.

68.
69.
70.

71.

72.

73

74.

75.

76.

77,

[gazoljuk, hogy egy bézist bazisba vivé operator unitér.
Legyen P és () két projekcio. Mikor lehet P — () is projekcio?

Legyen S a jobbra tolds operdtora. Hatdrozza meg a (§;, (n — S)7'0y) sorozat
hatérértékét, ha n — oo (n > 2).

[gazolja, hogy végtelen dimenziés Hilbert-térben unitér operator nem lehet kompakt.
Adjuk meg ¢? balra tolds operatoranak poldris felbontésat.

Legyen A és B invertalhaté pozitiv operatorok. Geometriai k6zepiiket az
A#B e A1/2(A71/2BA71/2)1/2A1/2

képlettel értelmezziik. Igazoljuk, hogy a. A#B = B#A, b. A#B < (A+ B)/2, c.
(A#B)B~Y(A#B) = A.

Legyen U és V' két tetszoleges unitér operator egy Hilbert-téren. Mutassuk meg,
hogy létezik olyan F' : [0,1] — B(H) folytonos fliggvény, amelynek minden értéke
unitér operator és F'(0) = U, F(1) = V. Az allitds azt mondja, hogy barmely két
unitér operator ivvel Gsszekotheto. (Utmutatés: U-t és V-t kossiik fvvel Ossze az
identitdssal.)

Legyen (Af)(z) = zf(z) a 4. feladatban leirt Hilbert-térben. Bizonyitsuk be, hogy
A korlatos operator, és hatarozzuk meg a spektruméat. Elemezziik a spektrum részeit
is.

Legyen f egy kétvéltozés folytonos fiiggvény, és értelmezziink L2(0,1)-en egy A
operatort:

t
(A9)0) = [ Fit.0)gls) da
0
Igazoljuk, hogy A korlatos, és szamoljuk ki r(A)-t.

Szamolja ki L?(—1,1)-ben az z*-tel val} szorzds operdtoranak spektralmértékét.

L*(]0,1] x [0,1])-ben legyen (Af)(z,y) = f(z,) ; f(y,x) Bizonyitsa be, hogy A
egy projekcio operator.

Legyen EE,, ... paronként ortogondlis projekciék sorozata, amelyre > FE, = I.
Mi lesz a
Z el ﬂ/nEn

operator spektruma? Mikor lesz ez az operator kompakt?

Mutassuk meg a 30. példa gondolatmenetével, hogy ha 0 < A < I a H Hilbert-tér
operatora, akkor 1étezik egy () projekcié valamely K O H Hilbert-téren, amelyre
Az = PQz (x € H és P : K — H ortgonalis projekcio).
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78. Igazolja, hogy az L?[0, 1] Hilbert-térben értelmezett
~ [swd (rero), e
0
operator korlatos.
Igazolja, hogy az A operator adjungaltja
1
- [ fod (e, a1,
79. Legyen E, paronként ortogondlis (6nadjungalt) projekcidk sorozata egy H Hilbert-

térben, E, # 0 és X\ > 0 egy valos szam. Milyen \ értékekre lesz az

n=1

linearis operator korlatos? Tegyiik fel, hogy A korlatos. Mi a spektruma? Elemezze
a spektrum részeit is. Mikor lesz az A operator kompakt?

80M Legyen f € L*(IR), és

81.

82.

83.

84.
85.
86.

87.

T

Igazolja, hogy g¢,, konvergdl az L?(IR) Hilbert-térben. Mi a hatdrérték?

Igazolja, hogy egy véges dimenzids Hilbert-tér operatoranak akkor és csak akkor van
ciklikus vektora, ha minden sajatértéke egy multipliciasu.

Legyen A és B két invertalhato matrix. Igazolja, hogy AB és BA spektruma azonos.
Legyen
A= H ‘” (a€R).
Adja meg az U; = exp(itA) unitér matrixot (¢ € R).
Igazolja, hogy ha T' € B(H) normadlis operator, akkor ||T||* = ||T?||.
Igazolja, hogy ha T' € B(H) normalis operator, akkor r(T") = ||T||.

Legyen A, B € B(H) két 6nadjungalt operdtor, melyekre A < B. Mutassuk meg,
hogy ha egy C' pozitiv onadjungalt operatorra AC' = C'A és BC = CB, akkor
AC < BC.

Legyen
01
=[0]

Adja meg az U; = exp(itA) unitér matrixot (¢ € R).
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38.

Legyen B egy pozitiv korlatos 6nadjungélt operator. Definidljunk rekurzioval egy
A, sorozatot: Ay =0, A, = (B + A2%)/2. Igazoljuk, hogy A, < A, ;. Hovd tart
az A, operator sorozat?

89M Legyen U € B(H) egy unitér operdtor és Hy := {(z + Uz + --- + U™ 'z) — nzx :

90.

91.

92.

93.
94.

x € H, n € N}. Igazolja, hogy Hy = {x € H : Ux = z}.

Hasznélja fel az el6z6 feladatot annak bizonyitasara, hogy

1
- (y+Uy+---+U""y)
konvergal U egy fixpontjahoz. (Utmutatzis: H="Ho®Ht.)

Definidljuk az U : L*(IR?, dx dy) — L*(R",rdr) ® L? ([0, 27], dy) linedris operatort
az

UNH(r @)= fley)  xw=r-cosp, y=r-sing
képletekkel. Igazolja, hogy U unitér.

Hasznalja fel a (3.10.29) rezolvens azonossagot annak igazolasara, hogy

(5 [rorma:) (5 [oerimas) = & [ ierm ie,

ha f és g analitikus fiiggvények egy D’ tartomanyon, D' > D D D D o(T) és az
integralas a T" spektrumét tartalmaz6 D tartomédny I' hataran torténik. (Felteheto,
hogy I' sima zart gorbe.)

Igazolja, hogy inf{||A"||'/™ : n € IN} a korldtos A operator spektralsugara.

Adjunk meg olyan vektort, amely nincsen benne az I —S* operator értékkészletében.
(S* az £? tér balra tolds operdtora.)

95M TLegyen M, az n x n-es métrixok Hilbert-tere a (A, B) = Tr A*B bels6 szorzdssal

96.

97.

és D egy pozitiv definit matrix. Mutassuk meg, hogy az L : M,, — M,
1
L(A) = / D'AD' " at
0

operatorra L > 0, és adjuk meg L spektrumat.

Mutassa meg, hogy egy Hilbert-tér vektorainak gyengén konvergens sorozata
normaban korlatos.

Legyen n € IN, és az (*(IN) téren értelmezziink egy A, operdtort az

o 5k+1 k?S’I'L,
Anék_{ 0 k>n,

képlettel. Mi az A, operator spektruma? Konvergal-e A, az erds vagy a norma
topologiaban?
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98M Adjuk meg egy korldtos operator grafjara vetitd projekciot.

99M Legyen ¢ € C és tételezziik fel, hogy AB — BA = cI teljesiil A, B € B(H)
operatorokra. Igazoljuk, hogy ¢ = 0.

100. Legyen A, B € B(H) pozitiv operatorok és 1 < ¢ € R. Mutassuk meg, hogy
|A*B|| > || AB||".



4. Nemkorlatos operatorok

Az alkalmazasok szempontjabol fontos operdatorok némelyike nem korlatos, ilyenek példaul
a differencidloperatorok. A nemkorldatos operatorok kezelése lényegesen bonyolultabb;
kezdodik ez azzal, hogy az értelmezési tartomanyuk nem a teljes tér, és gondot kell
forditani az értelmezési tartomany megaddsara. (Léatszélag ugyanaz az operator killonb6zé
értelmezési tartomanyokkal egészen mas jelenséget irhat le, és egészen mas matematikai
tulajdonsagai lehetnek.)

Egy operator grafjanak zartsiaga egyfajta minimumkovetelmény az operator ke-
zeléséhez, de szamolasi szempontbdl az onadjungdlt operatorok osztalya mondhato
jonak. A nemkorlatos onadjungalt operatorok fiiggvényei a korldtos esethez hasonléan
a spektraltételen keresztiil értelmezhetok.

4.1. Zart operatorok

Legyen T a H Hilbert-tér stiri alterén értelmezett linedris operator, amely értékeit is
H-ban veszi fel. T értelmezési tartomanyara a D(T') jelolést haszndljuk. A

I'T)={(rz,yyeHOoH : 2€DT), y=Tx}

halmaz linedris altér, amit T grafjanak neveziink. Ha I['(T') zart, akkor T-t zart
operatornak mondjuk. 7T tehéat akkor zart, ha az x,, — x és Tx,, — y relaciokbol kovet-
kezik x € D(T) és Tx = y. Az olyan zart operator, amelynek értelmezési tartomanya az
egész tér, a zart graf tétel szerint korlatos.

Ha a H Hilbert-tér T} és T, operatoraira I'(T}) C I'(T») teljesiil, akkor a T} C Ty
jelolést hasznaljuk. Szavakban T7 C T; jelentése nem mas, mint az, hogy T, kiterjesztése
Ti-nek.

A kovetkezé példa azt mondja, hogy a differencidlas mint linedris operator nem
korlatos.

1. példa: Legyen D(T') a szdmegyenesen szakaszosan folytonosan differencialhaté kom-
pakt tartéju fiiggvények halmaza és Tf = f'. Tehat D(T) C L*(R). Ha

[ nz, ha z€[0,n7"]
Inlz) _{ 0, egyébként,

akkor
1/n 77,3 l/n 1
| full? = / n*x? dr = [—x?’] =— =0
0 3 : 3n
és

1/n
HTan2:/ n?dr =n — oo.
0

126
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A T differencidloperator tehat nemkorldtos, és nem terjeszthetd ki a teljes L?(IR) tér zart
operatorava. O

Most példat mutatunk zart operatorra.

2. példa: Legyen Ty : (2(ZL") — (?(ZL™") egy linedris operdtor a
ancSn > Z f(n)x,o,
képlettel adva a

D(T,) = {anan D> [ f )] < +oo}

értelmezési tartomdnyon egy tetszéleges f : Z&T — C fiiggvény segitségével. Ekkor Tp
zart operator, ezt igazoljuk.
Legyen
H,={(z,y) e H&H : yp = f(k)zx ha k <n}.

Ekkor H,, zart halmaz minden n € IN-re. Mivel

F<TO) = n Hna

Ty grafja is zart, és T zart operator. O

Nemkorlatos operatorok korében a spektrumot ugyanigy értelmezziik, mint a
korlatos esetben. A A € C szam T spektrumaban van, ha nem létezik olyan korlatos
A operator, amelyre A(A — T')x = x minden = € D(T") esetén.

A korlatos és nemkorlatos operatorok kozotti kiilonbség a spektrumban is jelentkezik.
Egy nemkorlatos operdatornak akar minden komplex szam is a sajatértéke lehet. Ha az
operator nem zart, akkor a spektruma mindig a teljes komplex sik.

3. példa: Legyen T : (*(ZL") — (*(ZL7) a

. \/ﬁ5n_1, ha n > 0,
Ton _{ 0, ha n=0

képlettel értelmezve a D(T) = {x € £* : Y n|x,|> < +oo} értelmezési tartomanyon. Ek-
kor T' = T;S*, ahol S* a balra tolds és

To(sn =Vvn+ 1511

To a D(T) értelmezési tartomanyon zéart operatort ad, egy nemkorlatos szorzas operatort,
lasd a 2. példat. Ebbol adédik, hogy T' zart. Legyen ugyanis x,, — = és T'x,, — y. Ekkor
S*x, — S*x és To(S*z,) — y. lgy Ty zértsdga alapjan Ty = TpS*z = Tx.

A T operatornak minden z € C szam a spektruméaban van, ugyanis

e(z) = ZO \j—%én (4.1.1)

sajatvektora T-nek z sajatértékekkel. (Egyébként e(z)-t exponencidlis vektornak
szoktak nevezni, és lathatd, hogy az {e(z) : z € C} halmaz linearisan fiiggetlen.) O
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1. lemma: Ha a T operdtor spektruma nem az egész C komplex sik, akkor I zdrt.

Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy A € p(T'). Ekkor B = (A—T)~! egy korlatos operator.
Vegyiink egy olyan (f,) C D(T) sorozatot, hogy f, — f és Tf, — g valamely f és g
vektorokra.

B(Af —g) = lim B((A=T)fn) = lim f, = f.
n—o0 n—oo
Mindkét oldalra alkalmazva a A\ — T operatort, azt kapjuk, hogy

M —g=0A-T)f.

Ez egyrészt mutatja, hogy f € D(T), mésrészt T'f = g. O

4.2. Az adjungalt
Legyen T egy linedris operator a D(T') C ‘H értelmezési tartoméannyal. g € D(T*), ha

{9, Tf) = (k, [)

minden f € D(T)-re és valamely k € H-ra. Ha D(T) stiri H-ban, akkor k egyértelmii
és T*g = k definicié szerint. T* a T operator adjungaltja. D(T*) azokbdl a g € H
vektorokbdl all, amelyekre f +— (g, Tf) folytonos lineéris funkcional a D(T') altéren, és
T*(g) a Riesz-reprezentécids tétel alapjan a (teljes Hilbert-térre kiterjesztett) funkcionalt
megadd vektor. Az adjungélt értelmezésébdl nyomban kovetkezik, hogy

Ty, CTy, esetén Ty C1Ty. (4.2.2)

Ha T C T*, akkor T-t szimmetrikusnak mondjuk. 7" tehat pontosan akkor szim-

metrikus, ha
(9, Tf) =Ty, [)

fennall barmely f, g € D(T) vektorra. Ha T' = T*, akkor T-t 6nadjungaltnak nevezziik.
Neumann Janos a ma 6nadjungaltnak nevezett operatorokat maximalis szimmetrikus-
nak nevezte. Valéban, ha 77 C T, szimmetrikus operdtorok, akkor 77 C Ty C Ty C 1Y,
és 11 =T} esetén T} = Tr-nek kell teljesiilni.

Egy nemkorlatos operator adjungaltjanak meghatarozasa hosszadalmas is lehet, mint
ezt a kovetkezd példa mutatja.

4. példa: Az L?(0,1) Hilbert-téren két linedris operdtort tekintiink. D(Ty) = {f €
L* . f(0)=f(1) =0, ff e L*}, D(Ty) = {f € L? : f' € L*}. Ty és T, egyardnt
differencidloperatorok: (7jf)(x) = —i f'(z) ha f € D(T}) (k = 1,2). Megmutatjuk, hogy
17 =T,. Mivel T} C T5, ez azt is jelenti, hogy a T operator szimmetrikus ugyan, de nem
onadjungalt.

T, C Ty belatdsa az egyszeriibb. A tartalmazds azt jelenti, hogy y, € D(Ty) és
x1 € D(TY) esetén (yo, Thx1) = (Toys,z1). Valdban,

(i) = =i [ Ot =1 [ a0 dt = T

mert a kozépsé egyenlGség parcidlis integralassal kovetkezik az z1(0) = z1(1) = 0
feltételbol.
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Ezutan ratériink 7o D T7 igazolasara. Legyen y € D(TY) és y* := T]y. Az adjungélt
definiciéja szerint (y, T1x1) = (T}y, 1), amibdl integralokra val6 atirdssal addodik, hogy

—i/o a;’l(t)@dt:/0 z1(t)y*(t) dt (4.2.3)

S x

érvényes minden x; € D(Ty)-re. Legyen Y*(s) = [ y*(t) dt. Parcidlis integréldssal

/0 xl(t)y*(t)dt:—/o 2 ()Y *(t) dt . (4.2.4)

Mivel fol 2 (t) dt = 0 a peremfeltétel miatt, tetszéleges ¢ € C szamra

/0 (O () +iy(t) — dt =0

a (4.2.3) és (4.2.4) osszefiiggések alapjan.
Tetszéleges g € L?-bél kiindulva

60 = [ osyas—1 [ gtsjas

T, értelmezési tartomanyaban van, igy x; helyébe teheto:

0:/01 {g(t)—/olg(s)ds} V() T iy —ddt.

Ezt egyszeriien atrendezve

/0 gO[Y*(t) +1iy(t) — ] dt = /0 g(s)ds x /0 Y*(t) +iy(t) — ¢ dt.

A ¢ szamot (g-t6l fliggetleniil) j6l megvélasztva elérhetjiik, hogy fol [Y*(t) +iy(t) — ] dt =
0, és ekkor

1
| s @@ - dde=o
0
egyenl6séghez jutunk, ami tetszéleges g € L2-re fenn4ll. fgy
Y*(t)+iy(t) —c=0,

és differencialassal y*(t) = —iy/(t). Ez azt mutatja, hogy y € D(13) és y* = Tyy. Tehat
T: C T 0

Azt mondjuk, hogy a T operdtor a T operdtor lezarasa, ha I'(T) = I'(T). Tehét
T kiterjesztése T-nek, jelolésben T O T. Ha egy T operatorra teljesiil, hogy lezarasa
1étezik, akkor lezarhaténak mondjuk. A T operator pontosan akkor lezarhato, ha abbdl,
hogy (0, k) benne van T grafjanak lezarasdban kovetkezik, hogy h = 0.

1. tétel: Barmely sirin definidlt linedris operdtor adjungdltja zart. Az adjungdlt ponto-
san akkor strin definidlt, ha az operdtor lezdrhato. Kdovetkezésképpen egy strin definidlt
zdrt operdtor adjungdltja is strin definidlt és zart.



130 4. Nemkorlatos operatorok

Bizonyitas: Legyen T az operator, amirol sz van.
M ={Tf,—f)eHeH : feDT)}

egy izometridtdl eltekintve T' grafja. Kiszamoljuk, hogy I'(T*) = M*. Valéban, (x,y) L
M, pontosan akkor, ha (z,Tf) = (y, f) minden f € D(T) vektorra. Utébbi nem mas,
mint x € D(T*) és T*x =y, azaz (x,y) € T(T*).

M zart altér, tehat T* zért operator, és (T)* = T*.

Hétra van még annak igazoldsa, hogy D(T™) siirli, amennyiben T lezdrhat6, és viszont.
Tételezziik fel, hogy h L D(T*) és T 1étezik. Ekkor (h,0) € I'(T*)* = M, azaz (h,0) =
(Tf,—f) valamely f € D(T). Ebbél adédik, hogy f = 0 és Tf = h = 0. Tehat D(T*)
strii. A megforditott allitas a gondolatmenet megforditasaval igazolhato. O

Legyen U ‘H @ H-nak az U(f,g) := (—g, f) képlettel értelmezett unitér operdtora. Az
el6bbi bizonyitas azon mult, hogy

L(T*) = (UT(T))*

Felirva ezt a relaciot 1" helyében T™-ra is, és kihasznélva, hogy U 2 = —identitds azt
kaphatjuk, hogy T = T™*:

I(T*) = (UD(T*))" = (UUT(T)" ) =T(T) = T(T). (4.2.5)
A kovetkaz6 példa Laplace-operatorrdl szél.

5. példa: Legyen
D(Hp) = {f € C*[a,b], f(a) = f(b) =0},
D(Hy) = {f € C*[a,b] : f'(a) = f'(b) = O}.

Az f — —f" operdtor a D(Hp) és D(Hy) tartomanyokon egyarant szimmetrikus. Ez
kovetkezik az

b
/ (Fg" —gJ") de = [fg' — Tg]. (4.2.6)

azonossagbol. Utébbi parcidlis integralassal lathato:

/abﬁgdx = 7], - /abfg’d:c,

/fg”dx— 7d1. /f’g dr

és kiillombség adja a fenti formulat.
Az el6ébbiek nagymértékben altalanosithaték. Legyen 2 egy tartomany IR™-ben. A
Laplace-operator

ag=S21

2
Ox;

értelmezhetd a kétszer folytonosan differencidlhato fiiggvények osztalyan. A Green-tétel

szerint
dg 8f)
AN,g — g\, = - - = , 2.
Jag—gsunae= [ (s52-Ly) as (42,7
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ahol 0€) a tartomény hatdra, és 2 jelenti a normalis irdnyt derivaldst. (A fenti (4.2.6)
ennek speciélis esete.) A, akkor lesz szimmetrikus operétor, ha a jobb oldal elt{inik:

F. Aug) — (AT g) = / (FAng — gAWF) dz = 0.

Ezt konnyen biztosithatjuk, ha az értelmezési tartomanyba olyan f fiiggvényeket
valasztunk, amelyek eltiinnek 0€)-n, ez a Dirichlet-féle peremfeltétel. Természetesen
ugyanilyen jo a a% f = 0 feltételt kielégitd fliggvények osztalya, ennek neve Neumann-
féle peremfeltétel.

A Dirichlet-féle és a Neumann-féle Laplace-operatorok egyarant szimmetrikusak. [

6. példa: Legyen @ az x valtozéval valé szorzas operatora L*(IR)-en:
D(Q) ={f € L(R) : zf(x) € L*(R)}, (Qf)(z) ==f(x).
Ha g € D(Q*) és Q*g = g*, akkor (g, Qf) = (¢*, f) minden f € D(Q)-ra, vagyis

/ [9(x)x — g*(z)] f(x)dx =0.

f helyébe tehetjikk a 1,_, ., [g(z)x — g*(z)] fiiggvényt, hiszen ez négyzetesen in-
tegralhato, és kompakt tartdjua 1évén, x-szel szorozva is négyzetesen integralhaté. Ezért

g(x)r —g"(x) =0

majdnem mindeniitt [—n, n]-ben, és igy IR-en is. Azt kaptuk, hogy g € D(Q) és Qg = g*.
Megallapitjuk, hogy Q* C Q. Mivel ) szimmetrikus, azaz () C Q*, arra jutunk, hogy @
onadjungalt.

L*(IR) egy természetes bazisa a Hermite-fiiggvények:

on(7) = ———— oxp(—a? /2 Ho(x)  (n=0,1,2,...).

V2"l
Mivel
2eH,(x) = Hypo1(x) + 2nH, 1 (2) (n>1),
azt kapjuk, hogy
1
2o (r) = ———=exp(—2?/2)2H,(x)
V 2mnl\/m

% <\/ﬁg0n_1(x) +vn + 1g0n+1(9€)) (n>1).

A métrix formaja (-nak ebben a bézisban

[0 1 0 0 --

1 0 +v2 0---

Q:i 0 v2 0 V3.
V2 0 0 V3 0---

(Ezt Heisenberg-reprezentécionak is szoktdk nevezni.) O
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7. példa: Legyen @ az x valtozdval vald szorzés operatora az el6z6 példabdl, és legyen
@ megszoritasa a végtelen sokszor differencialhaté kompakt tartéju fiiggvények terére Q.
Ekkor Qg lezarasa Q).

Mivel @) 6nadjungélt 1évén zart, elég azt latnunk, hogy f € D(Q) esetén van olyan
gn sorozata végtelen sokszor differencialhaté kompakt tartoju fiiggvényeknek, amelyre
gn — [ és gu(x)r — xf(x) az L*-norméban. Legyen f, := 1, nf, és valasszunk
olyan végtelen sokszor differencialhaté g,, fliggvényt, amelynek tartéja [—n, n]-ben van és
| fn — gnll < n72. Ekkor g, — f nyilvanvaléan, és

n

[ o) = apu@P dz < v [ jgu(a) = fu(o) do <n
Ebbél 1atszik, hogy zg,(x)-nek és xf,(r)-nek ugyanaz a hatarértéke. Utdbbi z f(z)-hez
tart, tehat az elobbi is.

Amit a )y operatorra bizonyitottunk, az nagymértékben &altalanosithaté. Legyen g :
R" — IR egy folytonos fiiggvény, és M, a végtelen sokszor differencidlhaté kompakt
tartéju fiiggvények terén értemezett g-vel valo szorzés operatora. A fenti gondolatmenetet
kovetve lathatd, hogy M, lezdrdsa a g-vel val6 szorzds a D := {f € L*(R") : gf €
L*(IR™)} értelmezési tartomanyon. O

4.3. Onadjungalt operatorok
Legyen A egy onadjungalt operétor, és
m = inf{(z, Az) : |x| =1} és M = sup{(z, Azx) : |z| =1}.

A 3. fejezet 14. tételének bizonyitdsa miikodik akkor is, ha A nem korldtos, igy o(A) C
[m, M]. Kévekezésképpen egy dnadjungélt operator spektruma valés. Ha m véges, akkor
A-t alulrdl korlatosnak nevezziik, ha M véges, akkor A feliilrél korlatos. Ha m > 0,
akkor A-t pozitivnak mondjuk. (Az A pozitivitdsdba mindig beleértjiik, hogy A egy
onadjungélt operator.)

Az onadjungélt operatorokra Kkiterjesztheté a korlatos operatorok korébdl ismert
spektraltétel és a folytonos fiiggvény kalkulus is.

2. tétel: (Spektraltétel) Legyen A egy dnadjungdlt operdtor a H Hilbert-téren. FEkkor
IR Borel-halmazain egyértelmien létezik eqy olyan E projektormérték, amelyre

(1) ha H C R Borel-halmaz és HNo(A) =0, akkor E(H) =0,
(2) D(A)={z e H : [ Nd(x, E(-)x)()\) < +o0},
(3) ha A, = [ NdE()\) és x € D(A), akkor A,z — Az, O

A tételben szereplé E projektormérték az A operatort egyértelmilen meghatarozza.
A (2) tulajdonsidg megadja A értelmezési tartoméanyét, a (3)-ban adott korldtos A,
operatorok hatasanak pontonkénti hatarértéke pedig A.
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8. példa: A 6. példa ) operatora a kvantummechanikdban az egy szabadsagi foku
részecske koordinata-operatora. A valtozoval vald szorzas operatora, és spektrélis
projekcidi is szorzas operatorok. Ha H C IR, akkor az F(H) spektralis projekcié a H
halmaz karakterisztikus fiiggvényével valé szorzds operdtora. Ha f € L*(IR), akkor az
(f, E(-)f) mérték sfirtiségfiiggvénye |f|>. A spektrdltétel (2) éllitdsa szerint f € D(Q)
pontosan akkor, ha

/ N2d(f, E(-)f)(N) dA = / X |F (V)] dA

véges, és valéban éppen ez volt () értelmezési tartomanyanak meghatarozasa. Legyen
f €D(Q), és A, a spektraltétel (3) éllitasaban szereplé operator. Ekkor

(. Anf) = /Ad >=/ AFOP A,
és

_ Jtf(), ha [t| <n,
Anf(t) = {O, egyébként.

Ha n — oo, akkor A, f — Qf. O

A spektraltétel lehetOséget ad arra, hogy az f(7T') operatort értelmezziik barmilyen
Borel-mérhet6 IR — C fiiggvényre. f(7T) siirlin értelmezett zart operator lesz, és

(1) D(f(t) ={z e H : [|f(N]Pd(z, E(-)z)(\) < +oo},
2) IA(D)z)* = [1fFNPd{z, E()x)(N),
(3) ha fo(t) = f(1) |f(£)] < n esetén és f,(t) = 0 |f(t)] > n esetén, akkor
fa(T)z = f(T)z,
feltéve, hogy o € D(f(T)),
(4) f(T) = F(T),
(5) Ha z € p(T), akkor

R.(T) = / iE_(AA) |

9. példa: Legyen A egy 6nadjungalt operdtor a # Hilbert-téren A = [ X dE(\) spektrélis
felbontdssal. Ha K C H jeloli egy kompakt [a,b] intervallumra az F([a,b]) projekcid
képterét, akkor minden = € K vektorra az (x, E(-)x) mérték tartdja [a,b]-ban van.
Valéban, ha H C IR olyan Borel-halmaz, amely diszjunkt [a, b]-t6l, akkor E(H) képtere
mer6leges K-ra és (x, F(H)x) = 0. Tetsz6leges folytonos f : IR — C fliggvényre

/ [fNPd(z, E(-)z)(A) < M(b—a)l],

ahol M az | f| egy felsé korlatja az [a, b] intervallumon. Az f(A) értelmezési tartomanydt
megadd (1) képlet szerint = benne van f(A) értelmezési tartoményaban. (Egyébként az
KC alteret az f(A) operdtor invaridnsan hagyja.)
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Ha a = —n és b = n, akkor legyen K, az E([—n,n]) spektrilis projekcié képtere.
Az UX G, altér sliri a teljes H Hilbert-térben, és az f(A) operdtorok értelmezési tar-
tomdnydban van. Annak ellenére, hogy D(A) D D(A?) D D(A3) ..., van egy sfir{i halmaz,
amin A Osszes hatvanya értelmezve van. U

Erdemes megjegyezni, hogy (af)(T) = af(T) minden mérhetd f fliggvényre és o € C
szamra teljestl, de (f + ¢)(T) = f(T) + g(T) altaldban nem igaz. Ha = € D(f(T)) N
D(g(T)), akkor & € D((J +)(T)) & f(T)z +g(T)a = (f + 9)(T)a, azaz f(T) + ¢(T) C
(f +9)(T), de a két operétor lehet kiilonboz6. ((f(T') + g(7') nem feltétleniil zart, mig
(f + ¢)(T) mindig az.)

3. tétel: Legyen T egy onadjungdlt operdtor. t € o(T) akkor és csak akkor teljesiil, ha
létezik egységuektoroknak olyan f, sorozata, hogy f, € D(T) és ||T f, — tfu|l — 0.

Bizonyitds:Legyen E(-) a T-hez tartozd projektormérték és
E,=E{t—1/n,t+1/n)

spektralis projekcidk egy sorozata. Ha t € o(T), akkor FE,, # 0 és valaszthatunk olyan f,
vektort, amelyre E, f, = f,. Ekkor

t+1/n

ITh = thlP = [ = 0% BN < 25

t—1/n

(Ugyanis a 3. fejezet 49. példaja alapjan az (f,,, E(-)f,) mérték tartéja a [t—1/n,t+1/n]
intervallumban van.)

A megforditds ennél még egyszeriibb, ha létezik olyan f, sorozat, amelyre (T —
t)fn — 0, akkor a T — t operdtornak nem létezhet korldtos inverze, tehat ¢ €

o(T). O

A tétel szerint egy onadjungalt operator spektruma approximativ sajatértékekbol
all. t € IR-et approximativ sajatértéknek nevezhetjiik, ha van egységvektoroknak egy
fn sorozata, amelyre (T'f, — tf,) — 0. Ha t sajatérték, akkor f,-et n-tél fiiggetlennek
valaszthatjuk.

Azt szoktdk mondani, hogy ¢t az T' = T* operator lényeges spektrumahoz tartozik,
ha tetszoleges € > O-ra a (t —e,t + ¢) intervallumhoz tartozé spektralis projekcié végtelen
dimenzids, azaz végtelen dimenzios altérre vetit. Az el6z6 tétel bizonyitasanak gondolat-
menetével adodik, hogy t pontosan akkor tartozik T lényeges spektrumahoz, ha létezik
olyan ortonormalt f, sorozat, amelyre T'f,, —tf, — 0. T lényeges spektrumaéra a ges(7")
jelolést hasznaljuk. A lényeges spektrum nem véltozik kompakt perturbacié hatasara.

4. tétel: (Weyl-tétel) Legyen T = T*, K = K* € B(H) két onadjungdlt operdtor, és
tételezzuk fel, hogy K kompakt. Ekkor T és'T' + K lényeges spektruma azonos.
Bizonyitds: Elég belatni, hogy 0ess(T) C 0ess(T + K). Ha t € 0e(T), akkor van
olyan ortonormélt f,, sorozat, amelyre T'f, —tf, — 0. Mivel f, “=»0, Kf, — 0, és
(T + K)f, —tfn, — 0. Kovetkezésképpen t € oes(T + K). O
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4.4. Onadjungalt kiterjesztések

A kovetkezdkben a szimmetrikus operatorok onadjungalt kiterjesztéseit vizsgaljuk. Le-
gyen H egy szimmetrikus operator. Ha f € D(H), akkor

I+ 1)1 = [HFAP + I =l =)

Ezért 1étezik egy izometrikus U = (H—1)(H+i) ! operdtor (H+1) képterén, ami ezt H—i
képterére képezi. U-t H Cayley-transzformaltjanak nevezzikk. Ha H H-nak szimmet-
rikus kiterjesztése, akkor U izometrikus kiterjesztése U-nak. Ennek a megforditdsa is
igaz.

Legyen U izometrikus kiterjesztése U-nak, amely az M+ D Ran (H + 1) alteret az
M~ D Ran (H — i) altérre képezi. Elészor megmutatjuk, hogy Ker (U — 1) = {0}.

Ha fe M*, Uf=f, he D(H), g = (H +1)h, akkor

2(hf) = (H=i)h—(H+i)h )= (Ug—g.f) =
Mivel D(H) stirfi, {gy arra kovetkeztethetiink, hogy f = 0, azaz Ker (U — 1) = {0}. Ez

azért lényeges, mert fgy a D = (U —1)M + értelmezési tartomanyon vektorait egyértelmii
modon frhatjuk (U — 1)g alakban, g € M*. Legyen H ugy definidlva, hogy

(H+1i)' = 5i(U—1).
Més széval, Hf = (U +1)g, ha f =i(U —1)g és g € M*. Ekkor

(fi, Hf2) = <i(U — D1, (U + 1)92> —
(

(0 +1gi (0 = 1)ga) =

Ezért H szimmetrikus. Bebizonyitottuk tehdt a kovetkezt.

2. lemma: Legyen H eqy szimmetrikus operdtor. Ekkor kolcsonosen egyértelmi megfe-
leltetés van H szimmetrikus kiterjesztése és Cayley-transzformaltjanak izometrikus kiter-
jesztései kozott.

Egy szimmetrikus operdtort lényegében onadjungaltnak neveziink, ha lezarasa
onadjungélt. (Mivel egy onadjungalt operator zart, a definicié szerint természetesen
lémyegében 6nadjungdlt is.)

A lemmabdl vezetheto le a kovetkezd.

5. tétel: Legyen H egy szimmetrikus operdtor. H-nak akkor és csak akkor van onad-
Jungalt kiterjesztése, ha az
L* =Ran (H +i)*

alterek dimenzioja megegyezik. Tovabbd az alabbi feltételek ekvivalensek:

(1) H lényegében dnadjungdlt,
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(2) dim Lt =dim L™ =0,
(8) H-nak csak egy dnadjungdlt kiterjesztése van. O

Az L* altereket defekt altereknek nevezik. Erdemes megjegyezni, hogy LT =
Ker (H* F1).
10. példa: Legyen D(A) = {f € L*(0,1) : f abszolut folytonos, f' € L*(0,1) és
f(0) = f(1)} és Af = —if’". Parcidlis integralassal megmutathatd, hogy A szimmet-
rikus operator.

Belatjuk, hogy A +1 rédképezés, ami azzal ekvivalens, hogy a

. d
—i=

Ll Eif=9 (4.4.8)

differencidlegyenletnek tetszéleges g € L?(0,1) esetén van f megolddsa a D(A) halmazban.
Valoban, a megoldas explicit médon megadhaté

ft)==+ <i /Ot e *g(x)dr + c) e, (4.4.9)

ami a

. 1
C:il—e/o e “g(x)dx

paramétervalasztas mellett D(A)-beli fliggvény.

Hivatkozéssal az el6z6 tételre megéllapithatjuk, hogy A lényegében 6énadjungalt. Alabb
bizonyitjuk, hogy A zéart operator, ezért onadjungaltnak kell lennie.

A gondolatmenet altalanos, érdemes a példatdl fiiggetleniil is megjegyezni. Azt allitjuk,
hogy, ha T egy szimmetrikus operator, és A+i u—1 réképezés valamely A\, u € IR szdmokra,
p # 0, akkor T zart. A 1. lemma alapjan elég megmutatni, hogy (A +ipu) € p(T). A 3.
fejezet 14. tételének szamolasa szerint

I +ip) =TI > 2] £117

ami azt mutatja, hogy (A+1ip) — T korldtos inverzzel rendelkezik, tehat (A +1ipu) € p(7T).

Most vizsgaljuk meg ugyanezzel a médszerrel a 4. példa T; differencidloperatorat. A
fentiekhez hasonléan T) +1 képterének vizsgalatahoz, a (4.4.8) differencidlegyenletet kell
tekinteni, aminek altaldnos megoldasa (4.4.9). A f(0) = f(1) = 0 kezdetiérték-feltétel az
olyan g-ekre elégithetd ki, amelyekre

1
/ e fg(x)de =0.
0

Ezért a Ran (T, 41 )" alteret az e~ fiiggvény fesziti ki, mindkét defekt altér egydimenzids,
ezért T} nem lényegében onadjungalt, de van onadjungélt kiterjesztése. Ez énmagaban
nem meglepd, hiszen a fenti A éppen egy onadjungalt kiterjesztése Ti-nek. T egy onad-
jungalt kiterjesztésének Cayley-transzformaltja az e™* vektort egy szamszorosdba kell,
hogy vigye. Mivel a Cayley-transzformalt izometria, 1étezik o € T, egy abszolut értékii
komplex szam, hogy e™* — ae™® a Cayley-transzformélt hatasa. Minden o € T-re van
Ti-nek egy T; fa) onadjungalt kiterjesztése. O
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11. példa: Legyen D(P) = {f € L*(R) : f' € L*(IR)}. Meg fogjuk mutatni, hogy a

d
Pf=—i"
f=-ily
differencidloperdtor énadjungdlt az L?(IR) Hilbert-téren.
Ha f,g € D(P), akkor van olyan végtelenhez tarté ¢, sorozat, hogy lim,, 1. f(t,) =
lim,, 400 g(tn) =0, és

(f,Pg) = / TG)ig(s) ds =

= lim —f(s)ig'(s)ds =
n—oo [,
tn

= i lim 7(5)g(s)

—tn + nh—>r£>lo /;: T/(S)g<3) ds =
- /T,(S)Q(S) ds =
= (Pf.9).

Megallapithatjuk, hogy P szimmetrikus.
Ezutan belatjuk, hogy P 4+1i raképezés. A P —i esetet részletezziik, P + i hasonléan
targyalhat6. Azt kell tehat latnunk, hogy a

—-if'—if=g
differencidlegyenletnek barmilyen h € L*(IR) mellett van megolddsa D(P)-ben. Az
y+ay=yg

egyenlet altalanos megoldasa
Esetinkben o = 1 és a ¢ konstansot alkalmasan kell valasztanunk.

y(z) =e " (c + /Ox etq(t) dt)

a +oo-ben 0-hoz tart (ha y € D(P)), igy

Kovetkezésképpen
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Megmutatjuk, hogy f € L*(IR). A becslésben felhasznaljuk a (T.g)(z) = g(z + s) el-
tolascsoportot, amely unitér operatorokbol all.

ml = \//Lesmh@)dm <
< //;es|g(s+x)||h(x)|dsdx:
= [ e [lots + o)l @) dras =
= [ emal imyas <

—0o0

0
< / e’ llgll 1hll ds = llglH 7] -

—00

Tehit |(f, k)| < [lg]l [|h]] minden h fiiggvényre, amibsl | ]| < [lg]l O

4.5. Lényegében onadjungalt operatorok

Lényegében oOnadjungalt operatorokkal azért kényelmes banni, mert értelmezési tar-
tomanyul egy jol kezelheto fliggvényosztalyt valaszthatunk, és ugyanakkor tudjuk, hogy
a lezarasa az operatornak onadjungalt.

Eloszor példakat mutatunk be lényegében oOnadjungalt operatorokra a diffe-
rencidloperatorok korébol.

12. példa: A Schwartz-téren értelmezett FPo(f) := —if’ operdtor lényegében onad-
jungalt.

Az allitas belatasara az egyik lehet0ség megmutatni, hogy P, lezarasa a 11. példdban
targyalt onadjungalt P operator. Most azonban Fy-nak a 7. példa )y operatoraval vald
kapcsolatara szeretnénk épiteni. Ha f végtelen sokszor differencialhaté gyorsan csokkeno
fliggvény, akkor

Pof = FQF'f (4.5.10)
az F Fourier-transzformécié (2.7.23) tulajdonsdga szerint. FQJF ! onadjungalt és S-re
valé megszoritdsanak a lezdrasa. Ezért Py lezdrdsa FQF 1. O

13. példa: Az S(IR*) Schwartz-téren értelmezett Laplace-operdtor lényegében onad-
jungalt.

Most is a Fourier-transzformaciét hivhatjuk segitségiil. A (4.5.10) Gsszefiiggéshez ha-
sonldan

Af=F'MFf  (f € S(RY)), (4.5.11)
ahol M, a g(x) = —a3 — 23 — 23 fiiggvénnyel vals szorzds operatora. A 7. példa szerint M,

lényegében 6nadjungdlt a kompakt tartoju végtelen sokszor differencialhaté fiiggvények
terén, és ezért a Schwartz-téren is. F olyan unitér transzformécié, amely az S(IR?) teret
onmagdba viszi. Igy FM,F ! lényegében onadjungdlt. O
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A kovetkezo tétel szamos fontos esetben alkalmazhaté elégséges feltételt biztosit annak
eldontésére, hogy egy szimmetrikus operator lényegében onadjungalt legyen.

6. tétel: Legyen H eqy szimmetrikus operdator és (f;) C D(H) egy sajdtvektorokbdl dllo
bazis. Ekkor H lényegében onadjungadlt az értelmezési tartomdnydn.

Bizonyitds: Legyen az f;-hez tartozd sajatérték A;. (\; egyébként valés, mert szim-
metrikus operdtor sajatértékei mindig valésak.) Ha f =: > o, f; € H és f € D(H), akkor

Hf =3 Naifi és
il <400, D Nl < 400

A
D, = {Z aifi Z(l + ) laa|* < +OO}

halmazon értelmezziink egy 1" operatort a

T (Z Oéz‘fi) = Z a;iNifi

képlettel. Ekkor H C T. Legyen S a {\; : i € IN} halmaz lezarasa, és z ¢ S.
Ertelmezziink egy A operatort az

A (Z %‘fi) = Z%(Z — )7 i

képlettel. A korlatos és injektiv. (z—T)Af = f minden f € H vektorra. Ezért z € o(H).
Mivel T spektruma nem a teljes C, T" egy zart operator. Konnyt latni, hogy 1" lezarasa
H-nak. U

14. példa: Tekintsiik a D : f — —i f’ differencidlas operétort a (0, 1) nyilt intervallumon
kompakt tartéju sima fiiggvények D(D) terén. Parcidlis integréaldssal

(f,=ig") =—=ilf, gl + (it 9),

ahol [f, g] := lim,_,1_ f(2)g(x) — lim,_o. f(z)g(x). Ez természetesen mutatja, hogy D
szimmetrikus, de azt is kiolvashatjuk, hogy ha D értelmezési tartomanyat boviteni akarjuk
a szimmetrikussag megorzése mellett, akkor az

£ 1= 1fOF = [fDFF =0

feltételre tigyelniink kell. Ha f(1) = af(0) valamilyen o € T szédmra, akkor ez teljestil.

Legyen D, = {f € L*[0,1] : f € C=, f(1) = af(0)}. Hae'¥ = a € T, akkor a
H, : f+— —if" operétor lényegében 6nadjungélt a D, értelmezési tartoméanyon. Valéban,
az fo(z) = a®e® ™ fuggvények (n € ZZ) sajatvektorokbdl allo bazist alkotnak, és H,
szimmetrikus. Az el6z6 tétel szerint H, lényegében onadjungalt.

H,, spektruma ¢+ 277Z, és minden sajatérték egy multiplicitasi. A rezolvens operator
(A — H,)"! kompakt minden \ ¢ ¢ + 27ZZ értékre.

A H, operatorok D-nek énadjungalt kiterjesztései. A lehetséges 6nadjungélt kiter-
jesztések T-vel vannak paraméterezve. O
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15. példa: Tekintsiik az egységgomb feliiletén sima fiiggvényeken értelmezett

(1 0 (. ,0g 1 0%
00)6.) = (g (050 ) + 5oy 55 60)

differencialoperatort, ami gombi koordinatdkban van megadva.
L3(S,dQ)-ban az Y}, gombfiggvények bazist alkotnak, m € ZZ, | > |m|, ldsd a 3.
fejezet 28. példajat. A (2.8.30) differerencidlegyenletbél levezethetd, hogy

AYj = —I(1 + 1), (4.5.12)

azaz a gombfiggvények sajatfiiggvényei a A operatornak.
Igy A lényegében o6nadjungdlt, A < 0 és a (I + 1) sajatértékhez tartozd sajataltér
dimenzidja 2/ + 1, tehat a spektrum erésen degeneréalt. U

Az el6z6 példa A operédtora szoros kapcsolatban all a Laplace-operatorral, ugyanis a
Laplace-operator polarkoordinatakban a
0?2 20 1

+ 22 L A (4.5.13)

Cor2  ror 2

A

alakot olti. 7'V}, megoldasa Au = 0 egyenletnek 7'V}, Descartes-féle koordinitakba
atirva az x1, To, x3 valtozok homogén [-edfoki polinomja. Ezek a polinomok természetesen
linedrisan fiiggetlenek, hiszen az egységgombre megszoritva az L2(S, dQ) tér bazisat adjak.
Harmonikus polinomoknak nevezik ezeket.

Az f € H vektort a H-n értelmezett A linedris operator analitikus vektoranak
nevezzik, ha f € D(A™) minden n € IN-re és létezik olyan ¢ > 0 szdm, amelyre

o9 An

> wt" < 400 (4.5.14)
nt

n=0

Az elnevezés indoklasaul a kovetkezo példa szolgalhat.

16. példa: Ha f analitikus vektora az A operatornak, akkor
Fa:zreexp(zA)f = 272
n=0

vektor értéki analitikus fliggvény a |z| < t koron, mert az azt megadd hatvénysor a fel-
tevés szerint abszolit konvergens. Ha A onadjungalt, akkor az Fy vektorértéki fiiggvényt
analitikusan tovabb terjeszthetjiik a S; = {z € C: —t < Rez < t} végtelen sdvra. Ugyanis
z € S; esetén van olyan s € IR szam, hogy

z=1zy+1is és |z <t.

Ekkor .
Fu(2) = €4 F,(20)

analitikus fiiggvényt ad meg z egy kornyezetében (s-et dllanddan tartva). e'** egy unitér
operator. O

isA
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Az 6nadjungélt operatorok analitikus vektorai stiri halmazt alkotnak. Ezt analitikus
vektorok megadasaval mutatjuk meg.

Legyen A egy énadjungélt operétor, [a,b] C R, és E az [a,b] intervallumhoz tartozd
spektrélis projekci6. Ha f olyan vektor, amelyre Ef = f és ¢ > |al, |b|, akkor

[A™fll < "I £

és

n!

A L
> S I S = Il

f tehat analitikus vektor, a definicioban szereplé t helyébe barmilyen pozitiv szamot
valaszthatunk. Az is kovetkezik, hogy egy onadjungalt operator analitikus vektorai strt
halmazt alkotnak, hiszen a véges intervallumokhoz tartozé spektralis alterek egyesitése
stirti a Hilbert-térben.

7. tétel: (Nelson-tétel). Legyen A egy szimmetrikus operdtor a D(A) értelmezési
tartomanyon. Ha D(A) tartalmaz analitikus vektorokbdl dallo teljes rendszert, akkor A
lényegében onadjungdlt.

Magat a tételt nem bizonyitjuk, de hasznat az alabbi példan demonstraljuk.

17. példa: Tekintsiik a 3. fejezet 52. példdjanak T operdtorat! T az (*(ZZ*) téren hat,
T; = bii10;41. A by € IRT szdmokrdl tételezziik fel, hogy nové sorozatot alkotnak. Az
adjungalt definiciéjabdl T*0; = b;0,_1. Ha A a T és T™ operatorokbdl képezett k tényezds
szorzat, akkor A a §; bazisvektort egy masik béazisvektor szamszorosiaba viszi. Példaul
(T*TT)(SZ = T*Tbi+15i+1 = T*bi+2bi+15i+2 = bi+2bi+2bi+15i+1- Mivel bz novo sorozat

k
1A < T biss -

Jj=1

Ha ezt az egyenlStlenséget alkalmazzuk (T + T*)F kifejtésének minden tagjdra, akkor

k
1T+ 76, < 2 T  biss
j<1
0; biztosan analitikus vektora lesz a T'+ T™ operatornak, ha
9] k
pPEELTIEY

k!
k=1

véges. Tételezziik fel, hogy b; <. Ekkor

ami konvergens 0 < ¢t < 1/4 esetén. Megallapithatjuk, hogy az (3.13.38) matrixszal
adott operatornak igy minden kanonikus bazisvektor analitikus vektora lesz. Nelson tétele
értelmében az operdtor lényegében onadjungalt.

A Hermite-fliggvények alkotta bazisban a @) koordindta operatormatrixa a fenti alak,
igy tjabb bizonyitast kaptunk @) lényegében vald onadjungéltsagara. O
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4.6. Sturm-—Liouville-féle operatorok

Ebben a részben méasodrendii differencidloperatoroknak egy olyan klasszikus osztdlyat mu-
tatjuk be, amin a nemkorldatos operatorok elméletének alkalmazasa differencidlegyenletek
megoldasahoz vezet.

18. példa: Tekintsiik a C?[—1,1] tartomanyon értelmezett (Lf)(z) = ((z* — 1)f')
masodrendii differencidloperatort:

Ha p(x) = 22 — 1, akkor p(£1) = 0, és szdmoldsunk mutatja, hogy L szimmetrikus
operator. L sajatfiiggvényei az

(1—2)f" —2zf +Af=0 (4.6.15)

egyenlet megoldasai. FEzzel a differencidlegyenlettel mar talalkoztunk a Legendre-
polinomok kapcsén, lasd (2.8.31). Nevezetesen A = n(n+1) ésn € IN esetén az n-edfoki
Legendre-féle polinom egy megoldasa az egyenletnek. Mivel a Legendre-féle polinomok
bazist alkotnak, igy L a C%[—1, 1] tartomanyon lényegében 6nadjungalt. Az is kovetkezik,
hogy a tekintettdl kiillonb6z6 A-kra a (4.6.15) differencidlegyenletnek nincsen megoldasa.
O

Az f — (pf') + gf alaku differencidloperatorokat Sturm-—Liouville-féle
operatoroknak nevezik. A fenti L is ilyen alaku, és a kovetkezd példa is egy ilyen
operatort tartalmaz. A példa utan térink ra az altalanos Sturm-—Liouville-operatorok
spektralelméletére.

19. példa: Legyen D(Hp) = {f € C?[0,x], f(0) = f(w) =0} és Hp(f) = —f". A Hp

operdtor a 5. példa alapjan szimmetrikus az L?[0, 7] téren. Hp sajatfiiggvényei

fulz) = \/gsinn:c (neN).

Az ehhez a fiiggvényhez tartozé sajatérték n?. Mivel a f, fiiggvények egy bézist alkotnak
L?[0, w)-ben (lasd az 3. fejezet 26. példdjat), a Hp operdtor lényegében onadjungalt.

0 ¢ o(Hp), igy a korldtos inverz: H,' létezik, és egy kompakt operdtor. Ha
egy operator inverzét vagy altalanosabban véve rezolvensét integraloperatorként lehet
eléallitani, akkor annak magfliggvényét gyakran az operator Green-fiiggvényének ne-

vezik. Ha
(1-—7t)z, ha 0<z<y<m,
K(z,y) = .
(I1—7"'z)y, ha 0<y<z<m,

és

flz) = / K(z,9)9(y )dy—/o (l—ﬂ‘lw)yg(y)dy+/ﬂ(1—yﬂ‘l)xg(y)dyz

= WI/O ()dy+/0m g(y)dy+x/;g(y)dy,
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akkor vilagos, hogy f(0) = f(mw) = 0. Tovdbba

F@) = = [ syt agto)+ [ o) dy—agle)
i) = —g().
Tehét a K (z,y) magfiiggvénynek megfelels integraloperdtor Hp inverzét adja. U
Legyen 0 < p € C'a,b] és q € Cla, b] két valés fiiggvény. Ezek adjdk meg az
Lf=@f) +af (4.6.16)

differencidloperatort, amelynek D(L) értelmezési tartomanya az olyan kétszer folytonosan
differencialhaté komplex értékii f fiiggvényekbol all, amelyek eleget tesznek az

arf(a) +agf'(a) = 0, (4.6.17)

hatérfeltételnek. Az adott ay, as, by és by valds szamokrol feltételezziik, hogy |ai|+|az| > 0
és |b1| + |ba] > 0, més széval az a1 = ay = 0 és by = by = 0 eseteket kizarjuk. Ha az
osszes fenti feltétel teljestil, akkor L-et regularis Sturm—Liouville-féle operatornak
nevezziik L*[a,b]-n.

3. lemma: Ha f,g € D(L), akkor
d / /
fLg—gLf = —Ip(fg —gf)].
Valoban,
g) +afg—g(pf’) —afg =
[p(fg' —gf)] -

A lemmat annak belatasara hasznaljuk fel, hogy L szimmetrikus:

fLg—gLf = f(p
d
dx

(f.Lg)—(Lf g) = /ab%[p(fg’—gf')} dz =
= 2(0) [F(0)g'(®) — 9O)T (b)) -

Ha f,g € D(L), akkor

[T(G) f’(@}(al)zo {7(5) f’(b)}<b1)zo

gla) g'(a) ]\ a2 g(b) g'(b) ]\ b

a peremfeltétel alapjan. Itt a 2 x 2-es matrixokat nem 0 vektorokra alkalmazva kapjuk a
0-t, tehat a matrixok nem invertalhaték, determinansuk O:

F@)g'(@) - 9@ fTa) = o,
Fb)g'®) = g} F®) = 0.
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Ebbdl adédik, hogy
{f;Lg) = (Lf,9) =0
a fenti szamolasban, vagyis az L operator szimmetrikus.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy A = 0 nem sajatértéke az L operdtornak, és fi, fo €
D(L) linearisan fiiggetlen megoldasai az Lf = 0 (homogén) egyenletnek az (4.6.17) és
(4.6.18) kezdeti feltétellel. Az L operédtor inverzét egy K (x,t) magfiiggvénnyel fogjuk
megadni. fgy az Lf = g inhomogén egyenlet f megoldasa

F(a) = Lg(x) = / K (. t)g(t) dt

alakban all el6. A magfliggvény pontos alakja a kovetkezo:

7f2($)f1 *) ha a<t<zx

) p(w(t) - ’
K(z,t) = £ f() o (4.6.19)

ptw(t) ’ -

ahol w(t) = fi(t)f5(t) — fo(t) fi(t) a homogén egyenlet megoldasaihoz kapcsolddd, tn.
Wronski-féle determinans.

A leirt folytonos K (x,t) magfiiggvénnyel (4.6.19)-ben adott f fiiggvényen kiszamolva
az L operator hatasat g-t kapunk. Ezt nem nézziik meg részletesen, inkabb azt mutatjuk
meg, hogy hogyan juthatunk el a K (z,t) magfiiggvény fenti alakjihoz.

A differencidlegyenletek elméletében megszokott médon az Lf = g egyenlet altalanos
megoldéasat

f(@) = e fi(@) + o fo(x) + fo()

alakban keressiik, ahol f,(z) az Lf = ¢ (inhomogén) egyenlet egy partikuldris megolddsa
és f1, f> a homogén egyenlet linedrisan fliiggetlen megoldasai. A paraméterek varialasa
moédszer alapjan f,(z)-et

fo(x) = vi(2) fi(2) 4+ v2(2) fo(2)
alakban prébaljuk keresni. A vy(z) és va(x) egytitthaté fliggvényekre a
vy (@) fi(@) + vy(z) fa(a) = 0
potldlagos feltevést tessziik. Ennek haszna a

(@) = wvif] +vaf;
tulajdonsag, amibol
A RN Ay )

Behelyettesitve az Lf = h egyenletbe adédik, hogy

vi(pfy + D' f1 +af) +vfy + D' fs + afs) + p(ui fi + vhf5) = h.

Mivel f; és fy az Lf = 0 homogén egyenlet megoldasai, itt az elsé két tag eltiinik, és

h
vfituaf=2
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vi-re és vh-re egy linedris egyenletrendszeriink van, amit megoldunk:

bR @A)
a) = e ¢ YT e

Az 4ltaldnos elméletbdl tudjuk, hogy w(x) nem lehet 0 [a, b] egyetlen pontjdban sem. A
konkrét esetben megmutathatd, hogy

p(z)w(z)

allandé [a, b-n. Integralunk:
Ul(a:):—/ch(x)fQ(x) dz, v2(x):/ch(a:)f1(x) dz .
Végiil
Bo) = —ehile) [ 0RO e hla) [ b0 b=

= [ ch@hom d+ [ en@noned.

a x

Ha a K(z,t) Green-fiiggvényt a

_J oefolz)fi(t), ha a<t<ux,
K(z,t) _{ cfj(x)f;(t), ha z<t<b

képlettel értelmezziik, akkor

fy () = / K (2, )h(t) dt.

8. tétel: A K(x,t) Green-figgvénnyel mint magfigguénnyel adott T integraloperdtor
kompakt és onadjungadlt, sajatértéker eqy multiplicitdsiak.

Bizonyitds: T kompakt (rdaddsul Hilbet—Schmidt-féle), hiszen a K (z,t) magfiiggvény
folytonos, és ezért négyzetesen integralhatd. T = T* kovetkezik a magfiiggvény szim-
metriajabol.

T sajatfiiggvényei helyett L sajatfiiggvényeit is vizsgalhatjuk, ugyanazok, csak a meg-
felelo sajatértékek masok. Legyen Lu = Au és Lv = Av linearisan fiiggetlen u-ra és v-re.
A peremfeltételbdl

aju(a) + agu'(a) = 0,

aiv(a) + agv'(a) =

Ezért
ua) w(a) | _
v(a) '(a) |
ami ellentmondana a linedris fiiggetlenségnek. U

A regularis Sturm-Liouville-féle operatorhoz van sajatfiiggvényekbdl allo bazis, ezért
a 6. tétel alapjan megallapithatjuk, hogy L lényegében onadjungalt.
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4.7. A Laplace-operator

A Laplace-operator nagyon sok alkalmazasban el6fordulé differencialoperdtor. Altalanos
formaja
83:

=1
Spektralelméleti szempontbdl nagy kiillonbség van a teljes téren és a korlatos tartomanyon
tekintett operator kozott. A 19. példa az egydimenzidés Laplace-operatorrol szélt a
Dirichlet-féle peremfeltétellel. Az operdtor inverze kompakt. Korlatos tartomanyon a
Laplace-operator tobb dimenzioban is hasonléan viselkedik.

9. tétel: Legyen Q@ C R" sima hatdrral rendelkezd korldtos tartomdny. A Ap Laplace-
operdtor a kétszer folytonosan differencidlhato és a Dirichlet-féle peremfeltételnek eleget
tevd fligguények terén lényegében dnadjungdlt operdtor. Ap lényeges spektruma tres és
rezolvense kompakt.

A Green-formulabdl kovetkezik, hogy a tételben szereplé Dirichlet-féle Ap
Laplace-operatorra (f,Apf) < 0, ezért Ap sajatértékei negativak. A sajatértékek
explicit meghatarozasa csak néhany esetben lehetséges, a numerikus meghatarozas sem
konnyti. Példaul, ha Q a kétdimenziés egységkor (lemez), akkor numerikusan a A\ =
—b5,784, Ao = —14,684, \3 = —14,684, \y = —26,378, A5 = —26, 378, \g = —30,470 stb.
értékek adédnak.!?

A Neumann-féle Laplace-operatorra hasonlé tétel igaz.

A Laplace-operatorok spektralelmélete bizonyos parcialis differencidlegyenletek
megoldéaséara is haszndlhaté. Tekintsiik a

Af=g és flo2=0

feladatot egy adott g fiiggvénnyel a korlatos sima hatarral rendelkezé €2 tartomanyon,
f az ismeretlen fiiggvény. A peremfeltétel mutatja, hogy a feladat a Dirichlet-féle Ap
Laplace-operétorra vonatkozik. Ha K(z,y) a megfelel6 Green-fliggvény, akkor

flz) =Aplg = / K(z,y)g (4.7.20)

Egy masik lehetoség a feladat megoldasara a sajatfiiggvények szerinti sorfejtés. Le-
gyen h, a Ap operdtor sajitfiggvényeibdl allé bazis L?(Q2)-ban. Ekkor g = Y cnhy,
egyliitthatok valamely ¢, sorozatdra. Az f megoldast f =) a,h, alakban keressiik. Ha
Aph, = \,h,, akkor, akkor az ismeretlen a,, egyiitthatokra a A\,a, = ¢, feltételeknek kell
teljesiilni, tehat a, = ¢,/ A,

20. példa: (A harmonikus oszcillitor) A kvantummechanikéban az egy dimenzids
harmonikus oszcillator energia (vagy Schrédinger-) operétora

(Hf) () =—f"(z) + w2 f(2)

alaku.? (Ertelmezési tartomanynak az S(IR)-teret vehetjiikk.) H maga egy Sturm-—
Liouville-féle operator, szinguldrisnak mondjak, mert nem véges intervallumon van véve.
Kozvetlentil ellnorizhetd, hogy H szimmetrikus. Sajatfiiggvényeinek felderitéséhez a

Hf = \f
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differencidlegyenletet kell megoldani. Ez a véltozdk transzformaldsaval (x helyébe /wz,

A helyébe w))

2
T2
alakot 6lti, majd a f(z) = e " /2g(z) helyettesitéssel a

+ 22 f = \f

g"—2xg +(A—1)g=0

Hermite-féle differencidlegyenlethez jutunk, amelynek megoldasa A = 2n + 1 esetén a
H, (z) n-edfoki Hermite-polinom, ldsd (2.8.37).

on(z) = conHy(vwz) exp ( — wr?/2) (n=0,1,2,...)

a ¢, normaldsi konstansok alkalmas vélasztasdaval egy sajatfliggvényekbol allo béazis az
L2(R) térben. Igy a H operétor lényegében onadjungélt (vesd ossze a 6. tétellel). A
on(z) fiiggvényeket az w = 1 esetben Hermite-fiigguényeknek nevezik. (Néhany Hermite-
fiiggvény grafikonjit a 3. fejezetben &bra is mutatja.)

A tovabbiakban a w =1 egyszertisitéssel éliink. Annak ellenére, hogy H szingularis
Sturm—Liouville-féle operator, a regularis esethez hasonléan létezik kezelheté6 Green-
fiigegvénye. H-nak a 0 nem sajatértéke, igy a H ' operdtort eléallithatjuk magfiiggvény
segitségével. Legyen

1 ? + y?
—= €X
U o\ T

1 2 2
_ﬁexp (:1: ;y )(I)(y)q)(x), ha y <z,

ahol ®(z) = [* e " dt (lényegében egy Gauss-eloszlds eloszlasfiiggvénye). Tobb-
kevesebb szamolassal adédik, hogy

) Ba)d(y), ha ¢ <y,
g(z,y) =

H f() = / " gley) i) dy .

pontosabban
ha) = [ alw)fwdy esevén Hh— g

folytonos f € L*(IR) fiiggvényekre. Tehét a folytonos szimmetrikus g(z,y) fliggvény a H
operator Green-fiiggvénye. Megfelelo becslések segitségével kozvetleniil igazolhatd, hogy

// |g(:c,y)|2d:cdy < +00.

Mivel H spektralis el6allitdasat ismerjik, és tudjuk méar, hogy g(z,y) Green-fiiggvény, egy
masik utat is jarhatunk:

/ g9(x,y) ] dedy = 9(2, Y)n(@) P (y) dady

_ Zy@n,H o) Zﬁ
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A kapott sor evidens médon konvergens (6sszege m2/8).
A kétdimenzids harmonikus oszcillator Schrodinger-operatora (a forgdsszimmetrikus

esetben)
(1)) = = (3 + 5z ) Foao) + 02 ) ),

A ¢, (7)om(y) alaki fiiggvények bazisat adjak L2(IR?)-nek, ha n,m € ZZ". Az egydi-
menzids oszcillatorrél elmondottakat felhasznalva

Hypn(2)om(y) = (2n + 2m + 2)on(2)pm(y) -

fgy H, sajatértékei 2,4,6,.... A 2 sajatérték kivételével tobbszoros multiplicitastak: 2k
multiplicitasa, annyi, ahanyféleképpen k — 1 el6dll nemnegativ egészek Osszegeként, ez
éppen k.

A fizikai interpretaciéban a sajatértékek energiaszinteket jelentenek. A legkisebb 2
sajatértékhez egyetlen sajatfliggvény tartozik, ez adja a legkisebb energiaji, ugynevezett
alapallapotot. A 4 sajatértékhez mar két sajatfiiggvény tartozik, ¢1(z)@o(y) és
wo(x)p1(y). Ez az energiaszint mar ,,degenerdlt”. Magasabb energiaszinteken a dege-
neraltsag még nagyobb. U

21. példa: (A hidrogénatom) A protonbdl és elektronbdl allé hidrogénatom energia-
operatora

2 2 2

h h
Hf(x,y) = ——A.f(z,y) — Z—mQAyf(xvy) - Iz —y]|

2m1
az L?(IR®) Hilbert-téren. Fizikailag H elsé tagja az m; tomegii és e toltésii pro-
tonnak, a masodik az mo tomegli és —e toltésti elektronnak, a harmadik pedig a
Coulomb-kolesonhatasnak felel meg.'* H értelmezési tartomanyénak a gyorsan csokkend
fiiggvények S(IR®) terét tekinthetjiik. Célunk az, hogy beldssuk: H lényegében 6nad-
jungalt.
Az

flz,y)  (z,y e R?)

miT + Moy
U=— v=y—ux
mi + Mo
transzforméciét hajtjuk végre. (u a tomegkdzéppont helye, v pedig az elektronnak a
protonhoz viszonyitott helyzete.) A transzformdcié Jacobi-determinansa 1, igy L?(IR°)-
nak egy U unitér operatorat indukélja. (E tény részletesebb targyaldsa megtalalhaté az

3. fejezet 26. példdjaban.) U a Schwartz-teret 6nmagaba képezi.

h2 h2 2

€
U*HUQ(U, U) = - Aug<u7 U) - ﬂAng“Lv U) - mg<u7 U) )

2(m1 —+ mg)

ahol p = myms/(my+msy). A transzformacié matematikai jelentésége az, hogy a vizsgalt
operator egy olyan Osszegre bomlik, amelynek egyik tagja csak az u valtozdéban, méasik
tagja (amely valdjaban a fenti mésodik és harmadik tag Gsszege) a v valtozéban hat. A
véltozékat sikeriilt szétvalasztani, ami azért elényds, mert ha a L?(IR°) teret az L?(IR*) ®
L?(IR?) tenzorszorzattal azonositjuk, akkor

U*HU:Hl®ld2 —|—1d1 ®H2,



4.7. A Laplace-operator 149

ahol H, az u valtozoban hato Laplace-operator konstansszorosa és

h2 62
Hyg(v) = —5—Ag(v) — 7—=g(v) .
2p ]
A Laplace-operatorrél tudjuk, hogy lényegében énadjungalt S(IR?*)-on, és ki fogjuk mu-
tatni, hogy Hy is az. FEz elegend6 ahhoz, hogy U*HU lényegében onadjungalt legyen
S(IR?) ® S(IR*)-on. Ezt a kijelentést itt bizonyitéds nélkiil elfogadjuk, valéjaban a kovet-
kezo eredményt hasznaljuk. Ha Di-en H; 1ényegében 6nadjungalt, és Dso-en Hy 1ényegében
onadjungalt, akkor H; ® idy + idy ® Hs 1ényegében onadjungalt lesz a

{f®g:feDy,geDy}

vektorok altal feszitett altéren. Esetiinkben D; = D, = S(IR?), és az f(u)g(v) fiiggvények
altal feszitett altér része S(IR®)-nak. Ezen U*HU tehét lényegében 6nadjungalt. Mivel
U invaridnsan hagyja S(IR®)-ot, maga H is lényegében énadjungalt lesz.

H;-16] tudjuk, hogy folytonos a spektruma. Fizikailag ez a tag adja az atom (azaz a
proton és elektron témegkozéppontja) haladé szabad mozgédsénak a folytonos energidjat.
H, a tomegkozépponthoz viszonyitott relativ mozgas energiaja, amiben nem az elekt-
ron valédi my tomege, hanem a tomegként megjelend p mennyiség szerepel, redukalt
tomegként is emlegetik. Hy-r8l ki fog deriilni, hogy van olyan bézisa az L?(IR?) térnek,
amely sajatvektoraibdl all, s6t, ami joval tobb Hy kompakt.

Ujabb koordinata-transzformaciét hajtunk végre, attériink térbeli polarkoordinatakra.
A transzformécié mogétt most is egy unitér operdtor all, V : L*(R*) — L*(IR" x
S2, drdS),

(Vf)(’f‘, 0, gp) = Tf(x) )
ahol x1 = rsinfcosp, xo = rsinfsinp, x3 = rcosf és v = (x1, T, x3). d) a gdmbfeliile-
ten a felszin szerinti integralast jeloli.

L B TO (00 1 o (. o 1 0% e
VEV™Y = 2ur? [E <T E) * sin 0 90 <sm@%) * sin298—<p2} a 7¢’ (47.21)

amiben megjelenik a 4.5.12 példa A differencidloperatora. Az egyszeriiség kedvéért
attériink olyan egységekre, hogy h = 1,e? = 2 és 1 = 1/2 legyen. Ekkor:

r
r2 Or or roor2

Az L*(RY x 82, drdY) tér szorzatra bonthaté, L2(IR") @ L?(S?,dQ)). A L?*(S?,dRQ) téren
hato A operator spektrélis felbontdsa ismeretes: Minden [ nemnegativ egész szdmhoz
van egy H; sajataltér, amit az Y}, gombfiiggvények feszitenek ki, |m| < [. Tehat H,
dimenzidja 21 + 1. A megszoritva H;-re —I(l 4+ 1)-gyel valé szorzasként viselkedik. Ha

U(r,0,p) € L*(RY) @ H,, akkor

K :=VH,V* = 19 ( 23) EENENY (4.7.22)

10 0 2 1
Kb=——2 (22 - 201l +1) =0
v r20r (T 8'/’) 4 le‘f‘ (t+ )TQw
Legyen K; := K|L*(R") @ H;. A Kpp = Ev sajatfiiggvény egyenlet 1 megolddsat

1 = R(r)Y;,(0, ¢) formaban keressiik. Ekkor a radialis R fliggvényre a

—7128% (ﬁ%) R(r) — %R(r) +1(1+1) !

r2

R(r) = ER(r)
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differencialegyenletet kapjuk, amiben E egyel6re meghatarozatlan valés szam. Az egyenlet
egyszertisodik az u(r) = rR(r) valtozéban:

u"(r) + (E + % _ 1)) u(r) =0, (4.7.23)

r2
ugyanis

8 2 8 _ "

o <T E) R(r) =ru"(r).

Az (4.7.23) egyenlet analizisét nem részletezziik. Négyzetesen integralhaté megoldasa
akkor van, ha az F szdm —1/n? alaki, n € IN, és | < n. Az egyenlet megolddsa egy v(r)
fiiggvény bevezetésével torténik, legyen u(r) = e "/"r*1u(r). Ekkor

2

d“v
t— 204+2 -t
o T2+ )

dv

dt+(n—l—1)v:0,

ahol ¢t = 2r/n. A kapott egyenletet Osszevethetjiik a 3. fejezet (2.8.40) egyenletével.

a=2l+1ésn—1—12>0egész szam. A megoldds Lfflr_l)l(t) és a radialis sajatfiiggvények

_ 2r ! 2r
Ry(r) = cpe™ " (;) L (—) (4.7.24)

n

¢ @ normalizalo konstans, értéke az

/TQRZI(T) dr =1

feltételbdl szamolhaté. (Ez az egyenlet sajnos kiilonbozik (2.8.41)-t6l, de azért a Laguerre-
polinomokra vonatkozé rekurzié segitségével arra visszavezetheto.)
A K, operator sajatértékei hagyomanyos egységekben a

pie?

E,=—-_
2n2h?

(n € IN) (4.7.25)
szamok, | < n. A megfelel6 sajatfiiggvények teljes rendszert alkotnak, mert rogzitett I-re
R, teljes rendszer. (Utébbi egy nem részletezett allitds.) Ezért K spektrélis eloallitasat
ismerjik. K; egy kompakt onadjungdlt operator. Sajatértékei véges multiplicitasuak,
pontosabban 2/ + 1 mindegyiknek a multiplicitasa, és a 0-hoz tartanak.

A K, operatorokbol 6sszerakjuk magat a K operatort. Ez is egy kompakt énadjungalt
operator (4.7.25) sajatértékekkel és

Ry (r)Yim (0, ),

sajatfiggvényekkel. Rogzitett n-re [ lehetséges értékei [ = 0,1,2,...,n — 1, és |m| < L.
Az E,-hez tartozd sajataltér dimenzidja

n—1
ZZZ +1=n2.
=0

A sajatfiiggvények mind
Ceir/npl (T)pQ ('Ta Y, z)ril
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alakuak, alkalmas C' éllandéval, egyvaltozdés p; polinommal és haromvéltozos p, polinom-
mal. Ezért gyorsan csokkeno sima fliggvények.

Az n,l,m paramétereket a fizikdban f6kvantumszamnak, mellék-
kvantumszamnak, ill. magneses kvantumszamnak nevezik. Az FE, értékek
kiszamitasa és a mért spektrummal valé megegyezése a kvantumelmélet elsé gyozelmei
kozé tartozott 1925-26-ban. U

4.8. Egyparaméteres unitér csoportok

Egyparaméteres unitér csoportokkal mar taldlkoztunk a 3. fejezetben. Lattuk, hogy
adott korlatos 6nadjungdlt A operatorra U(t) := exp(itA) olyan egyparaméteres unitér
csoport, amelyre a t — U(t) megfeleltetés normaban folytonos. Most ennél enyhébb
folytonossagi kovetelményt tesziink. A csoport er6s folytonossaga az so topologidban
valé folytonossagot jelenti, azaz

t— U(t)x

folytonos minden x Hilbert-tér vektorra. (Erdemes megjegyezni, hogy a 3. fejezet 24.
példaja szerint az erds folytonossag az Osszes t — (y, U(t)z) fiiggvények folytonossagaval
egyenértékii.)

A Stone-tétel kolesonosen egyértelmii kapcsolatot allapit meg az onadjungalt
operatorok és a folytonos egyparaméteres unitér operatorcsoportok kozott.

10. tétel: (Stone-tétel) Legyen U(t) € B(H) egy erdsen folytonos egyparaméteres
unitér csoport. Ekkor létezik eqy A = A* onadjungdlt operdtor, amelyre U(t) = exp(itA).
Bizonyitas: Legyen
U(s)—1
Az := lim Lx (4.8.26)
s—0 1S

azon x© € H vektorokra, amelyekre a hatdrérték (normédban) létezik. Ezt az A linedris
operdtort a csoport generatoranak nevezziik. El6szor megmutatjuk, hogy a generdtor
D(A) értelmezési tartomanya siri halmaz.

Legyen

Dy = {xf ::/f(t)Utxdt cx € H, fGC'gO(]R)} :

Itt a folytonos (és kompakt tartéja) ¢t — f(t)Usx vektorértéki fiiggvény integraljat a
kovetkezoképpen értjitkk. Rogzitett x € H-ra

F, :yr— /(f(t)Utx,w dt

egy korlatos linedris funkcional, igy a Riesz reprezentécios tétel szerint 1étezik egy zy € ‘H
vektor, amelyre

@ﬁw:/umewﬁ.

Mivel
Ew < [ 1OVl <ol [ 1700 .
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azt kapjuk, hogy
WMS/W@MMﬁzmﬂﬂﬂmﬁ

Legyen j. az approximativ egység az 3. fejezet 5. példajabol. Ekkor
o =aill = || [~ Dear] < [iwiw - el ar <
< [adxswl|U - Dal s e <t <) =
= sup{[|(U; — Nzf| - —e <t < e}

barmilyen = € H vektorra. A jobb oldal tart 0-hoz U (t) feltételezett folytonossaga alapjén,
igy € — 0 esetén z;, — x. Ez mutatja, hogy a Dy halmaz stirt.

Us—1

18

r= i [0t o -vea = [ =200,

(Az integrandus norméjénak van integralhaté majoransa, hiszen f kompakt tartéji.) Az
s — 0 hataratmenettel kapjuk, hogy

Nevezetesen, Dy C D(A). Réadasul a Dy halmazon pontosan ismerjiikk az A generator
hatasat.

Legyen Ay := A | Dy. Célunk most az, hogy bebizonyitsuk, hogy Ay lényegében
onadjungalt.

Ha T} az eltolds csoport L?(IR)-en, ldsd a 32. példdt a 3. fejezetben, akkor konnyen
ellenérizheto, hogy

U(s)xy = xp—sy €s AgU(s)z =U(s)Apz,

minden z € Dy-ra.
Kiszamolhato, hogy
(Agzg, xg) = (x5, Aozg)
minden f, g € C§°(IR) esetén (parcidlis integralds). Tehdt Ay szimmetrikus. A lényegében
onadjungalt tulajdonsig igazolasahoz a 5. tételt hasznaljuk fel.
Legyen y € D(Af) és tételezziik fel, hogy Afy =1iy. Ekkor

d <y dU (s)

U2 = (9.5

a ) = S U V() = (U ()2)

érvényes minden z € D, vektorra. Ez egy differencidlegyenlet, aminek megoldasa

(y,U(s)z) = (y, z)¢’

az U(0) = I-b6l adédé kezdeti érték miatt. Mivel ez s-nek korlatos fliggvénye kell, hogy
legyen, (y,z) = 0 kell, hogy teljesiiljon. Mivel z € Dy tetszdleges volt, y = 0. Hasonl6an
lathato, hogy Ajy = —iy ugyancsak az y = 0 esetben lehetséges. Az idézett tétel szerint
Ag lényegében onadjungalt.
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Jelolje B Ay onadjungélt kiterjesztését, azaz B = Ay. Be kell latnunk, hogy U(s) =
e'*B amit abban a formdban ériink el, hogy y(s) := U(s)z — e'*B2z azonosan 0 minden
z € Do-ra. y(s) els6 tagja differencidlhat6

d

%U(s)z =1AgU(s)z .

el *Bz differencidlhatésdgdhoz 2z € D(B)-ra és a Lebesgue-féle konvergenciatételre van

sziikségiink:
2 isA _ 1 2

(e'*B — Iz e

— Bz|| = — Al d{z, E(-
| = [ (= B()2)
az integrandus 0-hoz tart, ha s — 0 és
is>\_1
c —)\) < 2|
is

biztosit integralhaté majordlé fiiggvényt, ugyanis

[ Eatz ()2 < oo

a spektraltétel szerint ekvivalens z € D(B)-val, ami feltevésiink szerint fenndll.
e'*Bz differencidlhaté a 0-ban, és igy mindeniitt

4,
ds

Most differencidljuk az |ly(s)||? fliggvényt:

1sB, — i Be'*B7 .

SO = L0069 = () 0660 ) + () vto) ) =

= 2 (Suhl9) -
= 2Re(iAg(U(s) — €*F)z, (U(s) — €'*F)2) ,

ami 0, mivel Ay szimmetrikus. Ez az y(0) = 0 kezdeti érték miatt azt jelenti, hogy
y(s) =0.

Hatra van még B egyértelmiiségének igazoldsa. Induljunk ki az U(s) = e'*8 és B =
[ ANdE()) osszefuggésekbdl! Kiszamoltuk, hogy = € D(B) esetén e''Pz differencidlhatd,
ezért D(A) D D(B). A forditott tartalmazashoz legyen x € D(A) és

eist -1

1s

fi(t) =

lim, o fs(B)x := y létezik, ez csupan atfogalmazésa a © € D(A)-nek. Az integrél

J 150 dte. B2

véges kis s-re, példaul < ||y]|> + 1, | fs(A)|> = |A]* amint s — 0. A Fatou-lemma szerint

/ AR de, B()a)(N) < g2 +1,
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tehdt © € D(B). Az A = B konkluzi6 természetesen B egyértelmiiségét mutatja, és azt

is, hogy B a generator. U
A Stone-tétel bizonyitasdbdl kiolvashaté egy hasznos észrevétel, amit lemmaként fo-

galmazunk meg:

4. lemma: Legyen D, olyan stirii halmaz az Uy = €*4 erdsen folytonos eqyparaméteres

csoport A generdtordnak értelmezési tartomdnyaban, amely invarians minden U unitérre.

Ekkor A lényegében dnadjungdlt a Dy értelmezési tartomdnyon. O

Alkalmazzuk ezt a T, eltolds csoportra a H = L*(IR) téren. Az S(R) Schwartz-
tér stirtt L?(IR)-ben, és invaridns az eltolasokra. Ezért a P generator, ami az f + if’
differencidloperétor, lényegében énadjungélt S(IR)-en.

22. példa: f € L*(IR) esetén legyen
(Do f)(x) = e/2f(elx) (teR). (4.8.27)

Ekkor egyszerii helyettesitéses integraldas mutatja, hogy a linearis D; operdtor unitér:
(Di.Dwg) = [ ) glen) da =

= /?(y)g(y) dy = (f,9) .

Konnyen ellendrizhet6, hogy D, Dy = D,y s, tehdt D, egyparaméteres unitér csoport. Foly-
tonossaga azt jelenti, hogy

lg%<f, Dtg> = <f7 g> )

amit elegend6 abban az esetben beldtni, ha f és g egy teljes rendszerbdl van, példaul
legyen f és g kompakt tartéju folytonos fiiggvény. Ilyenkor

[F@egetayde [Tyl da,

hiszen az integréalas véges intervallumon torténik, és alkalmas konstans fliggvény majoralja
az f(z)et?g(etx) integrandust. Megallapithatjuk, hogy D; folytonos egyparaméteres cso-
port, és célul tlizziik ki generatoranak meghatarozasat.

D, onmagéba viszi a kompakt tartéju sima fiiggvények halmazat, ami ezért magja az
A generatornak. Legyen f és g most ilyen fiiggvény.

1d 1 1
~ZUfD = _(f = ! )
ChD)| = 5e) + g (2)x)
Tehat (Ag)(z) = —5g(x) —ig'(z)z a generdtor. Mint ilyen szimmetrikus, és a kompakt
tartéju sima fliggvények invarianciaja miatt lényegében onadjungalt.

Erdemes megjegyezni, hogy a 6. példa @) és a 11. példa P differencidloperatoraval
kifejezve

Af = %(PQ +OP)f. (4.8.28)
U
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23. példa: (A diffuzié félcsoport) Az L*(IR") Hilbert-téren a

T @) = s [ o0 (<50 rdy (4.8.29)

képlet egy T} operatort ad meg, t > 0. T} egy integrdl operdtor, amelynek magfiiggvénye
F,(x —y), ahol

2
z
N E

Fi(z) = 2 e

F; egyébként egy n-t6l fiiggd konstans szorzétdl eltekintve egy 0 varhatéd értéki és 2¢1,
kovariancia métrixti normalis eloszlas stirtiségfliggvénye. T; f-et konvolicioként is irhatjuk:

Tif=Fxf.

Ennek elonye, hogy a normadlis eloszlasok F; x Fy = F;,, tulajdonsagat haszndlva arra

jutunk, hogy
,I‘t'Ts:,I‘t—i—s (t78>0)7

tehat T; egy operator félcsoport.
A Fourier-transzformdciét hasznédljuk fel annak megmutatédséra, hogy ||T;]] < 1 és T;
so-folytonos (t-ben).
F(Iif) = F(Fy = f) = F(F) - F(f).-

A FT,F~! operdtor nem mas, mint az
F(E)(x) = e

fiiggvénnyel valé szorzds operator. Ebbél latszik, hogy ||T3|| < 1 és az so-folytonosség is
kovetkezik.
Miutdn az —||z||? fliggvénnyel valé szorzds operator a Laplace-operator Fourier-

transzformaltja,
T, = e, (4.8.30)

A T, félcsoportot hévezetési vagy diffiiziés félcsoportnak is szoktak nevezni. Ennek
oka a hasonld elnevezésti parcialis differencialegyenlettel valé kapcsolat. Ha

[z t) = (Tig)(x),

akkor 9
5 (@) = (Ae'2g)(x) = Af(x.1),
f(@,0) = g(=),
Tig a g(x) kezdeti értékhez tartozé diffiziés feladat megoldésat szolgaltatja. O

4.9. Gyakorléfeladatok

1* Legyen A, korlatos onadjungalt operatoroknak olyan sorozata, hogy A,z — Az a
Hilbert-tér minden z vektoran. Legyen P, (ill. P) az A, (ill. A) grafjara mint zart
linedris altérre vetito projekcié. Igazoljuk, hogy P, ** P.



156 4. Nemkorlatos operatorok

2M Legyen T egy sfirfin értelmezett zart operdtor! Igazolja, hogy A € o(T') akkor és

csak akkor, ha A € o(T*).
3M Igazolja, hogy UT zart operator, ha U unitér és T zart.
4M Tgazolja, hogy a 4. példa T, operatordnak spektruma a teljes komplex sik.

5M Legyen U egy unitér és T egy lezdrhaté operator. Igazolja, hogy UTU* lezarhato.

6M Legyen A olyan 6nadjungalt operdtor, amelynek spektruma IR™-ban van. Milyen
kapcsolat van A, A? és A'/? értelmezési tartomanya kozott?

7M Legyen A 6nadjungdlt operdtor és B korldtos énadjungélt operdtor. Igazolja, hogy

A + B o6nadjungalt.

8M Igaz-e, hogy lényegében énadjungalt operdtorok osszege is ilyen?

9M Keresse a (4.6.15) Legendre-féle differencidlegyenlet megolddsat ag+ayz+. . .+a,z"
alakban, és mutassa meg, hogy csak abban az esetben van polinom alakt megoldés,
ha A\ = k(k + 1) valamely k természetes szamra.

10M Legyen D(A) = {f € C?0,1] : f(1) = €f(0)}, ahol § € IR egy rogzitett szam.
Igazolja, hogy az Af =1 f’ operdtor lényegében 6nadjungalt.

11. Legyen D(A) = {f € C*(R") : f' € L*(R")}. Igazolja, hogy az Af =i f’ operdtor
szimmetrikus és nincs onadjungélt kiterjesztése.

12. A kétdimenzids anharmonikus oszcillator Schrodinger-operatora

(Haf)(o0) = = (55 + 50 Ho) + 3 w,) + i (o)

alaki. Ertelmezési tartoménynak a C°(IR?)-teret valasztjuk. Igazolja, hogy H,
lényegében 6nadjungalt. (Utmutatds: Vezesse vissza a problémat az egy dimenzids
esetre.)

13. Szamolja meg, hogy a haromdimenziés gémbszimmetrikus harmonikus oszcillator
negyedik sajatértékének mennyi a multiplicitasa.

14M Tgazolja, hogy ha A pozitiv énadjungalt operéator, akkor ()7, D(A™) siirii altér.
15M Igazolja, hogy minden szimmetrikus operdtor lezdrhaté.

16. Legyen A az egységnégyzeten vett Dirichlet-féle Laplace-operdtor, amelyet a
kétszer folytonosan differencidlhaté és a peremfeltételnek eleget tevo fliggvényeken
értelmeziink. Igazolja, hogy A lényegében onadjungalt. Mi A lényeges spektruma?

17. Mi az el6z6 feladat A operdtoranak Green-fiiggvénye?

18M Adja meg a c,, sorozatot 1igy, hogy a ?(IN) téren a §,, — ¢, 0, utasitdssal értelmezett
szorzasoperatornak 3 a lényeges spektruméban legyen, de ne legyen sajatérték.
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19M Van-e olyan ¢, sorozatot, hogy a £2(IN) téren a §, — c,0, utasitdssal értelmezett
szorzasoperator lényeges spektruma a [0, 1] intervallum legyen?

20. Igazolja, hogy egy onadjungalt operator lényeges spektruma zart halmaz.
21M Igaz-e, hogy egy kompakt onadjungdlt operdtor lényeges spektruma iires?

22M Tegyen A egy pozitiv onadjungalt operator és x € D(A). Mutassa meg, hogy
x € D(A?), ha z olyan komplex szdm, amelynek valds része (0, 1)-ben van. Igazolja,
hogy a z — (x, A*z) fliggvény analitikus az el6bbi 2z szamok tartoményén.

23M Az L*(—m, m) Hilbert-térben stiriin értelmezziik a H(f) = —f” operatort a kétszer
folytonosa differencidlhaté és az f(—n) = f(m) és f'(—m) = f'(7) peremfeltételnek
eleget tevo fiiggvényeken. Igazoljuk, hogy H lényegében onadjungalt. Mi H spekt-
ruma?’

24. Legyen H az L*(IR) tér elegendben sima fiiggvényein értelmezett olyan operator,

amelyre
92 92 92
Hf =—a—f—2b —c—f.
/ o2 &xayf C@yQ
Adjon meg sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy a H operdtor a valtozok alkal-
mas linedris transzformacidjaval H = —A alaktuva legyen.

25M Tegyen () > Ao(Q2) > A3(Q) ... az Q C R™ tartomdnyhoz tartozé Dirichlet-
féle Laplace-operator sajatértékeinek a sorozata. Ismeretes, hogy € C € esetén
A () < N\ (Q). 1° Hasznalja fel ezt a tényt az egységgombhoz tartozé operédtor
sajatértékeinek becslésére, és mutassa meg, hogy rezolvense Hilbert—Schmidt-
operator.

26. Igaz-e, hogy az L*(IR) Hilbert-tér kompakt tartéji végtelen sokszor differencialhaté
fliggvényein értelmezett T := —d?/dx? operator 1ényegében onadjungélt?

27M Mutassa meg, hogy a (4.1.1) exponencialis vektorok linedrisan fiiggetlenek.

28M Legyen A > 0 egy 6nadjungalt operator. Igazolja, hogy ha A lényeges spektruma
iires, akkor (I + A)~! kompakt operator. Igaz a megforditds is?

29. Mutassa meg, hogy a T := —d?/dz?* operdtor L?[0, 1]-en az f(0) = 0és f(1) = 2f'(1)
peremfeltételekkel szimmetrikus. Ellenorizze, hogy az operator Green-fiiggvénye a

kovetkezd:
%_Fﬂ—g%y—l—x, ha 0 <z <y,
Glzy)=1 , |,
SE4 M- =ty ha 0<y<uw

30M Keresse meg L*[0,1]-en az f(0) = 0 és f/(1) = 0 peremfeltételekkel vett T :=
—d?/dx? operdtor Green-fliiggvényét.

31. Adjon elemi bizonyitast a Stone-tételre, ha a Hilbert-tér egydimenzids.
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32M Legyen U(t) er6sen folytonos egyparaméteres unitér csoport a # Hilbert-téren. Ke-
ressiink olyan f € ‘H vektorokat, amelyekre a ¢t — U(t)f vektorértékii fiiggvénynek
van analitikus kiterjesztése a teljes komplex sikra. (Utmutatés: Induljunk ki az
infinitezimélis generator spektralis el6allitasabol.)

33. Mutassa meg az L*(IR) szokdsos P operatordnak métrixdt a Hermite-fiiggvények
ortonormalt bézisara vonatkozdan.



5. A kvantum-
mechanika axiomai

A kvantummechanika ma is altaldanosan elfogadott axiémait a XX. szazad 20-as éveiben
Neumann Janos fogalmazta meg.'® Az axiémdk szerepe nem olyan, mint a matema-
tikdban altalaban, hanem anndl ,,puhabb”. Kiindulépontként szolgalnak, de bonyolultabb
modellekben csak korlatozottan érvényestilnek.

Neumann Jéanos (1903-1957)

Neumann Jénos, aki az Egyesiilt Allamokban valé letelepedése utdn John
von Neumann néven publikdlt. Nem csupan a szamitégép uttordje, ha-
nem a kvantummechanika matematikai megalapozdja és nagyon sok mate-
matikai elmélet megalkotdja. Erettségi utan Ziirichben kémiat tanult, és
vegyészhallgatoként tObbszor megtartotta az akkor mar vilaghirt Hermann
Weyl matematika el6adésait, amikor ¢ kiilféldre utazott.

159
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5.1. Allapotok és dinamikai valtozdk

Az allapot a rendszeren végrehajtott manipulaciok, mas rendszerekkel valé kolcsonhatés
és onfejlodés eredménye. FEgy fizikai allapotot létrehozé manipuldciok folyamatat az
allapot preparalasdanak mondjuk. Két allapot azonos, ha létrejottiik lényeges koriillményei
megegyeznek. Ha a mérokésziilék kolecsonhatdsba kertil a rendszerrel, és egy szamot leolva-
sunk a késziilék skalajan, akkor egy dinamikai valtozét mériink. Dinamikai valtozé he-
lyett az obszervabilis vagy mérheto fizikai mennyiség kifejezéseket is hasznaljdk. Utobbi
félrevezeto lehet, mert példaul a homérséklet nem mérheté mennyiség, azaz nem dinami-
kai valtozo ebben az értelemben. Ugyanakkor dinamikai valtozok a részecske helye, se-
bessége, spinje, energidja stb. Az allapot, a dinamikai valtozo és a mérés az axiomatikus
felépitésben alapfogalmak, tehat formalisan definidlva nincsenek. A fenti magyarazatok
csak érzékeltetésre szolgalnak.
A tradiciondlis kvantummechanika els6 posztulatuma a kovetkezo:

(A1): Minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy komplex szeparabilis Hilbert-
tér, a rendszer allapotai a Hilbert-tér sugarainak feleltethetok meg.

Sugar alatt egydimenzids alteret értiink, ami egy vektorral adhaté meg. A vektor
hossza nem lényeges, de dltalaban egységvektorral dolgozunk, amit allapotvektornak is
neveznek. Két konstans szorzoban kiillonbozé allapotvektor, ugyanazt a sugarat hatarozza
meg. Az e'¥ konstans szorzét fazisnak is szoktdk nevezni.

Egy (legegyszer(ibb) dinamikai valtozohoz tartozik allapotoknak egy {¢;} halmaza.
Ezek a valtozd sajatallapotai. Amikor a ¢ allapotban 1év6 rendszeren mérést hajtunk
végre, akkor az a mérendo obszervabilis valamely sajatallapotdba ugrik. Ez a valtozés
sztochasztikus, a ¢ dllapotbdl a ¢; dllapotba ugrasnak csak egy P(¢, ¢;) valésziniiségérél
beszélhetiink. Ha a kezdeti preparalt dllapot torténetesen sajatallapot, akkor ugras nem
kovetkezik be, azaz

P(¢i¢)=0 ha i#j é Plond)=1:.
A kvantummechanika szerint altalénosan

P(¢, ) = [{olv)|*. (5.1.1)

Amennyiben {¢;} egy ortonormalt bézis, akkor

//////

valdszintiségének Osszege 1.)

(A2): Minden dinamikai valtozé egy onadjungdlt operatorral adhaté meg. Az > . NP,
spektralfelbontasi A dinamikai véltozét a ¢ &allapotban megmérve a mérés
eredménye (¢, P;¢) valdszintiséggel lesz \;. (P-k paronként ortogondlis projekcidk,
Osszegiik az identitds.) A mérés varhaté értéke

Z Ai(d, Pig) = (¢, Ag).
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Az altalanos esetben az A 6nadjungalt operator spektralis eloallitdasa

A:/)\dEA,

ahol E az un. spektralmérték, egy projekcié értékii mérték, IR részhalmazain. E tartdja
A spektruma, a A C IR halmazhoz tartozé spektralis projekcidra az E4(A) jelolést
hasznaljuk. Annak a valdszinlisége, hogy a ¢ allapotban az A obszervabilist megmérve a
mért érték a A C R halmazba esik

/A 1d(, Exd) = (6, Ea(A)g)

Erdemes megjegyezni, hogy az A obszervabilis (¢, A¢) varhaté értéke TrA|¢)(¢| alakban
is felirhaté. |¢)(¢| a fizikdban kedvelt jellés a ¢ vektor dltal kifeszitett altérre vetito
projekciora. Ez egy nyomu pozitiv operator.

Egy véges és két végtelen dimenzids példat tekintiink.

1. példa: A kétdimenziés C? Hilbert-tér egy elektron spinjének lefrasira hasznalhaté a
Pauli-matrixok segitségével:

0 1 0 —i 10
R B FS B P Y

(01,09, 03 helyett néha a o,,0,,0, jelolést hasznaljuk.) A Pauli-mdtrixok unitér ekviva-

lensek, példaul
0O 1|_ 1 ]1 -1 Lo | L] 11
Lo 2|1l 1 0 1|2 -1 1]~

tehdt sajatértékeik ugyanazok. o3 diagondlis, igy sajatértékei +1.  (Egyébként
természetesen egyszerti szamoldssal kozvetleniil is lathatd, hogy oy és o, sajatértékei
ugyancsak +1.)

Az ¢ irdnyu spin operatora S; = %hal-. Sajatértékei +1/2, ha h = 1 egységeket
vélasztunk. £1/2 lehet az ¢ irdnyu spinnek a két lehetséges mért értéke. S; spektrélis
elééllitasa

s =ip®_lpo
2" 2 "
ahol EF := %(I:i:ai). (Szamolassal ellenérizhetjiik, hogy EF egy projekcio, azaz (EF)? =
(EF)* = EF.) Szokésos jelolések:

=] 10=17]-

Ezek a vektorok S3 sajatallapot-vektorai. Ha a spin allapotvektora ¢, akkor a 3. iranyu
spint mérve

(6, E5 o) = [(o] D)
valoszintiséggel kapunk +% értéket. Az ¢ irdnyud spin mérésének atlagértéke
(9, Ei ¢) = (9, 5i9) - O

1 1
(Si)g == §<¢7 Ef¢) — 5
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2. példa: A szamegyenesen mozgé spin nélkiili részecske Hilbert-tere L?(IR). Ebben az
esetben az allapotvektorok fliggvények, és szokasosan hullamfiiggvénynek nevezik ¢ket.
A részecske helyének operatora a valtozdval vald szorzas:

Q)(@) =xf(x), DQ)={f€L*R):xf(x) € L*(R)}.

Q) egy szorzas operator, igy spektralis projekcidi is azok:

(Eq(A)f)(x) = (1af)(x), (5.1.2)

ahol 1o a A C IR halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Annak a valdsziniisége, hogy a
részecske a A intervallumban van

(6. Eg(A)6) = /A () d

Ez volt talan az a formula, amibdl az 1920-as évek elején a kvantummechanikai for-
malizmus sztochasztikus interpretacidja kifejlodott. A részecske koordinatajanak, mint
valészintiségi valtozonak, a siirtiségfiiggvénye |é(z)|?.

0.3

] [

Az dbran a |p13()|? valészinfiség-stirfiség az erésen oszcillalé gérbe. Ez a harmo-
nikus oszcillator n = 13 kvantumszama&anak megfelelé sajatallapotban a koordinata
stirtiségfiiggvénye. A konvex gorbe a klasszikus harmonikus oszcillator tartézkoddési

helyének valdszintliségstirtisége, konstans/v/26 — x2

A hérom szabadsédgi fokt spin nélkiili (nem relativisztikus) részecske leirdsa hasonléan
torténik. Ekkor a Hilbert-tér L?(IR*). Ebben az esetben a részecskének harom koor-
dinata-operatora van:

(Qif)(@) = @if(z), D(Q)={f€L*(R):2:f(z) € L*(R)}
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(1 =1,2,3). Q; is szorzas operator, példdul @)y spektralis projekciéi:

(B (A))(x) = (Laxm2f)(x) - (5.1.3)
A harom koordinata irdnynak megfelel6 impulzusoperatorok:

(PI)@) = =i g f(x), DIP) = {f € H(R) 0. (2) € (W)}

(1 = 1,2,3). Ezek spektrélis projekcidit a Fourier-transzformacio segitségével lehet meg-
adni.

A kulénb6z6 irdnyokhoz tartozé koordindta- és impulzusoperatorok felcserélhet6k
egymassal. O

3. példa: (a spinnel rendelkezd részecske) H = L*(IR?, €*™) = L2(IR?) @ My, 1(C).
Legyen (Xm):,—_, egy ortonormalt bazis C**'-ben, ennek segitségével definidljuk az
S1, 59, S3 spinoperatorokat.

(S1£15)Xm = V(s Fm)(sEm+1)Xme1,  SsXm = MXm

s lehetséges értékei 0, %, 1, %, .... Példaul s = % esetén m = :i:%
: 0 0 -10
awis-[18]. s[4 4]
és a jol ismert Pauli-matrixokhoz jutunk. Ha s = 1, akkor m = —1,0,+1, és
0 0 0 -1 0 0
Si+iS={+v2 0 0|, S;=| 0 00
0 V2 0 0 01

Kiszamoljuk S; és Sy konktrét alakjat is:

1 1 1 0
S1 = =(S1+1S1)+=(S1+151)" == V2
2 2 2 0

ST

0
V2 |,
0
0 V2 0

52=1§—\/§0\/§
0 =2 0

Valamennyi spin operator spektruma {—s, —s+1,...,s}.
Kiszamolhato, hogy
S? 482482 =s(s+1)I. (5.1.4)

(Utmutatas: S? + 52 = (S +155)(S; —i5).) O
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5.2. Osszetett rendszerek

Az (Al) axiéma szerint minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy Hilbert-tér.
Tételezziik fel, hogy egy Osszetett rendszer az (1) és (2) részrendszerekbél épiil fel, amelyek
leirdsa a H; és Ho Hilbert-tereken torténik.

(A3) Az osszetett rendszer leirasara a Hy ® Ho Hilbert-tér szolgdl.

Osszetett rendszerre mér valéjaban lattunk példét. A spinnel rendelkezd részecske
olyan Osszetett rendszerként foghaté fel, amelynek egyik komponense egy spin nélkiili
részecske, a masik komponens pedig egy absztrakt, részecske nélkiili, spin. A 3. példaban
lattuk, hogy a relevans Hilbert-tér L?(IR*, €?), ha 1/2 spinfi részecskérdl van szo.

Az Osszetett rendszer axiémajaba belefér az a lehetoség, hogy esetleg H1®Ho ne minden
vektora adjon meg allapotot. Ha példaul H; és H, olyan részecskék Hilbert-terei, amelyek
az Osszetett rendszerben megkiilonboztethetetlenek, akkor bizonyos allapotvektorok nem
megengedettek. (A szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus alteret kell venniink a Bose-,
illetve Fermi-statisztikdnak megfelelen.)

4. példa: Két feles spinbdl allé rendszer Hilbert-tere C*®@C?, amiben | 1Y®| 1), | @[ 1),
[y @] 1) és| ) ®|{) vektorok alkotnak bazist. A

1
¢ ﬂ(\T>®H> Hhel) (5.2.5)
allapotvektorban'” kiszamoljuk a o, ® o, obszervébilis, a két spin z irdnyd komponensei,
mérésekor adodd valdszintiségeloszlast. o, ® o, sajatvektorai pontosan a bézisvektorok
rendre 1, —1,—1,1 sajatértékekkel. Annak a valdszintisége, hogy mind a két spin felfelé
all [(g,| 1) ®| 1))|? = 0. Hasonléan 0 annak a val6szintisége, hogy mind a két spin lefelé
all. Annak a valdszintisége, hogy az egyik lefelé, a mésik felfelé mutat

1
(& [ D@ [INF =1 NI =3
Szamitasunk szerint a ¢ allapotban a spinek (z irdnyd komponensei) kozott erds
(anti)korreldcié van. O

Tekintsiik a H; ® Ho Hilbert-térrel leirt Gsszetett rendszert, amely a ¢ € Hi ® Ho
vektorral megadott dllapotban van. Legyen A € B(#H,) az (1) részrendszerre lokalizalhaté
obszervabilis. Ha ezt az Osszetett rendszer obszervabilisének akarjuk tekinteni, akkor ki
kell terjeszteni a H; ® Ho Hilbert-térre, amit az A ® I formaban tehetiink meg. (I a Ho
Hilbert-tér identitds operatora.) Tehdt A varhaté értéke a ¢ allapotban (¢, (A ® I)¢).
Ezt a varhaté értéket szeretnénk kifejezni a Hy Hilbert-térhez tartozé mennyiségekkel. Ki
fog deriilni, hogy altaldban nem létezik olyan ¢; € H; allapotvektor, amelyre

(0, (A 1)¢) = (¢1, A1)
teljesiil minden (1) redszerhez tartozé A obszervabilisre.

1. lemma: Legyen {&; : j € J} bdzis Hqi-ben és {n; : i € I} bdzis Ha-ben. Tételezzik
fel, hogy
b= w;&en

0]



5.2. Osszetett rendszerek 165

a ¢ € Hy ® Hy vektor sorfejtése a (§; @ n;) bdzisban! Ekkor
(¢, (A I)¢) = Tr AD,

egy olyan Dy € B(H1) operdtorra, amelyre Dy > 0 és TrDy = 1.

Bizonyitds: Legyen ey a H, tér & bazisra vonatkozé matrixegység, azaz ey; = 6;;Ek.

Ekkor
(¢, (eu®@I)p) = (Zwijfj ® i, (ert ®[)Zwtu §u ® M) =

J tu
= Zzgzjwm(fj, ekl§u><ni7nt> =
i, tu
= Z Zgzjwm 5lu5jk5it = Zgikwil .
ij tu (

Ha W-vel jeloljiik azt az esetleg végtelen matrixot, amelynek (k,[) eleme wy;, akkor az
eredmény W*W (k, 1) eleme, vagy masképpen {rva

(¢, (ery @ 1)) = Tregy(W*W).

A H;-tér tetszOleges linearis A operdtora A = Y agex alakban irhaté fel. gy az el6z6
formabdl azt kapjuk, hogy

(6, (A® 1)6) = TIAW' V).
A W*W operator nemnegativ és

TeW* W = " Jwy|* = [|g]* = 1. O

i7j

Az olyan D > 0 operatorokat, amelyekre TrD = 1, statisztikus operatornak vagy
véges dimenziés térben stlirtiségi matrixnak nevezziik. (Erdemes megjegyezni, hogy
egy statisztikus operator automatikusan kompakt.) Ha a teljes rendszer egy ¢ allapotban
van, akkor az (1) rész A obszervabilisének véarhaté értéke TrAD; alakban adhaté meg,
valamely D; statisztikus operatorral, amely az (1) részrendszer redukélt statisztikus
operatora. Természetesen a (2) részrendszerhez is tartozik egy redukélt D, statisztikus
operator, amelyet a

(¢, (I ® B)¢) = TrBD,

osszefliggés jellemez. A lemma szdmoldsdhoz hasonléan kapjuk, hogy Dy = (DD*)*, ahol
t a transzpondltat jelenti. Az Gsszetett rendszer dllapota a (1) részrendszerben altaldban
nem adhaté meg ¢ € H; vektorral. Ezért az eddigi axiomakat ki kell terjeszteniink.

(A1’) Minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy komplex szeparabilis Hilbert-
tér, a rendszer allapotai a Hilbert-tér statisztikus operatorainak feleltethetok meg.

(A2') Annak a valészintisége, hogy az A énadjungélt operdtorral adott dinamikai véltozdt
a D statisztikus operatorral leirt allapotban megmérve a A C IR halmazba eso
értéket kapunk Tr E4(A)D, ahol E4(A) a A halmazhoz tartozé spektralis projekcid.
Ebbol kovetkezik, hogy A varhaté értéke TrAD.
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Erdemes hangsulyozni, hogy statisztikus operatorral az allapotvektorral megadott
allapotok is leirhatok. A ¢ vektorral adott allapot statisztikus operatora |¢){(¢|:

(10) (1) [n) = (@, m) |¢) = (@, me,  Tr[o)(¢|A= (o[ Al @) = (¢, AP).

(Az Osszefiiggések jol mutatjak a Dirac-féle jelolésmdd elényét.)

1. tétel: Ha a Hi ® Ho Hilbert-térrel leirt dsszetelt rendszer eqy ¢ € Hi ® Ha vektor-
ral adott dllapotban van, akkor a Dy és Dy redukdlt statisztikus operdtorok nem nulla
sajatértéker multiplicitassal megegyeznek.

Bizonyitds: Az el6z6 lemma bizonyitasaban lattuk, hogy D; = W*W és hasonléan
Dy = (WWH*)E. Mivel (WW*) és WW* sajatértékei megegyeznek, elegendd arra hivat-
kozni, hogy W*W és WW* spektrumanak 0-t6l kiilonbozé része ugyanaz. O

Ha hangsilyozni kivanjuk, hogy egy allapot vektorral adhaté meg, akkor tiszta
allapotnak nevezziik, ellentétben a tobbi kevert allapottal. A kvantumelmélet
sajatossaga az a tény, hogy a részrendszer esetleg kevert allapotban van még abban az
esetben is, ha a teljes Osszetett rendszer tiszta allapoti.

5. példa: Legyen H; = Hy, = C? és

00 0 0
1o 1 -10 A0
Pe=510 21 1 o0 A®I_[O A]'

00 0 0

Ekkor 1
Tr A X D12 = 5(1422 + AH) = TI'A([/Q) )

azaz a redukalt statisztikus operator I/2, ugyanakkor Dis tiszta allapotot ad meg. (Dio
nem méas, mint a 4. példéban szereplé EPR vektorédllapot statisztikus operatora.) 0

6. példa: Legyen H; = C? és Hy = C". Ekkor a H; ® M, Hilbert-tér Dy, statisztikus
operatora 2 x 2-es matrixként irhato a

Xll X12
Do =
2 [ Xor X }

formaban, ahol a matrixelemek n X n-es matrixok. Ekkor a redukalt statisztikus

operatorok
TI'X11 TI'X12

D1 = |: TrX21 TI"XQQ :| es D2 = X11 —|—X22. O

7. példa: Legyen D = > \; |pi)(¢ps| egy tetszbleges statisztikus operdtor a H Hilbert-
téren, amely spektralis felbontdsival van adva (azaz |p;) a H-tér béazisa). Ekkor
D = > VA |pi) @ |p;) egységvektor H @ H-ban és igy megad egy tiszta &llapotot.
(1) részrendszer barmely A obszervabilisinak varhat6 értéke ®-ben éppen Tr AD:

(A D®, @) = (D VAAle) @led, Y VAile) ©le)) =

= Y Mgl Alp;) =Tr AD

A konstrukci6 azt adja, hogy egy rendszer tetszoleges kevert allapota el6all egy nagyobb,
., kétszer akkora”, rendszer tiszta allapotanak redukciéjaként. O
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Ha D egy statisztikus operator, akkor az
S(D) =—Tr Dlog D (5.2.6)

mennyiséget D Neumann-féle entrépidjanak!'® nevezziik. Ha D sajatértékei \; >
Ay > ..., akkor S(D) = — ) . A\;log\;, ami nemnegativ, esetleg +00. A Neumann-féle
entropianak termodinamikai, statisztikai és informéciéelméleti jelentése egyarant van.

8. példa: A 2 x 2-es 6nadjungalt 1 nyomu méatrixok altalanos alakja

1[ 142 x—1iy

2| z4+iy 11—z

1
5 } = 5([ + zoy + yoo + 203) . (5.2.7)

Ez a matrix pontosan akkor ad egy statisztikus operatort, ha x? + y? + 22 < 1. Azok
az (z,y,2) € R® pontok adnak tiszta 4llapotot, amelyekre z + 32 + 22 = 1. (Ilyenkor a
méatrix rangja 1 mert determindnsa 0.) U

9. példa: Legyen H = H* egy n X n-es Onadjungdlt matrix, és tekintsiik a strtiségi
matrixok terén az

F(D)=Te HD — %S(D) (8> 0)

funkcionalt. f(D) minimalizéldsdhoz kiszémoljuk a Gateaux-differenciélt:
1
df(D,X)=TrHX + BTrlog DX

egy invertdlhaté D pontban. Ha D-ben minimum van, akkor df (D, X') = 0 minden olyan
X matrixra, amelyre TrX = 0. A df (D, X) = 0 feltétel maga utdn vonja, hogy

1

H
"3

log D =cl

valamilyen ¢ € IR konstansra. Ebbdl

D = e—ﬁH-ﬁ-ﬂcI

c értékét a Tr D = 1 feltételbdl hatdarozzuk meg, és igy jutunk az dgynevezett Gibbs-
allapothoz:

e BH

Tre BH
Ez valéban minimalizélja az f(D) funkcionalt, amelynek fizikai interpretacidja szabad

energia. (A bels6 energidbdl és az entrépiabdl tevidik Ossze, 5 az inverz homérséklet.)
A szabad energiat minimalizalé allapot a rendszer egyensiilyi allapota. O

D =

A kovetkezd példa egyike a kvantummechanika sztochasztikus interpretaciéja kapcsan
felmeriil6 paradoxonoknak, neve harom spin paradoxon.

10. példa: Tekintsiink egy olyan rendszert, aminek Hilbert tere €?® C*® C?, és épitsiink
fel dinamikai valtozdkat a Pauli-matrixokbdl:
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Al =01 R0y R09, B :=1®0y®o09,
Ay =09 ® 01 ® 0y, By:=0y®1®0y,
A3320'2®0'2®0'1, 332202®02®[.
Ekkor A;, B; onadjungalt matrixok. A;-k egymas kozott paronként felcserélheték, mert
0103 = —0907 és Bi-k egymés kozott paronként felcserélheték, mert o2 = I. Ugyanezért

B1ByBs = I. A;-k és B;-k spektruma egyardnt {+1}.
A képzeletbeli (de fizikailag azért realizalhaté és mérhetd) rendszert a

1

¢ ﬁ(|T>®|T>®|T> [helhel)
allapotban tekintjiikk. Egyszer(i szamoldssal jon ki, hogy (¢, A;¢) = 1,4 = 1,2,3. A;-t
valészintiségi valtozonak tekintve egy olyan véletlen mennyiség, ami +1 értékeket vesz fel,
és varhato értéke 1. Ez azt jelenti, hogy —1 értéket nem is vesz fel pozitiv valdszintiséggel.
Ugyancsak szamolassal gy6zodiink meg arrdl, hogy C := —A; Ay A3 varhaté értéke —1.

Most jon az ellentmondéshoz vezetd okoskodas.

Mivel

Ai:agi)Bl- (a§1)201®[®[, 052):[@)02@[, ags):[@)[@al),

mind a harom véltoz6 £1 értéket vesz fel, és A; mindig 1, ezért UZ-(i) és B; mindig ugyanazt
a +1 értéket kell hogy adja. Ezért o\ - 0P0'® és BB, - By varhaté értéke azonos
kell, hogy legyen. Elobbi éppen C' definicié szerint, és tudjuk, hogy —1 véarhaté értéki.
Utébbi viszont az identitds, ami természetesen 1 varhaté értékkel bir. Mi az ellentmondas
oka? Az, hogy az A;, B; és agl) dinamikai valtozokra a ¢ allapotban a Kolmogorov-féle
valészintiségi modellt’® hasznaltuk, és abban gondolkodtunk.

A paradoxon azért ligyes, mert minden egyes 1épésben csak felcserélheté operatorok
fordulnak eld, ezért egy-egy lépés erejéig a kolmogorovi modell hasznalhaté lenne. Neve-
zetesen, A;, OY és B; egy rogzitett i-re felcserélheto operatorok, de A; és By mar nem.

U

5.3. A mérés

Az kovetkezd posztulatum a mérésrol szol.

(A4): A kiillonb6z8 Ay, Mg, ..., A\, lehetséges értékeket felvevé mérés olyan Vi, Vs, ..., V,
operatorokkal irhaté le, amelyekre Y " | V*V; = I. Ha a rendszer a D statisztikus
operatorral adott allapotban van, akkor a mérés végrehajtasa utan a rendszer sta-
tisztikus operdtora ) V;DV;*. A \; kimenet valészintisége TrV; DV;*. Tovabbd, ha
tudjuk, hogy a A; kimenetele valésul meg a mérésnek, akkor a rendszer statisztikus
operatora a mérés végrehajtasa utan

V,DV;
TV,DV
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A TrV; DV valoszintiségek Osszege 1, hiszen

iTrVZ-DVi* = z": TeDVV, =TrD = 1.

i=1 i=1

A teljes valdszinliség tételére emlékezve

V,DV;
TV, DV ——* _
zi: VY v D

a nem feltételes statisztikus operator, éppen az, amit az axioma allit.
Ha a V; operatorok paronként ortogonalis P; projekciok, akkor ugyanazt a mérést
méasodszor végrehajtva a rendszeren a statisztikus operatora mar nem véltozik meg:

> Pi(Y_ PDP)P =% P,RDPP =) PDP.
J i

,J 1

Az ilyen mérést ismételhetd vagy Neumann-féle mérésnek nevezziikk. Minden diszkrét
spektrumi és A = > \; P; spektrilis felbontdsi obszervabilishez tartozik egy Neumann-
féle mérés, amelyet a (P, P, ..., P,) paronként ortogondlis (spektralis) projekciék adnak
meg. Az (A4) axiéma 6sszhangban van (A2)-vel. Folytonos obszervabilishez nem tartozik
mérés kanonikus modon, viszont adott A C IR intervallumot valasztva végrehajthatjuk
azt a mérést, amely eldonti, hogy az obszervabilis értéke A-ba esik-e. Ennek a mérésnek
két kimenetele van 1, ami azt jelenti, hogy beleesik, és 0, ami annak felel meg, hogy
nem esik bele. Az 1 kimenet valdszintlisége Tr Eo(A)DE4(A) és a 0 valdsziniisége
1-TrEA(A)DE4(A) = 1-TrDE4(A) = TrDE4(IR\A). gy az A obszervébilis spektralis
projekcidi is megfigyelhet6 mennyiségként viselkednek. A projekcié operatorokat ob-
szervébilisnek tekintve a rendszerhez intézett 0—1 kérdésekként interpretalhatjuk.

2. tétel: Ha az (1) és (2) részrendszerekbdl allo dsszetett rendszer (1) részében mérést
hajtunk végre, akkor a (2) részrendszer obszervdbiliseinek vdrhato értéke vdltozatlan ma-
rad.

Bizonyitds: Legyen Diy a teljes rendszer statisztikus operatora, Vi, Vs, ...V, az (1)
részben végrehajtott méréshez tartozd operatorok és A egy obszervébilis a (2) részben.
Azt kell igazolni, hogy

Tr Dip(I @ A) = Tr (Z(Vz @I Dp(Vi@1))(I® A).

i

(Valéban, a bal oldal A varhaté értéke a mérés elétt, amikor Dy, a statisztikus operdtor,
és a jobb oldal A varhaté értéke a mérés utdni dllapotban. Ekkor Y (V;®@I)Dya(V;® 1) a
statisztikus operator.) Az egyenlGség egyszertien addodik az I ® A és a V; ® I operatorok
felcserélhetosége alapjan. O

11. példa: Az eloz6 tétel kizardlag a varhaté értékre vonatkozik, és egyaltalan nem jelenti
azt, hogy az Osszetett rendszer egyik komponensében végrehajtott mérés nem befolyasolja
a masik komponensben torténo mérés kimenetelét.

Tételezziik fel, hogy a két spinbol allé rendszer az 5. példa EPR &llapotdban van.
Mérjiik meg az els6 részecske z iranyu spinjét, és legyen a mérés eredménye +1, azaz a
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spin felfelé all. Ekkor a mérés utan a statisztikus operatort az

oale o v]mloale o 7]

matrix nyomanak egyre normélasaval kapjuk. Az eredmény

0000
, 10100
Dy = 00 00
0000
Egyébként ennek elsé redukalt matrixa
, 110
D= { - ] |
masodik redukalt matrixa pedig
00
01|’
Egyébként D] a
|1 0
2710 —1

1 sajatértékéhez tartozé sajatprojekcionak kell lenni, és igy is van. A D), redukalt stir{iségii
matrix éppen oy —1 sajatértékhez tartozo projekcidja. Ezért a 2. részecske z irdnyu spinjét
mérve mindig —1 értéket kapunk. Hasonléan ha az elsé részecskét megnézve azt kapjuk,
hogy a spin lefelé all, akkor ezutan a 2. részecske spinje biztosan felfelé all. Ezt a tényt
ugy szokas kifejezni, hogy az EPR allapotban a spinek antikorrelaltak. U

12. példa: (Kvantummechanikai ,,teleportalas”, tavatvitel) A feles spin
kétallapotu kvantumrendszer, ezért kvantum bitnek is nevezik, kiilonosen, ha az in-
formacidelméleti vonatkozasokat hangsilyozzdk. Az aldbbi gondolatkisérlet arrdl szol,
hogy az Aliz birtokdban 1év6 ¢ = a| 1) + 0| J) kvantum bit, hogyan kiildheté el Bobnak.
A teleportalasnak van egy hagyomanyos modja: Aliz ,,megméri” a nala 1évé spin
allapotat, azaz meghatdrozza a (mondjuk pozitiv) a valds szamot és a komplex b szamot.
Ezek, ha pontosan akarjuk ¢ket kozeliteni, akkor nagyon hosszii bindris sorozatokkal ad-
hatok meg. Ezutan a binéris sorozatokat Aliz Bobnak tovébbitja valamilyen médon. Bob
a és b ismeretében preparalja a megfelel¢ allapotot, és jo kozelitéssel olyan spinje van,
amilyen Aliznak volt. Az eljardsban konnyti gyenge pontot taldlni, de ha Aliz mégis meg
tudna méréssel a-t és b-t hatarozni, akkor rengeteg sok binaris informaciot kellene Bobnak
elkiildenie. Ezzel szemben az aldbbi eljaras két bit informacié tovabbitasat kivanja.

A
Y= (|T>®|¢>—|¢>®\T>)

Sl

Y= (IT>®|¢>+|¢)®|T))

Sl

- = (|T>®|T>—|$>®|$>)

Sl

¢ = (|T>®|T>+|$>®I$>)

Sl
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allapotvektorok bazist alkotnak a €* ® C*-térben. (Az EPR allapot ¢~ mér szerepelt a
4. példdban. A T ¢, ¢t ¢~ bézist Bell-féle bazisnak is mondjdk.) Ahhoz, hogy a
Bell-féle vektorokat egymasba vigyiik, elegend6 lokalisan egy egyik bitet transzformalni.

10 1 0
U(]O: |:O 1:|7 U01:|:0 _1:|7
0 -1 0 -1
U10:{_1 0]7 Un = {1 0}
unitér matrixok. Koénnyen ellenorizheto, hogy
(UOO ® I)’QZ)_ = ’QZ)_ )
Un@ Dy~ = ¢T,
(UIO ® I)TP_ = (b_ 9
(Unelyp™ = ¢*.

A tavatvitelhez (vagy teleportaldshoz)® két tovabbi kvantum bitre is sziikség van. Aliz
a birtokdban 1évé X kvantum bitet masik két spinnel kapcsolja 6ssze: Az A spin Aliznél,
a B spin pedig a tavolban elhelyezkedé Bobnal van. Az X, A, B spineket egy Osszetett
rendszerként fogjuk fel. A és B a ¢, 5 kapcsolt, EPR éllapotban van ugy, hogy a harom
bit allapotvektora 1x ® 1, 5.

Minden bézis meghataroz egy mérést, a bazisvektorokra vett ortogonalis projekciokra
teljesiil az (A4) axiéma feltétele. (Az mérés értékeire most nincs sziikségiink, de ugy
gondoljuk, hogy béazisvektoronként kiilonboz6 értéket adnak.) Ha Aliz végrehajtja a Bell-
féle bazisnak megfelel6 mérést az X és A biteken, akkor mind a négy lehetéséget 1/4
valosziniiséggel kapja meg, tehat fogalma sincsen arrdl, hogy mi X ¢ &llapota. Bob,
akinek a 1 allapotot, illetve az altala hordozott informéciét tovabbitani kell, a B bi-
tet transzformélja (nem méri!), méghozzd Aliz mérése utan. Ahhoz, hogy Aliz mérési
eredményeit Osszehasonlitsuk a Bobnal 1év6 bit dllapotaval, a harom spin allapotvektorat
mas formaban {rjuk fel:

YEUT = o [ra® (~al 1)~ bl 1)+ va ® (~al 1) +] 1) +
F 65 ® (0 1)+l ) + 0%a ® (-0 1) +al 1)]

Ebbdl a felirasbol jol 1dtszik, hogy Aliz a ¥y 4, ¥k 4, dx 4, Pk 4 allapotokat egyarant 1/4
valészintiséggel kapja, és Aliz mérése utan a rendszer dllapotvektora rendre

Vs ®(—al 1) —b[])) Vxa ® (—Uo0)¥,
Uxa®(=al 1) +0[1) = ¥, @(=Un)¢,
Pxa®( b 1) +a[l) = ox,®(~Ui)¥,
Pxa® (=0l 1) +all) = ox,®@( Un)y.

fgy Bob kvantum bitje rendre Uyt), Ug1t), Urgth, Up1¢p allapotban van. (Az eléjeleket el-
hagyhatjuk, mert azok nincsenek hatdssal az éllapotra.) Bob rekonstrualni tudja Aliz X
kvantum bitjének allapotét, ha az U;;9 allapotvektorra az Ugl unitér transzformaciét al-
kalmazza. Ehhez az kell, hogy Aliz a mérése végrehajtasa utan annak eredményét, amely
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a négy lehetéségnek megfeleléen 00,01, 10,11 (klasszikus) két bit informaciémennyiség,
Bobnak tovabbitsa, valamilyen meghizhaté médon. Ekkor Bob realizélja az UZEI transz-
formaciot, és Aliz kvantum bitjének tokéletes méasolataval rendelkezik.
Tanulsagos végigmenni a teleportaldsi folyamaton a statisztikus operatorokat kovetve.
A 1 éllapot statisztikus operatora
la]? ab
ab |b)? |’

de ehelyett szamoljunk egy altalanos

e[ 2]

By

statisztikus operatorral. Az AB spinek ¢~ allapotanak statisztikus operatora

0 0 00
1lo 1 =10
Das=5 19 1 1 g
0 0 00

Az egyszeriibb kezelhetOség kedvéért ezt a matrixot a 2 X 2-es e, €19, €1, €20
matrixegységek segitségével blokkmatrix alakban hasznaljuk:

1 €22  —€21
Dup == .
AB ™9 [ —€12 e

fgy 8 x 8-as helyett csupan 4 x 4-es lesz a Dx ® D 4p statisztikus operator:

Q€2 —Q€2 /8622 _/8621
Dx ® Dyp = 1 —Qf2 afn —Beia  Ben
2 /8622 _/8621 Yeas —7Ye€21

—Beu Ben —7Y€12 Yeé11

Aliz mérése négy darab projekcidt jelent. Az X A spinek terében a 1y 4 vektorra vetito
projekcié matrixa

0 0 00

1o 1 -1 0

210 =1 10"
0 0 00

hiszen ez ugyanaz, mint az AB spinek ¢~ allapotdanak stirtiségi matrixa. A ¢y , vektornak
megfelel6 projekcio

0 0 00 0 0 00
o 1]o0 1 -1 0 1o 1 -1 o0
PO =519 1 1 0|®=50 -1 10|
0 0 00 0 0 00
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ahol az utolsé 4 X 4-es matrix blokkmatrix, benne a 0 2 x 2-es 0 méatrixot és [ 2 x 2
egységmatrixot jelent. Ezutan némi szamolas sziikséges:

0 (—04621 - 5622) (—04621 - 5622) 0
_ 110 ( e+ Pen) (—aen —Pe) 0
D Daig)P == = -
(Dx ® Dap) P(v7) 410 (—@921 —vex) | §€21+’Y€22) 0
0 ( Beir +~ven) (—Pennr —vye2) 0
Tovabba
0 0 0 0
_ v 110 Dx —-Dx 0
Py )(DX®DAB)P(¢)—§ 0 —Dx Dy 0|
0 0 0 0

a blokkmatrix irdsméddal felhasznalva, hogy

aeyr + fBeis + Bea + Yeaa = Dy .

2 1 1
Mivel Tr P(¢")(Dx ® Dag)P(¥~) = s = 1’ valéban 12 valésziniisége a mérés 1~

kimentelének. Ha ez a mérés eredménye, akkor az X AB spinek statisztikus operatora

0 0 00
110 D —-D 0
210 =D D o

0 0 00

0O 0 00 0 0 00

1lo D -pol| 1lo 1 -10

210 -p Dol|~2]l0 -1 10]®P
0O 0 00 0 0 00

a redukalt statisztikus operator éppen D. A hosszi szamolas eredménye egy sorban is
osszefoglalhato:

AP(7)(D® Dap)P(¢p7) = Dxa® D.

Azt kaptuk, hogy ha a P(¢7), P(¢¥"), P(¢7), P(¢") projekcidkkal leirt (Neumann-féle)
mérés az elso eredményt adja, akkor a B spin statisztikus operatora D. Bobnak tehat
semmilyen transzformaciot nem kell végrehajtania, Uy, valéban az identitas.

Mi van akkor, ha a mérés a masodik eredményt adja? El kell végezni egy hasonld
szamolast? Nem feltétleniil. v~ = (Uy @ Iy, ezért

Pt = (Un @I @ NPW)(Un @ I 1)*.
Ezért
AP(") [Usy DUg @ Dap) Pl¢™) = 4(Un @ I @ I)P(47) (Ugy ® I ® 1) X
X(Un @ IR@I)DR@Dap Uy @IRI)(Un @I P~ ) Uy @IRI) =
=4Un ® I @1 [P(" ) (D ® Dap)P(7 )| U @ I @ I =
=Un @I1@I[Dxa@ DU, @ I @ I =
= [(Un @ I)Dxa(Uyy @ I)] @ D
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Ha most a D helyébe Uj, DUy;-et frunk, akkor
AP(7)[D ® Dap]P(¥") = [(Un ® I)Dxa (Ugy ® I)] ® Ugy DU -

Minket csak a jobb oldal masodik komponense érdekel, ez U, DUy;, a Bobndl 1év6 spin sta-
tisztikus operdtora, ha a mérés a masodik eredményt adta. Ilyenkor Bobnak az Uj; unitér
transzformaciét kell hasznalni az X spin statisztikus operatoranak rekonstrukcidjahoz.
A ¢T esetek hasonléan térgyalhatok.
Erdemes megjegyezni, hogy az X kvantum bit a tavatviteli eljaras soran ,,tonkremegy”,
statisztikus operatora az eredeti D-t6l fliggetleniil 1/2 lesz. Ezért valéban tavatvitelrol,
nem pedig a bit lemésolasarol kell beszélniink. O

Az A és B dinamikai valtozdkat kompatibilisnak mondjuk, ha a rendszer barmely
allapotaban el6szor A-t megmérve majd B-t megmérve ugyanarra az eredményre jutunk,
mint ha a két mérést a forditott sorrendben hajtjuk végre. Ha Aq, Ay C IR tetszoleges és
Ey = Ea(A1), E; = Eg(Ay), akkor a kompatibilitas a

EsbyDEVFEy = FhEyDESE

teljesiilését jelenti barmilyen statisztikus operatorra.

3. tétel: Ha A és B olyan dinamikai vdltozok, hogy spektrdlis projekcioik felcserélhetdk,
akkor A és B kompatibilis.

A kompatibilitas fogalmat kiterjeszthetjiik akarhany valtozd esetére is.
Az 51,55, S3 spin operatorok nem kompatibilisak, de S; kompatibilis barmelyik iranyt
helykoordinata operatoraval, hiszen

felcserélheté operdtorok. Szintén kompatibilis az x irdnyd helykoordinédta és az y iranyu
sebesség, mint dinamikai valtozok.

5.4. Szuperszelekcid

Az (A1) axiéma azt mondta, hogy minden allapothoz tartozik egy allapotvektor a Hilbert-
térben, ennek megforditasarél azonban nem beszélt. A proton és a neutron egy részecske
(nukleon) két allapotanak tekinthetd, a megfeleld Hilbert-tér C2. Ha egységnyinek vessziik
a proton toltését, akkor ) = %(03 + I) a toltés operdtora, sajatértékei 0 és 1: Qu, =
Yy, QY = 0. A tapasztalat szerint nemtrividlis szuperpoziciéja a proton és a neutron
allapotnak nem létezik, nincs olyan éllapotvektor, hogy Ay, + b, (A - # 0). Bizonyos
vektorok tehat nem lehetnek allapotvektorok, és bizonyos onadjungalt operatorok nem
lehetnek dinamikai valtozok.

Legyen F' azoknak a vektoroknak az Osszessége, amelyekhez tartozik fizikai allapot. Az
(A4) posztuldtum szerint E4(A)F C F béarmilyen A dinamikai valtozéra és A C R-re.
Az a Hp zart altér, amelyet F' generdl invaridns minden E4(A) projekciora. Ezért Hp
barmelyik obszervabilisnak invarians altere.

M C F koherens, ha nem bomlik két merdleges részre. Egy maximalis koherens halmaz
altal kifeszitett alteret koherens altérnek neveziink.
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4. tétel: Az dallapot Hilbert-tér pdronként ortogondlis koherens alterek osszege, a dinami-
kar vdltozok a koherens altereket invaridnsan hagyjdk.

Szuperszelekciés szabalynak nevezik azt a megszoritdast, ami korlatozza azt, hogy
bizonyos vektorai az allapot Hilbert-térnek allapotvektorok legyenek.

5.5. A projekciék alkotta logika

A dinamikai valtozdk kozott vannak olyanok, amelyeket sajatallapotukban megmérve csak
0 vagy 1 értéket kaphatunk. Ezeket 0—1 kérdésnek nevezziik. Egy 0-1 kérdés tehat a
P = P* = P? algebrai tulajdonsdgokkal jellemzett linedris operator a Hilbert-téren.

Ha egy P linedris operatorra P = P? teljesiil, akkor az képterének vektorait helyben
hagyja, igy a teljes teret a képterére vetiti, P egy projekcio. A P = P* feltétel maga
utan vonja, hogy P képtere és magtere egymasra merolegesek. fgy aP=P?=P"az
ortogonalis projekcidkat jellemzi, amik kolecsonosen egyértelm megfeleltetésben vannak
a szoban forgd Hilbert-tér zart altereivel. A tovabbiakban projekcién mindig ortogonalis
projekciot értiink.

A projekciékon, mint dinamikai véaltozokon, értelmezhetiink egy parcidlis rendezést
a mérések szempontjabol. P, < P, ha minden olyan allapotban, ahol P; a hatarozott
1 értéket veszi fel, ott P is egy értéket vesz fel. Méasként (¢, Pi¢) = 1 esetén (¢, Padp) = 1.
Ez a parcidlis rendezés tobb ekvivalens médon is megadhato:

(i) P, < P, akkor és csak akkor, ha P, — P; pozitiv szemidefinit, azaz (¢, (P —
P)¢) > 0 minden ¢ allapotvektorra.

(ii) P, < P, akkor és csak akkor, ha P; képtere benne van P, képterében.

(iii) P, < P, akkor és csak akkor, ha PP, = P.

A harmadik feltétel érdekessége, hogy algebrai jellegii, és nem hivatkozik a Hilbert-térre.
Egy Hilbert-tér osszes projekciéi az imént értelmezett parcidlis rendezéssel olyan halmazt
alkotnak, amelynek van legnagyobb és legkisebb eleme, nevezetesen az identitas és a
0 operator. Ez a halmaz egy teljes hélé is, ami azt jelenti, hogy barmilyen véges vagy
végtelen részhalmazéanak van legkisebb fels6 és legnagyobb alsé korlatja. A {P, :i € I}
projekcidk legkisebb felsé korlatjara a V{P; : i € I}, a legnagyobb alsé korldtra a A{F, :
i € I} jelolést hasznédljuk. A{P; : 1 € I} a P; operatorok képterének metszetére vetito
projekcid, mig V{p; : i € I} a P;-k képtere altal generdlt zart altérre vetit. Haszndljuk
a PL NP, és PL V P, jeloleseket is. Egy Hilbert-tér osszes projekcidi a < rendezéssel
egy Hilbert-halét alkotnak. A Hilbert-hal6 egy olyan kvantummechanikai rendszer 0-1
kérdéseit tartalmazza, amelyben nincsenek szuperszelekcids szabdlyok, barmely vektor
lehet allapotvektor.

A kvantummechanika haléelméleti megalapozasa Neumanntél és Birkhofftol szarmazik.
Kiindulépontja a 0-1 kérdések haldja. FEz lehet a fent leirt Hilbert-halé, vagy annal
altalanosabb, egy Hilbert-halé részhaldja, abban az esetben, amikor bizonyos projekciok
nem dinamikai valtozok.

Legyen H egy szeparabilis Hilbert-tér. Az M C B(#H) halmazt Neumann-
algebranak mondjuk, ha I € M, M adjungalésra, osszeadasra, szorzasra és linearis
kombinacidéra zart, tovabba eleget tesz a kovetkezo ekvivalens feltételeknek
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) M zart B(H)-ban a gyenge operator topoldgidra,
) M zart B(H)-ban az erés operator topolédgiara,

(iii) Ha AX = XA minden A € M-re, akkor X € M,
)

M zart a norma topolégiara és valamennyi onadjungalt elemének spektralis
projekcioit is tartalmazza.

Az (1)—(iv) feltételek ekvivalencidja tobb tételt foglal magaba, de ezekkel itt nem foglal-
kozunk. Ha M C B(H) egy Neumann-algebra, akkor M projekciéi egy teljes részhalét
képeznek az Osszes projekciok héldjaban. Az ilyen részhalékat Neumann-haloknak ne-
vezziik. Ha P € M egy projekcié, akkor az I — P projekci6 is M-ben van. P+ := I —P egy
egyvaltozos miivelet a Neumann-héléban, amit ortogonalis komplementumnak neveziink.
Nyilvdin PA P+ =0és PV P+ = 1. Az ,¢és", ,vagy’ és ,ortogonalis komplementum”
miiveleteket kapcsolja 0ssze a kovetkezo tulajdonsag:

Ha P < Q, akkor Q =PV (PtAQ).

Ennek neve: ortomodularitds. Azt szoktdk mondani, hogy a Neumann-halék orto-
komplementaris ortomodularis halék. Egy olyan struktirdban, ahol a V mivelet disztri-
butiv az A-re nézve

AV(A*AB)=(AVAH)V(AVB),

ha AVA+t =T¢é IV C = O, akkor ez AV B-t ad. Az ortomoduldris tulajdonsig
tehdt egyfajta korlatozott disztributivitast jelent. A kvantummechanikai eseménytér egy
nem disztributiv halé. Ha P < (), akkor a P és () projekciok altal generalt részhalo
disztributiv. Utébbi akkor is teljesiil, ha P és @) felcserélhetdk, azaz kompatibilisak.

A haléelméleti megkozelitésben a kvantummechanika és a klasszikus mechanika kozotti
alapveto kiilonbség abban van, hogy az események haldja a kvantummechanikdban nem
disztributiv, mig a klasszikus esetben az.?!

A val6sziniiségelmélet Kolmogorov-féle felépitése egy (€2, B, P) valdsziniiségi mezdvel
indul, amiben €2 egy halmaz, B és {2 részhalmazainak o-algebrédja és P az un. valészintiségi
mérték B-n:

(i) P:B—0,1],
(i) P(Q) =1, P(0) =0,
(iii) P(UZ, A) =322, (A), ha AN Ay =0 (i # ).

B elemei az események, és P(A) az A esemény bekovetkezésének a valdszintisége. A
B eseménytér egy disztributiv hélé. Valdszintiségi mérték altalanosabb hélékon is
értelmezheto.

Legyen M C B(H) egy Neumann-algebra és P(M) M projekcidinak haléja. A P :
P(M) — [0, 1] hozzarendelést val6szintliségi mértéknek nevezziik, ha

(i) P(0)=0, P(I) =1,
(i) P(VZ Q) =372, P(Qi) ha Q:Q; =0 (i # j).
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Amennyiben ¢ € H egy allapotvektor, akkor a P(Q) = (p|Q|p) varhaté érték egy
valészintiségi mértéket értelmez a projekciékon. Altalanosabban, ha D egy statisztikus
operator H-n, akkor

P(Q)=TrQD (5.5.8)

egy valészintiségi mérték. Szuperszelekciés szabaly hidnyaban a valdoszin(iségi mértékek és
az allapotok teljesen azonosithatok.

5. tétel: (Gleason-tétel) Legyen H egy szepardbilis Hilbert-tér és dimH > 3. Ekkor
minden P valésziniiségi mérték eqyértelmiien elédll az (5.5.8) formuldval eqy D statisztikus
operdtorbol.

A tétel 1957-bdl szarmazik, és kiterjesztheté6 Neumann-halokra is. Egy lehetséges meg-
fogalmazas a kovetkezo:

6. tétel: Legyen M C B(H) egy Neumann-algebra a szepardbilis H Hilbert-téren.
Tételezziik fel, hogy nincsen olyan v € M operdtor, hogy vv* és v *v egymdsra merdleges
projekcick és vv* 4+ v*v feleserélhetd M barmely elemével! Ha P : P(M) — [0,1] egy
valdszindiségi mérték, akkor létezik eqy m : M — B(K) erdsen folytonos reprezentdcidja
M-nek eqy IC Hilbert-téren és eqy ¢ € K dllapotvektor, amelyre

P(Q) = (¢|7(Q)o)
teljesiil barmely QQ € P(M)-re.

A Gleason-tétel eredeti megfogalmazasa és annak kiterjesztése egyarant kizarja a
tulsagosan ,,szk” kétdimenzidés Hilbert-teret. A kétdimenzids tér altérhaldja trividlis:
végtelen sok nem Osszehasonlithaté egydimenzids alteret tartalmaz, tovabbd a 0 és 2 di-
menzids altereket. Az egyszert halé nagyon sok patologikus valészintiségi mértéket enged
meg.

A Gleason-tétel jelent6sége abban all, hogy ha ismert a 0-1 kérdések varhato értéke
egy allapotban, akkor barmilyen dinamikai valtoz6 varhato értéke egyértelmiien meg van
hatarozva.

5.6. Idofejlodés

A magara hagyott kvantummechanikai rendszer idéfejlodését unitér operatorokkal adhat-
juk meg. Ha a I C IR iddintervallumban nem végziink mérést a rendszeren, és D; jeloli a
t id6 ponthoz tartozoé statisztikus operatort, akkor

(A5) D, =U(t,s)D;U(t,s)* (t,s eI),

ahol az U(t, s) unitér propagdator unitér operatorok olyan csaladja, hogy
(i) U(t,s)U(s,r) =Ul(t,r),
(i) (s,t) — U(s,t) € B(H) er6sen folytonos.

Az (A5) posztulatumbdl mindjart kovetkezik, hogy a tiszta dllapotban levé rendszer
tiszta allapotban is marad. Masrészt az idéfejlodés sordn az atmenetvaldszintiségek
valtozatlanok. Ha vy és ¢; egy-egy tiszta allapot idofejlodése, akkor a
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P(d’m@) = ‘<¢tv¢t>|2

atmenetvalészintiség t-t0l fliggetlen.

A rendszert konzervativnak mondjuk, ha propagatorara U(t + 7,s + 7) = U(t, s)
teljesiil. Ekkor U(t) := U(t + 7,7) egy folytonos unitér csoport, és a Stone-tétel szerint
létezik Onadjungalt generatora, A. A kovetkezO posztulatum azt mondja, hogy —A a
rendszer Hamilton-operatora.

(A6) A H Hamilton-operdtort konzervativ rendszer unitér propagdtora U(t) = e~ Ht,
7. tétel: Ha D;D(H) C D(H) valamilyen s € R esetén, akkor t — Dy differencidlhato
barmilyen ¢ € D(H)-ra, és

d

iD= [H, D)o (5.6.9)

Tovabbd, ha s € D(H) valamilyen s € R-re, akkor t € ¢, differencidlhatd, és

. d
Bizonyitds: Az (A6) posztuldtum szerint

D/D(H) = U(t — s)D,U(s — t)D(H) ,

ami D(H)-ban van, hiszen az ¢'*f unitér csoport D(H)-t dnmagéba viszi.

d I, U@E) -1

) U(—e) —
%Dtgb = lli% [U(e) Dy ( —)5 ¢ — Dy =
= iDH¢p—1HDp =—i[H,Di¢.
A tiszta allapotra vonatkozé allitds bizonyitasa hasonlo. U

(5.6.9)-et és (5.6.10)-t Schrodinger-egyenletnek  nevezik, és H-t gyakran
Schrédinger-operatornak mondjuk. Egy ¢g € D(H) C H kezdeti feltétel esetén a
Schrodinger-egyenlet egyértelmiti megolddsa ¢, = et ¢,

13. példa: (Egydimenziés harmonikus oszcilldtor) A klasszikus mechanikdban a har-
monikus oszcilldtor Hamilton-fiiggvénye Hy = 5-p* + £¢?, ami a valtozék dtskaldzasdval
L 2
H = §<P + Q7) (5.6.11)
alakot olt. A kvantummechanikaban () a koordinataoperdtor, P pedig az impulzus
operator lesz, maga H az energia vagy Schrodinger-operator.
A Schrodinger-féle reprezentacioban H egy differencidloperatorra valik:

(Hf)(x) = _%aa_; (r) + %ﬁf(x) . (5.6.12)

Ahhoz, hogy Osszhangba legyiink a posztulatumokkal be kell 1atni, hogy H 6nadjungalt
operatorként értelmezhetd, lasd a 4. fejezet 20. példajat. l
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A hidrogénatom Schrodinger-operatorat tartalmazza a 4. fejezet 21. példaja.
Ha a rendszer Hamilton-operatora idofiiggd, akkor az elozoé tétel képleteit posz-
tulatumnak tekintjiik.

(A7) Az idotol fiiggé Hamilton-operatort rendszer statisztikus operdtoranak, illetve
hullamfiiggvényének fejlodését az

d
i—Wio = [H(t), Wi]o,

. d
1 awt = H()Yy
egyenletek adjak.

Az A dinamikai valtozé varhaté értékére a ¢ idopontban
(A, = Tr Ae HHIE=o) 7 1 H (=)

képletet frhatjuk fel. Ez az in. Schrodinger-képet adja, amelyben az allapotot, ill. a
statisztikus operatort tekintjiikk idoben valtozé mennyiségnek. Az

AH(t) _ eiH(t_S)Ae_iH(t_s)
jeloléssel
(Aw, =Tr Ag(OW, = (Au(t))w,

adja a Heisenberg-képpel valé ekvivalencidat. A Heisenberg-képben a dinamikai
valtozok transzformalédnak idében.

5.7. Gyakorléfeladatok

1M Legyen ¢, és ¢, egy Hilbert-tér két egységvektora, és értelmezziink a projektorokon

egy P; valoszintliséget a

FQ) =(oi Qo) (=12

képlettel! Mutassa meg, hogy P, = P, esetén ¢ és ¢o egy abszolut értékiti komplex
fazisban kiilénboznek!

2M Szdmolja ki a | 1) € €? 4llapotban a o, dinamikai véltozé varhaté értékét!

3M Milyen értékeket ad a | |) allapotban a o, dinamikai véltozé mérése, és milyen
valoszintiségekkel ?

4M Mutassa meg, hogy a két feles spinbdl 4ll6 dsszetett rendszer sfirtiségi métrixa 15
valos paraméter segitségével

3 3 3 3
i[[@[—'—ZZCLUO’Z@U]—'—ZbZUZ@[—l-ZC][@O']]
=1 j=1 i=1 j=1

alakban frhat6! (7 jeloli a 2 x 2-es egységmatrixot, oy,09,03 a Pauli-métrixok.)
Szamolja ki a redukélt stiriségi matrixokat!
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. Adja meg az a| 1) + 0| }) allapot idéfejlodését, ha az egy darab feles spinb6l allé

rendszer Hamilton-operatora o,! (A spin kélesonhat a kiilso térrel.)

Milyen értékeket ad
Sigr2 0 iz . 0
(0, p) =e ¥ cos§|T>+e“" smi\i)

allapotban a o, dinamikai valtozé mérése, és milyen valdszintiségekkel? Adja meg
az allapothoz tartozé strtiségi matrixot! Mi a 0 és ¢ paraméterek jelentése?

Mutassa meg, hogy az E és F projekciok pontosan akkor felcserélhetok, ha FF =
EANF!

Mutassa meg, hogy az E és F' projekciok pontosan akkor felcserélheték, ha EV F =
E+F—EF!

9M Tgazolja, hogy E A F = lim (EF)" az erés operator topolégidban, ha E és I

10.

11.

n

projekcidk!

Legyen E egy projektormérték IR Borel-halmazain! Igazolja, hogy E((a,b)) A
E((¢,d)) = E((a,b) N (¢, d))!

Adjon meg C°-ban olyan e, eq,e3 és fi, fo, f3 bazisokat, hogy az |{e;, f;)|?
atmenetvalészintiség i-tol és j-tol fiiggetlen legyen!

12M Legyen D egy statisztikus operator! Mutassa meg, hogy D akkor és csak akkor ad

13.

14.

15

16.
17.

meg tiszta allapotot, ha TrD? = 1!

Legyen E egy projektormérték IR Borel-halmazain! Igazolja, hogy E((a,b)N(c,d)) =
E((a, b)) x E((c,d))!

Szamolja ki a (5.1.4) formuldt a spin operdtorok értelmezésébol!

Mutassa meg, hogy a Neumann-féle entrépia konkav funkcional a stirtiségi matrixok
terén!

Szamolja ki a 2 x 2-es (5.2.7) siirfiségi métrix Neumann-féle entropidjat!

Hogyan mddosul a 12. példa tavatviteli eljardsa, ha ¢ ® ¢ a hdrom spin kiindulési
allapota?



6. A feladatok megoldasa

1. fejezet

7. Els6 megoldas: Bizonyitsuk a métrix méretére vonatkozo teljes indukciéval. Min-

10.

11.

den 1 x 1-es matrix alsé haromszog matrix, és determinansa megegyezik az egyetlen
(féatléban allg) elemével. Ha n x n-es matrixokra mar belattuk az allitast, ak-
kor vegyilink egy A,.1 (n 4+ 1) X (n + 1)-es alsé haromszdg matrixot, és fejtsiik
ki a determindnsat az utolsé oszlop szerint. Itt & < n esetén ajn,+1 = 0, igy
det(An41) = aniinsr - det(A,), ahol A, az A, 1 matrix n X n-es fématrixa, ami
szintén alsé haromszog matrix, tehat az indukcios feltevés alapjan determinansa
megegyezik a féatloban allé elemek szorzataval. fgy

n+1

n
det(Ani1) = ang1np1det(An) = ang1nt1 H a;; = H Qjj -
=1 i=1

Masodik megoldas: A determinans az 0Osszes olyan szorzat elOjeles Osszege,
amelyben minden sorbdl és minden oszlopbdl pontosan egy tényezé van. Egy alsé
haromszog matrix esetében a fédiagondlisban levo elemek szorzata kivételével min-
den ilyen szorzat tartalmaz legaldbb egy 0-t, és ezért maga is 0. U

Ha A pozitiv szemidefinit, akkor minden z (oszlop)vektorra z*Az > 0, speciélisan
z = X*y vektorra is, tehat

YV XAX 'y = (X"y)"AX"y > 0. O

Olyan A matrixot kerestink, hogy minden x vektorra teljesiiljon, hogy

x*[i ﬁ}xzo.

=[]

x*{ﬁ ﬂx:[a;;,x;]{i ﬂ [‘“ } — (21 4 22) A1 + 22) .

X2

Particionaljuk z-et

alakra, ekkor

Ez pontosan akkor lesz nemnegativ, ha A pozitiv szemidefinit. 0
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1 0 0
14. Elég megnézni, hogy mileszaz | 0 |, | 1 |,illetve | 0 | bazisvektorok képe.
0 0 1
1 0
Mivel az | 0 | és 1 | vektorok az xy sikban vannak, igy a vetités helyben
0 0
0
hagyja 6ket. A [ 0 | vektor képének utolsé koordinéatdja 0 lesz (hiszen pontosan
1
ekkor keriil rd az xy sikra), és mivel a vetités irdnya az (1, 1, 1) vektorral parhuzamos,
igy a masik két koordinatanak is 1-gyel kell csokkennie. Tehat a vetités matrixa
1 0 -1
01 —11. O
00 O
19. Jelolje A? elemeit ¢;; (4,5 = 1,...,n)! Ekkor ¢; = >." aga;. Egyenként
megnézzik az ¢ > j, 1 = j és i < j eseteket.
Ha i > 7, akkor az 6sszeg minden tagjanak legalabb az egyik tényezoje 0, igy
Cij = 0.
Ha i = j, akkor az Gsszegben pontosan egy nem 0 tag van, tehdt c; = a2 =
(_1)2@'72 =1.
Ha ¢ < j, akkor
d g ! =1\ (-1
Cij = Zaualj = Zazzalj = Z(—l)lﬂ ( i—1 ) ( 1—1 ) -
=1 1=i 1=i
J—i . .
1—1 k+i—1
k=0
— (_1)z‘+j j_ 1 i(_wk j_'i —
1—1 k
k=0
= o (J2] ) as oo
O
21. Ha az adott determinédns 0, akkor 1étezik olyan x vektor, amelyre

0=a"(ANA+AB+CO)r = N2*Az + \v* Bz + 2°Cx.

A feladat feltételei miatt az a := z*Ax > 0, b := 2*Bx > 0 és ¢ := 2*Cx >
0. Ha a = b = 0, akkor az egyenlethdl C' = 0 kovetkezne, ami ellentmond C'
invertalhatésdganak. Ha A valés, akkor A\2a + \b + ¢ = 0 csak akkor teljesiilhet, ha
Ab < 0, hiszen a masik két tag osszege pozitiv, igy b > 0 miatt A\ < 0.

Legyen most A = u +iv, v # 0, ekkor
0=MNa+ M +c=(u*—vHa+i2uva+ub+ivh+c,
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22.

azaz a valos és képzetes rész is 0. 2uva + vb = 0, igy v # 0 miatt 2ua = —b. Itt a
és b nem lehet egyszerre 0, és a > 0, b > 0, tehat v < 0. U

Els6 megoldas: A determinans

Z J(7T H Qi ( + tbl,ﬂ'(l))
i=1

™

alaku (m az 1,2,...,n szdmok permutaciéin fut végig, és o(m) a m permutécié pa-
ritdsa), igy az Osszeg egy tagjaban ¢ egylitthatdja

szwz Ha]w

i#£]

Osszegezzitk most ezeket a tagokat aszerint, hogy B melyik eleme szerepel benniik,

igy t egyiitthatéja
> by Y (=1 ] ajm-
i3

w(i)=j i#j

Itt

> (=1 asm)

m(i)=j it
éppen az az aldeterminans, amit az i-edik sor és j-edik oszlop elhagyasdval kapunk
A-b6l, azaz az inverz matrix konstrukciéja alapjan A~! elemeit a;;-vel jelolve

> (=1 Jasr) = det(A)d),

m(i)=j i£j

fgy osszegezve i-re és j-re t egylitthatoja:

det(A ZZZ)U a); = Tr(BA™")detA.

=1 j5=1

Masodik megoldas:
det(A+tB) = det(B™") - det(AB™! 4-tI),

gy A1, . .., Ap-nel jelolve az AB~! matrix sajdtértékeit ¢ egytitthatdja det(A + tB)-
ben megegyezik az AB™' métrix [[;;(A — );) karakterisztikus polinomjdban
A egyiitthatéjanak (—1)""det(B)-szeresével. A karakterisztikus polinomban A

egytitthatoja
) 12 [T» = (—1)"'det(AB™! Z—

i=1 i#j
mert a sajatértékek szorzata a determinans, és A, B invertalhatésdga miatt
Ay A # 0. Masrészt az inverz matrix sajatértékei megegyeznek a sajatértékek
inverzével, tovabba a sajatértékek Osszege éppen a matrix nyoma, igy t egyiitthatoja
n—1 n—1 -1 - 1 -1
(="' detB - (=1)"" - det(AB™") - ) 1 = det(A)Tx(BA™).

i=1
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Harmadik megoldas: Mivel det(A+tB) a t valtozénak polinomja, ¢ egyiitthatdja
a t = 0-ban vett derivalt. Haszndaljuk, hogy
d
detX =exp Trlog X és ﬁTrf(A+tB) =Trf'(A)B
t=0
Ezért
d d
—exp Trlog(A + tB) = expTrlog A x —Trlog(A +tB) =
dt t=0 dt t=0
= detA x TrA™'B.
O
23. Legyen 0 # X\ € C és x nem-nulla vektor, amire ABx = Ax. Ekkor Bx # 0 és
BA(Bzx) = A(Bx),
tehdt Bz sajatvektora BA-nak A sajatértékkel. O
2. fejezet
2. Csak a haromszog-egyenlotlenséget mutatjuk meg, a norma tobbi tulajdonsiga
trividlisan teljesiil.
plz+y) = pi(z+y)+pAr+y) <pi(x) +pi(y) + pa(z) + pa(y) =
= p(x) +p(y)
A g-ra vonatkozé haromszog-egyenldtlenségben a q(z +y) = p1(z +y) és q(x +y) =
po(x + y) eseteket kiilon vizsgaljuk, csak az els6t nézziik meg, a masodik ugyantigy
megy.
gz +y) =pi(z +y) < pi() + pily) < qlz) +aqly). [
3. Az ||[(x +y) — (xn + y»)|| normét kell feliilrél becsiilni.
1z +y) = (&n + )| < llz = zall + lly — wall
a haromszog-egyenlétlenség szerint. A jobb oldal a feltevés alapjan 0-hoz tart. [
5. Vélasszuk € > 0-t tetszOlegesen! Ekkor ||z, — z| < e, ha n > N valamilyen N,

kiiszobre. Ekkor n > N, esetén
H 1 1

g(a:1+-~-—|—a:n)—x = g|](:c1—:c)+(:c2—:c)+-~-+

+ (ay—2)+(@yp—2)+.. .+ (v, —2)|| <
1Y 1 <&
< —ZH%—%!H; > ok -zl <
k=1 k=N-+1
N
< Z!xk—xme.
k;:
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10.

15.

18.

20.

Mivel ||z, — z|| egy korldtos sorozat, valamilyen K fels6 korlattal, és

N

1 N

— g |z — z|| < —K,

n n
k=1

ha n-et elég nagyra valasszuk, akkor NK/n < ¢, és azt kapjuk, hogy ilyenkor

1
H—(x1+---+:pn)—x < 2e. O
n

. Ha f,, Cauchy-sorozat, akkor egyenletesen konvergdl egy C0,1]-beli fiiggvényhez.

Ugyanakkor f,(z) pontonkénti hatérértéke az

0, x=0,
fiiggvény, ami nem folytonos. Az ellentmondas mutatja, hogy f,, nem lehet Cauchy-

sorozat. O

Belatjuk, hogy z, — 0 egyenletesen, vagyis a C[0, 1] tér norméjaban:

thrl tn+2 1 1

2] < < .
|x()|_n+1+n+2_n+1+n+2

Ha x, — 0 a C'[0, 1] tér normdjdban is, akkor =/, — 0 egyenletesen. De

2 2
o (t) =t — T2 2 jons1
n+2
. o+ 2
n n
2 (1) = —1=—
| n< )‘ n+2 n+2’
ami nem tart 0-hoz, ha n — oco. Ezért z/, nem tart a 0-hoz egyenletesen (de még
pontonként sem), és x,, nem konvergdl a C*[0, 1] térben. O

a. A szamegyenesen a konvex halmazok az intervallumok, és két intervallum
egyesitése altalaban nem intervallum. Tehat A U B nem mindig konvex.

b. AN B konvex kozvetleniil a definicié alapjan.

c. Legyen v,y € A+ Bés0 < A< 1. Ekkor x = x4+ 2 és y = ya4 + yp valamilyen
TA,ya € A és xp,yp € B vektorokra. A\x + (1 — Ny = [AMza + (1 = Nya] + [z +
(1 = Nyg]. Mivel Azg + (1 = Nya € A és \xp + (1 — N)yp € B, latjuk, hogy az
osszegiilk A + B-ben van. Ezért A + B konvex. O

A feltételek mellett A— B folytonos linedris leképezés és a kérdéses altér Ker (A— B),
ami zart. ]

Legyen H egy valédi részhalmaz és valasszunk x € H, valamint y ¢ H pontokat.
Tekintsiik az 6ket Osszekotd szakaszt: {Ax + (1 — ANy : 0 < A < 1}. Legyen
XM =sup{0 <A<1: X+ (1-Nyg&H}é z:= X z+ (1—X)y. Ha H nyilt,
akkor komplementuma zéart és ezért z ¢ H. Ha H zart, akkor z € H. Ez mutatja,
hogy H nem lehet egyidejiileg zart és nyilt. O
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21.
/ f(t) dt’ < / |f()]dt < / sup{[f(s)] : s €[0,1]}dt =
0 0 0
= zllfI < (/I
Ezért
ILHI = sup{[L(F)(@)| = x € [0, 1]} < [IFI]
és ebbdl adédéan ||L|| < 1. L tehdt korldtos, ami ekvivalens a folytonossdggal. [
22. Nagyon sok ilyen funkcional van. Legyen X az olyan ¢>°-beli sorozatok tere, amelyek-
nek paros indexti és paratlan indexti tagjai egyarant konvergalnak, esetleg kiilonboz6
hatérértékekhez. (1,—1,1,—1,...) € X. Legyen
t+1 1—t
ola) = + lim ag, 1 + lim ao, ,
n—oo n—o0
ha a € X. Ez a funkciondl konvergens sorozatokhoz a hatarértékiiket rendeli, az
(1,—1,1,—1,...) sorozathoz pedig t-t.
[t+1] |[1—1¢
<
loll < 5=+ 2,
tehat ¢ folytonos. A Hahn-Banach-tétel alapjan ¢ kiterjesztheto a teljes £>°-térre.
O
30. Egyrészt
1z, y)lh = VIl l? + [yl < Nzl + [lyll = [1(z, y)ll
masrészt
Iz )l = Nzl + vl < v2ll2]? + 2lly]1? = V2]l ()l - [
33. Ha f folytonos, akkor ker f zart, hiszen a zért {0} halmaz Gsképe a folytonos

leképezésnél. A megforditashoz feltehetd, hogy f nem azonosan 0. Ekkor van olyan
x € F vektor, amelyre f(z) = 1. Tételezziik fel, hogy ker f zart, de f nem folytonos!
Ekkor 1étezik egységvektoroknak egy z, sorozata, amelyre |f(z,)| — oo.

—x eker f.
f(zn)
Ugyanakkor
Zn
—r— —x,

és ker f zértsdga alapjan —z € ker f. Viszont ez ellentmond a f(z) = 1 kiinduldsnak.

U



6. A feladatok megoldasa 187

35.

38.

45.

50.

Legyen f,, € Cy(IR") egy Cauchy-sorozat. Ekkor minden x € IR" pontra f,,(x)
konvergél egy f(x) szdémhoz. A norma definici6ja alapjan f,, egyenletesen konvergal
az f fuggvényhez, ezért f egy folytonos fiiggvény. Azt kell megmutatni, hogy f
eltiinik a végtelenben. Ha nem igy lenne, akkor van olyan x; € IR™ pontsorozat és
e > 0 szdm, hogy x — o0 és | f(zx)| > . Mivel f,, — f egyenletesen egy nagy m-re
|fn(z) — f(z)| < €/2 és ebbél | f(xx)| > €/2. Ez azt mutatné, hogy a feltevéssel
ellentétben f,, € Co(IR™) nem teljesiil. Végeredményben tehat f € Cy(IR™) igaz
kell, hogy legyen és Cy(IR™) Banach-tér. O

Nincsenek. Az integral folytonos funkcional. Ha a 0 integralu fiiggvények stirtin
lennének, akkor az integral funkcional az egész téren 0 lenne.

m=0 n=0 k=0 k=m+n
= i " AmB":il(AJrB)k:
k! m k!
k=0 k=m+n k=0
— eAJrB

Azt kell megmutatni, hogy

barmilyen x; és xy vektorra és 0 < A\ < 1 szamra. Legyen ¢ > 0. Ekkor léteznek
olyan yq,y» € S pontok, amelyekre

Flry) 2 [ley —mll —e & F(r) = [z — g —¢.
Mivel S konvex, a Ay; + (1 — A)yz pont is S-ben van, és
F(Azy + (1= Naz) < [[(Az1 + (1= Naz) — (A + (1= MNwo) |-
A jobb oldal becslése a haromszog-egyenlotlenség alapjan:

[(Az1 4+ (1 = A)z2) — Ay + (1 = Mwa)[| <
A1 —y1) + (L= M) (z2 —y2)| <

Allzr =l + (1 = A)f[z2 — gl <
AF(x1) + de+ (1 = N)F(x9) + (1 — Ne.

INIA TN

Végeredményben az
egyenlotlenséghez jutunk, ami € > 0 tetszoleges volta miatt a konvexitast jelenti. [

3. fejezet
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1. Nem, meg tudunk adni olyan f € L*(T) fiiggvényt, amely minden 2" fiiggvényre

mer6leges (n =0,1,2,...). Legyen f(z) =Z. Ekkor

2m
/f 2)2"dz = / "“dz:/ et gr = 0. O
0

. Ha H véges dimenziés, akkor (1) és (2) egyarant teljesiil, csak a végtelen dimenziés

esetet tekintjiikk. Legyen {e, : n € IN} megszamldlhaté bazisa H-nak. Mivel a
racionalis szamok @ halmaza megszamlalhato, a

= {itnen : i|tn‘2 <007 tn€Q+1Q}
n=1

n=1

részhalmaza H-nak megszamlalhato, és megmutatjuk, hogy H stiri. Felhasznaljuk,
hogy @ +1@ stirti C-ben. Legyen . = >~ x,e, a H Hilbert-tér tetszbleges eleme.
e > 0-hoz vélasszunk olyan ¢, € Q + i Q szamot, hogy

£
to =2l < /55

2 o oo
2 8
n=1 n=1

Ekkor

o
xr — E thén
n=1

tehdt H valéban stril.

Amennyiben {e; : i € I'} nem megszamlalhaté bazisa H-nak, ||e; —e;|| = v/2 minden
i # j esetén. Legyen G; az e; koriil irt /2/2 sugart nyilt gémb. A {G; : i € I}
halmazrendszer nem megszamlalhato és paronként diszjunkt nyilt halmazokbol all.
‘H-ban nem lehet megszamlalhaté siirti halmaz, mert annak minden G; nyilt gémbbe
bele kéne metszeni. Megmutattuk tehat, hogy ha H-nak nincs megszamlalhaté
bazisa, akkor nem lehet benne megszdamlalhaté stirti halmaz.

Az (1) = (2) kovetkeztetést masként is igazolhatjuk. Ha {y; € i € IN}
megszamlalhaté stirti halmaz, akkor a bel6le Gram—Schmidt-ortogonalizacidval ka-
pott {e; : i € IN} vektorrendszer paronként merdleges vektorokbdl &ll, és ugyanazt
a linedris alteret fesziti ki, mint az eredeti {y; : ¢ € N} rendszer. Ezért nem lehet

olyan egységvektor, amely minden e; vektorra meréleges. Tehét {e; : ¢ € IN} bazis.
O

. Kiszamoljuk az (f,, f) belsé szorzatot:

(for fm) = / fa(@) frn( ——/ﬂsinnxsinmxda::

—T

= 5 (cos(n —m)x —cos(n+ m)x)dr = 0y, +0.
™ —T

Ez mutatja, hogy f.(x) egy ortonormalt rendszer. Nem bdazis, mert f(z) := 1

meréleges minden f, (z) vektorra:

s

(fi fn) = \/_ sinnrdr =0. 0
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8.

11.

A Schwarz-egyenlétlenség szerint

[z, < [l vl

ezért ||z|| > sup{|(z,y)| : ||y|| = 1}. Ha x = 0, akkor nyilvanvaléan egyenl6ség van.
Ha x # 0, akkor az y = x/||z|| vélasztas mutatja az egyenlStlenséget. O
. Legyen

(PF)(a) = 2(f(x) + f(—a)

Ekkor P az L*(IR) tér korldtos linedris transzforméacidja, két unitér operator konvex
kombinaciéja. Evidens médon Pf = f pontosan akkor, ha f paros és Pf = 0
pontosan akkor, ha f paratlan. Belatjuk, hogy P = P*. Ebbol mar kovetkezik az,
amit akarunk:

{paros fiiggvények}™ = (Rng P)* = Ker P* = {pératlan fiiggvények}.

Az 6nadjungéltség igazolasa:
29.Pf) = [ 9@f@) + f(-2) ds =
~ [s@r@)de+ [g)s(-s)d -
~ [s@f@de+ [g-o)f)do -

- / (0@) T 9(-2)f(z) dz =
= 2(Pyg, f).

Egyébként P = P? is teljesiil, tehdt P a pdros fiiggvények alterére vetits projekcio.
O

Elészor integralassal igazoljuk, hogy az f,(z) = \/g sin nx fiiggvényrendszer orton-

ormalt L?[0, 7r]-ben:

2 ™
(fns fn) = —/ sin nz sin ma = 6, , -
™ Jo

Legyen f € L*0,7] tetsz6leges fiiggvény, amit kiterjeszthetiink a [—m, 7] interval-
lumra egyértelmtien egy F' paros fiiggvénnyé.

/ |F<x>|2das:2/0 F(a) dz = 2| |,

ezért F € L*[—m,w]. Most felhasznaljuk, hogy L?[—m,7|-ben a trigonometrikus
rendszer teljes, tehat

o0 [e.9]

F(x) = Zamsinmer mecosmx

m=1 m=0
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L?-normdban (Fourier-sor). F pdrossiga miatt b,, = 0. Az F'(z) = >~ a,, sinmz
sorfejtés az L2[0, 7] térben is érvényes, ahol az osszegfiiggvény az elére adott f. Ez
adja az f,(z) figgvényrendszer teljességét. O
16. Hilbert-térben érvényes az
lz +ylI” + llz = ylI* = 2/}« + y]*)

paralelogramma azonossdg. Ha f = 1j1/9, g = 1p/2,1), akkor a sup normédra

Ifl =gl = Ilf +gll = If — gll =1, és az azonossag nem teljesiil, igy nem létezhet

olyan bels6 szorzat, amely a sup normat adja. U
47. TetszOleges x vektor x = x1 + xo alakban irhat6 gy, hogy Fx; = x1, és Exg = 0.

(E—F)x= (v, — Fr1) + Fzs.
Mivel
<IL‘1 — FZL‘l,Fl‘2> = <$1,FZL‘2> - <IL‘1,F*FI‘2> = O,
az 1 — Fxy és Fxy vektorok merdlegesek. Ezért a Pitagorasz-tétel szerint
(B = Fa|® = llor = Fau|* + | Fao||* = [l]* + [J22* = [l

Tehét megmutattuk, hogy ||(E — F)z|| < ||z]|. O
49. Kovetkezik abbdl, hogy az |(z,y)| < ||z] - [|y|| Schwarz-egyenl6tlenségben = # 0

esetén csak y = \x esetén teljesiil az egyenlGség. O
50. (P + Q)*> = P+ Q alapjan PQ + QP = 0. EbbdSl P-vel valé balrél és jobbrél

szorzassal PQP + QP = 0 és PQ) + PQP = 0, ami azt mutatja, hogy PQ = QP.

O
56. Nem igaz. Tételezziik fel, hogy 0 < a, < a, és az F projektormérték olyan, hogy

E({a}) = I' Ekkor E([0,a,]) = 0 és E([0,a]) = I. A konvergencia semmilyen

topologiaban nem &llhat fenn. O
80. Jelolje F a Fourier-transzformaciot és P, a {h € L*(IR) : h(z) = 0, ha |z| > n}

altérre val6 ortogonalis projekciét! P, konvergdl az identitashoz az so-topoldgiaban.

Mivel

gn = -FPnfa

gn konvergal F f-hez. O

89. Ha Uy = y, akkor y 1L Hy, ugyanis

(x+Ux+ -+ U 0) —na,y) = (z,y) +
+ (2, Uy) 4+ (2, (U")"1y) — nlz,y) = 0,

hiszen U*y = y. Mésrészt, ha y L (Uzr — z) minden x vektorra, akkor
0= (y,Ux—2z)=(U'y—y,zx),
és U*y = y. Utobbi ekvivalens Uy = y-nal. O
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95.

98.

L(A) pozitiv operator:

1
(A,L(A)) = / TrA*D'AD'™ ' dt =
0
1
— / Tr(D'92A*D'ADY=9/2) dt > 0,
0

hiszen TrX*X >0 (X = D/2AD(-1/2),

Bazistranszformaciéval D diagondlis alakra hozhato, és feltételezhetjiik, hogy D =
Diag (A1, Az, ..., Ay). Kiszdmoljuk az L(E;;) métrixot. (E;; azt a matrixot jelenti,
amelynek ij-eleme 1 és a tobbi 0.) Az egyszer(ibb irds érdekében legyen D =
diag (A1, A2).

1 1—t
B Ao 1[0 1A 0 B
e = [0 Lo o] [N ]

1 ty1-t 1
— / [ 0 >\1>\2 :| dt - E12/ )\i)\%it dt —
0 0 0 0

A1 — Ao
log A\ — log Ay~ 2"

A szamolas eredményeit ugy foglalhatjuk Ossze, hogy L sajatértékei a

Ai — A
S e R P
Cij = log )\z — lOg )‘j’ 7& J
)\i7 )\Z = )\]7
szdmok a hozzdjuk tartozo sajatvektorok pedig az Ej;; matrixegységek. U

Legyen A € B(H). Az A operétor gréfja
{(z,Az) : x € H}.
H O H tetszéleges (xg,yo) pontjanak a grafon vett vetiilete (z, Az) alaki és
(2, Az) — (%o, %0) L (z, Ax)
minden = vektorra. A merolegességet skalarszorzattal felirva a
(z —xg,x) + (Az — Yo, Az) =0
egyenlethez jutunk, ami atrendezve
(I+A"A)z —x9g — A"y, x) = 0.
Mivel ez minden x vektorra teljestil

(I + A"A)z =z + Ay
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99.

és
2= I+ A*A) " (zg + A*yp) .
Tehat (zg,yo) képe a grafon
(([ + A*A)_l(.’lfo + A*y0)7 A([ + A*A)_l(.’lfo + A*yo)) .

t

Az AB—BA = cl egyenletbdl levezethetjiik, hogy A2B—BA? = 2cA. Ezt az eljarast
iterdlva kaphatjuk az A"B — BA" = (n—1)A"~! formuldt, amib6l e Be~4 = cI + B
is kovetkezik. A baloldal és a jobboldal spektrumat osszehasonlitva kapjuk, hogy
c=0. U

4. fejezet

. Legyen T siirtin értelmezett zart operator. Ekkor A — T is ilyen. Tételezziik fel,

*

hogy A a A — T operator korlatos inverze! A*y benne van (A — T')* értelmezési

tartomanyaban, hiszen
(A%, (A =T)z)| = [(y, A(A = T)z)| = [{y, 2)| < C|lz|.

Ezért (A—T)* mindeniitt értelmezve van. Most kiszdmoljuk az A*(A —T)* operator
hatasét:

(2, A =T)"y) = (Az, A =T)"y) = (A = T) Az, y) = (2,9)

Ez azt mutaja, hogy A* a (A — T)* = X\ — T* operator inverze. O

. Tételezziik fel, hogy =, € D{UT) = D(T), tovabba z, — x és (UT)x, — y!

Ekkor T'w, — U~'y. Most hivatkozunk arra, hogy T zirt, és megdllapitjuk, hogy
Tx =U"'y, amib8l (UT)z = y kovetkezik. O

. Elég megmutani, hogy minden \ € C komplex szam sajatértéke a T, operatornak:

The' ™™ = e, O

. Azt kell megmutatni, hogy (0,y) € [I'(UTU*) esetén y = 0. Tételezziik fel, hogy

xr, € DUTU*) =UD(T), z, » 0 és UTU*x,, — y! Ekkor U*z, — 0 és TU*z,, —
U~ty. Mivel T lezarhaté, arra kovetkeztethetiink, hogy U1y = 0, de ekkor y = 0.

Maiasodik megoldas: UTU* zért kiterjesztése UTU*-nak, ezért az elébbi lezarhaté.
O

. Legyen E az A operator spektralmértéke, és egy x vektorra u,(H) := (x, E(H)x)

az x-hez tartozé mérték IR-en, valéjaban IRT-on A feltételezett pozitivitdsa miatt.

Legyen o > 0. Ekkor x € D(A*) ekvivalens az

JARSeY

0
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10.

14.

integral végességével. Mivel a 0-t6l 1-ig vett integral mindig véges, a feltétel
valojaban

/ N dp,(N) < 400

1
Ha a < 8, akkor A2 < A% a X\ > 1 esetben. Ezért D(A°) C D(A®). Nevezetesen

D(A?%) c D(A) C D(AY?), O
. Az allitds nyomban kovetkezik abbdl a ténybol, hogy egy korlatos A operatorra és
egy nem feltétlentil korlatos T" operdtorra (A 4+ T)* = A* + T*. O

. Nem igaz. Legyen D(Hp) := {f € C?[0,1] : f(0) = f(1) = 0} és Hpf := —f",

tovabbd D(Hy) = {f € C?[0,1] : f(0) = f'(1) = 0} és Hyf := —f". Ezek
lényegében onadjungalt operatorok, hiszen létezik sajatfiiggvényekbol allo bézis
mindkettéhéz. Ha A := Hp/2 és B := Hy/2, akkor A és B nyilvan lényegében
onadjungaltak, de az Osszegiik nem az, hiszen Hp és Hy kiilonboz6é 6nadjungalt
kiterjesztései. O

A (1=2?) f" =2z f'+\f = 0 differencidlegyenlet f(z) =Y} _, araz"® alaki megolddsat

keressiik. Mivel

n n—1
f/<.§lf) = Z akkxkﬂ = Z a/kJrl(k —+ 1).Tk y
k=1 k=0
n—2

@) = D apk(k— 12" =) apeo(k+2)(k + 12",
k=2 k=0

az egyenletbe behelyettesitve a

" [—apn(n + 1) + Aay] + 2" —ap,_n(n — 1) + Aa,_1] +

n—2

+3 aFlapga(k +2)(k + 1) — apk(k + 1) + Aag] —
- ];102[6@3 -+ ()\ - 2)&1] + [2&2 -+ )\ao] =0

osszefliggéshez jutunk. Amennyiben f megoldas, minden egyiitthatonak 0-nak kell
lenni. A féegyiitthatébdl kapjuk, hogy A = n(n + 1). O

AzD(A) = {f € C?0,1] : f(1)=¢e?f(0)} értelmezési tartomdny tartalmazza az
fn(fL‘) — 61(6—|—27rn)ac (TL c Z)

fiiggvényeket, amelyek egyrészt teljes ortonormélt rendszert alkotnak, méasrészt
sajatfiggvényei az A operatornak: Af, = —(6+2mn)f,. A kénnyen ellenérizhetGen
szimmetrikus, ezért lényegében onadjungalt. 0

Legyen E az A operatorhoz tartozo projektormérték. Ha 0 < a < +oo, akkor az
E([0,a]) projekcié képterében levd vektorok D(A™)-ben vannak barmilyen n € IN
esetén. Valéban, legyen p,(H) = (x, E(H)z) az x vektorhoz tartozé mérték. Ha
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E([0,a])x = z, akkor E([b, ¢|])x = 0 minden a < b < ¢ esetén, és a 1, mérték tartdja
[0, a]-ban van. Ez maga utén vonja, hogy az
JARSX Y
0

integral barmilyen « > 0 esetén véges, és ezért x € D(A%).

Egyesitve az F([0,a]) projekciék képterét a 0 < a < +oo értékekre olyan stird

halmazt kapunk, amely D(A®)-ban van barmilyen « > 0 szamra. U
15. Ha S szimmetrikus, akkor S C S*. S* mindig zart operdtor és annak részei

lezarhatok. U
18. A sok lehet6ség egyike egy olyan szigortian névé ¢, sorozat, amely 3-hoz konvergdl.

O
19. Legyen példéaul ¢, a (0, 1)-beli racionalis szamok sorozatba rendezése. O
21. Csak véges dimenzids térben igaz. Végtelen dimenziés térben a 0 mindig a lényeges

spektrumhoz tartozik, ugyanis a sajatértékek torlédési pontja. 0
22. Legyen E(-) az A operédtor spektralmértéke és u,(H) = (z, E(H)zx) az ebbdl

szarmazé val6szintiségi mérték R -on. = € D(A?) feltétele, hogy [ |N\*|? dpu,(N)

véges legyen. Felhasznélva, hogy A% = X\ (a,b € R) a kovetkezdképpen

becsiilhetiink:

00 1 e’}
|y = [P+ [P du) <
0 0 1
1 00
< / Ldp(N) +/ N dpg (M) -
0 1
Itt mindkét integral véges, a masodik x € D(A) miatt. Tehat = € D(A%), ha
0<Rez<1. .
(x, A%x) :/ N dpz(N)
0

differencialhaté a paraméteres integral differencidlhatésdgara vonatkozd tétel

alapjan. O
23. A szimmetrikussagot parcialis integralassal mutatjuk meg:

(g, Hf) = / " 9@) (" (2)) de =
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25.

Az f.(x) = e7'"® fiiggvények n € ZZ-re az értelmezési tartomanyban vannak, tel-
jes ortogonalis rendszert alkotnak és sajatfiiggvények; hiszen —(e!™®)"” = n2ein?,
Kovetkezésképpen H lényegében onadjungalt és tisztdn pontspektruma {n? : n =
0,1,2,...}. O

Jelolje 0 az N dimenzids egységgombot, Ky, ill. Ky az egységgombbe irhato legna-
gyobb, ill. az egységgomb koré irhaté legkisebb kockat, amelynek élei parhuzamosak
a koordinatatengelyekkel, H,, H; ill. H, pedig a Dirichlet-féle Laplace-operdtort
a megfelel§ tartomanyokon, és legyen A\, (H) a H operator n-edik sajatértéke,
M(H) > M(H) > ... (a tobbszoros multiplicitdst sajatértékeket tobbszor felso-
rolva)!

L*(K)-nek létezik H; sajatvektoraibél 4116 bézisa:

{c(nl,...,nN)ﬁsin (ng\/ﬁ <:1: + \/Lﬁ)) My My € 1N+}

(¢(nq,...,ny) norméldsi tényezd), és mivel Hy konnyen ellendrizhetéen szimmetri-
kus, ezért lényegében onadjungalt, és

Nr?
: (n?+...4+n3) : nl,...,nNE]l\I+}.

o(tts) = o) = { -

Hasonlban lathaté, hogy Hs lényegében onadjungalt, és

71_2

o(Hs) = 0,(Hs) = {—Z(n% +...4n%) i ng,...,ny € ]N} :
H; sajatértékei mind véges multiplicitasiuak, és 0 > A\ (H;) > Xo(H;) > ... >
M(H;) ... = —o0; i = 1,2. Mivel H; sajatértékei alulrdl, Hy sajatértékei pedig
feliilrol becsiilik H, sajatértékeit, ezért H, sajatértékei is véges multiplicitasuak, és
0> MN(Hy) > N(H,) > ... > M\(H,) ... = —00. Mivel létezik H, sajatvektoraibdl
4ll6 bazis L*(c)-ban (ldsd gombfiiggvények), ezért H, lényegében onadjungdlt, és
o(H,) = o0,(H,) = 0,(H,). Mivel 0 ¢ o(H,), (H,)™* € B(L?*(0)), és

() = {Ai&o) . 1,2,...} |

ﬁ;l tehat olyan korlatos onadjungalt operator, amelynek spektruma véges mul-
tiplicitdst sajatértékekbdl all, melyek egyetlen torlddédsi pontja a 0, (H,)~' tehét
kompakt. Az az allitas, hogy (H,)~* Hilbert-Schmidt tipusi, ekvivalens azzal, hogy
sajatértékeinek négyzetosszege véges, vagyis hogy

Mivel
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27.

28.

e}

4 1
= N2p2 <
N272 n17.;v1 %n%++%n?\[ >
N
4 1 /1 1
< A2 2 N7 Y « .. e
< de L A

ni,...,nNy=1

az T — o~ ! fiiggvény konvexitdsa miatt, igy

4 = 1
t= N372 'N2ﬁ<+oo’
n=1
tehat (H,)~! valéban Hilbert—Schmidt tipust. O
Vélasszunk kiillonboz6 21, 29,...,2, € € szamokat, és tételezziik fel, hogy

Yoy Ae(z;) = 0 valamilyen Ay, Ao, ..., A, € C egyiitthatékkal! Kiirva a kompo-
nenseket azt kapjuk, hogy

>\1+>\2++>\n - 0,
)\121+>\222+---+>\n2n = 0,
n—1 n—i n—1
M 4+ Mg A Ayl = 0.
(n—1)! (n—1)! (n—1)!

Az els6 (n — 1) komponensre vonatkozé egyenlet ekvivalens az

1 1 . 1 A
21 Z9 Zn A2
2 2 2
2] 25 zs A3 | =0
n—1 n—1 n—1
| A 25 || An |

matrix-vektor formaban felirt linedris egyenletrendszerrel. Az egyenletrendszer
matrixanak determinansa nem 0, hiszen in. Vandermonde-féle determinéns, amely
[Iic;(zi — 2;). Az egyenletrendszernek ezért csak a trividlis Ay = Ap =... =X, =0
megoldéasa van. O

A véges dimenzids eset trividlis, csak a végtelen dimenzidval foglalkozunk. Ha A
lényeges spektruma tires, akkor spektruma véges multiplicitasu sajatértékekbol all,
amelyek seholsem torlédnak. fgy a sajatértékek 0 < A\ < Ay < ... formaban
irhatdk, és A, — +oo. Az (I+A)~! operédtor sajatértékei (1+A)~L, (1+ X)L, ... és
sajatvektorai ugyanazok. Az (I + A)~! operator sajatértékei véges multiplicitdstak,
és a 0-hoz konvergdlnak. Ezért (I + A)~! kompakt énadjungdlt operétor.

A megforditds ugyanezt a gondolatmenetet haszndlhatja a forditott iranyban. [
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30.

32.

A megoldashoz a (4.6.19) képletet hasznédljuk. A T'f = 0 egyenlet linearisan fiigget-
len megoldédsainak az fi(x) = x és fo(x) = 1 fiiggvényeket vélaszthatjuk. Ekkor

p(@)(fi(x)fo(x) — fo(x) fi(z)) = 1, és megkapjuk a Green-fiiggvényt:

r, ha 0<z<y<1,
G(x’y):{y, ha 0<y<az<1. =
Olyan f vektorokat keresiink, hogy barmilyen ¢ vektorra a t — (g,U(t)f) IR-en
értelmezett fiiggvénynek van analitikus kiterjesztése a teljes komplex sikra. Legyen
A az U(t) csoport infinitezimélis generatora, F az A = A* operator spektralmértéke
és P = E([a,b]) egy kompakt [a, b] intervallumhoz tartozé spektrélis projekei6. Azt
allitjuk, hogy Pf = f esetén a fent lefrt analitikus kiterjesztés létezik. f € D(e'*4)
minden z komplex szamra ugyanis

b
/ AP, B f) = / P, B ).

mivel a ps(-) = (f, E(-)f) véges mérték, és tartéja [a,b]-ben van. Tovdbba a
2z (g, e*A f) fiiggvény analitikus, hiszen

(g, A f) = / ¢ d(g, B(-) ),

és a derivalhatdsdgot a paraméteres integralok differencialasara vonatkozo tétel biz-
tositja. 0
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5. fejezet

. Fel fogjuk hasznélni, hogy az |(z,y)| < ||z| ||y| egyenl6tlenségben pontosan akkor

all fenn az egyenloség, ha x és y egy skalar szorzéban kiilonbozik.

Az
<¢1|Q|¢1>:<¢2|Q|¢2>

egyenlGségben tegyiik @ helyébe az |¢;)(¢;| projekciét. Ekkor az
1= [(¢1 | )

egyenlOséghez jutunk, ami a fentiek miatt csak akkor allhat fenn, ha ¢, szamszorosa
¢o-nek. Mivel mindkettd egységvektor, a szam egy abszolut értékii lehet csak. [

[1,0]:[?5“5]:0. O

. 0y sajatértékei +1 és —1, a hozza tartozo sajatvektorok pedig

111 . 1T
€1 = ﬁ i eS €9 = ﬁ 1 .
Ezért o,-t barmilyen allapotban mérve +1 értékeket kapunk. A | |) éllapotban a

+1 kimenet valdszintisége
1
en | P = 5. =

. A 2 x 2-es matrixok terében ooy = I, 01, 09, 03 egy teljes ortogonalis rendszer,

alkalmas norméldssal bazis lenne. Ezért {o; ®o; : 0 <4,j < 3} 16 darab vektorbdl
allo teljes ortogonalis rendszer 4 x 4-es méatrixok terében. Igy minden 4 x 4-es matrix
> i Ajjo; ® oj alaki. 0; ® o; matrixok oy ® g kivételével 0 nyomuak, ezért

3
Tr <Z Aijai @ O'j) = A(]()TI'<O'0 &® 0'0) = 4A00 .

i.j=0

Ha 1 nyomu matrixunk van, pl. stiriiségi méatrix, akkor Agy = 1/4. O

. Elészor igazoljuk, hogy (EFE)™ az er6s operétor topoldgidban egy P projekciéhoz

tart. FFE egy pozitiv kontrakcid, ezért (EF E)" pozitiv kontrakciék monoton fogyé
sorozata, aminek létezik so hatarértéke, lasd a 3. fejezet 4. lemmajat, és az utana
1év6 megjegyzést. A hatarérték nyilvan onadjungalt, és

P? = (s0 — im(EFF)")? = so — lim(EFE)*" = P.

Tehat P projekcié.

Ha (E' A F)x = x egy z vektorra, akkor Fx = x és Fz = z, amibdl adédik, hogy
(EFE)'x =2 és Pr =ua. Ezért EANF < P.
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12.

Maésrészt Pr = x esetén |EFEz|| = z, hiszen ha EFE csokkentené ||z||-t, akkor
EFE hatvanyainak alkalmazdsa utdn nem lehetne a hatarérték vektor hossza ||z||.
Hasonl6 okoskodassal ||EFFEz| = ||z| alapjan ||Ex|| = ||z|| és Fx = z. Ekkor
|EFz| = ||z|| és F sem csokkentheti x hosszét, igy F'z = x. Azt mutattuk meg,
hogy Px = x alapjan Fx = x és Fo = x kovetkezik, ezért P < E A F'.

A feladat az (EF)"™ sorozat hatarértékérsl szol.
(EF)" = (EFE)"F .

A jobb oldal PF-hez tart, ami P < F miatt P. Igy (EF)"*>sP = EAF. O

Legyen \y > Xy > ... > A, > 0 a D statisztikus operator sajatértékeinek listaja,
> A = 1. Ugyanakkor

TtD* = i)\? < i)\o =1
i=1 i=1

egyenléség csak gy allhat fenn, ha A\? = \;, azaz A\ =1, \g = A3 = --- =\, = 0.
O



Fluggelék

A. Metrikus és topologikus terek

Ha adott az X alaphalmaz részhalmazainak olyan G rendszere, hogy
i) 0,X eg,

(ii) ha G1,Gy € G, akkor Gy NGy € G,

(iii) ha G; € G (1 € I), akkor U;G; € G,
)

(iv) ha x; és x5 kiillonb6z6 pontok X-ben, akkor vannak olyan diszjunkt G;,G2 € G
halmazok, hogy x; € G; és x5 € G,

akkor G-t (Hausdorff-féle) topolégidnak nevezziik az X halmazon, és elemeit nyilt hal-
mazoknak hivjuk. Ha Gy C G olyan halmazrendszer, hogy G barmely eleme eldall Gy-beli
halmazok egyesitéseként, akkor Gy a G topologia bazisa.

1. példa: R szokasos topolégidajaban azokat a G C IR halmazokat mondjuk nyiltnak,
amelyek bérmilyen x € G pontjdhoz van olyan ¢ > 0 szdm, hogy (x — e,z +
e) C G. E topolégia béazisat alkotjdk a raciondlis végponti nyilt intervallumok

vagy azok a nyilt intervallumok, amelyek végpontjai diadikus racionalis szamok.
O

Ha (X, G) egy topologikus tér, és Xy C X, akkor Xy-on van egy (X, G)-bdl 6rokolt
topolégia, amelyben az Xy N G halmazok a nyiltak, G € §G. FEzt a topoldgiat
altértopologianak is nevezziik.

Az (X, G) topologikus térben az x, sorozatrdl azt mondjuk, hogy =z € X-hez kon-
vergal, jelolésben z, — x, ha minden olyan G nyilt halmazhoz, amelyre x € G, van
olyan N € NN kiiszobindex, hogy =, € G, han > N. A topologikus tér definicidjanak (iv)
része biztositja azt, hogy egy sorozatnak legfeljebb egy hatarértékpontja legyen.

2. példa: Egy maésik topologiat értelmezhetiink IR-en, ha azokat a halmazokat
tekintjik nyiltnak, amelyek el6allnak balrél zart és jobbrdl nyilt intervallumok
egyesitéseként. Ebben a topolégidban x, — x esetén = < x, véges sok n kivételé-
vel. Ezért ezt a topologiat a jobbrdl valé konvergencia topoldgidjanak nevezziik.

U

A nyilt halmazok komplementumat zart halmaznak nevezzik. Zart halmazok met-
szete zart, és véges sok zart halmaz egyesitése zart. Egy halmaz lezarasa a legsziikebb 6t
tartalmazd zart halmaz. Ha egy halmaz lezarasa a teljes tér, akkor azt stirtinek mondjuk.
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3. példa: A raciondlis szamok IR szokasos topoldgidjaban siirti halmazt képeznek. Ez a
kijelentés azzal ekvivalens, hogy minden nyilt intervallum tartalmaz racionélis szamot. [

Topoldgiat metrika, azaz tavolsag segitségével is megadhatunk. d : X x X — R*
tavolsag, ha x,y, 2z € X esetén

(i) d(z,y) = d(y,z),
(i) d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2),
(iii) d(z,y) = 0 akkor és csak akkor, ha = = y.
Ha d egy tévolsag, akkor a
Gz,r):={ye X :d(z,y) <r}

halmazok (x € X,r > 0) egy topolégia bézisit alkotjék. Ez a tavolsdghoz vagy a met-
rikus térhez tartozo topolégia. Ha két metrika ugyanazt a topoldgiat indukalja, akkor
(topologikusan) ekvivalenseknek nevezziik ¢ket. Erdemes megjegyezni, hogy metri-
kus térben x, — x pontosan akkor teljesiil, ha d(x,,z) — 0.

4. példa: A IR? halmazon

dyl(2,y), (@' y) o= [l — '+ [y — o/ 7]

tavolsagot ad minden 1 < p < oo szdmra. (A metrika (ii) tulajdonsdga a Minkowski-
egyenl6tlenség kovetkezménye.) Fzek a tavolsdgok mind topologikusan ekvivalensek,
ugyanis

(@ns yn) = (2, y)

a d, tavolsidg topoldgiajaban akkor és csak akkor teljesiil, ha z, — x és y,, — y a szokasos
értelemben. O

Ha egy topoldgia metrikabdl szarmaztathatd, akkor metrizalhaténak nevezziik. Nem
minden topoldgia metrizalhat6. Metrizalhaté térben egy F' halmaz pontosan akkor zart,
ha z, -z és xz, € I esetén z € F.

5. példa: Tekintsiik IR-en a jobbrdl valé konvergencia topologiajat! Tételezziik fel, hogy
ezt egy d tavolsag metrizaljal

Ebben a térben [z, 1) nyilt halmaz, tehat G(z,r) C [z, 1) valamilyen r(z) > 0 szdmra.
Ez azt jelenti, hogy y < x esetén d(z,y) > r(z). Legyen H,, = {x € [0,1) : r(x) > 1/n}. A
H,, halmazok lefedik [0, 1)-et, ezért valamilyen n-re H,, nem megszamlalhaté. Ez tartalmaz
egy szigoruan fogyé x; > xo > ... sorozatot, amely IR szokasos topologidjaban konvergal
egy 0 < x < 1 szdmhoz, de konvergal a jobbrdl valo folytonossag topologiajaban is. Az
utébbi megallapitas ellentmond a d(z, x) > 1/n kortilménynek. 0

Az x, sorozat Cauchy-féle egy (X, d) metrikus térben, ha minden £ > 0 esetén
van olyan N € IN, hogy d(zp,z,) < e, ha n,m > N. Egy metrikus teret teljesnek
neveziink, ha Cauchy-sorozatai konvergensek. Egy metrikus tér teljessége nem topolégiai
tulajdonsag. Egy teljes metrikus tér topologidjat olyan tavolsaggal is metrizalhatjuk, ami
nem teljes.
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6. példa: Tekintsiik a természetes szamok IN halmazén a kovetkezd tavolsagot:

1 1

d(n,m) := P

Ebben a metrikus térben x; Cauchy-sorozat, ha z; konvergal egy n természetes szamhoz
(a szokdsos értelemben), azaz x, = n véges sok k index kivételével, vagy a mésik lehetdség
az, hogy x — o0 a szokasos értelemben. Az utdbbi z sorozat nem konvergens a metrikus
térben, ezért a tér nem teljes. Ha IN-hez hozzdvessziik a co szimbdlumot, és az IN U {oo}
téren egy d metrikdt értelmeziink a

d(n,m) =d(n,m), d(n,oc0) = %

képletekkel, akkor egy teljes metrikus teret kapunk. U

A példdhoz hasonléan minden (X, d) metrikus térhez van egy olyan (X,d) teljes met-
rikus tér, hogy X C X, X sfirtt X-ban, és d megszoritasa X x X-re éppen a d tavolsag.
Ilyenkor az (X, d) teret az (X, d) metrikus tér teljessé tételének vagy teljes burkanak
nevezziik. A teljes burok lényegében egyértelmiien minden metrikus térre létezik.

Egy topologikus tér szeparabilis, ha van benne megszamlalhaté stirti halmaz.

7. példa: A folytonos [0,1] — IR fiiggvények C|0, 1] terén
d(f,9) = sup{|f(z) —g(2)[ : 0 <= < 1}

tavolsag, amiben f, — f jelentése az, hogy f, egyenletesen konvergal f-hez. A térben
a polinomok siirtt halmazt alkotnak, ami a Weierstrass-féle approximacidés tétel kovet-
kezménye. Mivel egy polinomot tetszéleges pontossaggal kozelithetiink racionalis egytitt-
hatéji polinommal, és utébbiak megszamlélhatéan vannak, C|0, 1] szepardbilis. U

Legyen X és X’ topologikus tér és f : X — X’ egy leképezés. Azt mondjuk, hogy
f folytonos az x € X pontban, ha minden olyan G’ C X’ nyilt halmazhoz, amelyre
f(z) € G" 1étezik egy G C X nyilt halmaz, hogy = € G és f(G) C G'.

Metrizalhaté terek esetén f z-beli folytonossaga azzal egyenértékii, hogy z,, — x esetén

f(an) = f(z).

8. példa: Legyen (X,d) egy metrikus tér és H C X. Ertelmezziink egy f : X — R
fliggvényt az
f(z) = inf{d(z,h) : h € H}

képlettell Mivel d(z, h) < d(z,2") + d(2’, h), teljesiil az
f(@) < d(x,2') + f(2)

egyenlotlenség, azaz
() = ()] < d(x,2").
Ez mutatja f folytonossdgat, ugyanis z,, — x esetén d(z,,x) — 0, tehét |f(x,) — f(z)| —
0.
Megmutathatd, hogy f(x) = 0 akkor és csak akkor, ha x a H halmaz lezdrdsdban
van. Ezért zart H halmazra f(x) > 0, ha * ¢ H. Ilyenkor f-et az x pont H-tdl vald
tavolsaganak nevezziik. O
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Ha az f: X — X' topologikus terek kozotti leképezés minden x € X pontban folyto-
nos, akkor egyszertien folytonosnak nevezziik.

Az f: X — X' leképezés pontosan akkor folytonos, ha minden G’ C X’ nyilt halmazra
f7HG") nyilt halmaz X-ben.

9. példa: Az a tény, hogy egy leképezés folytonos-e nagyban fiigg attol, hogy milyen
topolégidkra vonatkoztatunk. Legyen f : IR — IR egy fiiggvény, és egy x,, IR-beli sorozatra
jelentse x,, — x a szokasos konvergenciat. Tekintsiink IR-en két topoldgiat, Gi-et és Go-t,
és nézzitkk meg, hogy f: (R, G;) — (IR, Gy) mikor lesz folytonos.

Ha Gy és Gy a szokésos topoldgidk, akkor ezek metrizalhatok, és f folytonossaga azt
jelenti, hogy barmilyen z,, — x esetén f(z,) — f(x). Ez tehédt az IR-en értelmezett valds
fiiggvények jol ismert folytonossag fogalma.

G1-et tartsuk meg a szokdasos topoldgianak, de Gy legyen a jobbrodl valé konvergencia
topologidja. Ekkor f : R — IR folytonos lesz, ha minden a < b esetén {z € IR : a <
f(z) < b} nyilt halmaz. Ez maga utédn vonja, hogy

{xE]R:a<f(x)<b}:U{xelR:a+%§f(x)<b}

ugyancsak nyilt. Ezért f-nek folytonosnak kell lennie a szokésos értelemben is. Ha z, —
xo és f(xg) = a, akkor {z € R : a < f(x) < a + ¢} nyilt halmaz, ami csak gy lehet, ha
f(xy) > f(wo) véges sok n kivételével. Ezért f-nek lokélis minimuma van a tetszoleges
o pontban. Megmutathatd, hogy ez csupan az allandé fliggvények tulajdonsaga. Csak
ezek lesznek az (IR, G;) — (IR, Gs) értelemben folytonosak.

Végiil legyen G; a jobbrdl valé konvergencia topoldgidja és G a szokasos topologia.
Ekkor f : R — IR akkor lesz folytonos, ha z, \, z, fogydan esetén f(z,) — f(xo).
Ilyenkor szoktuk az f fiiggvényt jobbrol folytonosnak mondani. O

Egy topologikus teret kompaktnak neveziink, akkor ha minden nyilt fedésébdl
kivalaszthato véges fedés.

10. példa: IR" nem kompakt, mert a
G(0,m) :={z € R" : d(0,z) <m}

goémbok koziil nem valaszthatd ki véges sok, ami lefedné IR"-et. Ugyanakkor, [0,1] C IR
kompakt, mert minden nyilt halmazokbdl allé fedése tartalmaz véges fedést (Borel-féle
befedési tétel). O

Egy topologikus tér kompakt részhalmazai zartak, kompakt halmaz zart részhalmaza
kompakt. Tovdbba, ha X kompakt és f : X — Y folytonos leképezés, akkor f(X) is
kompakt. Egy metrizalhaté tér pontosan akkor kompakt, ha minden sorozata tartalmaz
konvergens részsorozatot.

11. példa: IR-en a jobbrdl valé konvergencia topoldgidja nem kompakt, mert az [n,n+1)
nyilt halmazok paronként diszjunkt fedést alkotnak, n € ZZ.

12. példa: T kompakt, mert IR-nek korldtos és zart részhalmaza, vagy mert f : [0, 27| —
T, f(p) = €% folytonos rdképezés. O
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13. példa: IR" részhalmazai koziil a korlatos és zart halmazok a kompaktak. O

Az X topologikus teret lokalisan kompaktnak nevezziik, ha minden z € X ponthoz
van olyan z-et tartalmazd nyilt halmaz, amelynek a lezarasa kompakt.

14. példa: Legyen X egy lokalisan kompakt tér, H C X és x € H. Ekkor létezik olyan
nyilt G halmaz és K kompakt halmaz X-ben, amelyre z € G C K.

(i) Ha H zart halmaz, akkor GNH nyilt H-ban, és HN K kompakt részhalmaza H-nak.
Nyilvan x € GNH C KN H. Ezért H az 6roklott topolégiaban lokalisan kompakt.

(ii) Legyen most H nyilt, és tételezziik fel az egyszeriliség végett, hogy X topoldgidja
metrizalhat6. Ekkor z-nek és X \ H-nak van egy pozitiv dy > 0 tavolsdga. Legyen
Go = G(x,dy/2) és Fy = Gy. Ekkor Gy C H zart halmaz X-ben, és GoN K kompakt
részhalmaza H-nak. Mivel z € GoNG C Gy N K, igy H lokélisan kompakt.

Megmutattuk, hogy lokalisan kompakt tér nyilt és zart részhalmazai is lokalisan kom-
paktak. Mivel IR" lokalisan kompakt, igy boséges példaink vannak lokdalisan kompakt
terekre. Ugyanakkor az (7 és C|0, 1] terek nem lokélisan kompaktak. O

Legyen (X1,G1) és (Xs,Gs) két topologikus tér. Az X; x X5 halmazon a {G; x Gy :
G1 € Gi, Go € Gy} halmazrendszer egy topoldgia bézisat alkotja, ezt a topoldgiat te-
kintjiik a két topoldgia szorzatanak. Legyen Z egy topologikus tér és f: 7 — X; x X,
f(z) = (fi(2), f2(2)) egy leképezés. A szorzattopoldgia jellemzbje az a tulajdonség,
hogy barmilyen f leképezés akkor és csak akkor lesz folytonos, ha az f; és fy koordinata
leképezései folytonosak.

15. példa: IR? szokasos topoldgidja szaméra a G(x,r) = {y € R? : d(x,y) < r} gémbok
alkotnak bazist. Megmutatjuk, hogy IR? szokdsos topoldgidja szorzattopoldgia. Ehhez két
dolog kell. Egyrészt a G(z,7) gbmbok eléallnak G x G alaki halmazok egyesitéseiként,
G1 és Go nyilt részhalmazai IR-nek. Mésrészt minden ilyen G X Gy halmaz eléall G(x, r)
alaki gombok egyesitéseként.

Legyen y € G(x,r). Ekkor d(x,y) =:r9 <1 és G(y,r —r9) C G(z,r). Kénnyii latni,
hogy

(y1 7“2?;0’ "+ 7“2?; ) ( T2:/CO 2\/_ ) C G(y,r —ro) .

(Egyszeriien az r — ry sugaru korbe beirtunk egy r — ro 4t16ji négyzetet.) Ez bizonyitja
az elso allitast. A masodik allitas bizonyitasa hasonld, itt négyzetbe kell kort {rni. U

Természetesen véges sok topologikus tér szorzatat hasonléan képezziik. Ha végtelen
sok teret szorzunk, akkor olyan G; x G5 x ... halmazok alkotnak bazist a szorzattérben
definici6 szerint, hogy G; a teljes X; tér, véges sok index kivételével. fgy, ha R-nek vessziik
onmagaval végtelen sokszor a szorzatat, akkor (0,1) x (0,1) x (0,1) x ... nem lesz nyilt
halmaz a szorzattérben!

1. tétel: (Tyihonov-tétel) Akdrhdny kompakt topologikus tér szorzata kompakt. U

16. példa: Tekintsiik a {0,2} halmazon a trividlis topoldgidt, azaz {0} és {2} egyarant
nyflt halmazok. Legyen X := {0,2}N a {0,2}-tér onmagaval vett végtelen szorzata. A
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Tyihonov-tétel szerint ez a tér kompakt és nem més mint a {0,2} sorozatok tere. Ha
T, € X egy sorozat, akkor z,, — x, ha (2,)*) — 2™ azaz az (z,); sorozat régzitett k-ra
véges sok kivétellel %), ((z,)® jeldli az x,, sorozat k-adik elemét.)

Ezt a teret metrizalhatjuk is, példaul a

B 2 Ja®) — )]
tavolsaggal.
> (k)
x
f:X —1[0,1], xt—)Z?
k=1

egy folytonos leképezés. Az x 0 — 2 sorozathoz azt a valds szamot rendeljiik, amely
harmados tort kifejtésének jegyeit az x sorozat adja meg. A képtér azokbdl a valds
szamokbdl all amelyek ilyen kifejtésében nincsen 1-es jegy. Ez az in. Cantor-halmaz.
Az f leképezés és inverze is folytonos. Ez azon muilik, hogy valds szamok egy sorozata
éppen akkor konvergal egy valds szamhoz, ha harmados tort alakban felirva ¢ket, a jegyek
sorozata rendre konvergal. O

Ezutan folytonos fiiggvényekre vonatkozé tételeket ismertetiink.
2. tétel: Legyen X eqy lokdlisan kompakt tér, amely o-kompakt, azaz lefedhetd
megszamldlhato sok kompakt halmazzal. Ha {G; : i € I} nyilt fedése X-nek, akkor
létezik folytonos f, : X — [0, 1] figguényeknek eqy olyan sorozata, amelyre
(i) suppf, kompakt,
(i) 32 fu(z) =1,
(111)) #{n € N : K N suppf, # 0} véges minden K C X kompakt halmazra,
(iv) minden n € IN-re létezik i € I, hogy suppf, C Gj. O
A tételben szereplé f, fliggvénysorozatot a {G; : i € I} fedéshez tartozod
egyséqgosztasnak nevezzik.

3. tétel: (Tietze-féle kiterjesztési tétel) Legyen I zdrt halmaz egy metrizdlhato X
topologikus térben és f : F — [a,b] C R folytonos fiigguény. Ekkor létezik olyan f: X —
R folytonos figguény, amely kiterjesztése f-nek. O

4. tétel: (Weierstrass approximacids tétele) Ha f az [a,b] intervallumon folytonos
fugguény és € > 0, akkor létezik olyan p polinom, amelyre

If(x) —p(z)| <&, ha a<z<b.

Ha f valds értéki, akkor az 6t kozelité polinom egytitthatdi valosak, egyébként komplex
szamok. A tétel tigy is fogalmazhat, hogy a C[a,b] Banach-térben a polinomok sfir{in
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vannak. Amennyiben a [0, 1] intervallumrdl van szd, az f-et kozelité polinomok sorozata
konkrétan is megadhato. Ha

Po(@) 1= é f <§) (Z) 21— 2)"

akkor a p,(z) Bernstein-féle polinomok egyenletesen konvergdlnak az f : [0,1] — R
folytonos fiiggvényhez.

5. tétel: (Stone—Weierstrass approximacios tétel) Legyen X egy kompakt topologi-
kus tér és A folytonos valds értéki fiigguények olyan halmaza, amelyre

(i) A tartalmazza a konstans fiigguényeket,
(i) Ha x,y € X ésx # vy, akkor van olyan f € A, amelyre f(x) # f(y),
(i) Ha f,g € A, akkor f+g, f-g € A.
Ekkor A sirti a Cr(X) Banach-térben.
A tétel komplex valtozata hasonld.

6. tétel: (Stone—Weierstrass approximacios tétel) Legyen X egy kompakt topologi-
kus tér és A folytonos komplex értéki figgvények olyan halmaza, amely a fenti (i)-(iii)
tulagdonsdagok mellett az alabbi tulajdonsdggal is rendelkezik:

(iv) Ha f € A, akkor f € A.
Ekkor A sirti a Ce(X) Banach-térben.

Gyakran fontos a Stone-Weierstrass-tétel egy szorzattérre vonatkozé kovetkezménye.
Legyen X az Y és Z kompakt topologikus terek szorzata. Ha f(y, z) kétvaltozos folytonos
fiiggvény az X =Y x Z téren, akkor € > 0 esetén vannak olyan ¢1(y), g2(y), - - ., gn(y) és
hi(z), ha(2), ..., hy(z) folytonos fiiggvények, amelyekre

fly,2) - ngy) hi(z)| < e

minden (y, z) € Y x Z esetén. (Azt is mondhatjuk,hogy a Cr(Y) és Cr(Z) linearis terek
algebrai tenzorszorzata stiriit Cr (Y x Z)-ben.)

Gyakorléfeladatok

1. Legyen X tetsz6leges halmaz és d tavolsig X-en! Mutassuk meg, hogy o(z,y) =
min(1,d(z,y)) ugyancsak tavolsig!

2. Definialjuk a természetes szamok IN halmazan az alabbi kétvaltozos fliggvényt:

1+ 2 ha n # m,

m+n’
0, ha n=m.

d(m,n) = {

Igazoljuk, hogy ekkor (IN, d) teljes metrikus tér!



A. Metrikus és topologikus terek 207

3.

10.

A természetes szamok halmazan definidljuk az alabbi fliggvényt:

d(m,n) ::{ %, ha m,n utolsd k szamjegye azonos,

0, ha n=m.
Igazoljuk, hogy ekkor (IN, d) metrikus tér, de nem teljes!

Legyen f : IR — IR szigortian monoton fiiggvény! Igazoljuk, hogy a d(z,y) :=
|f(x) — f(y)| metrikdt hatdroz meg IR-en!

Mutassuk meg, hogy az alabbi metrikus terek nem teljesek, és konstrualjuk meg a
megfeleld, teljessé tett tereket! a. Az IR egyenes a d(z,y) := |arctgz — arctgy|
tavolsaggal. b. Az IR egyenes a d(z,y) := |e® — e¥| tavolsaggal.

. Legyen Z a valds szamok zart valédi intervallumainak a halmaza: Z := {[a,b] C IR :

a,b € R,a < b}! Definidljuk Z-n a kovetkez6 tévolsagot:
d:ITxT—R" ([a,b],[c,d]) — |a—c|+ b —d|!

Bizonyitsuk be, hogy (Z,d) metrikus tér, de nem teljes! Adjuk meg a tér teljes
burkat!

Az el6z6 feladatban szereplé Z halmazon értelmezziink egy masik tavolsagot:
d:IxT—R"  ([ab][e,d]) = ulla,b]) + ule, d]) — 2u([a, ] N [e, d]),

ahol u([z,y]) = |y — x| és pu(0) = 0. Bizonyitsuk be, hogy ez metrikus tér, de nem
teljes! Keressiik meg a teljessé tett teret!

. Mutassuk meg, hogy a valés egyiitthatés polinomok P tere nem teljes az alabbi

metrikakra:

di(P,Q) = max{|P(z)—Q(z): 0 <z <1},
a(P.Q) = [ P - Q)]s
d3(P,Q) = Z leil, ha P(x)—Q(z) = chxz

1€IN 1€N

Legyen (M, d) metrikus tér és E C M nemiires részhalmaza! a. Igazoljuk, hogy
F(z) :=inf{d(z,y) :y € E}

folytonos fliggvény! (f(z)-et az = pont E halmaztdl mért tavolsdganak nevezziik.)
b. Igazoljuk, hogy egy metrikus térben minden zart halmaz el6all megszamlalhatéan
sok nyilt halmaz metszeteként!

Legyen (A, 1) és (B, 02) metrikus terek, o1, 00 < 1és AN B = 0! Igazolja, hogy az
X = AU B halmazon
ha =€ A, yé€ B,
- , ha z€ B, y€A,
dz,y) = o(z,y), ha z,y€ A,
QZ(xay)a ha z,y €B

metrika!
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11. Mutassuk meg, hogy ha F' zart, G nyilt halmaz, és G C F, akkor F'\ G zart!
Tovabbé, ha F' C G, akkor G \ F nyilt.
12. Mutassuk meg, hogy a raciondlis szamok () halmaza nem tartalmaz nyilt interval-
lumot!
13. Legyen
A= {g; =Y a4 e {0,3}}!
i=1
Tartalmaz-e A nyilt intervallumot?
14. Legyen (X, d) metrikus tér! Bizonyitsuk be, hogy
d(z,y)
xr,Y) = ————
tavolsag!
15. Legyen z,y € IR" esetén
. - » 1/p
doo(,y) = max{le; =yl 10 <n}e dylay) = (D lw—ul)
i=1
Bizonyitsuk be, hogy d,(z,y) = doo(z,y), ha p — 0!
16. Legyen n,m, € IN esetén
1 1
dmy=| - L)
(n,m) .
Melyek a d metrikara a konvergens sorozatok, melyek a Cauchy-sorozatok? Mi az
(IN, d) tér teljes burka?
17. Legyen (X, d) egy metrikus tér! Az aldbbi metrikak koziil melyik ekvivalens d-vel?
(Bizonyitsa az &llitasat!)
d(z,y)
d xz, 7’7
0 S Ty
dy(,y) = min{l, d(z,y)},
dg(l’,y) = sup{|d(:€,t) - d(y7t)‘ e X} :
18. Az X halmaz a
_J 1, ha z#y,
d(z,y) = { 0, ha z=y
metrikdval metrikus tér. Igazolja, hogy (X, d) pontosan akkor szeparabilis, ha X
megszamlalhaté halmaz! Mikor lesz X kompakt?
19. Legyen x, egy kompakt metrikus térben kiillonboz6 pontokbdl all6 sorozat! Mutassa

meg, hogy x, pontosan akkor konvergens, ha az {x,, n € IN} halmaznak egyetlen
torloédasi pontja van! Lehet az z,-re vonatkozé feltételt gyengiteni?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Legyen f az X topologikus térnek az Y topologikus tére valo raképzése! Igazolja,
hogy X szeparabilitdsa magaval vonja Y szepardbilitasat!

Igazolja, hogy ha (X,d) szeparédbilis metrikus tér, akkor minden nyilt fedésébdl
kivalaszthaté megszamlalhatoé fedés!

A valés szamok IR halmazan a kovetkezo tavolsagot tekintjiik:

1, ha te @, s¢Q,

)1 ha t¢0Q, s€@,
dt, s) = min{1/2, |t —s|}, ha t,se€ @,
min{1/2, [t —s|}, ha t,s¢ Q.

a. Igazolja, hogy d metrika! b. Teljes-e az (IR, d) metrikus tér? c. Szeparabilis-e az
(R, d) metrikus tér? d. Mutassa meg, hogy a Dirichlet-fiiggvény folytonos (IR, d)-n!

Legyen f,(x) = e™™ € C|0,1]! a. Van-e az f, figgvénysorozatnak konvergens
részsorozata? b. Kompakt-e a C[0, 1]- tér? c. Esetleg lokalisan kompakt?

Legyen f :[0,1] — IR folytonosan differencidlhaté fiiggvény és e > 0! Mutassa meg,
hogy létezik olyan p(z) polinom, amelyre |f(z) — p(z)| < € és |f'(x) — p'(z)] < ¢
minden 0 < z < 1 esetén!

Legyen f : [0,1] — IR folytonos fiiggvény! Mutassa meg, hogy van olyan p(x)
polinom, amelyben a véaltozonak csak paros hatvanyai szerepelnek, és || f —pllo < €
tetszoleges elore adott € > 0 szamral!

Mutassa meg, hogy a C¢(T) térben a {z" : n € ZZ} halmaz altal kifeszitett linearis
altér strt!

Legyen (X, d) egy teljes metrikus tér és xz € X! Adjon meg az X\ {x} téren egy olyan
d'" metrikat, amelyre a tér teljes és X \ {z}-ben ugyanazok a konvergens sorozatok
a d’ metrikara, mint a d metrikéra!

Mutassa meg, hogy minden kompakt metrikus tér teljes és szeparabilis!

Mutassa meg, hogy az (> tér nem szeparabilis! (Utmutatzis: 1. Ha x és y két
kiilonb6z6 0 — 1 sorozat £>°-ben, akkor a G(x,1/2) és G(y, 1/2) gbmbdk diszjunktak.
2. (> tartalmaz nem megszamlalhatéan sok paronként diszjunkt nyilt halmazt.)

Bizonyitsa be, hogy a folytonos szakaszonként linearis fiiggvények stiriin van-
nak C[0,1]-ben! (Utmutatds: Elegend6 folytonosan differencidlhaté fiiggvényeket
kozeliteni.)

Legyen f : X — Y topologikus terek kozotti kolesonosen egyértelmii raképzés!
Mutassa meg, hogy ha X kompakt, akkor f inverze folytonos!

Mutassa meg, hogy két metrizalhaté topologikus tér szorzata metrizalhato!
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B. Meérték és integral

B.1. A Riemann-integral

Legyen f :[0,1] — IR folytonos fiiggvény! Elészor attekintjik az fo x) dxr Riemann-
integral értelmezését.

A [0, 1] intervallum egy m felosztdsa valamilyen 0 = tg < t; < ... < tp,1 < t, =1
osztopontok felvételét jelenti. A m = (to,11,...,t,) felosztds dtmérdje a részintervallumok
hosszanak maximuma:

O(m) :=max{ty —tp_1: 1 <k <n}.

Ha egy felosztas osztépontjaihoz ijabbakat vesziink, akkor a felosztas finomitdsat kapjuk.
A 7 felosztashoz tartozé integralkozelit6-6sszeg értelmezése a kovetkezo:

n

se(f) =Dtk = tha) f(tea)

k=1
Rogzitett 7 felosztasra f valtoztatasa linearis funkcionélt ad:
(1) sx(f1) + sx(f2) = sz(f1 + f2),
(i) sr(Af) = Asx(f).
Tovabba
(iii) ha f >0, akkor s,(f) >0,

(V) sx(lfs + fol) < s=([f2]) + s=((f2])-

1. lemma: Tételezziik fel, hogy 6(m) < n és |z —a'| <n esetén |f(z)— f(a')| < e. Legyen
7' a w felosztds finomitdasa. Ekkor

|37r’(f) _sw(f)| <e.

Bizonyitds: Az s (f) kozelité Osszeget bontsuk a 7w felosztas [to, t1],. .., [tn_1,ts] in-
tervallumainak megfelelé részosszegekre

=S 5o () sww(H) =D -t ) f(H),
k=1

l

ahol t,_1 =t[ <t]...< t'n(k) = t;. Ekkor

|Swrky — (T — tee1) f (1) = Z(tﬁ—tf D) Z — ) f(te-1)| <

l l

< D =t )t = flteen)] <

l

< ) (i —ti)e = (th—tea)e,
l
és k-ra Osszegezve



B. Mérték és integral 211

50 (f) = sz (N < ) swi(f) = (b — teea) f(ten)] <

S Z(tk - tk_l)E =c£.

k=1

2. lemma: Ha 6(m(n)) — 0, akkor syu(f) Cauchy-sorozat.

Bizonyitds: Legyen € > 0 adva. f egyenletes folytonossaga alapjan vélasszunk olyan
n > 0-t, hogy |f(z) — f(2')| < e teljesiiljon |z — 2| < n esetén, és valasszuk N-et ugy,
hogy n > N-re d(m,) < n! Legyen n,m > N, és alkalmazzuk az el6z6 lemmét 7, és m,
felosztasok kozos ' finomitasara. Ekkor

|S7r(n)—87r/(f)‘ <eg, ‘Sﬂ(m)<f)—s7r/<f)| <eg,
tehat
|52y (f) = Srem) (f)] < 2¢. O
Ezek utén az fo r) dz Riemann-féle integralt értelmezhetjiik az s,(,)(f) Cauchy-

sorozat hatarertekekent Maga a hatarérték természetesen nem fiigg attél, hogy mi-
lyen felosztas sorozatot valasztunk. Az integralkozelité Osszegek (i)—(iv) tulajdonsdgai
oroklédnek a Riemann-integralra.

A fenti gondolatmenet nagymértékben altaldnosithatd. Legyen g : [0, 1] — C fiiggvény

és
n

si(f) = Z[g(tk) — g(te—1)]f (1) - (B.1)

k=1

Az 1. lemma bizonyitdsa miniméalis médositassal mikodik, és az
|9, (f) — sa(f |<Z|gtk ) — g(tk-1)|e
eredményt adja. Ha a g fiiggvény olyan, hogy létezik egy C' > 0, amelyre
Z lg(tr) — g(te1)| < C
barmilyen  felosztésra, akkor d(m(n)) — 0 esetén s? () (f) Cauchy-sorozat, és hatdrértékét

[ ) dato

formaban jeloljik és Riemann—Stieltjes-integralnak nevezziik. Ha g teljesiti a fenti
feltételt, akkor korlatos véaltozasinak nevezik, és

am{}j@@w—g@kﬁMW}

g teljes valtozasa.
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Tovabbi altalanositasra van lehetdség, ha adott a szamegyenes részintervallumain
értelmezett és értékeit egy X Banach-térben felvevd v fliggvény, és a

n

so(f) =Y vllte-r, ti) f(tia) (B-2)

k=1

definiciébdl indulunk ki. Az 1. lemma bizonyitasanak zavartalan miikodéséhez sziikséges

vt ti) = ) vt 1)

!
feltétel. Ez teljesiil, ha megkoveteljiik, hogy

v([a, b)) + v([b,¢)) = v([a, ¢)) . (B.3)

Természetesen a korlatos valtozashoz hasonld feltétel is kell:
sup { S l([tir, )l 7 p < oo (B.4)
k=1

Ha tehdt a v, ugynevezett vektorértékii, halmazfiiggvényre teljesiil az (B.3) additivitéds és
a (B.4)-gyel kifejezett teljes véltozasa véges, akkor beszélhetiink az

/0 f() dv(z) (B.5)

vektorértékli mérték szerinti integralrél. Valdban, ha w(n) olyan felosztéssorozat,
amelyre d(m(n)) — 0, akkor s7 ,(f) Cauchy-sorozat az X Banach-térben, és hatdrértéke
az integral. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a (B.5) integrdl norméaban konvergens. A leg-
egyszeriibb esetben az X Banach-tér IR vagy C. Ekkor v-t el6jeles mértéknek, illetve
komplex mértéknek szokds nevezni.

A fenti mddszerrel nemcsak [0,1]-en, hanem IR"-en, illetve annak bizonyos
részhalmazain értelmezett fiiggvények integraljat is értelmezhetjiik. Ha tébb dimenziéban
akarunk integralni, akkor a felosztas fogalma elbonyolddik, ezért masik utat kovetiink.
El6szor a véges sok értéket felvevo 1épcsos fiiggvényeket integraljuk és az integralt mint
linedris funkcionalt kiterjesztjiik bizonyos maés fiiggvényekre, vagy ami ezzel 1ényegében
ekvivalens, nem az f fiiggvény esetleg tobbdimenzids értelmezési tartomanyat, hanem
annak értékkészletét bontjuk fel kisebb darabokra.

B.2. Az absztrakt Lebesgue-integral

A Lebesgue-féle absztrakt integral kiindulépontja egy (X, B, u) mértéktér, ahol X
egy alaphalmaz, ezen vannak értelmezve azok a fiiggvények, amelyeket integralni akarunk,
B az X részhalmazainak egy osztalya, ami a p mérték értelmezési tartomanya.

Az additiv halmazfiiggvényeket mértéknek hivjuk. Pontosabban mérték alatt olyan
nemnegativ értékeket felvevo p halmazfiggvényeket értiink, amelyekre

M(QHi> = iM(Hi)a (B.6)
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Lebesgue integralfogaimanak fejlédése.’

irta: Riesz Frigyes.

. 'Flbadasom targya Lebesguenck. az integrdldsta vonatkozd
alapvett idedi és az ezekhez csatlakozé vizsgalatok. Ha jogot vin-
dikalok arra, hogy ezeksdl it beszeljek, ezt arra alapithatom, hogy
egyike voltam az elsGknek, akik az 1j integralfogalom mélyseget
es nagy horderejét felismerték., .~ .

Ha joI emlékszem, Lebesgue integralfogalmara a trigonometri-
kus sorokrél irt konyve, mely a Borel-sorozatban jelent meg, hivia
fel elfiszor a figyelmemet; késtbb, hogy részleteibe hatolhassak,

- fanuimanyoztam disszertaciojat és az integralasrdl iroit konyvét.
De arra a gondolatra, hogy ezt a fogalmat az engem érdeklé pro-
blémakra alkalinazzam, csak 1906-ban, Fatou kivalé dokiori erte-
kezésének olvasasakor . jutottam, mely az Acta Mathematicaban
jelent meg. Kiilinbdsen egy igen egyszert tétel, melyet ma alala-
nosan Fatou-féle lemmanak nevezngk s mely mai s20hasznilat sze~
rint az integralasnak, mint filggvényoperdcidnak alulrél valé foly-
tonossagat biztositja, segitett 1907 debrudrjaban, néhiny hétiel a
dolgozat clvasasa utan, azon tétel bizonyitasaban, melyet egyide--
. jitleg t6lem fiiggetieniil Ernst Fischer is felfedezett s melyet kett6nk
_neve alatt idéznek. Ez a tétel clsdsorban lland§ menetiérti jegyiil
szojgal az integralegyenletek elméletében szerepet jatszé- két veg-
telen sok dimenzids tér k6zitt, t. i, Hilbert végtelen koordinatatere
65 a mérhetd és négyzetesen integrathatd fiiggvények Osszessége
kozOtt; e két teret ma Neumann Janos nyoman egy iltalanosabb
. fogalomnak, az abszirakt Hilberi-térnek két kiilonboz0 megval0si-
tdsa gyanant.fogjuk fel. Ez volt taldn a Lebesgiie-iéle elmeéletnek
els§ alkalmazasa - fermészetesen nem szamitva a sajat maga es
Fatou vizsgalatait -—, mely a matematikusok figyeimét magara
vonta” és az 4j integralfogalom fontossdgat megvilagitotta. Azok
kozbtt, akik ezt a tételt hamarosan alkalmaztdk, legyen szabad
Emile Picard ‘nevét kdéznem, aki az elstifaju integrilegyenletek el-
‘mé¢letében hasznalia, mig kortdrsainak tobbsége hii maradt a klasz-
szikus integrdliogalomhoz és annak kozvetlen Altaldnositasaihoz s
. mem nagyon thrte magét az G integral utan. Meg kell még emlite-
‘nem Fréchet nevéd, aki csaknem azonnal észreveite tételiinknek egy
fontos kowvetkezményét, tudniillik a négyzetesen integrathaté fiigg-

' Parishan, 1949 jiniusaban a Faculté des Sciences meghivasara tartott
és 2 prenobiei egyetemen, majd pedig Budapesten a Bolyai Tarsulatban meg-
isméteit elfadas; francia eredetije ,L'évolution de la notion dintégrale de
Lehesgue” cimen dz Annales de 'Universitd de Grenoble c. évkinyvben van
sajté alatt. ' L ' . .

Riesz Frigyes az els6k kozé tartozott, akik felismerték a Lebesgue-integral je-
lentOségét. Errél szamol be 6 maga egy Parizsban tartott el6adasaban
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amennyiben a H; halmazok p értelmezési tartomanyaban vannak és paronként diszjunk-
tak. Az utobbi feltételt o-additivitasnak mondjuk, ellentétben a (B.3) véges additi-
vitassal.

A B halmazrendszerrdl azt koveteljiik, hogy o-algebra legyen, azaz

(1) ha A € B, akkor A komplementuma, X \ A is B-ben van,
(2) ha Ay, Ay, ... € B, akkor | J 2, A, € B,
(3) X € B.

Mivel a halmazok metszete kifejezhetd az egyesités és a komplementum segitségével, (1)-
bél és (2)-bol kovetkezik, hogy A, B € B esetén A N B € B, hasonléan megszamlalhaté
metszetre is. A B-beli halmazokat mérhetének nevezziik, mert B a p mérték értelmezési
tartomanya.

A szamegyenesen (és altalaban egy metrikus térben) Borel-halmazoknak nevezziik
annak a legsziikebb o-algebranak az elemeit, amely tartalmazza az O0sszes nyilt halmazo-
kat.

A szadmegyenes Borel-halmazain egyetlen olyan )y mérték van, amely intervallumo-
kon az intervallum szokasos hosszaval egyezik meg. A szdmegyenes egy részhalmazat
Lebesgue-mérhetonek nevezziik, ha egy Borel-halmaznak és egy 0-mértékii Borel-
halmaz részhalmazanak az egyesitése. Megmutathato, hogy a Lebesgue-mérhet6 halmazok
o-algebrat alkotnak.

3. lemma: Legyen B o-algebra az X alaphalmazon és f : X — IR egy fligguény. Az
aldbbi tulajdonsagok ekvivalensek:

(i) Ha B C IR Borel-halmaz, akkor f~'(B) € B
(ii) Minden a < b valds szamra f~'((a,b)) € B
(iii) Minden a < b valds szamra f~*([a,b)) €
() Minden b valds szamra f~((—o0,b)) € B

)
(v) Minden b valds szamra f~'((—o0,b]) € B

A lemma azon mulik, hogy a szamegyenesen a Borel-halmazok o-algebrajat generaljak a
nyilt intervallumok, éppen gy, mint a zart intervallumok vagy a végtelen intervallumok.

U

Legyen (X, B, u) mértéktér és f: X — IR egy fliggvény. f-et mérhetének nevezziik,
ha rendelkezik a megel6z6 lemmaban felsorolt tulajdonsagokkal. A mérhetd fiiggvények
osztalya az a fliggvényosztaly, amelynek bizonyos elemein a pu mérték szerinti integralt
értelmezni akarjuk. A mérhet6 fiiggvények korébol az 6sszeadas, a szorzas és a pontonkénti
limesz képzése nem vezet ki. Az utébbi tulajdonsdg az, ami ezt a fiiggvényosztalyt jol
kezelhetové teszi. Ha f és g mérheto fliggvények, akkor

{reX: (f+g)(r)<b}= U< ootﬂgl(—oo,r)),
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ahol az egyesitést az Gsszes olyan (r,t) raciondlis szdmpdarra vessziik, amelyre ¢t + r < b.
Ez a képlet az el6z6 lemma fényében azt mutatja, hogy ha f és g mérhetoek, akkor f + g
is az. Ha f, egy olyan fiiggvénysorozat, amely pontonként tart az f fliggvényhez, akkor

(reX: fx }_ﬂU n{ <b+k}

k=1 no=1n=no
Ez azt adja, hogy f mérhet6, amennyiben f,-ek azok.

1. példa: Azt szoktdk mondani, hogy a Lebesgue-féle és a Riemann-féle integral kozott

a lényeges kiilonbség az, hogy az utébbinal a fiiggvény értelmezési tartomanyat osztjuk

fel egyre kisebb részekre, az el6bbinél pedig értékkészletét. Ennek megvilagitasara legyen

(X, B, ) mértéktér és f : X — IR egy korlatos mérhetd fiiggvény. Tételezziik fel, hogy

f(X) C [a,b] és u(X) < +o00. Ha 7 az [a, b] intervallum egy particidja, a = ug < uy <
< Up_1 < u, = b, akkor legyen

Z,u ([un— 1auk))) Uk—1 -

Hogyan valtozik ez az 6sszeg, ha példaul az ug és u; osztépontok kozé tjabb uy < uj <
uh < ... < uh = up osztépontokat iktatunk be? A u(f " ug,u1))up tagot kell helyet-

tesitentink a
k

ZM j I% j)) u;—l

osszeggel. A kiilonbség becslésehez felhasznéljuk, hogy

(o, w)) wo =Y g (F My ) ug

a mérték additivitasa szerint és a megvaltozas

k

Z 1% (fil[u;—lv u;)) (u;—l - uO) S w (fil[u(]v ul)) 5(”) :

J=1

Ugyanezt esetleg tobbszor alkalmazva azt kapjuk, hogy ha ' finomitdsa m-nek, akkor

|15(f) = Sw (f)| < u(X) 6().

Ekkor a 2. lemma bizonyitdsdnak gondolatmenetével beldthatjuk, hogy d(m(n)) — 0
esetén Sy(n) (f) Cauchy-sorozat. A sorozat hatérértéke lesz az [, f(x) du(x) Lebesgue-féle
integral. A konstrukcié nem bonyolult, mégsem teljesen vildgos, hogy az igy értelmezett
integral linedris. E tény igazolasa tovabbi meggondolast igényel. (l

Az egyszertiség kedvéért o-véges mértékekkel foglalkozunk. FEz azt jelenti, hogy
feltételezziik, hogy az alaphalmaz megszamlalhato sok véges mértékli halmaz egyesitése.

Legyen (X, B, u) egy o-véges mértéktér és f : X — IR" egy nemnegativ mérhetd
fiiggvény. A példa alapjén az [, f + f(x)dp(z) integrélt a kovetkezéképpen értelmezziik.
Vélasztunk X-nek egy X;, X, .. merheto particiéjat ugy, hogy
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(1) Xn EB, U;L.OZIXn :X, XZQXJ :(Z) hal#.],
(2) u(Xn) < +o0,
(3) f korldtos X, -en.

Legyen
/ f (@) dp(x Z (),

ahol a jobb oldalon allé 0sszeg tagjai a pelda szerint vannak értelmezve. Természetesen
meg kell mutatni, hogy maga az Osszeg nem fligg attél, hogy hogyan valasztottuk az
X1, Xo, ... mérheto particiot. Ez megteheto.

Végill, ha f: X — IR tetszileges fliggvény, akkor f-et az fL :=0V fés f_ = —(0Af)
pozitiv fliggvények kiillonbségeként irjuk, f = f, — f_, és

[ t@dute) = [ fo@dute) - [ F@dna

ha a jobb oldalon mindkét tag értelmes. Ezzel a Lebesgue-féle integral konstrukcidjat
ismertettiik. A tovabbiakban az integralas tartomanyat nem irjuk ki, ha az a teljes tér.

1. tétel: Legyen (X,B,u) o-véges mértéktér, és legyen LY(X,B,u) azon mérhetd f

fugguények osszessége, amelyekre

HNM:/V@MM@<+M.

Ekkor LY (X, B, 1) a || - |1 normdval Banach-tér, amin az integrdl pozitiv korldtos linedris
funkciondl:

(i) [ >0 esetén [ f(x)du(z) >0,
(it) |[ J@) dul@)] < I£]1.
Tovdbba teljesil az ugynevezett Csebisev-egyenldtlenség:
(iii) u({x € X : |f(x)] > a}) < a7l f|ly minden pozitiv a szdmra.

4. lemma: Ha f,,f € LYX,B,pn) és f, — f L'-normdban, akkor minden & > 0-hoz
létezik eqy H € B halmaz és eqy [nu) részsorozat tigy, hogy (X \ H) < e és fou — [ a
H halmazon egyenletesen.

Bizonyitds: Vélasszunk 0-hoz tart6 d,, > 0 sorozatot, példaul §,, = 27", és legyen

={z e X : [f(x) = fulz)| > 0n} .
A Csebisev-egyenlotlenség szerint

17 = fully

p(Hy) = p({z € X = |f(z) = fu(z)] > 0n}) < 5

Ha olyan n(k) sorozatot valasztunk, hogy

If = famll <272



B. Mérték és integral 217

és H=\—, (X\Hn(k)), akkor

0 0 527214:
P(X\H) <> p(Hop) < S =¢
k=1 k=1

Masrészt x € H esetén
|F(2) = fagey ()| < Sury

ami egyenletes konvergenciat mutat. O

Legyen (X, B, u) mértéktér, f,, mérhetd fliggvények sorozata és f egy mérhet6 fliggvény.

AU N {z:17@ - e < 1}

k=1no=1n=ng

A

halmaz mérhetd, hiszen mérheté halmazokbdl alakitottuk ki metszet és egyesités képzéssel.

Az x pont hozzatartozik a halmazhoz, ha minden k-ra létezik ng, hogy minden n > ng

esetén |f(z) — fu(x)] < % gy a megkonstrualt halmaz pontosan azon z-ek Osszessége,

amelyekre f,(z) — f(z). Ha
pX\{z e X = fulz) = f(2)}) =0,

akkor azt mondjuk, hogy f, — f pm-majdnem mindeniitt. A 0 mértékii halmazon
kilonbozo fiiggvényeket a mérték és integralelméletben gyakran meg sem kiilonboztetik.
Valéjaban mar a 1. tételben is ezt tettiik. Szigortan véve || - ||; nem csak az azonosan 0
fiiggvényen nulla, hanem a py-majdnem mindeniitt elting fiiggvényeken is.

Az el6z6 lemma ismételt alkalmazasaval igazolhato a kovetkezo tétel:

2. tétel: Ha f,,f € L'(X,B,pn) és fo — [ L'-normdban, akkor van olyan fuu
részsorozat, amely p-majdnem mindenttt konvergdl f-hez.

Az integral konvergencia tételek az integrandus konvergenciajabol kovetkeztetnek az
integralok konvergenciajara.

3. tétel: (Fatou—Beppo Levi-tétel) Ha 0 < f,, novd figguénysorozat és

[ fula)duta) <

f(x) =1im f,(z)

p-majdnem mindenditt véges és || f, — flli = 0, azaz

[ @) duta) =t [ fue) dta). 0

4. tétel: (Lebesgue-féle domindlt konvergencia tétel) Ha f, mérhetd figguények
sorozata, létezik egy olyan g € LY (X, B, ) figgvény, amelyre |fo(x)| < g(x) és fu(x) —
f(x) p-majdnem mindeniitt, akkor f integralhato, és

[ @) duta) = 1 [ fue)dta). 0

valamely ¢ € R korldttal, akkor
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5. tétel: (Fatou-lemma) Ha f, € LY(X,B,pn), ||fulli < ¢ valamely c korldttal és

fo(z) = f(2) p-majdnem mindenditt, akkor f € L*(X,B, i), és

[ 7@l duta) <. 0

2. példa: A dominalt konvergencia tétel egy alkalmazasa a paraméteres integralok
differencialhatésaga. Legyen

sz/f@wMM@,

azzal a hallgatélagos feltételezéssel, hogy adott y-ra k(x,y) integralhaté. Ha minden z-re
k(z,y) folytonosan differencidlhaté yy egy kornyezetében, akkor

—k(z,y0 +¢)dp(z) .
Y — Yo Y — Yo 8y( 0 +¢) du(a)

Ha létezik olyan integralhaté g(x) fiiggvény, amelyre

'a%k(y o) <o),
akkor 5
w(0) = [ 5ok ) duta). 0

B.3. A szorzatmérték

Legyen (X1, By, p1) és (Xa, Ba, u2) két absztrakt mértéktér, amelynek (X, B, u) szorzatat
kivanjuk értelmezni. X = X; x X, az alaphalmazok Descartes-szorzata, X = {(z1,x2) :
1 € X1, 19 € Xo}. X-nek a H; x Hy alaki részhalmazat hengerhalmaznak mondjuk,
ha Hy, € By és Hy € By. Megszamlalhaté sok hengerhalmaz metszete is hengerhalmaz, de
egy hengerhalmaz komplementere a trividlis esettol eltekintve nem az. A B = By ® B
o-algebrat gy értelmezziik, mint a legsziikebb o-algebrat, amely tartalmazza a henger-
halmazokat. Ezen a o-algebran kivanjuk értelmezni a szorzatmértéket.

6. tétel: Ha (X1, By, 1) és(Xa, Bo, po) absztrakt mértékterek, akkor a By @ By o-algebrdn
létezik egyetlen olyan p mérték, amely eleget tesz a

p(Hy x Hy) = py (Hy) - po(Ha) (B.7)

feltételnek valahdnyszor Hy € By és Hy € Bs.

El6szor az unicitds, azutan pedig az egzisztencia bizonyitasat vazoljuk. Az
egyértelmiiség bizonyitasdhoz tételezziik fel, hogy u és p/ olyan mértékek By x By-n, ame-
lyek eleget tesznek a (B.7) feltételnek. Legyen

C={HeB @By : p(H)=p'(H)}.

Ekkor C halmazalgebra konnyen lathaté médon, C tartalmazza a hengerhalmazokat a
feltevés szerint, tovabbd H; C Hy C ... és H, € C esetén |J, H, € C. Ezekbdl a
tulajdonsédgokbdl megmutathat6,?? hogy C nem lehet més, mint B; ® Bs.
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A szorzatmérték megkonstrudldsdhoz éljiink a pi(Xy), p2(X2) < +oo egyszertisitd
feltételezéssel. H € By ® By és x1 € X, esetén legyen

}[x1 = {.TQ € X2 . (%1,1’2) € H},

tovabba
C/:{H661®82 : Hml EBQ}.

Koénnyen lathaté, hogy C' o-algebra és nyilvanvaldéan tartalmazza a hengerhalmazokat.
Ezért C' = By ® By, méas széval minden H € By ® By és o7 € X7 esetén a H,, fiiggdleges
szelés mérheté halmaz. Kovetkezésképpen értelmezhetjiik a

k(1) = po(Hay)

figgvényt. Nyilvan 0 < ky(x1) < pe(X2).
Szeretnénk megmutatni, hogy ky mérheto fliggvény, ezért a

C"={H € B, ® By : kg mérhetd }

halmazrendszert vizsgdljuk. Ha H = H; X Hs hengerhalmaz, akkor ky mérhetd 1épcsos
fiiggvény, tehat C” tartalmazza a hengerhalmazokat. Ha H, H' € C" és HN H' = (), akkor

kpon = kg + ko (B.8)

ami mérhetd, ha ky és kp mérheté. Igy C” tartalmazza a hengerhalmazok diszjunkt
egyesitését. Az ilyen halmazok egy halmazalgebrat alkotnak. Végil Hy C Hy C ... és
H; € C" esetén

ki, ~ky (H=|JH,). (B.9)

Mivel mérhet6 fiiggvények pontonkénti hatarértéke is mérhetd, megéllapithatjuk, hogy
UH,, € C". Mint azt fent mar egyszer kihasznéaltuk, C” nem lehet més, mint By ® Bsy. kg
tehat mindig mérheto, és ezért integralhato fiiggvény. Legyen

() = [ Eulo) dpar).

fgy nemnegativ halmazfiiggvényt adtunk meg a By ® B, o-algebran. p véges additivitasa
(B.8) kovetkezménye:

pHUH') = /kHUH/ dm(ﬂsl)zf[kH(ﬂfl)JrkH/(xl)] dpn (1) =

= [ k) ) + [ R o) dis(on) = ) + H).
A o-additivitashoz elegendé megmutatni, hogy Hy C Hy ... és UH,, = H esetén
u(H) = lim ()

n—o0

Ez a tulajdonsag az integral monoton konvergencia tételének és a (B.9) tulajdonsagnak a
kovetkezménye:

() = [ o) 1) = Y, [ b, (1) (1) = i (R,
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A p szorzatmértéket nem csupéan a fiiggoleges, hanem a vizszintes szelések segitségével
is értelmezhetjiik:

() = [ ) dpaCer) = [ () dps(o).

(Az egyenl6ség a szorzat-mérték unicitdsanak a kévetkezménye.) Ha f(x1,z9) a H halmaz
karakterisztikus fiiggvénye, akkor az el6z6 egyenloséget az alabbi formaban irhatjuk at:

[ 1t antena) = [ | [ 1osm dusten] aten) -

:/Uf(:cl,@)dm(:cl)} dpia(2) -

Az egyenl6ség karakterisztikus fiiggvényekre igaz, de ebbdl a linearitds miatt 1épcsds
fliggvényekre is megkaphatjuk. Integralhato fliggvényekre is kiterjeszthetd, errdl szél a
kovetkezo tétel.

7. tétel: (Fubini-tétel) Legyen (X,B,pn) az (Xi,Bi,p1) és (Xo, Ba, pa) mértékterek
szorzata. Ekkor

1. Ha f € L*(u), akkor

[rin= [ | [ foa dusten] i) -
z/l/f(m,xz)dm(m)} dpa(z2) -

2. Ha f > 0 olyan mérhetd fugguény, amelyre a

/{/f@la@)dﬂz(@)] dpa (1)

integrdl véges, akkor f € L*(u). O

3. példa: Legyen ((0,00), By, 111) a pozitiv szamegyenes a Borel-halmazok o-algebrajaval
és egy olyan p; mértékkel, amelyre
b — a?

p(fa,b) =

(T, Bs, 19) a komplex egységkor T a Borel-halmazok By o-algebrajaval és egy olyan pg
mértékkel, amelyre

ug({ei“":aggogﬁ})zﬁ—a 0<a<f<2nm). O

Ekkor a (0, 00) X T szorzatteret a ,,lyukas” komplex szamsikkal azonosithatjuk, ami C\{0}.
Az (r,e'¥) parnak az r - €' komplex szdmot feleltetjiik meg. Ha

Hy = [a,b], ng{ei“’:aggogﬁ},

akkor a Hy x Hs hengerhalmaz, egy korgytriicikk a komplex sikon, b a kiils6 kor sugara,
a a bels6 kor sugara, és f — « a cikk nyilasszoge. A H; x Hy halmaz p szorzatmértéke

p(Hy % H) = pu(fa,b) - pa(Ho) = 567 — a?)(5 — a),

ami nem mas, mint a korgytricikk tertilete. A szorzatmérték tehat a sik tertiletmértéke,
mas szoval a kétdimenzids Lebesgue-mérték.
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B.4. Meértékek metrikus téren

8. tétel: (Riesz—Radon-tétel) Legyen X egy lokdlisan kompakt metrizdlhato tér és
C.(X) a kompakt tartogu folytonos figguények tere. Ha ¢ : Co.(X) — R olyan linedris
funkciondl, hogy f > 0 esetén ¢(f) > 0, akkor egyértelmien létezik eqy olyan p mérték X
Borel-halmazain, amelyre

o5) = [ rau.

W véges a kompakt halmazokon.

A vézlatos bizonyitdsban csak a kompakt tér esetével foglalkozunk. Eloszor a g mérték
unicitasat igazoljuk. Legyen py és po két olyan mérték a Borel-halmazokon, hogy

o) = [ sam = [ s

minden folytonos f fliggvényre. A

C:={B : m(B) = p(B)}

halmazrendszer o-algebra. FElég megmutatni, hogy minden nyilt G halmaz C-ben van.
Legyen

Fn:{xeX : d(x,X\G)Z%}.

Ekkor F,, C F, 1, F,, zart halmaz és UF,, = G. Létezik olyan folytonos f, fiiggvény, amely
F,-en 1 és X \ G-n 0. f, — 15 pontonként és a dominélt konvergencia tétel alapjén

(@) = [adi =t [ fudu = lim (f).

Ez azt mutatja, hogy G-n py és e megegyezik, tehat valoban G € C minden nyilt hal-
mazra. FEzzel a tétel egyértelmiiségi részét belattuk, sot, az is kideriilt, hogy hogyan
hatérozza meg a ¢ funkciondl a nyilt halmazok mértékét.

Ha G C X nyilt halmaz, akkor legyen

[(G) = sup{p(f) : suppf C G}
Megmutathaté, hogy
I(UG,) < Y I(G,) barmilyen G, nyilt halmazokra
és )
I(UG,) = Z I(G,) paronként diszjunkt nyilt halmazokra.
Ha F' C X zart halmaz, akkor legyen
I(F)=inf{I(G) : G D F nyilt}.

Errol is megmutathato az additivitas

n

J(QE)ZZNMM

i=1
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ha F;-k paronként diszjunkt zart halmazok. Tetszoleges A C X halmazra egy pu, belso és
egy p* kiils6 mértéket értelmeziink:

u«(A) = sup{l(F) : F C A zéart},
p'(A) = inf{I(G) : G D A nyilt}.

Legyen
C={HCX:pH)=p(H)}.

Ekkor H € C pontosan akkor, ha minden ¢ > 0-ra létezik olyan K C H kompakt és
G D H nyilt, hogy
I(G)—e<I(K) < I(G).

Megmutathatd, hogy a nyilt és zart halmazok C-ben vannak, tovabbd u(H) = u.(H) =
p*(H) o-additiv C-n. Ezutén belatjuk, hogy H € C pontosan akkor, ha van olyan K C
H kompakt és G D H nyilt, amelyre u(G \ K) < e. Ebbdl a kritériumbdl létszik,
hogy C-nek halmazalgebranak kell lenni. Ugyanakkor C tartalmazza a megszamlalhaté
diszjunkt egyesitéseket, tehat C o-algebra. Kovetkezésképpen tartalmazza az 6sszes Borel-
halmazokat. Ennél tobb halmazt is, ugyanis ha H € C és u(H) = 0, akkor a fenti kritérium
szerint H minden részhalmaza C-ben van. Ezt a tulajdonsagot gy fogalmazzuk meg, hogy
az (X, C, u) mértéktér teljes.

% 7 /44;//?4473’ e z‘*fmyw
Eoomane 7371!”:7‘“;7; G orde e Ta AerrTvaors -

ﬁw@y'%hix%u%%dl
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MM—W £ a ‘a w.«m;rnfe 2. -Zfl-eg?ne o drrd 7!3/0/‘”

7 et cte W”’aﬂmdw ééza/,m}&vm rarrclrrrant. f,h,,/‘,:/,,,/,ﬂ, o T oo
valior, los rrer/m—d&f vr 7 4’-—457 raleon /Crfciﬂ/m;:i ﬁf{é’ Heer Zaa\{,s:)ff’/:f
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Riesz Frigyes francia nyelvii kézirata a Lebesgue-integralrél (részlet).
Kéziratait szerette kisméretli lapokra irni

Megkonstrualtuk a p mértéket, hatra van még annak belatésa, hogy

~ [ tan.
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Legyen
Ay = [ (ke (k +1)e))

T %)e, (k+1))).

Rogzitett n-re ez nyilt fedése X-nek. Léteznek olyan 0 < ¢} folytonos fiiggvények, hogy
suppgp C G és >, op = 1. Ha fi, = o} f, akkor ) fi = f.

o(f) = Y elf) <D e((k+1)ep}) <
< > (k+1)en(Gy).

k

Ebbdl n — oo hataratmenettel kapjuk, a

o(f) < S (k+ De(Ay)
Ugyanakkor
/fdﬂ > Zkeu(Ak)
és igy
p(f) < /fdﬂ+zeu(z4k) =
= /fd,u+su(X).

Mivel € > 0 tetszoleges p(f) < / fdu. Alkalmazva ezt az egyenlGtlenséget — f-re is, azt

kapjuk, hogy o(f) = / fdu.

9. tétel: (Jordan-féle felbontasi tétel) Legyen X egy kompakt metrizdlhato tér, és
jeldlje Cr(X) a folytonos X — IR fiiggvények Banach-terét! Ha ¢ : Cr(X) — R olyan
linedris funkciondl, amelyre

lell = sup{le ()] = [[f]l < 1}

véges, akkor egyértelmien léteznek olyan 1 : Cr(X) — IR pozitiv linedris funkciondlok,
amelyekre

(i) ¢ =1 — -,
(ii) [lell = lle+ll + lle-|l-
Bizonyitds: Ha 0 < f € Cr(X), akkor legyen
H(f)={veCr(X) : 0<u<f},  ou(f) =sup{p(u) : ue H(f)}.

Elgszor megmutatjuk, hogy H(f1)+H(f2) = H(fi+f2). A H(f)+H(f2) C H(f1+/2)
tartalmazds nyilvanvald. A forditott tartalmazds belatasdhoz legyen u € H(f; + f2). Ha
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v :=uA fi, akkor v € H(f,). Természetesen u— f1 < fo ésu—v = $(u— fi+|u—fi|) < fo.
Mivel u — v > 0, latjuk, hogy v — v € H(f,), ami azt mutatja, hogy v € H(f1) + H(f2).
Tehat H(f1) + H(f2) = H(f1 + f2)-t megmutattuk. Ennek kévetkezménye, hogy

o1 (f1) +oe(fa) = o (fi + f2) (B.10)
minden 0 < fi, fo € Cr(X) esetén.

e+ (A1) = Api(f1) (B.11)

evidens az értelmezésb6l minden A > 0 szamra.
Ezutdn ¢, értelmezési tartomanyat ki kell terjeszteni. Tetszéleges g € Cr(X) el6all
(sokféleképpen!) g = g1 — go alakban tgy, hogy 0 < g1, g2 € Cr(X). Legyen

©01(9) = o1 (91) — v1(g2) -

Nem nehéz megmutatni, hogy (B.10) miatt ¢ (g1)—¢4(g2) nem fligg g; és go valasztasatol.
@4 linearitdsa (B.10) és (B.11) kovetkezménye, és ¢, pozitivitdsa benne van a konst-

rukciéban.
Legyen f > 0¢és G(f) :={v e Cr(X) : —f <v <0}. Ekkor u +— u — f bijekciét ad
H(f) és G(f) kozott. Ezért

o-(f) = oi(f) —e(f) = supfo(u) —o(f) - ue H(f)} =
= sup{p(v) : v € G(f)},

ami azt mutatja, hogy a ¢_ linearis funkcional nemnegativ.

Eljutottunk a ¢ = ¢, — ¢_ felbontdshoz, hatra van még ||o|| = ||o4]l + ||e—||. Mivel
lell < llesll + |le—]| nyilvdnvalé a norma definicidja szerint, elég a ||¢|| > [lo+|| + |||
egyenlotlenségre koncentralni. Megjegyezziik, hogy

sl = 04 (1) 6 llo_ll = 9 (1).
Léteznek olyan u,, € H(1) és v, € G(1) sorozatok, amelyekre
pr() =limp(un), @ (1) = limp(o,)
Mivel -1 < u, + v, <1,

el = ¢ (un +va) = p(un) + (va) = ¢ (1) + (1)

Az egyértelmiiséget nem bizonyitjuk. O
Ha v olyan halmazfiiggvény az X kompakt metrizalhato tér Borel-halmazain, amely
két véges Borel-mérték kiilonbsége, azaz

v(H) = m(H)—p2(H) (H € B),

akkor v-t el6jeles mértéknek nevezzik. A v elGjeles mérték szerinti integralt az

[ravi= [ raw- [ i

képlettel értelmezhetjiitk. Minden el6jeles mérték megad egy ¢ linedris funkciondlt a
Cr(X) téren, és a Jordan-féle felbontasi és a Riesz—Radon-tételek kombinalasaval 1athato,
hogy CRr(X) minden korlatos linedris funkcionélja eléall igy.
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5. lemma: Legyen ¢ korldtos linedris funkciondl Cr(X)-en. Ha ¢ = o1 — @y és
o1(f) = [ fdu, o2(f) = [ fdus 1 és us mértékekkel, akkor a kovetkezd két tulajdonsdg
ekvivalens

(i) llell = lleall + N2l

(ii) létezik olyan A € B Borel-halmaz, amelyre py(A) =0 és pa(X \ A) = 0.

Bizonyitds: (i) = (ii): Léteznek olyan —1 < f, < 1 folytonos fliggvények X-en,
amelyekre o(f,) — ||¢||. Legyen f, = f;F — f7 a pozitiv és negativ részre val6 felbontds.

e(fn) = [/fn*duw/f;duz] - [/fn_dm+/f,jdp2] .

A nagy zardjelben 1év6 tagok nemnegativok, az elsére

/f:dm +/f; dia < llorl] + [lall

Mivel ¢(fn) = |1l + ||@2|| a feltevés miatt,

/deM1—>||<P1|| & /f:duﬁo.

Tehat || fF]] — 0 és a 2. tétel szerint f;F-nak van olyan részsorozata, amely po-m.m.
tart a O-hoz. (|| - || itt a po-re vonatkozé L'-normat jelenti.) Az egyszeriiség kedvéért
nem vezetiink be 1j jelolést a részsorozatra, hanem feltessziik, hogy fF — 0 py — m.m.
Ugyanakkor [|[1— f,7|| = [(1— fF) dpr = [lerll = lle1]] = 0, és esetleg djabb részsorozatot
kivalasztva, oda jutunk, hogy ff — 1 p;-m.m. (Most viszont || - || a ui-re vonatkozo
L'-normat jelenti.) Legyen

A={ze X : limf (zx)=1}.
Ekkor

1T = 1allzyu) =0 és [[1allLrg) =0,

amibdl adddik, hogy pi(X\A) =0 és pa(A) = 0.
(ii)) = (i): A feltevés szerint van olyan A Borel-halmaz, amelyre p;(X \ A) = 0 és
pa(A) = 0. Legyen f =14 — 1x\a. Ekkor

o(f) = /(1A — Lx\a) dpa — /(1A — 1x\a) dpa = p(X) + pa(X) = [la || + [leoz]] -

Ha f folytonos lenne, akkor ||| > ||¢1]| + ||p2] nyomban kévetkezne. Mivel f nem az,
egy potldlagos kozelitésre van szitkség. Valasztunk egy olyan folytonos g : X — [—1,1]
fliggvényt, amire

/If—gld(u1+uz)<€-

elg) = /gdlil_/gd,uzZ/fd,u1—8—/fd,u2—5:

= lleall + o2l = 2¢.

Ekkor
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O

Ha 1 és pus mértékek egy B o-algebran, akkor kolecsonosen szingularisnak mondjuk
6ket, ha van olyan A € B halmaz, amelyre u1(A) = 0 és pa(A°) = 0. Ilyenkor a pq L po
jelolést hasznaljuk.

Legyen v egy elGjeles mérték. Az el6z6 lemma kovetkezménye az, hogy léteznek olyan
kolesonosen szingularis v, és v_ mértékek, amelyekre v = v, — v_. Ezt az el6éllitast v
Jordan-féle felbontasanak nevezziik, és |v| := vy + v_ a v elGjeles mérték abszolit
értéke.

4. példa: Legyen f :[0,1] — R folytonos fiiggvény, amelynek f = f* — f~ a kanonikus
felbontdsa a két nemnegativ fiiggvény kiilonbségeként, azaz f* = fVv 0és —f~ = f AO.

v(H) = / F ()15 dA(2)

el6jeles mértéket értelmez [0, 1] Borel-halmazain. v Jordan-felbontdsdban a

() = [ Py dr)

mértékek jelennek meg. v, és v_ valoban kolesonosen szingularisak, mert
A={xel0,1] : f(x) <0}

vélasztassal lathatd, hogy vy (A) =0 és v_([0,1] \ A) = 0. O

5. példa: Legyen 0 < f € LY (X,B,u) és

v(H) = / f@)lgdu(s)  (HeB).

Megmutatjuk, hogy ez mértéket értelmez B-n. v véges additivitdsa nyilvanvalé. Ha
H, C Hy C ... és H = UH,, akkor 1y, " 1y pontonként és a dominalt konvergencia
tétel alapjan

v(H,) = / F (@)1, dyu(z) / F @)1y dpa) = v(H)

Ha pq és po két mérték egy B o-algebran, akkor azt mondjuk, hogy p; abszolut folytonos
po-re, jeldlésben g < o, ha po(H) = 0 alapjan kovetkezik, hogy ui(H) = 0. Az el6z6
példaban konstrualt v mérték abszolut folytonos p-re. U

10. tétel: (Radon—Nikodym-tétel) Legyen (X, B, u) eqy o-véges mértéktér és v egy
p-re abszolit folytonos mérték B-n. Ekkor egyértelmiien létezik eqy 0 < f € LY(X, B, u)
figgvény, amelyre

v(H) = [ e duto). 0
Az el6z0 tételben szereplé f fliggvényt v p-re vonatkozé Radon—Nikodym-

derivaltjanak nevezziik, és a d—y jelolést hasznaljuk.
i
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6. példa: Legyen g : [0,1] — IR egy folytonosan differencidlhaté nové fliggvény. Ekkor
g nyilvanvaléan korlatos véltozasu (és teljes Valtozasa g(1) — g(0)). Tetsz6leges folytonos
f :[0,1] — IR fliggvényre értelmezhetjitk az fo ) dg(x) Riemann—Stieltjes-integralt.
Ez pozitiv korlatos linedris funkciondl C[0, 1]-en, tehat van olyan p mérték, amelyre

/f ) dg(x /f ) du(x

Meg fogjuk mutatni, hogy p abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre. Legyen f olyan
folytonos fiiggvény, amelyre 0 < f < 1. 4. Ekkor az integral definicidja alapjan

[ @) dote) < 9(@) - 9(0) < M(a o).
ahol M ¢'(x) fels6 korlatja. Ez azt mutatja, hogy
w(le, d]) < MA([e,d]) ,

amib6l p < A kovetkezik. (Koénnyen lathat6, hogy valéjaban p([c,d]) = g(d) — g(c).) A
Radon—Nikodym-tétel szerint 1étezik a ﬁ Radon—-Nikodym-derivalt, ami nem maés, mint

g (). O

A Radon—Nikodym-derivalt szerepet kap a valdszinliségszamitasi feltételes
varhatéérték definicidéjaban is.

11. tétel: (Lebesgue-felbontasi tétel) Legyen p és v mértékek a B o-algebrdan. Ekkor
léteznek olyan p. és ps mértékek B-n, hogy

(i) = pe+ pis
(ii) pe < v ésps Lv.

7. példa: Legyen ¢ : [0,1] — IR olyan monoton névé fiiggvény, amely differencidlhaté a
0 <t < 1 pont kivételével, és a t pontban g (t) — g_(t) = u > 0. (Itt g4 a fiiggvény jobb
és bal oldali hatarértékét jeloli.) Létezik olyan p mérték [0, 1]-en, amelyre

[ t@ due) = [ @) dgta

minden folytonos f fiiggvényre teljesiil. p-nek a A Lebesgue-mértékre vonatkozo Lebesgue-
féle felbontasa a kovetkezdképpen adhato meg:

dpe

és s =1u-0. O
Gyakorléfeladatok

1. Legyen L*[a,b] az [a,b] intervallumon korldtos mérheté fliggvények tere a
szuprémum norméval elldtval Igazolja, hogy L*[a,b] nem szeparébilis!

2. Igazolja, hogy a szamegyenes Borel-halmazainak o-algebrajat generaljak az olyan
(—o0, t] intervallumok, amelyek végpontja raciondlis szam!
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3. Igazolja, hogy az f : IR — IR fiiggvény,

1

—, ha z= P s p, q relativ primek,
flz) =4 4

0, egyébként

majdnem mindeniitt folytonos!

4. Van-e olyan IR — IR Riemann-integralhato fiiggvény, amely nem Borel-mérhet6?
(Utmutatés: Egy fiiggvény pontosan akkor Riemann-integrélhaté, ha majdnem min-
deniitt folytonos.)

5. Ha H C IR Borel-halmaz, akkor legyen p(H) a H-ban 1év6 racionélis szamok szamal
(Tehat pu(H) = 400, ha H-ban végtelen sok raciondlis szdm van.) Igaz-e, hogy u
o-véges mérték?

6. Igaz-e, hogy L'[a,b] hdlé a szokdsos rendezésre?

7. Mutassa meg, hogy a Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrat alkotnak!

C. Csoportok

Egy G halmazon a csoportstruktiira bizonyos miveletek megadasat jelenti. A cso-
portszorzas egy olyan G x G — G, (g,h) — g o h leképezés, amely asszociativ:
(g1092) 093 =g10(g2093). Az e € G egységelem az eo g = goe = g tulajdonsiggal
rendelkezik, g € G tetszbleges. A csoportinverz egy G — G, g — g~! leképezés, amely
agog ! =g 'og=ecaxiémdnak tesz eleget. Ha a G halmazon a fentieknek megfelels
szorzas és inverz miveletek vannak megadva, és ki van tiintetve egy e € G egységelem,
akkor G-t csoportnak mondjuk.

1. példa: A valds szdmok IR halmazén legyen tos ==t + s, t7 ! = —t és e := 0. fgy
csoportot kapunk, amit a valés szamok additiv csoportjanak neveziink. Ez a csoport
kommutativ, ugyanis t o s = s ot barmilyen s,t € IR esetén. O

2.példa: A T = {z € C : |z|] = 1} komplex egységkoron csoportstruktirat
értelmezhetiink a 2 0 29 1= 2, - 29, 271 1= Z és e := 1 képletekkel. Ez is kommutativ
csoport. 0

3. példa: Az {1,2,...,n} halmaz &nmagédra valé kolcsonosen egyértelmii leképezései
csoportot alkotnak a leképezések kompozicidéjara nézve. Egy leképezést a szamhalmaz
egy sorba rendezésével is megadhatunk. Példaul az n = 4 esetben (1,4,2,3) az a
1 — 1,2 — 4,3 — 2,4 — 3 leképezést jelenti, és (1,4,2,3) 0 (3,2,1,4) = (3,4,2,1).
Ezt a csoportot permutaciécsoportnak vagy szimmetrikus csoportnak nevezik. Az
n-edrendii permutaciécsoport elemszama n!. A szimmetrikus csoport nem kommutativ.

0

4. példa: Csoportokat definialé relacidk segitségével is megadhatunk. Példaként meg-
hatdrozzuk azt a csoportot, amelyet a g* = h* = (gh)? = e reldcidknak eleget tevd
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g és h elemek generdlnak. Ez a csoport definicié szerint tartalmazza az e, g, h eleme-
ket, ezek lehetséges szorzatait és azok inverzét. Vegyiik a g, h, g%, ¢° elemek szorzatait:
gh, hg, g*h, hg?, g°h, hg®. A hosszabb szorzatok tartalmaznak két h kozott egy ¢ hatvanyt,
vagy egy ghg részszorzatot. A definialé relaciokbol kiszamolhaté, hogy

hgh = g°, hg’h = g°, hg’h =g, ghg=h.
Ennek alapjan a fel nem sorolt szorzatok rovidithetok. Példaul

9°hg’ = ¢*(9h9)g* = g*hg® = g(ghg)g = ghg = h.
A definidlé relacidkbdl g7t = g3 és h™! = h. Ezért minden g-kb6l és h-kbél 4ll6 szorzat

inverze is egy ilyen szorzat. Példaul

(g°h) " =h7(g*) " = hg.
A generalt csoport elemeit felsoroltuk, egy 8 elemii csoportot kaptunk. U

5. példa: GL(2,IR) jelenti a 2 x 2-es nem 0 determindnsu valds elem®i matrixok cso-
portjat, amiben a csoportszorzas a matrixszorzas, a csoportinverz az inverzmatrix képzése

€S
CJ10
e = 0 1 .

(Tudnunk kell, hogy a det(AB) = (detA) - (detB) és det(A™!) = 1/detA, tovdbbd A
pontosan akkor invertalhat6, ha detA # 0 ldsd a 1. fejezetet.) Ez a csoport méar nem
kommutativ. Nevezetes részcsoportja

SL2,R) := {A € GL(2,R) : detA = 1} . O

6. példa: Az euklideszi stk koriiljaras tarté mozgatasai is csoportot alkotnak, ha két moz-
gatds szorzatan azt a mozgatast értjiik, ami el6szor az egyik, azutan pedig a masik moz-
gatas végrehajtasat jelenti. A mozgatasok eltoldasbdl és origd koriili forgatasbol tevédnek
ossze. A forgatdsokat egy ¢ szoggel adhatjuk meg, de célszerfi ¢ helyett az ¢'¥ € T
komplex szamra gondolni. Az eltolasok egy sikbeli vektorral adhatok meg. Ha magat az
euklideszi sikot a € komplex szamsikként fogjuk fel, akkor T x C lesz a mozgascsoport.
A g =(z1,29) € T x C csoportelemnek megfeleld transzformécié

W= Z21W + 29,

ami geometriailag azt jelenti, hogy el6szor forgatunk a z; egységnyi abszolit értéki komp-
lex szam fazisaval, azutdn pedig eltolunk a zy vektorral. Ha ezutén a (z21,25) € T x C
transzforméaciot is alkalmazzuk, akkor a

w21 (1w + 29) + 25 = 22w + (220 + 25)
transzforméaciohoz jutunk. A szorzasi szabaly tehat

(217 Z;) © (Zlv 22) = (21217 2122 + Zé) )
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az egység e = (1,0) és az inverz
(21,22) " = (21, —Z122) -

Ez a csoport nem kommutativ, és érdemes megemliteni, hogy matrixcsoportként is felfog-

hatjuk. Mivel
2z 0 2 0] 2z 0
zy 1 Zyb 1| |z 1|7
Z1 0 ! . 21 0
Z9 1 o —Z1%9 1 ’
21 0
Z9 1
matrix ugyanannak a szdmoldsi szabalynak tesznek eleget. Azt mondhatjuk, hogy a

mozgascsoport a 2 X 2-es komplex elemii invertdlhaté métrixok GL(2;C) csoportjanak
részcsoportja. O

a (21, z9) transzformécié és a

Ha G egy csoport, akkor a g1z = g2 (91,92 € G) egyenletnek egy megolddsa van
x = g; ' o gy és konnyen ellendrizhetd, hogy

(1ogs) ' =g5'og "

Legyen G egy csoport és H egy Hilbert-tér. G unitér reprezentacidja a ‘H Hilbert-
téren azt jelenti, hogy minden g € G elemre adott egy m(g) unitér operdtor a H téren
ugy, hogy a

m(g)m(g2) = w(g192), m(gr") = 7m(g1) ™", 7(e) =1

reldcidk teljesiilnek. (Azt is mondhatnank, hogy 7 egy csoporthomomorfizmus G-r6l a H
unitérjeinek csoportjéba.)

Minden csoportnak van unitér reprezentacidja.

Ha G egy csoport, és a G halmazon egy olyan topoldgia van adva, amelyre a szorzas
kétvaltozos miivelete és az inverzképzés folytonosak, akkor G-t topologikus csoportnak
nevezziik.

A szimmetrikus csoportot topologizalhatjuk, ha azokat a sorozatokat tekintjiik kon-
vergensnek, amelyek egy bizonyos tagtdl kezdve allandok. Ezzel a trividlis topoldgidval
egyébként barmilyen csoport topologikus csoportta teheto. Természetesen maés példék is
vannak.

7. példa: A
[a b

GL(2,]R):{ .

} ca,b,c,d € R, ad—bc#()}

csoporton értelmezziink topolégiat ugy, hogy

-an bn . a b
An = Cn dn}%A_[c d}’

ha a, = a, b, — b, ¢, — ¢ és d, — d. (Ez a métrixelemenként valé konvergencia
topoldgidja.) Ahhoz, hogy GL(2;R) ezzel a topoldgidval topologikus csoporttd véljon
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sziikséges, hogy az A;' — A~! reldcié teljesiiljon, feltéve, hogy A, — A. Példaként
nézzilkk meg a (2, 1) matrixelemeket:
—cp L=
and,, — b,cy, ad — bc

Hasonlban latszik, hogy az A.! inverz métrix tobbi elemei is tartanak az A~' mdtrix
megfelel6 elemeihez.
A szorzas folytonossagahoz sziikséges egy masik

a,, b a b
A/n:|:c/" d/]%A/:{C/ d/:|

sorozatot is venni, és azt kell megmutatni, hogy A/ A, elemenként tart A’ A-hoz. Példaként
most az (1,1) elemeket {rjuk fel:

anan +b,c, = da+be

nyilvanvaléan teljestil.
GL(2; R) topoldgidjat mas médon is megadhatjuk. Legyen

d:GL(2;R) — R*, (ID{Z Z] = (a,b,c,d) .

Ekkor & kolesonosen egyértelmii. Ha
F = {(21, 29,23, 24) € R*: 1114 = 2013},

akkor F' C IR* zart halmaz, és ® képtere IR*\ F, azaz egy nyilt halmaz. Mivel ® és inverze
egyarant folytonosak, G'L(2; R)-ben tigy kapjuk meg a nyilt halmazokat, hogy az IR*\ F-
beli nyilt halmazok inverz képét vessziik ®-nél. Ha x € IR*\ I, akkor vehetiink egy olyan
kicsi sugarti zart G gombot  koriil, amely teljes egészében IR*\ F-ben fekszik, A gémb G
belseje z-nek olyan kornyezete, amelynek a lezarasa kompakt. A ® leképezés topoldgiai
tulajdonsdgai miatt ®~!(G) olyan nyilt kornyezete ®~!(x) € GL(2; R)-nek, amely (&)
lezarasa kompakt. Tehéat barmilyen A € GL(2;1R) esetén van olyan A € H C GL(2;1R)
nyilt halmaz, amelynek lezardsa kompakt. U

8. példa: Az SU(2) csoport unitér reprezentaciéit kivanjuk megadni. Ha U € SU(2) és
f egy €* — C fiiggvény, akkor

T(U)f(z1,22) = [ (U (21, 22))

egy m(U)f : €C* — C fiiggvényt ad meg. A jobb oldalon f argumentumaban azért frtunk
U~l-et, mert éppen igy fog teljesiilni a

7T<U1U2) = 7T(U1)7T<U2)

egyenloség.

Nincs sziikségiink minden f : €* — C fiiggvényre, csupan a z;, és 2z, valtozok 2s-edfoki
homogén polinomjait tekintjiik. Ezek egy Vi linedris teret alkotnak, ugyanis a homogén
polinomok egyértelmi linedris kombinaciéi a

2s _2s—1 2s—2 2 2s
Q154 225 21 Ry ey R
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monomoknak. Tehat V dimenziéja 2s + 1. Ha
| a B 25—k k _ (= 25—k (3 k
U= 3 3| akkor m(U)z7° "2y = (@21 — B22)” (821 + aze)”,

és nem nehéz végiggondolni, hogy a z; és 2z, valtozok 2s-edfokd homogén polinomjdhoz
jutunk. Mas széval f € V; és U € SU(2) esetén w(U)f € V. A V linedris téren az SU(2)
csoport egy hatasat értelmeztiik. Ahhoz, hogy unitér reprezentaciéhoz jussunk, egy olyan
(, ) bels6 szorzatot kell értelmezni Vi-en, hogy 7(U) unitér operdtor legyen.

Vs-et Hilbert-térré tehetjiik, ha az

s—n s+n
en(z) == 9% (—s<n<s)

V(s =n)!(s+n)!

polinomokat tekintjiikk (ortonormélt) bazisnak. Ha (z, w) = Zjw; + Zows a szokésos belsd
szorzat C*-n, akkor

=s—n=s+n,,s—n, s+n

;en(z)en(w) B ; (s —n)!(s+n)! -
1 2s = s—n (= s+n
- (29)! Z (5 — n) (Zrwn) ™" (Z2w2) ™" =

Mivel (U 'z, U 'w) = (z,w), az el6bbi szdmolasbdl 14tszik, hogy

> w1(@en(2)m(U)en(w) =Y en(2)en(w). (C.1)

n

Han(U)e, =Y, Wine;, azaz (W;;) a m(U) operator matrixa az e, bazisban, akkor a (C.1)
egyenloséget a kovetkezo alakra frhatjuk at

> (Z (Wi W — 5ij)> ei(2)ej(w) =0.

] n

Itt észrevessziik, hogy az e;(2)e;(w) kétvaltozds polinomok linedrisan fiiggetlenek — hiszen
—s <1 <5, —s < j < s esetén kiillonboz6 monomok —; ezért minden egytitthatonak

nulldnak kell lenni: o
Z W@nW]n - (5@' .

Ez éppen azt jelenti, hogy WW™* = I azaz W unitér matrix.
Erdemes még megjegyezni, hogy

. ([ . g D en(z) = (@) " en(2)

tehdt az ilyen operatoroknak e, sajatvektora o sajatértékkel. (@ = 1/a.) O
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A G topologikus csoportot lokalisan kompaktnak nevezziik, ha barmely ¢ € G
eleme benne van egy olyan nyilt halmazban, amelynek a lezardsa kompakt. A fentiek
alapjan G L(2; IR) lokalisan kompakt. A kommutativ topologikus csoportok korében jéval
egyszeriibb példat is lehet mutatni. IR™ a szokésos vektorosszeadassal csoport és a szokasos
topologidjaval tekintve topologikus csoport is. Természetesen lokalisan kompakt.

9. példa: Meggondoljuk, hogy SL(2;IR) lokalisan kompakt topologikus csoport. Mivel
G L(2; IR)-nek részcsoportja, igy topologikus csoport is. (A szorzas és inverz folytonossiga
a részcsoportra oroklodik.) Masrészt SL(2;IR) zart részhalmaza GL(2;IR)-nek, ami ele-
gendd a lokalisan kompaktsidghoz. U

10. példa: Az invertdlhaté n x n-es matrixok egy G L(n,IR)-rel jelolt lokélisan kompakt
topologikus csoportot alkotnak. GL(3,IR) részcsoportja az egy determinansu ortogonalis
transzformdcidinak csoportja, SO(3) lasd az 1. fejezetet. Geometriailag SO(3) elemei a
tengely koriili forgatdsok, vagyis alkalmas bazisban minden ortogonalis egy determinansi

transzformdcio
1 0 0

R, () =10 cosp —sing (C.2)
0 sinp cose

alakd, ami geometriailag egy x; tengely koriili p-szoggel vald elforgatast jelent. SO(3)
elemei el6allnak az xq és x9 tengelyek koriili forgatasokbol

Ry, (0) Ray (0) Ray (1)
alakban. O

11. példa: A komplex elemi 2 x 2-es invertalhaté matrixok GL(2; C) csoportja a valés
esethez hasonléan lokélisan kompakt topologikus csoport. Nevezetes részcsoportja SU(2),
az egy determinansu unitérek csoportja. Elemei

a p 2 2 _
S0 asee laprpp-
alakban irhaték. SU(2) zart részcsoportja G L(2; C)-nek, ebbdl nyomban addédik, hogy
lokdlisan kompakt. A o = x; + iy, = x3 + ix4 valés paraméterezéssel |al? + |B]* =
22 4 22 + 22 + 22, Topologikus térként SU(2) az IR* euklideszi tér egységgombjének
felilleteként foghaté fel. Ezért SU(2) valdjaban kompakt.

Az olyan g elemek, amelyekben « - 5 # 0 stirti halmazt képeznek, és alabbi formédban
irhatok: . .

CcOS gel (pt1p)/2 1 sin gel (p—1p)/2
I7 ] {sin8ei -2 cosSemiterw)z |
ahol
0<ep<2m, 0<f<m és—2m <Y <27

A (@, 0,1) Buler-szogekkel valo paraméterezés elonye akkor latszik, ha bevezetjiik a kovet-
kez6 egyparaméteres unitér (rész)csoportokat:

ele/? 0
k(@) = [ 0 efiap/2 :| =
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i 1 0 i
= exp(—w[o _1]):exp7(pag:expg0jg,

2
cos? isin?
a1(9> = [ .29 ,92]:
ising cosg
i0[0 1 if
= exp <§ [ 10 }) = exp 01 =expbJ; .
Ekkor
9(,0,9) = k()ar(0)k(v) . (C.3)
Az SU(2) csoport centruma a £1I unitérekbol all. O

12. példa: Fontos kapcsolat van SU(2) és SO(3) kozott: 1étezik egy a: SU(2) — SO(3)
csoport homomorfizmus, azaz szorzat-, inverz- és egységtartd leképezés.

A hiromdimenziés IR? euklideszi teret azonositjuk a 0 nyomi 2 x 2-es énadjungalt
matrixok terével:

X = |: 1 l’2+i$3

Ty — i —a :| — (ZL‘l,l‘Q,l‘g) .

Ekkor
a(g)X =gXg™' (9 €SU(2) (C.4)
egy hatdsa SU(2)-nek IR*-mon, amit explicit médon is kifrthatunk. Ha
_ |« B _ |z _ .
akkor
(0)X (a@ — BBz, + afz + afz —2afx; — %2 + o®z
alg)X = _ _ I

—2afBr, + o’z — %2 (B8 — aq)x; —afzZ — afz
Nevezetesen a(k(¢)) = Ru, (@), és hasonldéan «(a(f)) az x4 tengely koriili 6 szoggel vald
R.,(0) forgatds. A 10. példa szerint e két forgatds generalja IR® forgatdscsoportjat. Az
{a(g) : g € SU(2)} transzformécidcsoport nem més, mint a teljes SO(3). a : SU(2) —
SO(3) tehat réképezés, de nem kolesondsen egyértelmii. A g és —g SU(2)-beli matrixok

ugyanazt az ortogonalis transzformaciot adjak.
Az a tény, hogy a(g) ortogonélis transzformécié g € SU(2)-re kozvetleniil is lathato:

la(g) X|I* = Tr (a(9)X)* = Tr gXg 'gXg™' = Tr X* = ||X]]*. O

D. Haar-mérték

Haar Alfréd tétele azt mondja, hogy egy lokdlisan kompakt G csoporton konstans
szorzotol eltekintve egyértelmiien létezik egy olyan p mérték, amelyre

(1) a kompakt tartéju folytonos fiiggvények integralhatok,
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(2) ha H C G mérhet6 halmaz, és g € G, akkor u(H) =pu({goh:h e H}).

Ezt a p mértéket G Haar-mértéknek nevezziik. Az (1)-es tulajdonsdg kimondja,
hogy a kompakt halmazok mérhetéek és véges mértékiiek, mig (2) a mérték bal oldali
eltoldssal szemben vald invariancidjat mondja: Ha gH := {goh: h € H}, akkor u(H) =
wu(gH). Az invariancia tulajdonsigot atfogalmazhatjuk a p mérték szerinti integrélra.
Legyen (L, f)(h) := f(g'h), ha g,h € G és f egy G — C fliggvény. Ekkor x,x nem més,
mint L,(xp). Tehdt (2) nem mds, mint

/ F(h) duh) = / (Ly ) (k) dys(h) (D.5)

karakterisztikus fiiggvényekre megkovetelve f helyében. A mérték (2) invariancia tu-
lajdonsiga az integral invariancidjaval ekvivalens. (D.5) érvényes minden integralhatd
fliggvényre.

1. tétel: (Haar Alfréd tétele) Legyen G lokdlisan kompakt metrizdlhatd topoldgikus
csoport. Konstans szorzotol eltekintve egyértelmiien létezik eqy olyan p Borel-mérték,
amelyre

(i) a kompakt tartoji folytonos figguények integrdlhatck,
(1) ha H C G mérhetd halmaz, és g € G, akkor (H) = p({goh: h e H}).

A Haar-mérték konstrukcidja: Legyen G,, az egység koriili 1/n sugart nyilt gémb,
n € IN. Ha n elég nagy, akkor G,, lezarasa kompakt. Csak ezeket az n-eket tekintjiik.
Valasszunk egy olyan F kompakt halmazt, amely belsejének a lezérasa. (Ez fogja adni
az egységmértéket.)

Legyen K egy kompakt halmaz. Ez lefedhet6 a GG, halmaz G, eltoltjaival, x € xG,,.
Mivel K kompakt, 1étezik véges fedés és legyen

K
{G’_} = min{k : 1étezik z1,zx, ..., 2% € G, hogy K C U¥_ 2,G,.}. (D.6)

Ez a mennyiség balinvarians, azaz

4[] e

és korlatozottan additiv. Ha a K és Ky kompakt halmazok tavolsiga nagyobb, mint 1/n,

akkor
KiUKy| _ [K n K
Gn |G, Gnl|
A (D.6) formula azt adja, hogy K mértéke ennyiszerese G, mértékének. Tehat G,
mértékét kéne tudni. Ha E egységmértékii, akkor G, mértéke a

szam reciproka. Legyen



236 Fiiggelék

Errol a sorozatrol még azt kéne tudni, hogy korlatos. Mivel
K K||FE
— | < |=||=],
G, ~ |E] |Gn

fin (K) < {%] :

azt latjuk, hogy

A korlatossag miatt
K = pn(K)

fiiggvényeknek van egy K +— po(K) torlédasi pontja. Ez a g balinvarians és additiv
diszjunkt kompakt halmazokon. Tehat megvan a Haar-mérték kompakt halmazokra és
egy kovetkezo 1épés a kiterjesztés Borel-halmazokra. O

13. példa: Legyen G a pozitiv valés szamok csoportja a szorzasra nézve. Meg akarjuk
hatdrozni a pu Haar-mértéket, és feltételezziik, hogy létezik olyan p : R — IR™ fiiggvény,
amelyre

ut) = [ oy,

-/ " F@p(a) dr

minden integralhaté f fiiggvényre, nevezetesen minden folytonos kompakt tartéju
fiiggvényre. (A jobb oldali integréal szokasos Lebesgue-integralt jelent.) Az invariancia

szerint
/f(x) d$—/f ) dp(z /fyxdu /fyxx:p

és helyettesitéssel integralva

/f(x) dx—/f p(yz)y dz

aminek fenn kell dllnia minden y > 0 szdmra és integralhatd f fiiggvényre. Ez feltétleniil
teljesiil, ha

vagy ekvivalens médon

p(x) = plyz)y .
A kapott fliggvényegyenletet kielégiti a p(z) = z~! fiiggvény. Ez a sfirtiségfiiggvény
hatarozza tehat meg a Haar-mértéket. U

Kompakt topologikus csoport Haar-mértékét szokasosan gy normaéljuk, hogy a teljes
tér mértéke 1 legyen.

14. példa: Legyen G a pozitiv valds szamok csoportja a szorzasra nézve. Meg akarjuk
hatdrozni a p Haar-mértéket, és feltételezziik, hogy létezik olyan p : R* — IR* fiiggvény,
amelyre

W(H) = / yip() de
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vagy ekvivalens médon

::Awf@m@wm

minden integralhaté f fliggvényre, nevezetesen minden folytonos kompakt tartéju
fiiggvényre. (A jobb oldali integréal szokdsos Lebesgue-integralt jelent.) Az invariancia

szerint
/f(x) d$—/f ) dp(z /fylxdu /fylx z)dx

és helyettesitéssel integralva

/f(x) dx—/f p(yz)y dz

aminek fenn kell dllnia minden y > 0 szdmra és integralhatd f fiiggvényre. Ez feltétleniil
teljesiil, ha
p(x) = p(yz)y -

A kapott fiiggvényegyenletet kielégiti a p(x) = z~! fiiggvény. Ez a sfirfiségfiiggvény
hatarozza tehat meg a Haar-mértéket. O

15. példa: A GL(2,IR) csoport elemei 2 x 2-es
a-]2 4]
z w
invertalhaté matrixok. A csoport Haar-mértékét keressiik

du(A) = p(x,y, z,w) dedydzdw =: p(A) dA

/EMWMMA:/fwmmm¢4

egyenlet fejezi ki az integral invariancidjat, B € GL(2,IR) tetsz6leges matrix. A jobb
oldalon helyettesitéses integraldst végziink

/f@@ﬂ@dAz/ﬂAmw*A>

alakban. Tehat az

0A

EYT dA".

B:{i b], akkor A'::BA:{

ar + bz ay—l—bw}
d Y

cx+dz cy+dw
és a Jacobi-matrix

0A'
oA

:Bt®[2.

O ot O QR
SO Q@ O
S SO0
QL O o O
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(A tenzorszorzatos frasmédra nézve lasd 1. fejezetet.) Ezért

1 1
T det(Bt @ L) (detB)?

w[gh

oA

0A|
OA'|

Az invariancia feltétele tehdt

_ p(B~'A)
p(A) = (detB)? -

Ennek megoldasa a
1

p(A) = m

matrixfiiggvény, ami megadja a Haar-mértéket a GL(2;IR) csoporton. Az &ltaldnos
GL(n,R) esetben a szamolas teljesen hasonld, n lesz a 2 kitevé helyében. O

16. példa: Legyen G a 2 x 2-es inveralhato felsé haromszog matrixok csoportja. Ha
Ty , _la b
A= [ 0 w } é B= { 0 d } ’

_ 1 wo =y , axr ay—+ bw
A 1 _ BA —
xw{o T } s { 0 dw ]

akkor

Ezek a formuldk mutatjak, hogy G valéban csoport.
A csoport balinvarians Haar-mértékét keressiik az el6z6 példdhoz hasonléan

du(A) = p(z,y, w) dedydw =: p(A) dA

alakban. A balinvariancia az

/fMWMMAz/fwmmmm4

egyenlet, ahol B € G tetszbleges matrix. A jobb oldalon helyettesitéses integralast

végzink
0A
A)dA = (Ap(B~tA) dA’
/f( /f aA/ )
BA=A". A
, a 0 0
%;11 =10 a b
0 0 d
Jacobi-matrix alapjan
0A| det oAll 1
oA | | o] | T a2d

Az invariancia feltétele tehdt

[ty aa= [ pepsaoan = [ rapsa
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azaz a*dp(A) = p(B~tA). Részletesen

wu((s 205 )

Ugy latszik, hogy p nem fiigg az (1,2) elemtdl. Konnyi ellendrizni, hogy

e g

p(A) = —

2wl

a megoldas.
A jobbinvariancia az

/fMMMMAz/fmm«mm4

egyenlet, amit a ¢ fliggvényre hasonléan oldhatunk meg.

1

= Tl

q(A)

tehat a balinvarians és jobbinvarians mértékek valéban kiilonboznek. O
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Gyakorléfeladatok

. Egy ABC szabdlyos haromszog a kovetkez6 szimmetridkkal rendelkezik: f; := a

kozéppont koriili pozitiv iranyu 120°-os elforgatés, fo := a kozéppont koriili pozitiv
irdnyu 240°-os elforgatas; tx := az X csicson athaladé magassagvonalra vonatkozo
tiikrozés (X = A, B,C). Jelolje tovdbba e az identikus transzforméciét! Adjuk
meg a haromszog szimmetriacsoportjaban a csoportszorzast tablazatos formaban!
Vagyis toltsiik ki az

e i fo ta lp tc

e
fi
f2
ta
iB
to

tablazatot! (Az x sor és az y oszlop metszéspontjaba az z oy szorzat keriil.) A
tablazatbdl olvassuk ki az egyes csoportelemek inverzét!

. Legyen n egész szam! Az X = {1,2,...,n — 1} halmazon értelmezziik a szorzas

miiveletét gy, hogy x oy az xy szorzat n-el valé osztas utan kapott maradéka.
Milyen n szamokra kapunk igy csoportot?

. Transzpoziciénak neveziink egy olyan permutaciét, amely az 1,2,3,...,n szdmok

kozott két szomszédosat felcserél, a tobbit pedig helyben hagyja. Igazoljuk,
hogy minden permutéacié transzpoziciok szorzata! Egyértelmii-e a szorzatként vald
eléallités?

. Legyen

0 I
=17l
egy olyan 2 x 2-es blokkmatrix, amelynek elemei n x n-es matrixok! (I tehdt az nxn-
es egységmatrixot jeloli.) Igazoljuk, hogy azok a 2n x 2n-es komplex A métrixok,

amelyekre A'JA = J csoportot alkotnak a matrixszorzasra nézve! (Szimplektikus
csoport.)

. Igazoljuk, hogy az

o O =
m o o L
5?—‘&,@

matrixok csoportot alkotnak, ha a,b,c,d és ¢ > 0!

. Igazolja, hogy a

{‘g ‘7{} (x,y € R, x #0]

matrixok lokélisan kompakt topologikus csoportot alkotnak! Keresse meg a csoport
Haar-mértékét!
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7. Mutassa meg, hogy az euklideszi sik mozgatascsoportjan a Haar-mérték szorzat
alaki! (A csoportra vonatkozéan lasd a 6. példat!)

8. Mutassa meg, hogy SU(2)-t a (¢,0,v) Euler-szogekkel paraméterezve a Haar-
mérték ]
du(g) = Hsin@d@ d dip

alak!

9. Mutassa meg, hogy SO(3)-t a (¢, 8,1) Euler-szogekkel R, (¢)R,(0)R, () forméban
paraméterezve a Haar-mérték

1
du(h) = 2 sin 0 df de dip

alaki! Mi az oka annak, hogy SO(3) és SU(2) Haar-mértékének stiriisége egy 2-es
szorzoban kilonbozik?



Jegyzetek

1 Ez a fejezet rovid attekintést ad a véges dimenziés vektorterekrsl. Valéjaban feltételezziik,
hogy az olvasé mar taldlkozott a linedris algebra fogalomtaraval, és célunk inkabb az ismere-
tek felfrissitése. Az itteninél jéval részletesebb targyalds taldlhaté Kérchy Laszlé Bevezetés a
végesdimenzios vektorterek elméletébe cimi jegyzetében, Polygon jegyzettar, 1997.

2A véges dimenzids linedris terekkel a linearis algebra foglalkozik. Ha egy valds linedris
tér minden vektora az xi,%9,...,T, vektorok linedris kombindcidja, akkor ezek koziil
kivalaszthatunk egy maximalis linedrisan fliggetlen rendszert, aminek elemeit az egyszerlség
kedvéért az yi,ys,...,y, betiikkel jeldljiikk. IR* és vektorteriink kozdtt (ty,to,...,t5) +—
tiy1 + toyo + . .. + tryi kolcsonosen egyértelmi linedris leképezés.

3Blokkmatrixokrél szamottevé anyag taldlhaté Roézsa Pal Linedris algebra és alkalmazdsai
(Miiszaki Konyvkiadd, 1974) cimii kényvének 6todik fejezetében.

4A funkciondlanalizis kialakuldsdnak torténete olvasmanyos formaban megtaldlhaté J. Dieu-
donné History of Functional Analysis ciml konyvében.

SA normélt tér fogalmat egymadstdl fiiggetleniil Hahn és Banach vezette be 1922-23-ban,
jelentés részben Riesz Frigyes munkainak hatdséra, aki a norma fogalmat konkrét terekben mar
kordbban hasznalta.

6Lasd I. P. Natanszon Konstruktiv fiiggvénytan cimi kényvében az V. fejezet 3.§-ban levé 3.
lemmat.

" A ma klasszikusnak mondhaté terek (C(0,1) és ¢P) dudlisat Riesz Frigyes talalta meg. Ezek
a példék nagyban hozzajarultak az absztrakt funkcionalanalizis kialakuldsdhoz. Egyébként Riesz
Frigyes és SzOkefalvi-Nagy Béla 1953-ban francidul megjelent funkciondlanalizis konyve a legsi-
keresebb matematikakonyvek egyike. Szamos nyelvre leforditottdk, 1988-ban aztdn magyarul is
megjelent a Tankonyvkiadéndal. A konyv ma is ajanlhaté.

8 A Hilbert-térnek itt értelmezett dimenziéja nem ugyanaz, mint amit a topoldgia nélkiili
vektorterekre szoktak értelmezni. A Hilbert-tér dimenzié L?*(IR™) esetén megszamlalhatéan
végtelen, amig ugyanennek a térnek az algebrai dimenziéja nem megszamlalhaté.
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YAz élesitett Hausdorff-Young-egyenlStlenség és szdmos ehhez kapcsolédé szép eredmény
megtaldlhaté E. H. Lieb és M. Loss Analysis cim{ kényvében, American Mathematical Society,
1997.

10Sajnos ebben a jegyzetben nem térhettiink ki a disztribiiciéelmélet szép alkalmazdsaira.
Ajénlani lehet a kovetkezé magyar nyelvii kényveket: Simon L. és E. A. Baderko Mdsodrendid
linedris parcidlis differencidlegyenletek (Tankonyvkiadé, 1983) vagy W. Preuss, Bleyer A. és H.
Preuss Disztribicidelmélet miiszaki alkalmazdsokkal (Miszaki Kényvkiadd, 1986).

W Azért beszéliink toltetrdl, hogy megkiilonboztessiik a szokdsos toltéstl. A toltések kozott
haté Coulomb-er6 Qngrff, ahol r1o a Q1 és Q2 toltések tavolsaga. Toltetek esetében az erd
Q1Q2r- ! Val6jdban 1 vagy 2 dimenziéban ez a Coulomb-térvény, hirom dimenziétél kezdve a
szokasos.

2Ebben a konkrét esetben a sajatfiiggvények Bessel-fiiggvények segiségével fejezhetSk ki, a
sajatértékek pedig Bessel-fiiggvények gyokeinek negativ négyzetei, lasd E. B. Davies Spectral
Theory of Differential Operators (Cambridge University Press, 1995) cimii konyvét.

I3A harmonikus oszcillitor térgyaldsa megtaldlhaté minden kvantummechanikardl irt
tankonyvben, lasd példaul Marx Gyorgy Kvantummechanika cimi konyvét (Miiszaki Konyv-
kiadd, 1971).

MA  kvantummechanikdrél sz6l6 konyvekben maésfajta modellje is taldlhaté a hid-
rogénatomnak, az itt targyalt modell az elektron spinjét egyaltalan nem veszi figyelembe. A
példaban a differencidlegyenletek megoldasat azért nem részletezziik, mert az jol és részletesen
benne van a kvantummechanika tankényvekben, amelyek viszont nem hangsilyozzdk a modell
linedaris analizis oldalat. A hidrogénatom példdja matematikai szempontbdl azért nagyon ta-
nulsagos, mert a Hilbert-terek és operatoraik szinte minden lényeges része felbukkan a modell
megoldasa soran.

15L4sd E. B. Davies Spectral Theory of Differential Operators (Cambridge University Press,
1995) cimi kényvében a Theorem 6.2.3 részt.

Neumann Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik cimii kényve 1932-ban jelent
meg, angol nyelvl forditasa pedig 1955-ben latott napvilagot. Ezutan 1980-ban magyarul is
megjelent.

"Bz az allapot a ,,singlet” nevet viseli, és az Einstein—Podolsky—Rosen-paradoxon fészerepléje.
Ha a két spin nagy tavolsagra helyezkedik el, pontosabban, térszeriien szeparaltak, akkor az egyik
spin érzékelni latszik, hogy mi volt a masik spin mérésének eredménye, tudnillik mindig azzal
ellentétes mérési eredményt produkal. Az EPR paradoxon 1935 6ta vitatott kérdés.

BNeumann Janos a ma réla elnevezett entrépidhoz 1927-ben jutott el egy termodinamikai
gondolatkisérleten keresztiil. Szamadara az entropia a kevertség mértéke volt: Tiszta allapotok
entropiaja 0, egyébkent pedig a ,kevertebb” éllapot entrépidja nagyobb. Shannon az 1940-
es években épitette fel a réla elnevezett informacidelméletet, és egy anekdota szerint éppen
Neumann javaslatara nevezte a — . p; log p; mennyiséget entrépidnak. A statisztikus operdtor
Neumannn-féle entrépidjanak informaciéelméleti oldalat csak sokkal késébb ismerték fel.

YA Kolmogorov-féle valészintiségi modellben a sztochasztikus valtozék egy Kolmogorov-féle
valészinliségi mezOn, azaz mértéktéren adott fliggvények. A kolmogorovi elméletben, amely
egyébként fiatalabb, mint a kvantumelmélet és annak sztochasztikus interpretdcidja, barmely két
sztochasztikus valtozonak kovariancidja van, barmely eseménynek barmely eseményre vonatkozo
feltételes valoszinliségérol beszélhetiink. A kvantumelmélet nem kolmogorovi sztochasztikajaban
ez nincs igy. A. N. Kolmogorovnak a mai valésziniiség-elmélet fundamentumaként szamon tar-
tott Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung cimi konyve 1933-ban jelent meg Berlinben.



244 Jegyzetek

20 Az itt kifejtett teleportdlasi eljardst 1993-ban taldlta C. H. Bennett, R. Jozsa és néhany
tovabbi munkatarsuk.

21 A kvantummechanika haléelméleti vagy logikai megalapozasival kapcsolatban ajanlhaté
Rédei Miklos Introduction to quantum logic cimi jegyzete, Ectvos Kiado, 1995.

2Egy C halmazrendszert monoton osztalynak neveziink, ha a. C; € Cy C ..., C, € C esetén
Up,Cp, € Cés b. C; DCy D ...,Cph €C esetén N,C,, € C. Egy halmazalgebrat tartalmazé
legsziikebb o-algebra ugyanaz, mint az 6t tartalmazo legsziikebb monoton osztaly. Ez az az
allitds, amit itt felhasznalhatunk.
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p-majdnem mindentitt, 217
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Bell-féle bazis, 171

belso szorzat, 42
Bernstein-féle polinom, 206
Bessel-egyenl6tlenség, 50
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blokkmatrix, 22
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diad, 10
Dieudonné, 240
diffazio félcsoport, 155
dimenzio, 49
dinamikai valtozo, 160
Dirac-féle irasmod, 77
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Dirichlet-féle
Laplace-operator, 146
peremfeltétel, 131
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Holder, 29
Minkowski, 29
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graf, 40, 126
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harom spin paradoxon, 167
hévezetési félcsoport, 155
Haar Alfréd, 234
Haar-mérték, 234, 235
Hahn—-Banach-tétel, 47
halmaz lezarasa, 200
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oszcillator, 146, 178

polinomok, 140
harmonikus kozép, 86
Hausdorff-Young-egyenlotlenség, 56
Heisenberg-kép, 179
hengerhalmaz, 218
Hermite-fiiggvény, 61
Hermite-fiiggvények, 147

kétvaltozos, 78
Hermite-féle polinomok, 61

generatorfiiggvény, 93
hidrogénatom, 148
Hilbert-tér, 42
Hilbert-terek

direkt Osszege, 44

tenzorszorzata, 77
hipermatrix, 22
hullamfiggvény, 162

impulzusoperator, 163
integralkozelité-osszeg, 210
irreducibilis

abrazolas, 115
ismételheté mérés, 169
izometria, 32
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Jacobi-féle polinomok, 110
jobbrdl valé konvergencia, 200
jobbra tolds operéator, 75
Jordan-blokk, 16
Jordan-féle
felbontas, 223, 226
normalalak, 16

kolesonosen szinguldris mérték, 226
kétvaltozos Hermite-fiiggvények, 78
kanonikus bazis, 49
kapcsolt allapot, 171
karakterisztikus polinom, 15
kevert allapot, 166
kompakt

operator, 112

topologikus tér, 203
kompatibilis valtozo, 174
komplex mérték, 212
konjugalt

kitevok, 29

linedris, 5, 49
kontrakciok, 70
konvergél, 200
konvergencia, 27
konvergens, 31
konvolicio, 72
konzervativ rendszer, 178
koordinata-operator, 133, 162
korlatos, 70
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kvadratikus alak, 17
kvantum bit, 170
kvantummechanikai teleportélas, 170

lényegében onadjungalt operator, 135
lényeges spektrum, 116, 134
Lagrange, 17
Laguerre-féle polinomok, 62
Laplace-operator, 130
Neumann-féle, 146
polarkoordinatakban, 140
Lebesgue-féle
domindlt konvergencia tétel, 217
felbontasi tétel, 227
integral, 212
Lebesgue-mérhet6 halmaz, 214

Legendre-féle polinomok, 57, 142
lezarhaté operator, 129
Lieb, 56
linearis
altér, 4
funkcional, 5
kombinacié, 4
leképezés, 5
tér, 3
linearisan fiiggetlen rendszer, 4
lokalisan
kompakt topologikus csoport, 233
kompakt topologikus tér, 204
konvex topologikus vektortér, 54

magneses kvantumszam, 151
masodfaji Legendre-fliggvény, 58
masodik dualis, 47
matrixegységek, 4
matrixnyom, 5
mérhet6 fliggvény, 214
mérték, 212

el6jeles, 212

Haar-féle, 235

kolesonosen szingularis, 226

komplex, 212

vektorértéki, 212
mértani kozép, 85
magfiiggvény, 113
mellékkvantumszam, 151
metrika, 201
metrikus tér, 201

teljes burka, 202

teljessé tétele, 202
metrizalhato topoldgia, 201
Minkowski-egyenl6tlenség, 29, 45
multilinearis funkcional, 10
multinormalt tér, 54

Nelson-tétel, 141
nemdisztributiv halo, 176
Neumann Janos, 68, 119, 128, 159
Neumann-algebra, 175
Neumann-féle
entrépia, 167
Laplace-operator, 146
mérés, 169
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peremfeltétel, 131
Neumann-halé, 176
Neumann-sor, 52
normalis

eloszlas, 72

operator, 75
normalt tér, 27
norma, 27, 70
nulla vektor, 3
nyilt

halmaz, 31, 200

leképezés tétele, 40
nyomoperator, 115

obszervabilis, 160
operator
félcsoport, 38
grafja, 126
kiterjesztése, 129
lezérasa, 129
normaja, 32
szimmetrikus, 128
zart, 126
operator nyoma, 115
ortogonalis
polinomrendszerek, 57
rendszer, 44
ortonormalt
béazis, 9
rendszer, 49

paralelogramma azonossag, 68
paraméteres integral
differencialhatéséga, 218

parcialis differencidlegyenletek, 146

Pauli-matrixok, 161
permutéciécsoport, 228
Plancherel-tétel, 56, 93
polaris felbontas, 104
polarizacids azonossag, 71
pontonkénti konvergencia, 105
pontspektrum, 98
pozitiv operator, 81, 132
értéklt mérték, 105
projekcio, 74
projekcidtétel, 69
projektormérték, 106

Rademacher-fiiggvény, 116
Radon—Nikodym-derivalt, 226
Radon—Nikodym-tétel, 226
redukalt
statisztikus operator, 165
tomeg, 149
rezidualis spektrum, 98
rezolvens, 94
halmaz, 94
Riemann—Stieltjes-integral, 211
Riemann-integral, 210
Riesz Frigyes, 93, 240
Riesz reprezentacios tétele, 48
Riesz—Radon-tétel, 221

Riesz-féle reprezentdcios tétel, 47

Riesz-lemma, 66, 69

stirliségi matrix, 20
stirtt halmaz, 200
stirtiségi matrix, 165
sajatéllapot, 160
sajatérték, 15, 98
sajatvektor, 15, 98
Schrodinger-egyenlet, 178
Schrodinger-kép, 179
Schrodinger-operator, 178
Schwartz-tér, 28
Schwarz-egyenl6tlenség, 42
sorfejtés, bézis szerint, 50
spektralsugar, 97
spektraltétel, 107, 132
spektrum, 52, 53, 96
folytonos, 98
standard normaélis eloszlas, 72
statisztikus operator, 165

Stone—Weierstrass approximacios tétel, 206

Stone-tétel, 151

Sturm-Liouville-operatorok, 142

szamtani kozép, 85
Szokefalvi-Nagy Béla, 89
szabad energia, 167
szeparabilis, 51

topologikus tér, 202
szimmetrikus

csoport, 228

matrix, 16

operator, 128
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tenzorszorzat, 13 graf tétel, 40

szingularis, 146 halmaz, 31, 200

szorzasoperator, 110 operator, 40, 126

szorzattopoldgia, 204
szubmultiplikativ, 32
szuperszelekcios szabaly, 175

tavatvitel, 170
tavolsag, 201
teleportalas, 170
teljes

burok, 39

metrikus tér, 201

rendszer, 70

valtozas, 211
teljesen folytonos operator, 112
temperalt disztribicio, 56, 73
Tietze-féle kiterjesztési tétel, 205
topoldgia, 200

bazisa, 200
topolégiai struktira, 27
topologikus csoport, 86, 230
topologikusan ekvivalens, 54, 201
transzformaciok tenzorszorzata, 10
transzponalt, 7
Tyihonov-tétel, 204

unitér
dilatacio, 89
ekvivalens, 110
operator, 86
operator spektruma, 95, 100
propagator, 177
reprezentacio, 87, 230

véges rangu operator, 113
vektor, 3

vektorértékli mérték, 212
vektortér, 3

vetités, 5

vetités operator, 69

Weierstrass approximacios tétele, 205
Weyl-tétel, 116, 134

Wigner-mérték, 110

Wronski-féle determinans, 144

Zart



