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Eloszo

Ez a kényv a linearis analizisbe ad bevezetést, és alkalmazasként bemutatja a kvan-
tumelmélet matematikai megalapozasat. Bar feltételezziik, hogy az olvasé mar el-
sajatitotta a linedris algebrai alapokat, az els6 fejezet végigfut néhdny, matrixokkal
kapcsolatos témakoron, részben ismétlésként, részben pedig azért, hogy a linedris
analizisnek a linedris algebratél némileg kiilonb6z6 szemlélete érvényre jusson.
A misodik fejezetben viszonylag kisebb hangsilyt kapnak a normélt és multi-
normdlt (mds néven lokélisan konvex) terek, inkdbb a Hilbert-terek elméletének
szenteliink nagyobb teret a harmadik fejezett8l kezdve. A Hilbert-tér nagyon jé
példa végtelen dimenzids topologikus vektortérre és a linearis analizis médszereinek
megmutatdsdra. Az absztrakt Lebesgue-integral fogalméit a lehetdségekhez képest
elkeriiljiik, de az IR™-en négyzetesen integralhaté fiiggvények terét természetesen
haszndljuk. Ezt a nehézséget igyekszik dthidalni a fliggelék, amely a topologikus
terekre vonatkozd alapvetd ismereteket Gsszegyiijti, és egy tomoritett, ugyanak-
kor elég teljes integrdlelméletet is tartalmaz. Az ortogondlis polinomokat és mas
specidlis fiiggvényeket, tovabbd bizonyos konkrét csoportok dbrazoldsait fizikaban
valé fontossdguk miatt részletesen targyaljuk. A negyedik fejezet a Hilbert-terek
nemkorlatos operdtoraiba ad bepillantdast. A témdak valasztdsa a kvantummecha-
nika matematikai igényeihez igazodik. A konyv utolsé fejezete éppen a kvantum-
mechanika megalapozasat mutatja be, és a korabbi tisztdn matematikai tételek és
fogalmak itt fizikai interpretdciét is kapnak.

A targyaldsmdéd a bizonyitasok helyett inkdbb a példdkra teszi a f6 hangstlyt.
A tipikus bizonyitdsi mddszerek megjelennek, de szamos tétel szerepel bi-
zonyitds nélkill vagy egy egyszerisitett eset, illetve a bizonyitds gondolatme-
netének targyaldsaval. A fejezetek végén gyakorléfeladatok béséges mennyiségben
taldlhaték. Valtozé nehézségiek, a legnehezebbekhez dtmutatds is van. A
szerz6 véleménye szerint a példdk alapos attanulmanyozisa és a hozzdjuk ha-
sonlé gyakorléfeladatok egyéni megoldasa nagyon fontos része a fogalmak és
modszerek megértésének éppen gy, mint az anyag peremértékfeladatokban, diszt-
ribiciéelméletben és az alkalmazdsok mas teriiletein valé hasznositdsdnak. A fel-
adatok jelentds részének részletes megolddsat a 6. fejezet tartalmazza. Azokat a
gyakorléfeladatokat, amelyek megolddsa meg van adva, M jeloli, a nehezebbeket
pedig *.

A XX. szdzad magyar matematikdjdban a linedris (vagy funkciondl-) analizis
kiemelkedd szerepet jatszott, hiszen példdul a magyar Riesz Frigyes a diszciplina
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egyik atyja volt, szdmos alapvetd eredmény toéle szarmazik. Neumann Janos na-
gyon sokirdnyu matematikai munkdssagabdl a nemkorlatos operatorok elméletének
megalapozésa kapcsolddik a kényv anyagdhoz. Ezekbdl az okokbdl kifolydlag, és
csak ugy érdekességképpen is, néhany tudomanytorténeti illusztracié és megjegyzés
igyekszik az anyagot szinesebbé tenni.
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A konyv anyaga fokozatosan béviilt, és évek munkdjival &llt Gssze. Sok
segitséget kaptam a BME mérnok-fizikus és alkalmazott matematikus hallgatéitdl
a hibdk és pontatlansigok kiszlirésében. Doktorandusz hallgatéim, Andai Attila,
Mosonyi Mildn, Pitrik Jézsef és Réffy Julia kozremiikodtek a gyakorléfeladatok
megoldasainak lefrdsadban. Koszonet illeti meg Géczy Flérdt is az dbrak és il-
lusztraciok elkészitésében nytjtott segitségéért.

Budapest, 2001. december

A szerzd



1. Linearis terek
és linearis leképezések

A linedris tér fogalma a két- vagy haromdimenziés euklideszi tér messzemend
altaldnositdsa. A téren van egy algebrai struktira, az elemeket Gssze lehet adni,
és szammal is meg lehet szorozni. Ezek a miiveletek a vektorokra emlékeztetnek,
és ez is oka annak, hogy a tér elemeit vektoroknak fogjuk nevezni, még akkor is, ha
azok szamos esetben fiiggvények lesznek. Ebben a fejezetben elsésorban véges di-
menziés vektorterekkel! és azok linedris transzformécidival foglalkozunk. Utébbiak
maétrixokkal adhatok meg. A fejezet célja a linedris algebrai alapok megszildrditdsa
a végtelen dimenzids vektorterek targyaldsa el6tt.

1.1. Linearis terek

A linedris tér olyan matematikai struktira, amelynek elemeit vektoroknak ne-
vezziik, a vektorok Osszeadhatdk és szdmmal szorozhatdk. A vektorok Osszeaddsa
kommutativ és asszociativ miivelet. Létezik egy nulla vektor, amely azz+0 =z
tulajdonsaggal rendelkezik, x tetszOleges vektora a linedris térnek. Természetesen
az Osszeadds felcserélhetOsége miatt 0 + ¢ = x ugyancsak teljesiil. Minden z vek-
tornak van egy —z-szel jelolt additiv inverze, amelyet az « + (—z) = 0 tulajdonsig
jellemez. Ha X egy szam, és x egy vektor, akkor adott a A - z vektor a

Atp)z = Xzt+p-w,
Arlz+y) = Az+Xy
disztributivitasi szabdlyoknak eleget téve. Valds vagy komplex linedris térrol

beszéliink annak megfeleléen, hogy A szerepében valds vagy komplex szamok allnak.
A szdmmal valé szorzastél megkoveteljiik még

A(p-z)=0Ap) -z és l-z==x

teljesiilést is. Levezethetd, hogy 0-2z =0 és (—1) -z = —=z.

Valés linedris teret alkotnak a legfeljebb n-ed foki valds egyiitthatds polinomok,
komplex linedris teret alkotnak az dsszes (21, 22, 23) komplex szdmhédrmasok a koor-
dindtankénti Gsszeaddsra és a szdmmal valé koordinatankénti szorzasra nézve. Mi-
vel a linedris tér elemeit vektoroknak nevezziik, a linedris tér helyett vektortérrol
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is szoktak beszélni. Nem okozhat gondot, hogy a tovabbiakban X - z helyett egy-
szertien Az-et irunk, és a jel6lésben nem tesziink kiilénbséget a 0 szam és a 0 vektor
kozott.

1. példa: Az n x m-es valés métrixok valds linedris teret alkotnak. (A matrixokat
elemenként adjuk Ossze, és elemenként szorozzuk meg a valGés szamokkal.) Az
n x m-es komplex elemi matrixok komplex linedris teret alkotnak. d

2. példa: Legyen Q@ C IRR" nyilt halmaz. Egy f : Q@ — IR fiiggvény tartdja
az {x € Q : f(z) # 0} halmaz lezdrdsa, amit supp(f)-fel fogunk jelolni. Cyp(f2)
a kompakt tartéju folytonos f : @ — IR fiiggvények tere. Ez linedris tér. Ha
f,g € Co(9), akkor f + g folytonos, és supp(f + g) C supp(f) U supp(g). Mivel
supp(f) és supp(g) kompakt, az egyesitésiik is az, ezért supp(f + g) is kompakt.
Af € Co(Q) nyilvanvald, ugyanis, ha A # 0, akkor supp(Af) = supp(f). O

Legyen V egy lineéris tér, és x1,%2,...,2, € V. A Az + Aoxa + ... + ATy
alakt vektorokat az x1, s, ..., %, vektorok linearis kombindacidjanak nevezziik.
A V linedris tér véges dimenziés, ha van véges sok vektora, amelynek linedris
kombingcidjaként a tér barmely vektora el6dll. A fenti matrixos példa véges di-
menziés.? Jelolje E;; azt az n x m-es métrixot, amelynek i-edik sora j-edik eleme
1 és mindeniitt masutt 0 all. Az {E;; : 1 <i <n,1 < j < m} méatrixegységek
linedris kombindciéjaként minden métrix el6all. A métrixok tere tehdt véges di-
menzids. Nem véges dimenzids valds vektorteret alkotnak a valds szdmsorozatok
vagy a [0,1] intervallumon folytonosan differencidlhaté valds fiiggvények.

Egy linearis tér olyan részhalmaza, amely elemeinek linearis kombinacidit is
tartalmazza, maga is linedris tér. Az eredeti tér alterének nevezzik.

3. példa: [0, 1] intervallumon folytonos fliggvények linedris terében alteret alkot-
nak példaul a folytonosan differencidlhaté fiiggvények vagy a polinomok. Nem
alkotnak alteret a monoton névé folytonos fliggvények. O

A V lineéris tér H részhalmaza linearisan fliggetlen, ha H 0-tdl kiilonb6zd
T1,T2,..., T, vektoraira a

Mz + -+ Mgz, =0

Osszefiiggés csak a Ay = A2 = -+ = A = 0 esetben 4ll fenn. Egy végtelen H
vektorhalmaz pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha minden véges részhalmaza is
az.

4. példa: Az z,z?,7°%,... fliggvények linedrisan fliggetlenek az [0, 1] intervallumon
folytonos fliggvények linedris terében. Valdban, legyen 1 < ny < ng < -+ < my,
egész szamok novl sorozata és A1, Ag, ..., A 0-tdl kiilénbo6zo szamok. Ekkor

Az™ 4+ Xox™ + ..+ Az

egy polinom, amelynek csak véges sok gyoke lehet [0,1]-ben, és igy nem lehet
azonosan 0. O



14 1. Linedris terek és linedris leképezések

Az olyan linedrisan fiiggetlen vektorrendszert, amelynek véges linedris kom-
binciéjaként a vektortér barmely eleme eléédll, bazisnak nevezziik. Azt is
mondhatjuk, hogy a bazis olyan vektorrendszer, amelynek véges linedris kom-
binaciéjaként a vektortér barmely eleme egyértelmien &ll el6. Egy vektortér két
kiilonboz6 bazisa ugyanolyan elemszami. Ez a szam a vektortérre jellemz6 mennyi-
ség, a tér dimenzidjanak nevezziik.

5. példa: A valds szdmharmasok IR® terében az (1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1) vekto-
rok bazist alkotnak, IR* haromdimenziés. d

6. példa: Az n x m-es {E;; : 1 < i <n,1 <j < m} métrixegységek linedrisan
fiiggetlenek az m x m-es matrixok terében, és bazist alkotnak. A tér tehit nm
dimenzids. d

Ha adott a V vektortérben egy ej,es,...,e, bazis, akkor minden vektor
egyértelmiien 4ll el6 A\je1 + Aaea + ... A\pe, alakban, és igy egy (A1, Aa,...A,) szdm
n-essel jellemezhet6. (A szdmok valésak vagy komplexek aszerint, hogy V valds
vagy komplex tér.)

Legyen V1,V5,..., Vi a V linedris tér altere. Azt mondjuk, hogy V ezeknek
az altereknek a direkt Osszege, ha V barmely v vektora egyértelmiien all el
v1 + v + ...+ v alakban dgy, hogy v; € V;, 1 < ¢ < k. Ebben az esetben a
V=Vi+Vo+...4V} jelolést hasznéljuk.

7. példa: Tegyiik fel, hogy V a Vi és V5 alterek direkt Gsszege. Ekkor véve Vi-
ben egy tetszbleges {e1, e, ..., e} bazist és Va-ben egy tetszoleges {f1, f2,..-, fm}
bézist, az ey, e, ..., €k, f1, f2,- -, fm vektorok V bézisat adjak. d

Legyen Vi és Vo két linearis tér ugyanarra a skaldr testre vonatkozdan, azaz
mindketté komplex vagy mindkettd valés. Az A : V) — V5 leképezést linedrisnak
nevezziik, ha

Alzx+y)=Ax+ Ay é A(\x) = AAzx

minden z,y € V7 és minden A skaldr esetén. Komplex linearis terek k6zott a
B(zr+y)=Bx+By és B(\x)=\Bx

tulajdonsagokkal rendelkezé B leképezést konjugalt linedris transzformaciénak
nevezziik. A konjugélt linedris transzformdcidk ritkdbban fordulnak el6, mint
a linedrisak. Sok linedris transzformdiciékra megfogalmazott kijelentés konjugalt
line4ris transzformécidkra is igaz.

8. példa: Legyen a V valds linedris tér bazisa ey, es,...,e,. Ertelmezziink egy
A:V — IR" leképezést a

Ve=(A\,A,..-\n), ha x=MXes+ Aea+...\pe,

képlettel. Ekkor A egy linedris leképezés, amely koordindtazza a V' vektorteret. [
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Legyen Az A : Vi — V, egy linedris leképezés. Ennek Ker A := {v; € 1} :
Av; = 0} magtere V;, Rng A := {Av; : v; € V;} képtere V; linedris altere.
Ha Rng A véges dimenzids, akkor A-t véges rangiinak nevezziik. Ha V; vagy Vs
véges dimenzids, akkor A véges rangi. A képterének dimenzidja A rangja.

9. példa: Legyen V = V; + V,. Ertelmezhetiink egy A € L(V) linesris leképezést
a kovetkez6képpen. Ha v = vy + v2, v1 € Vj és vy € V5, akkor legyen Av := vy.
Ekkor A képtere V7, magtere V5. Ezt az A transzforméciét a Vi altérre vald és a
V4 altérrel parhuzamos irdnyd vetitésnek mondhatjuk. O

10. példa: Az n x m-es komplex matrixok lindris terén értelmezziink egy Tr
leképezést, amely egy métrixhoz a diagonalisdban 1évd elemek Osszegét rendeli. Ez
egy lindris leképezés, ami szdmértékii, és matrixnyomnak nevezik. A szdmértékii
lineéris leképezéseket gyakran linearis funkciondlnak hivjik. O

Linedris leképezések kompozicidja is linedris. A V3 — V5 linedris leképezések
halmazét L(Vy, Va)-vel fogjuk jelolni. Az L(Vi,V:) halmaz maga is linedris tér a
megfeleld miiveletekkel. Ha Aq, Ay € L(V1,V5), akkor Ay + As-t az (A1 + Ay)x =
Ajx + Aoz képlettel értelmezziik, és AA; értelmezése is hasonléan nyilvanvalé:

Legyen ejy,ea,...,e, a V; tér bazisa és fi, fa,..., fm a Vo tér bazisa. Ekkor az
A : Vi — V5, linedris transzforméciét meghatarozzdk az Ae;, Aes, ..., Ae, vekto-
rok. Ezeknek a V5 tér adott bazisa szerint kifejthetdk:

Aej =aijfi+azjfo+ ...+ amjfm.

Az a;; szdmokat téglalap alakd tdbldzatba irva kapjuk az A transzformdcié
métrixdt. a;; az m x n-es matrix i-edik sordnak j-edik eleme. A métrix j-
edik oszlopdban az e; béazisvektor képének koordindtdi dllnak. Ha v € Vi koor-
dindtai (A1, A2, ..., An) és Av koordindtai (u1, 42, - - -, tm ), akkor ezeket a szdmokat
fliggblegesen érdemes elrendezni. fgy a matrix szorzds szabalya érvényesiil:

a1 a2 -.. Qip AL M1
a1 Q422 ... Q2p A2 H2
aml1 Am2 ... Omn An Hm

(ai;) az A lineéris transzforméciénak az adott bazisokra vonatkozé matrixa. Ez a
maétrix tehat a bazisoktdl is fiigg, ugyanannak a transzformaciénak més bazisokban
kiilonb6zé matrixa van.

11. példa: Legyen A a 9. példa linedris leképezése. Ha a V; altérben valasztunk
egy e1,es,...,er bazist és a V5 altérben egy fi, fo,..., fm bézist, akkor a V tér
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€1,€2,...,€k, f1, fo,--., fm bazisdban A matrixa
1 0 ... 0 0 ... 0]
01 ... 00 ...0
0 0 1 0 01,
0 0 00 0
L0 0 ... 00 ... 0]

ahol a (k+m) x (k+m) méretli métrix f6atljaban k darab 1-es és m darab 0 van.
O

Ha V komplex vektortér, akkor linedris funkciondljainak L(V,C) terét V
dualisanak nevezziik, és V*-gal jeldljiikk. Valds linedris tér duédlisa a valds linedris
funkciondlok tere. Ha ey, ea, ..., e, a V vektortér bazisa, akkor a V* dudlisban van
egy természetes bazis:

ep(Arer +Aeea + ...+ Apey) 1= A (1<k<n). (1.1.1)

Ennek neve dudlis bazis. A véges dimenzids vektortér és dudlisa kozott igy egy,
az adott bazistdl fliggd, izomorfia van.

12. példa: Legyeney,es,...,e, aVy vektortér, f1, fo,. .., fm a Vo vektortér bazisa
és A € L(V4,V32). Ekkor a dudlis béazis segitségével az A transzformécié [A;;]
matrixanak elemei

Aij = [} (Aej)
alakban adhaték meg. O
Ha A € L(V4,V3), akkor az
(Av3)vr = v3(Av) (v € V1, v3 € Vy)

képlet egy At € L(Vy*, V;*) lineéris transzforméciét hatdroz meg. Ezt A (algebrai)
dualitdsanak nevezziik. A’ mitrixa a dudlis bazisokban A métrixdnak transz-
pondltja, azaz [A!] i-edik sordnak j-edik eleme [A] j-edik sordnak i-edik eleme.

1.2. Tenzorszorzatok

A V1 és a V, vektorterek algebrai tenzorszorzata Ei ;% ®y; alakt formélis
véges Osszegekbdl dll, z; € V1, y; € V. Az ilyen Osszegekkel a

(Z1+22)@y=210y+22Qy, (A)Qy=ANz®Uy),
YR (1 +22) =yY®z1 +yQx2, z® (Ay) =AMz Qy) (1.2.2)

szamolési szabalyok figyelembevételével lehet szamolni.
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A V1 ®V; tenzorszorzattér x®y elemi tenzora egy Vo' — V4 linedris leképezésnek
is felfoghato:

(z @ y)(v3) = v3(y)z. (1.2.3)

Ezzel az azonositissal az (1.2.2) szdmoldsi szabélyok automatikusan teljesiilnek.
Amennyiben V; és V, véges dimenzidsak, akkor Vi ® Vz izomorf az L(V5", V;) térrel.
Ha {e1,e2,...,en} Vi-nek a bazisa és {f1, f2,..., fm} V2 bézisa, akkor {e; ® f; :
1<i<n, 1<m<j}aV ®V, tér bzisa. Lathat6, hogy a tenzorszorzatban a
dimenzidk Osszeszorzddnak.

13. példa: Az z ® y elemi tenzort (1.2.3) szerint egy Vo' — Vi lineéris transz-
formécidként fogjuk fel. Mi lesz ennek a matrixa, ha Vf-on a dudlis { f5, f3,..., fx}
bazist és Vi-en a {e1,ea,...,e,} bazist tekintjiik?

Legyen el6szor x = e; és y = f;. Ekkor

(ei ® fi)f = fi(fi)ei = 6(j, ke,

és megdllapithatjuk, hogy e; ® f; métrixa éppen az E;; métrix egység. Ebbdl
maér levezethetd = ® y x-ben és y-ban vald linearitasa alapjin, hogy amennyiben x
koordinétai (A1, A2, ..., An) és y koordindtai (p1, 2, - - -, tm), Ugy T ® y matrixa

Atpr Apz oo Aipm AL
Aopir  Aoprz ... Aopim A2

: : = : [ll’lvluﬂv"'alj’m] - (124)
/\n/fd )\nﬂ2 .. /\an An

(Itt az egyenldség jobb oldaldn egy ,,oszlopmdtrixnak” és egy ,,sormétrixnak” a
matrixszorzata dll. Az ebben az alakban el6allé méatrixot diddnak is szoktdk
nevezni.) O

Lineéris transzformacidk tenzorszorzata is értelmezhetd. Ha A : Vi — W,
és B : Vo — W linedris leképezések, akkor egyértelmiien 1étezik egy olyan A ® B :
Vi ® Vo =» W1 ® Wy linedris transzformécid, amelyre

(A®B)(’U1 ®’U2) = Av; ® Bvy ('Ul € Vi, V2 € ‘/2)

14. példa: Legyen V; bédzisa {e1,ez,e3} és Vo bazisa {f1, f2}. Ha az A € L(V})
transzformdcié métrixa [A;;] és a B € L(V5) transzformdcié méatrixa [By;], akkor

(A@B)(e; ® fi) =Y AijBuei ® fi -
ik

Rendezziik a szorzatbézist lexikografikusan, azaz e1 ® f1,e1® f2,€2® f1,e2® fa,e3®
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f1,e3 ® fa. Ilyen elrendezés esetén A ® B matrixa

AnBir AuBiz ApBin ApBiz Ai3Bin AisBio
AnBar AnBr  ApeBay ApaBay AizBar AizBa
A2Bir AxnBiz A2Bir A2Biz Ax3Bir A2Bi
A21Ba1 A21Bas  A2Ba ABay  AxzBar Ax3Ba
A31Bin A31Bia A3Bu AzBia A3zBu AzzBio
A31Ba1 A31Bas  AzeBay AzaBay  AszBar AzzBa

O

A kéttényezls tenzorszorzathoz hasonldéan értelmezhetd a Vi, Vs, ..., Vj linedris
terek Vi ® ... ® V}, tenzorszorzata. A v; @ v2 ® ... ® v, elemi tenzorokat most
célszerlibb multilinedris funkciondloknak tekinteni.

Ha Wy, Ws, ..., Wy linedris terek, akkor multilinearis funkciondlon olyan

F-WixWyx...xW,—=C
fliggvényt értiink, amely rendelkezik az

F(wi,...,cws + Bwy, west, ... ,wg) =
= aF(wi,...,we,weq1,- - -, wg) + BF (w1, ..., wp, wepr, - .., wk)

tulajdonsaggal. A v1®...®vy elemi tenzor olyan F : V* x...xV;* — C multilinedris
funkciondl, amelyre

k
F(w},w,...,wi) = [Twiw) (Vi 1<0<k).
i=1

Ha a V1, V5,...,V} tényezOk azonosak, és mindegyik V, akkor a V} ® ... ®
Vi tenzorszorzatot V k-adik tenzorhatvanyanak nevezziik, jelben V®*. Ha V
dimenziéja n, akkor V®* dimenziéja n*. Ha A € L(V), akkor az A®D @ A® ... @
A®) linedris transzforméciéra a A®* jelolést hasznaljuk.

V®_nak két fontos altere van, a szimmetrikus és az antiszimmetrikus

altér. A v1,vs,...,v, € V vektorok antiszimmetrikus tenzorszorzata a
1
AN R AN AX ﬁ Z(—l)a(ﬂ)’l}w(l) X Ur(2) ®...0 Ur(k) (125)
™
linedris kombinécid, amiben az Gsszegzés az {1,2,...,k} szdmok valamennyi per-

s 2.2

az inverzi6k szdma péros, és o(w) = 1, ha ugyanez a szdm péaratlan.) Az anti-
szimmetrikus elnevezés abbdl a tulajdonsigbdl ered, hogy vy Avs A ... A vy elbjelet
vélt, ha v;-t és v;-t feleseréljik (1 < i < j < k). Ebb0l az is kovetkezik, hogy
v1 Avs A... Ay, =0, ha a v;-k kozott két azonos van.
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Az elemi tenzorok (1.2.2) tulajdonsdgdbdl adddik, hogy az antiszimmetrikus
elemi tenzorokra is hasonld szadmoldsi szabdlyok érvényesek. Nevezetesen

Avi Ava Ao Avg) =vi Ava Ao Aot A(Avg) Avgpr Ao Aoy
és
(v Ava A AV 1 AV AV A e  Aog) +

+ (Wi Ava Ao At AV Avprr AL Ag) =
= v AV A Avg AW+ V) AV A Ay

A vi AvaA. . .Avy, vektorok altal kifeszitett alteret a V' tér n-edik antiszimmet-
rikus tenzorhatvanyédnak nevezziik, jele A*V. Tehat AFV C @*V. A € L(V)-re
az ®FA transzformicié a A*V alteret Snmagédba viszi, erre az altérre valé meg-
szoritdsat AF A-val jeloljiik. A AFA transzformécié ekvivalens médon a

/\kA(’Ul/\’Uz/\.../\Uk) =AU1/\A112/\.../\A1)k (126)

formulaval is megadhaté.
Amennyiben adott V-nek egy ey, e, ..., e, bizisa, A¥V-ben is megadhaté egy
megfelel$ bazis. Az

vektorrendszer A*V béazisa. Ennek megfelelden A¥V dimenzi6ja

(:) ha k<n,

egyébként k > n-re A¥V nulla dimenziés. Tehdt A"V egydimenziés, és egy
A € L(V) lineéris transzformdaciéra A™A az egydimenzids tér identikus transz-

s sz

vezziik, jelben detA. Mivel
A*(AB) = (A\*A)(A*B)
a definicié alapjan, nyomban megkaptuk a determindnsra vonatkozod szorzastételt:
1. tétel: Egy véges dimenzios V vektortér A és B linedris transzformdcidra
det(AB) = detA x detB.
érvényes.

15. példa: Legyen ey, es,...,e, a V vektortér bizisa, és A olyan lineéris transz-
formécié, amely a bazisvektorokat kett6 kivételével helyben hagyja, a kettét pe-
dig felcseréli egymdssal. Az dltaldnossig megsértése nélkiil feltételezhetjiik, hogy
Ae; = ey és Aey = e;. Ekkor

ANtAler Nea N...Nep) =exNetANesN...Nep=—e1 NeaN...Ney.
Tehat A determindnsa —1. O
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Most megmutatjuk, hogy egy linedris transzformdacié determindnsa ugyanaz,
mint valamely bézisban vett matrixdnak a linedris algebrabdl jol ismert deter-
mindnsa.

2. tétel: Legyen az A € L(V) linedris transzformdcid mdtriza az ey, es,. .. e,
bdzisban [a;j],. Ekkor

detA =Y " (=1)"Marq)1ar(2)2 - - Cr(n)n
™

ahol az dsszegzés az {1,2,...,n} szdmok dsszes m permutdcidjdra torténik, és o(m)
a T permutdcid paritdsa.

Bizonyitds: A A"V térben e; Aea A... A ey, egyelemi bézis, és (A" A)(e; Aea A
... N ey)-et kell kiszdmolnunk.

(A"A)(er Nea A...Nep) = (Aer) AN(Aex) A ... A (Aey,) =

( Z az‘(l),lez’(l)) /\( Z ai(2),2ez’(2)) A A ( Z ai(n),nei(n),n) =
i(1)=1 i(2)=1 i(n)=1
n
= Z @i(1),184(2),2 - - - Bi(n),n€i(1) A...A €i(n) =
(1),6(2) . nyi(n)=1

= D Gr()10x(2)2 - Or(n) nr(1) A - - A en(n) =
™

Z Gr(1),107(2),2 - - - aﬂ.(n)’n(—l)o(ﬁ)el AN...Ney.

(Az egyes lépéseknél rendre a kiovetkezd tényeket haszndltuk: a transzformécié
métrixdnak definicija, az antiszimmetrikus tenzor multilinearitésa, e;;;y A ... A
ei(n) = 0, ha az indexek kozott van két azonos és végiil egy permutécié paritésa az
Ot megvaldsité transzpoziciék szamdanak paritdsa.) a

16. példa: Egy n x mn-es [A] métrixot alsé (illetve felsé) hdromszogmétrixnak
nevezzilk, ha A;; = 0, ha j > ¢ (illetve j < i). Egy alsé (illetve felsd)
hiromszogmdatrixnak a determindnsa a diagondlisdban 4ll6 elemek szorzata.
Valéban, a kifejtési tételben kizdrdlag az identikus permutaciéhoz tartozd tag
nem 0. O

A vy, vs,...,vp € V vektorok szimmetrikus tenzorszorzata a
1
viVuo V... Vg = ﬁng(l) ® Un(2) ® - .- ® Ug(p)

linedris kombindcié. (Az Gsszegzés most is az {1,2,...,k} szdmok Osszes 7 per-

mutécidjira torténik.) A szimmetrikus tenzorszorzatuk altal kifeszitett altér a
V¥V k-adik szimmetrikus tenzorhatvany. Ebben is konstrudlunk bézist.
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a VAV tér bazisa. A bézis n elem k-ad osztalyd ismétléses kombindciéival adhaté
meg, tehdt elemszama, a tér dimenzidja

n+k-1
()
1.3. Matrixok és sajatértékeik

Egy linedris transzformécié hatasit akkor kénny(i megérteni, ha métrixdban sok
0 elem van. Ezért olyan bazist igyekszilink taldlni, amiben ez a tulajdonsig minél
inkdbb megvalodsul.

17. példa: Az e € V vektort az A € L(V) linedris transzformacié ciklikus vek-

toranak nevezziik, ha az e, Ae, A%e, ..., A" e vektorok a V tér bazisat alkotjik.
Ha e ciklikus vektor, akkor az e, Ae, ..., A" le bazisban A matrixa
[ 00 ... 0 Ho i
10 ... 0 wm
01 0 e
. . (1.3.9)
0 0 ... 0 ppo
| 00 ... 1 Mn—1 |

alakot 0lt. Ezt az A ciklikus transzformécié kanonikus métrixdnak nevezziik. 0O

A ciklikus transzformécidk jelentésége abban van, hogy A € L(V) esetén
talalhatdk olyan Vi,Va,...,V} alterek, hogy ezeket A dnmagaba viszi, A|V; cik-
likus és V' a V; alterek direkt Osszege.

Legyen a V4, V3 és V3 vektorterek bazisa rendre {e1,ez,...,en}, {f1, f2,-- s fi}
és {91,92,---,9m}- Ha A; : Vo = V3 és Ay : Vi — V; linedris transzforméciok,
akkor A; o Ay kompozicidjuk is az, és A1 o Ay a V] teret V3-ba képezi. Legyen A
matrixa [a;;] és Ay métrixa [by]. Ekkor

k m
A26j = Z bu]fu és Alfj = Zangv .
u=1 v=1
Ebbdl

k k
(AroAp)e; = A1) bujfu=) byjAifu=
u=1 u=1

k m
= E buj E Ayufv =
u=1 v=1
m k

= > (Z avubuj)gv ;

v=1 wu=1
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, sl e 2 . . . . k . , .
ezért A; oA, matrixdban az i-edik sor j-edik eleme ), | a;y,by;, ami nem mds, mint
az [a;j][br] métrixszorzatban ugyanez az elem. Megdllapithatjuk, hogy lineéris
ami a linedris transzformdcidk elméletének és a matrixszamitdsnak a kapcsolatat
meghatarozza.

18. példa: Legyen a V linedris tér bazisa {e1,ea,...,e,} és A € L(V) linedris
transzformécié. Ekkor A-nak van egy [a;;] méatrixa az adott bazisra vonatkozdan.
Hogyan véltozik meg ez a métrix, ha attérlink egy masik, {f1, f2, ..., fn} bazisra?
Egyértelmiien 1étezik egy olyan S transzformadcié, amely e;-t f;-be viszi, 1 <17 < m.
Ez invertalhaté, és S™1f; = e;, 1 <i < n.

n

Afy=ASe; = Y [ASlyer= D[4S}y (D[S M) =
i=1 i=1 =1

= > (D15 lAS)s ) fi =

=1

= Y [STMASl; fi-
=1

Tehdt A métrixa az {f1, f2,..., fn} Dézisban [S]7'[A][S] alakd, ahol [A] jeldli A
métrixdt az {ej,eq,...,e,} bdzisban, és [S] a bdzistranszformacié matrixa
(ugyanebben a bazisban). O

3. tétel: Az A € L(V) linedris transzformdcid akkor és csak akkor invertdlhatd,
ha detA # 0.

Bizonyitds: Ha A invertdlhatd, akkor létezik egy olyan B lineéris transz-

formécié, amelyre AB = id. A determindnsra vonatkozé szorzistétel szerint
detA x detB = det id = 1, és ekkor detA # 0 teljesiil.
Ha A nem invertdlhat6, akkor van a térben egy olyan {ej,es,...,e,} bazis,

hogy Ae; = E?:g AiAe;. Szamoljuk ki detA-t ebben a béazisban.

n
Aet NAes A ... N\ Ae, = ZA,-Aei/‘\Aeg/‘\.../\Aen =0,
i=2
ugyanis minden tag kiillon-kiilon is 0 az ismétlédés miatt. Ezért detA = 0. O
Egy matrix inverzét az algebrai adjungdltja segitségével is kiszamolhatjuk. Az
[A] méatrix [A]AY algebrai adjungéltjanak ij eleme (—1)"+7 szorozva az j-edik
sor i-edik oszlop elhagyasaval kapott matrix determinanséval.

4. tétel: [A]Adj
A7 = g
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Az inverz matrix ilyen médon valé meghatirozisa szamoldsi szempontbdl

Legyen A € L(V). Ha valamely p skaldrra és 0 # z € V vektorra
Az = pz, akkor p-t az A transzformécié sajatértékének és z-t a p-hoz tartozé
sajatvektornak nevezziik. Ha p sajatérték, akkor A — - id transzformécié nem
invertalhatd, hiszen (A —p-id)(z) = 0 és z # 0. Ilyenkor det(A— p-id) = 0. Ha M-t
hatdrozatlannak tekintjiik, akkor det(A — A-id) a A-nak n-edfoki polinomja, A ka-
rakterisztikus polinomjanak nevezziikk. Az imént megmutattuk, hogy minden
sajatérték a karakterisztikus polinom gyoke. Megforditva, ha p a karakterisztikus
polinom gyoke, akkor A — y -id determindnsa 0, tehdt A — p - id nem invertdlhaté.
Ezért van olyan z # 0 vektor, amelyre (A — p-id)z = 0. Ez az x vektor tehdt a p
sajatértékhez tartozd sajatvektor.

Mivel komplex egyiitthatés polinomoknak mindig van gydkik, a fenti gondo-
latmenetbdl kovetkezik:

5. tétel: Véges dimenzids komplex linedris tér transzformdcidjanak van legaldbb
egy sajdtvektora.

Tobbet nem is lehet mondani. Az aldbbi métrixnak egyetlen sajatvektora van.

19. példa: Az

= o O

[4] = (1.3.10)

cooxw
SOoOT®
o'’ = O

I

matrixnak az (1,0,0,0) vektor sajatvektora p sajatértékkel. Ugyanekkor az e; =
(0,0,0,1) vektor képe e; = (0,0, 1, 1), ennek képe e = (0,1,2u, u2), ennek képe
es = (1,3u,3u2, ). Az e;,es,e3,€, vektorok linedrisan fiiggetlenek, tehdt bazist
alkotnak. Ebben a bazisban az A transzformécié matrixa

00 0 —put
1 0 0 4.8
0 1 0 —6u?
0 0 1 4pu
e1 tehat a transzformécié ciklikus vektora. O

1. lemma: Ha A és B invertdlhaté linedris transzformdcick, akkor AB és BA
sajdtértékei megegyeznek.

Bizonyitds: Az

AB—X-T=ABA-X-TI)A"!

azonossagbdl lathatd, hogy AB — \- I akkor és csak akkor invertalhaté, ha BA—A-T
invertdlhaté. Mivel AB sajatértékei azok a A szdmok amelyekre AB — A - I nem
invertalhatd, ebbdl az allitas nyomban kovetkezik. O

A (1.3.10) métrixot Jordan-blokknak nevezziik. Altalanosabban egy n x n-es
matrix Jordan-blokk, ha diagondlisdban ugyanazok a szdmok &llnak, a diagondlis
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feletti ferde sorban csupa 1-es és a tobbi elem 0. A kovetkezd tétel a Jordan-féle
normalalakradl szol.

6. tétel: Véges dimenzids komplex vektortér A € L(V') transzformdcidjdhoz létezik
a térnek olyan Vi +- - -+ Vy, direktdsszeg-felbontdsa, hogy A a V; altereket invaridnsan
hagyja, és A | V; mdtriza V; alkalmas bdzisdban Jordan-blokk.

Egy linedris transzformdcié Jordan-blokkokra bontdsa, azaz az elézé tételben
garantdlt bazisnak a megkeresése a linedris algebra egyik alapveté probléma&ja.
Valds terek, illetve valés matrixok esetében mas a helyzet. Példaul a

2]

matrixnak nincs (valés) sajatértéke, ezért sem diagondlis alakban, sem Jordan-
blokként nem {rhaté fel. Valds matrixok Jordan-féle normailakja némileg
kiilonbo6z6.

Az n x n-es [A] komplex elemi méatrixot 6nadjungdéltnak nevezziik, ha 4;; =
Aji (1 <i,j < n). (Valds elemli métrixokat inkdbb szimmetrikusnak szoktuk
hivni, ha énadjungsltak.)

7. tétel: Onadjungdlt mdtrizhoz van a térnek olyan bdzisa, amelyben a mdtriz
diagondlis, és a diagondlisban valds szamok dllnak.

A tételt ugy is kimondhattuk volna, hogy egy n x n-es 6nadjungalt matrixnak
létezik n darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora, és sajatértékei valdsak.

A miétrixok Ostorténetéhez tartozik az n x n-es

0 1
1 0 1 O

o
0 1 0]
dgynevezett tridiagondlis szimmetrikus métrix. Ennek sajatértékeit Lagrange szdmolta
ki 1759-ben. Azt taldlta, hogy a sajitértékek 2cosjr/(n+1) (=1,2,...,n).

20. példa: Egy métrix 6nadjungdlt volta nem bézisfiiggetlen tulajdonsig. Példaul

I

ami azt mutatja, hogy a diagondlis Diag(2, 1) méatrix alkalmas bazisban nem szim-
metrikus. O

Ha [A] egy m X n-es komplex elem{i matrix, akkor tartozik hozza a 21, 22, ..., zn
komplex viltozéknak egy kvadratikus alaknak nevezett

q(zl,ZQ,...,Zn) = Z AijEiZj (].3].].)

ij=1
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fiiggvénye. Ha az [A] métrix 6nadjungalt, akkor

q(z1,29,.-y2n) = (21,22, -+, 2n) ,

tehat g csak valds értékeket vesz fel. Az Onadjungdlt métrix diagonalizilésira
vonatkozd 7. tételt dgy is fogalmazhatjuk, hogy 1étezik a 21, 29, - . . , 2, valtozdknak

olyan line4ris
n
! — s .
z; = aij%j
Jj=1

transzformiltja, hogy
q(z1, .-y 2n) = Z \iZ;z; (1.3.12)

valamilyen valds \; szdmokkal. Ezt a tényt dgy szoktdk kifejezni, hogy a kvadra-
tikus alak fotengelyre transzformdlhats. A )\; szdmok csak pozitiv szorzétél
és sorrendtdl eltekintve meghatarozottak, azaz egyértemd, hogy kozottiik hany po-
zitiv és hdny negativ van. (Ez a a Sylvester-féle tehetetlenségi torvény.)

Az [A] métrixot pozitiv szemidefinitnek nevezziik, ha a hozzd tartozé kvad-
ratikus alak csak nemnegativ értékeket vesz fel.

Az n x m-es [B] métrix adjungaltja az a m X n-es matrix, amelynek ij eleme
Bji. [B] adjungaltjat [B]*-gal jeloljiik. Egy [A] métrix teh4t dnadjungdlt, ha
megegyezik az adjungaltjival. A definici6 alapjin ellenérizhetd, hogy

([AI[B])" = [B]*[A]", (1.3.13)
ha [A] és [B] olyan méretl matrixok, hogy az [A][B] matrixszorzat értelmes.

21. példa: Ha [A] = [B]*[B], akkor A pozitiv szemidefinit. Val6ban,

n n m
D Ayziz = Z > BiiBijZiz; =
i,j=1 i,j=1 k=1
m
= E Zz 1 Bkzzzz; 1 BszJ)
k=1
ami pozitiv szdmok Gsszege. O

1.4. Euklideszi terek transzformacioi

Ebben a részben valds euklideszi terek bizonyos linedris transzformaéciéit nézziik
meg részletesebben. (A komplex euklideszi terek j6l beleillenek a 3. fejezetbe, ahol
Hilbert-terekrol lesz sz4.)

22. példa: Az altérre valb vetitéssel mir megismerkedtiink a 9. példdban. Az
dbran az IR® tér egy vetitését szemléltejiik. (Egy dimenzi6s altérre torténik a
vetités egy adott sikkal parhuzamos irdnyba.) O
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Ferde vetités IR*-ban: A vizszintesen ldthaté egydimenziés altérre torténik a
vetités az drnyékolt két dimenziés altérrel padrhuzamos irdnyban. A v vektor
képe Pv

R? a val6s szamhédrmasok hdrom dimenziés vektortere, amin a linedris struktira,
mellett més is van. Az (x1, %2, x3) vektor hossza

llell = /=1 + @5 + 3,

és az (x1, T2, T3), valamint (y1,y2,y3) vektorok skaldris szorzata

Zmiyi = (x,y)

A skalaris szorzat lehet6séget ad két vektor altal bezart szog meghatirozasara is:

(z,y)

COSp = ————— .
N[l - [yl

23. példa: R® olyan linedris transzforméciéival akarunk foglalkozni, amelyek
hosszsagtartok, azaz ||Oz|| = ||z|| (z € R®). Mivel

Kr,y)=(x+y,z+y) —(z—y,z—y)

az ilyen O transzformaci6 skalaris szorzat tartd, és egyben szégtarté is. Ha [O;;] a
transzformécié matrixa a standard (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) ortogonélis bézisban,
akkor a szogtartasbol

> 040 =6(j,k)  (<j<k). (1.4.14)

i=1

Megéllapithatjuk, hogy [O] inverze a transzponiltja, ezért O determindnsa 1.
Mivel
O-E=-(0-E)0,
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det (O — E) = 0, ha det O = 1. Ebben az esetben A = 1 sajitértéke O-nak és
van egy hozza tartozé egységnyi hosszisagu sajatvektor, f3. Legyen f; és fo olyan
egységvektorok, hogy fi, f2, f3 paronként merdlegesek. frjuk fel O métrixat az
fl;f27f3 bézisban:

Ofi = a1fi+pife,

Of: = aafi+paf2,
Ofs = fs.
A (1.4.14) relacidkbdl ajas + B1B2 = 0, a2 + B2 = 1 és a2 + 2 = 1. Ezeknek
az egyenleteknek csak egy megolddsa van: a; = B2 = cosf és f1 = —ay = sinf
(0 <6 < 2rm). Tehdt O métrixa
cos —sinf O
[O]= | sin@  cosf O |. (1.4.15)
0 0 1

Némi elemi geometridval megéllapithatjuk, hogy az O traszformdcié nem més, mint
az f3 tengely korili 0 szogli forgatas (az éramutaté jardsaval ellenkezbleg).

Az 1 determindnsi ortogondlis transzformdciék tehét a forgatdsok. Csoportot
alkotnak mert ilyen transzforméciék kompozicidja és inverze is ilyen. A forgatdsok
csoportjara SO(3) a megszokott jelolés, az Gsszes ortogonilis transzforméciora pe-
dig O(3). Egy sikra valé tiikrézés —1 determindnsi ortogonélis transzformécio.

O

A skaldris szorzat, a vektor hossza és a vektorok szogének a fogalma a
hiromdimenzidés euklideszi térrél IR™-re is kiterjeszthetd. IR™ hosszisigtarté
linedris transzformécidit is ortogondlisnak nevezziik, csoportjuk O(n). Az egy
determindnsdak részcsoportja SO(n). A fenti hdromdimenzidés meggondoldshoz
hasonléan egy ortogonalis transzformécié inverze a transzponéltja.

Az R*™ ™! tér 1 determindnsi ortogonalis transzformacidinak métrixa (1.4.15)-
hez hasonld, de n darab

cosf; —sinb;
sin 6; cos b;

alakd blokk van a diagondlis mentén alkalmas bazisban. Paros dimenziéban a jobb
alsé sarokban allé 1-es hidnyzik.

IR" egy bdzisat ortonormadlt bdzisnak nevezziik, ha paronként merdleges egy
hosszisagi vektorokbol all. Azt is lehetne mondani, hogy egy bazis ortonormalt,
ha a standard bazisbdl ortogonélis transzforméciéval lehet megkapni. Ebb6l kovet-
kezik, hogy ha egy métrix a standard bazisban szimmetrikus, akkor minden orto-
normalt bazisban is szimmetrikus lesz.

1.5. Blokkmatrixok

A blokkmadtrix (vagy hipermadtrix) olyan matrixot jelent, amelynek az elemei
maguk is métrixok.®> Legyen a V linedris tér a V; és Vs alterek direktdsszege,
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V = Vi + Va. Ekkor az A € L(V) linedris transzformdcié egy A1 € L(V4,V) és
As € L(V,, V) transzforméciéval adhaté meg.

A(Ul =+ ’1)2) = Ajv; + Ayvs (’1)1 € Vi, Vo € ‘/2) .
A; megadhaté az Ay; € L(V1,V7) és az Ay € L(V4, Vs) transzformécidkkal:
Aoy = Ao + Aoy (v € W1).

Hasonléan
Asvy = Ajpva + Azavs (v2 € V2).

Ha Vi-ben valasztunk egy ey, es,...,ex, Va-ben egy fi, fo,..., fm bazist, akkor A
(m + k) x (m + k)-as matrixdt négy részre particionalhatjuk:

[ A ... Ak Atg+r oo Avgtm |
Apr ... A Apryr - Apkim
Apvia - Akrie | Artik+r oo Aktiktm
| Ak+m,1 s Ak+m,k Ak+m,k+l LR Ak+m,k+m i

A bal fels§ sarokban az A;; € L(Vy, V1) transzformdcié métrixa, a jobb fels6ben
A1a € L(Va, V1) métrixa, a bal alsé sarokban Ay € L(Vi, V2) métrixa, a jobb alsé
sarokban Agy € L(Vs,Vs) métrixa all. Blokkmétrix frasméddal A matrixat

B ]

alakban frhatjuk. Itt a négy mdtrix lehet kiilonb6z0 méretd, de [A11] és [Aa2]
négyzetes matrixok. Az egyszeriiség kedvéért itt és a tovabbiakban tobbnyire 2 x 2-
es blokkmatrixokra szoritkozunk, de nagyobb matrixok ugyanezen az elvi alapon
targyalhatok.

s 22

irdsméddal
|: All[B] A12[B] A13 [B] :|
A0 [B] Axa[B] Aas[B]

alakot olt. O

Blokkmatrixokkal szinte dgy szamolhatunk, mint a szokdsos matrixokkal. Le-
gyen _ -
A B , A B
cp| ® | D
olyan blokkmétrixok, hogy A és A’, valamint D és D

matrixok. Ekkor a két blokkmatrix szorzata a
[ AA’+ BC' AB'+ BD' |
| CA'4+DC'" CB'+DD' |

" azonos méretii négyzetes
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blokkmatrix. Ezt konny(i ellenérizni a kozdnséges matrixok szorzasszabdlya
alapjan. A blokkmétrixokkal valé szdmoldsban arra kell {igyelni, hogy a fenti példa
vesszOs és vesszOtlen matrixainak sorrendje a szorzaskor 1ényeges, ugyanis a matrix
szorzas nem kommutativ miivelet.

A miatrix adjungdlis értelmezésébdl nyomban kovetkezik, hogy

A B1" A* C*
[C D] _[B* D*]_ (1.5.16)
8. tétel: Ha az
A B
C D

blokkmdtrizban o (négyzetes) A mdtriz invertdlhatd, akkor

A Bl [ E o0][A4 0 E A°'B
C D|~|ca* E||0 D-CA'B||0 E |-

A bizonyités egyszeriien beszorzas segitségével végezhet6 el. A faktorizédldsnak
egy misik véaltozata is van. Ha D-t tételezziik fel invertalhaténak, akkor

A B] [E BD'][A-BD™'C 0 E 0
c p|T|o E 0 p||ptc E|-

A faktorizaciébdl tovabbi kovetkeztetéseket is levonhatunk. Ha az adott
blokkmétrix invert4lhat6, akkor az A, D — CA~'B, D, A — BD~'C métrixok egy-
arant invertalhatdk. S6t, a blokkmatrix determinansa

detA x det(D — CA™'B) = detD x det(A — BD'(C). (1.5.17)

9. tétel: Ha A invertdlhaté négyzetes mdtriz, akkor a
A B
B* D

négyzetes blokkmdtriz pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha A,D és A— BD~'B*
mdtrixok pozitiv szemidefinitek.

25. példa: Megmutatjuk, hogy egy invertdlhaté pozitiv szemidefinit matrix
egyértelmiien irhaté fel T*T alakban, ha megkoveteljiik, hogy T olyan alsé
héromszdgmatrix, amelynek diagonalisdban pozitiv szdmok allnak.

A bizonyitds az adott métrix méretére vonatkozd teljes indukcival torténik.
1 x l-es matrixokra az &llitds nyilvanvalé. Az indukcids 1épés végrehajtdsihoz
particiondljuk az adott (n + 1) x (n + 1)-es X métrixot

| 5]
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alakban, ahol A n x n-es matrix. Ugyanakkor T-t hasonléan particionalt formaban
keressiik
Ti:1 O
T =
[ Tor Too ] ’

ahol T1; n x n-es alsé haromszog matrix pozitiv diagondlissal és Th egy pozitiv
szdm. Az X = T*T egyenléség az

A = THTy + T35,
B = T;T,
D = T5Ts

egyenletekkel egyenértékii. A tétel szerint D pozitiv szdm, igy Ths > 0 csak v/ D
lehet. Ekkor a masodik egyenletbll Thy = B* /Tas. Az elsé egyenlet behelyettesitve

A—BB*/D =T}Ty

alakot 6lt. A tétel szerint A— BD~!B* porzitiv szemidefinit, de invertalhaté is. Igy
alkalmazhatjuk rd az indukcids feltevést, és egyértelmien irhatjuk 77,75, alakban
egy pozitiv diagonalisu alsé haromszog matrix segitségével. O

1.6. Gyakorléfeladatok

1. Alteret alkotnak-e az IR? térben egy egyenes pontjai?
2. Alteret alkotnak-e a métrixok terében a pozitiv definit matrixok?

3. Bizonyitsa be, hogy az IR-en értelmezett z — e'® (t € IR) fiiggvények
linedrisan fiiggetlenek!

4. Bizonyitsa be, hogy C(Q) végtelen dimenziés vektortér, ha Q@ C R"™ nyilt
halmaz!

5. Adja meg a (1.3.9) métrix utolsé oszlopaban 4ll6 elemeket a karakterisztikus
polinom egyiitthatdival!

6. Magyarézza meg, hogy miért teljesiil [4]~! = [4~!]!

7M Igazolja, hogy egy als6 hadromszdg métrix determinénsa a diagonalisban 4116
elemek szorzata!

8. Igazolja a definicié alapjan, hogy egy pozitiv szemidefinit matrix sajatértékei
és diagonalis elemei nemnegativak!

9. Mutasson példét olyan (komplex elemii) pozitiv szemidefinit matrixra, amely-
nek transzpondltja nem pozitiv szemidefinit!

10M Igazolja, hogy ha A pozitiv szemidefinit, akkor X AX* is az tetszéleges (nem
feltétleniil négyzetes) X matrixral
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11M Milyen négyzetes A métrixra lesz az

12.

13.

A A
A A
blokkmatrix pozitiv szemidefinit?

Mutassa meg, hogy a véges dimenzidés komplex vektortér minden linedris
transzformécidja felirhat6 egy diagonizalhatd és egy vele felcserélhetd nilpo-
tens transzformdcio Osszegeként!

Irjuk fel a kévetkezd (tin. Dirac-féle) métrixokat tenzorszorzat forméjéban!
[ 0 0 0 —i [0 0 0 —-1]
_ 0 0 —-i 0 0O 01 O
M=o -« 0o o0 |’ =10 10 0 |’
| i 0 0 0 | -1 00 0 |
[0 0 —-i 0 1 0 0 0 7
o 0o o i o1 0 o0
B=Li 0 0 0| =100 -1 0
0 -i 0 0 (00 0 -1

14M [rjuk fel R3-ban az zy sikra val6 és az (1,1, 1) vektorral parhuzamos irdnyi

15.

16.

17.

18.

vetités matrixdt!

Igaz-e, hogy IR® minden ortogonlis transzformécibja egy tiikrozés és egy
forgatds egymds utdni végrehajtasdval all el6?

Mutassuk meg, hogy ha az [A] valés métrixra [A]'[A] = 0, akkor [4] = 0!
([A]* a transzponéltat jeldli.)

Jelolje [A, B] az A és B transzformaciék kommutatorat, azaz [A, B] = AB —
BA! Mutassuk meg, hogy

[4,[B,C]] + [B, [C, A]] + [C, [B, A]] = 0!

Mutassuk meg, hogy az
1 a b 1 —a -b
[Al=]10 1 0|, Bl=10 1 0
0 01 0 0 1

matrixokra [A][B] = [E]! ([E] az egységmatrix.)
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19M Legyen
(7 -1\ ..
—1)yi-1
(1)) i<h
%= (-1p i=J,
0 i>j.

Mutassuk meg, hogy az [A] = [a;;] métrixra [4]? = [E]!

20. Igazolja n szerinti teljes indukciéval, hogy IR™ ortogonélis transzforméciéinak
maétrixa a szovegben leirt alakra hozhatd!

21M Legyen [A], [B] és [C] pozitiv szemidefinit matrixok! Mutassuk meg, hogy
ha [C] invertalhato, és

det WA+ AB+C)=0
valamilyen A komplex szadmra, akkor A valds része negativ vagy 0!

22M Legyen A és B invertalhat6 linedris transzforméciok! Hatdrozzuk meg a
det (A + tB) polinomban ¢ egyiitthat6jat!



2. Normalt terek

Ha egy linearis tér vektorainak meg van adva a hossza, akkor az algebrai struktira
mellett lehetdség van egy topolégiai struktira bevezetésére. Topoldgia alatt
egyszeriien konvergenciat érthetiink. Az z,, vektorsorozat tart az x vektorhoz, ha
az x — x,, vektorok hossza tart a nulldhoz. Az algebrai miiveletek és a konvergencia
egyiitt alkotjak a linedris analizis legegyszerlibb, de taldn éppen ezért igen gazdag
struktirdjat. A normalt tér a XX. szdzad elején kialakult absztrakcié. *

2.1. Nevezetes normalt terek

Egy lineéris teret normdlt térnek neveziink, ha a tér minden vektordnak meg
van adva a hossza. Legyen V egy linedris tér, és tételezziik fel, hogy adott egy
[|-]]: V = IRy leképezés a kovetkezé tulajdonsigokkal

(1) [le+yll < [lzll + [lyll (z,y € V),
) [zl = Al ]l (z € V, A skaldr),
(3) ||z]| = 0 akkor és csak akkor, ha z = 0.

Ekkor || - ||-t normdnak nevezziik és (V, || - ||) normélt tér. Az ||z||-t az = vektor
hosszaként értelmezziik.®> Amennyiben V = IR" és

@1, @2, za)llo = (o2 + 23+ ...+ 02,

akkor az n dimenziés vektorok szokdsos hossza egy norma. A || - ||2 jel6lést azért
hasznéljuk, mert més normék is lehetségesek. Példaul

[[(z1, 22, .. 20)||loo := max{|z1]|, |22|, ..., |Zn|}-

Ha egy funkciondl csak a norma (1) és (2) tulajdonsdgaival rendelkezik, akkor
félnormanak nevezziik.

1. példa: Legyen Cla,b] az [a,b] intervallumon folytonos (valés vagy komplex
értékii) fiiggvények vektortere, és legyen

/1l := sup{|f(z)] : a <z <b}.
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Egyszerlien megmutathatd, hogy ez valéban normét értelmez:

((F +9)(@)| < |f(@)] + [g(=)],

és ezért
sup{|(f + g)(2)[} < sup{|f(2)[} + sup{|g(=)[}- O

Ha Cla,b]-t a tovdbbiakban normélt térként emlitjiik, akkor mindig erre a
szuprémum normdra gondolunk. Ha hangsilyozni kivanjuk, hogy az [a, b]-n valds
értéki fliggvényeket tekintiink, akkor C[a, b] helyett Cr[a, b]-t fogunk {rni.

2. példa: Az IR™-en értelmezett f fiiggvényt gyorsan csékkendnek nevezzik, ha
p ggvenyt g
1+ ||lzll)™|f ()| — 0, amint [[z]|2 = o0 (2.1.1)

bérmilyen m egészre. (A feltétel azt jelenti, hogy f az z1,x2,...,z, véltozék barmilyen
polinomjéval megszorozva is 0-hoz tart a végtelenben.) A gyorsan csékkend folytonos
fiiggvények terét Coo(IR™)-nel jeldljik. Ha f € Coo(IR") és m € IN, akkor legyen

pmo(f) := max{(1 + ||z[3)"|f ()] : = € R"}. (2.1.2)

Pm,o rendelkezik a norma (1)—(3) tulajdonsigaival.
Ha 8 = (B1, B2, ..., Bn) nemnegativ egészek n-ese és |B| := >_7_, B;, akkor hasznilni
fogjuk a
DBf _ 8‘B‘f(x)
OBigy...08x,
jelolést. Az

S(R™) := {f € Coo(R"™) : D’ f € Coo(IR™) minden S—ra} (2.1.3)
linearis teret Schwartz-térnek nevezziik.
Ha az exp(— 3, «7) fiiggvényt megszorozzuk 1,22, . . ., T, brmilyen polinomjsval,
akkor a Schwartz-tér egy eleméhez jutunk.
Legyen

P (f) i= max{pm,o(Df) : |8 < 7}
A gyorsan cs6kkend sima fiiggvények terén ez norma minden m,r € IN vélasztdsra. (A
Schwartz-térrél a multinormaélt terek részben részletesebben lesz sz6.)
Altaldban, ha p1, ..., pr normék egy linedris téren, akkor az Gsszegiik és a maximumuk
ugyancsak norma. a

Vannak esetek, amikor a norma tulajdonsgainak ellendrzése kevésbé egyszeri.
Némi el6készités utdn IR"-en bevezetjik a || - ||, p-norméat, 1 < p < oo. (IR"
2-norméja és co-norméja fent mér szerepelt.)

1. lemma: Ha 1l <p,g< oo, pt+qg ' =1¢ésa,b>0, akkor
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A lemméban szerepld p és ¢ szadmokat egymds konjugdltjainak nevezziik.
Erdemes a p = 1 és p = oo eseteket is megengedni. Ekkor rendre ¢ = oo és
g = 1. (A lemmdt nem bizonyitjuk, de a fejezetvégi 25. gyakorlat Gtmutatdst
tartalmaz a bizonyitdshoz.)

1. tétel: (Holder-egyenldtlenség) Ha z,y € R" és1 <p,q< oo, p~t+q7 1 =

1, akkor

n ' n l/p n l/q
z |lziy:| < Z |$i|p] lz |yi|q] :
i=1 Li=1 i=1

Bizonyitds: Legyen

11/p

n n l/q
_ [zw _ [zw] |
=1 a =1

Alkalmazzuk a megel6z6 lemmat az a = |z;|/N és b = |y;|/M vélasztdssal. Ekkor

|73y < lz:i[P yal?
NM — pN?  gMd’

Ezutan Gsszegezziink i-re:
Z |37zyz Z |$z|p lyil? —
pNP qM a

Ez maga a bizonyitandé egyenl6tlenség. O

=1.

1 1
4z
p g

z

2. tétel: (Minkowski-egyenl6tlenség) Ha z,y € R" és 1 < p, akkor

n n n 1/p
Sleub| < [z |+ (3 W] .
i=1 i=1 i=1
Bizonyitds: A p =1 eset nyilvanval4. Tegyiik fel, hogy p > 1, és induljunk ki a

(lal + B = (lal + [b])*~*|a] + (lal + [B)"~* [b]

azonossagbdl. Hasznaljuk fel ezt:

1/p 1/p

n

n
D (il + [yl)? Z || + lyal)P~ 1IwzHZ |3l + |y )P~ [yil -
i=1 i=1

i=1
Most alkalmazzuk mindkét tagra a Holder-egyenl6tlenséget:

n n l/q n
Dzl + lwal)? < lZ(Iwil + Iyil)p] lz |3
i=1

i=1 =1

n /471 n 1/p
l2(|$i|+|yi|)p] lDyil”] ;

i=1

1/p
+

A

+
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ugyanis (p — 1)g = p. Elosztva mindkét oldalt a [>, (|z;] + |y,~|)”]1/q kifejezéssel,

a kovetkezd egyenlGtlenséget kapjuk:

1/p
+

n

(S0t + ] " < [Z il

i=1

n 1/p
zw]
=1

(1-1/¢=1/p). Ez majdnem a bizonyitandé. Mivel

n

[i lo: + y"'p]l/p < [Z(|ﬂfi| + Iyil)"} Up,

i=1
a Minkowski-egyenlétlenség kovetkezik. d
Legyen

1/p

(@1, 2, - sw)lly = [l2al? + foal” + . + | 7] (2.1.4)

A Minkowski-egyenlétlenség biztositja, hogy igy akdr IR™, akdr C" normadlt térré
valik, 1 <p. (A || - |loo normét mér értelmeztiik mas médon.)

3. példa: A Minkowski-egyenl&tlenséget az n — oo hatdridtmenettel végtelen so-
rozatokra, is kiterjeszthetjiikk. Legyen #P azoknak a végtelen (z,) sorozatoknak a
halmaza, amelyekre »"  |z,|P véges. £P a

oo

el 2= [ laal] " (215

n=1

normdval normélt tér lesz, 1 < p < oo.
£%° a korlatos sorozatok tere az

zlloo == sup{|zn[}

norméval. O
Az (X, || - ||) normélt térben

d(z,y) = [lz -yl

egy tavolsdgot értelmez, amellyel & metrikus térré valik. Ha adott a metrika, akkor
beszélhetiink konvergens sorozatokrdl. z,, — x jelentése d(z,,z) - 0. A G C X
nyilt halmaz, ha minden z € G esetén 1étezik olyan ¢ > 0, hogy

G(z,e) :={ye X :d(z,y) <e}CqG.

A bal oldalon 4ll6 halmazt z kdzépponti e sugari (nyilt) gémbnek nevezziik.
(Amennyiben TR3-at a || - || normdval tekintjiik, akkor ez a halmaz a szokésos
geometriai értelemben vett gdmb, azonban a || - || norméat véve x kbzépponti
kockdhoz jutunk.) Az F C X zart, ha z,, € F és x, — = esetén x € F. Egy
halmaz pontosan akkor nyilt, ha komplementuma zart.



2.1. Nevezetes normalt terek 37

4. példa: A korlatos sorozatok £*° terében egy cq zart alteret alkotnak a nulldhoz
tarté sorozatok. O

5. példa: A IR" térben a konvergencia egyszeriien koordinatankénti konvergenciét
jelent barmelyik p-normdt tekintjiik. A konvergens sorozatok és a nyilt halmazok
kiilénb6z6 p-normékra ugyanazok. O

Ha az X linedris téren olyan || - |1 és || - ||]2 normék vannak adva, amelyekre
nézve a nyilt halmazok ugyanazok, akkor a két norméit (topologikusan) ekviva-
lensnek nevezziik. Az el6z§ példa az IR™ téren mutatott ekvivalens normdkat.
Megmutathatd, hogy véges dimenzids téren barmely két norma ekvivalens.

6. példa: Legyen C'[0,1] a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonosan differenci-
alhato valés fiiggvények tere. Legyen tovabbg

Ifll: = sup{|f(z)|:0 <z <1}+sup{|f'(z):0<z<1},
(FIPE |£(0)] + sup{|f'(z)| : 0 <z < 1}.

Ekkor || - ||2 < || - ||1- Ha egy halmaz nyilt || - ||2-re, akkor barmely pontja koriil
lehet irni egy valamilyen e sugard || - ||2-gombot, ami tartalmazza az ugyanilyen
sugard || - ||1-gombot. Kovetkezésképpen a valasztott || - ||2-re nyilt halmaz || - ||1-re
nézve is nyilt.

Miésrészt a kozépértéktétel szerint f(z) = f(0) + f'(€), és ezért sup{|f(z)| :
0 <z <1} < |fO+sup{f'@)] 0 <z <1} Tehat || - 1 < 2I| - [
Ez az egyenlGtlenség elég ahhoz, hogy a fenti gondolatmenetet kis véaltoztatdssal
megismételjik. Ha egy halmaz nyilt || - ||;-re, akkor barmely pontja koril lehet
irni egy valamilyen e sugard || - ||;-gombot, ami tartalmazza a fele ekkora sugari
[| - |l2-gdmbot. A halmaz || - ||2-re nézve is nyilt. O

Az F : X — Y leképezést az x € X pontban folytonosnak nevezziik, ha
minden € > 0 esetén van olyan § > 0, amelyre F(G(z,d)) C G(F(z),e). Ez azzal
ekvivalens, hogy x, — = maga utdn vonja F(z,) — F(z)-et.

7. példa: Ha n négyzetszam, akkor az n = m? koordinit4jit egy vektornak m x
m-es métrix formajiban is elrendezhetjiik. A matrixok M, (IR) linedris terén is
értelmezhetilink egy 2-normét:

i 1/2
lAllz = [ > 1457) (2.1.6)
i,j=1

Az a linedris F : R™ — M,,(IR) leképezés, amely a hosszi vektorbdl feltérdeléssel
matrixot készit kolcsondsen egyértelmii, és megtartja a 2-normét. d

A normatarté leképezéseket izometridnak nevezziik. Minden izometria foly-
tonos.
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3. tétel: Legyen (X1,|| - |l1) és (Xo,|| - ||2) két normdlt tér és A : X1 — X egy
linedris leképezés. Ekkor a kévetkezd két tulajdonsdg ekvivalens:

(1) A folytonos
(2) Létezik olyan C > 0 szdm, amelyre ||Az||2 < C||z||1 minden x € X; esetén.

Bizonyitds: (1) = (2) : Gy = {z2 € X» : ||z2]|] < 1} nyilt halmaz X,-ben és
A0 = 0 € G». Van olyan nyilt G; halmaz a folytonossig miatt, amelyre 0 € G és
AG:1 C Gs. Mivel G nyilt, 1étezik € > 0, amelyre

G11:{$1€X1:||$1||<6}CG1.

Ekkor tetszbleges z € X esetén z € G} és

13
2[|2(lx

E
Al —— € Gs,
Qmm@ 2

azaz
€
A(__Q <1
‘ 2zl / [l
Ez azt jelenti, hogy tetszéleges ¢ € X; esetén
2
1Az[]2 < — |zl
€
teljestl.
(2) = (1) igazolasat az olvaséra bizzuk. O

A folytonos X; — X, linedris leképezések terét B(Xp, X»o)-vel jeloljiik.
B(X1,X5) linedris tér, de normadlt tér is. Ha A € B(X1, X»), akkor

||A|| := sup{||Az||2 : z € X1, ||z]1 <1} (2.1.7)

az el6zd tétel jeloléseivel. ||A|| nem més, mint a 3. tétel (2) részében megjelend le-
hetséges C' szdmok legkisebbike. Ha X normaélt tér, akkor B(X, X) helyett roviden
B(X)-et {frunk. B(X)-nek nemcsak linedris, hanem gy{irii struktirdja is van,
azaz elemeit az Osszeadds mellett szorozni is lehet: Ha A, B € B(X), akkor AB az
ebben a sorrendben vett kompozicié. Az (2.1.7) operatornormanak megvan a

IAB|| < [IA[l - [|B]] (2.1.8)
szubmultiplikativ tulajdonsiga.

8. példa: Legyen g folytonos fliggvény [a, b]-n, és segitségével megadunk egy F :
Cla,b] —» R funkcionélt az

b
F(f)= [ f@)(a)ds
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képlettel. F' az integral linearitdsa miatt linedris. Meg akarjuk mutatni, hogy F
folytonos, és ehhez egy olyan C' > 0 szdmot kell taldlnunk, amelyre

F(f)] < Csup{|f(@)] :a < & < b}.

A kovetkez6képpen becsliink:

b
F(f)| = / f(@)g(@) da| <
b
< / 1 (@)g(@)| dz <
ab
< /sup{|f(x)|:a§x§b}|g(w)|dw:

b
[ 9@l ds sup{|f@)]:a < < b).

Az F funkciondl tehat folytonos, azaz korlatos, és || F|| < fab lg(z)| dz.
Az || F|| pontos értékét konnyen megkaphatjuk, ha példdul g egy polinom. Ekkor

1, ha g(z) >0,

fo(z) = signg(z) = 0, ha g(z)=0,
-1, ha g(z)<0

egyszerl szerkezetli. A g gyOkei [a,b]-t véges sok részre osztjak, és azokon fo
felvaltva +1 értékeket vesz fel. Mivel fo(x)g(z) = |g(z)|,

b b
/fo(ﬂf)g(ﬂ?)dm‘:/ lg(z)| dz .

fo nem folytonos, ezért folytonos fiiggvénnyel kozelitjik, példdul ugy, hogy g gyoke-
inek 1/n sugari kérnyezetében véaltoztatjuk meg, ott g-t egy linedris fiiggvénnyel
helyettesitjiik, és f,-et kapjuk. Ekkor ||f,|| =1 és

2N
n

[ 1@ - [ pa

<—M,

ahol N g gyokeinek szdma és M |g(z)| felsd korlatja. Ezért

b b
[ f@o@)| > [ o) ds - 201,

n tetszbleges nagy lehet, tehat

sup {

/a ' fe)o(z) de

b
fll = 1} z/ l9()] da,
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és ||F|| = fab |g(z)|dz. (Ha g tetszdleges folytonos fiiggvény, akkor Weierstrass
approximdcids tételét hasznélva polinomokkal kozelitve ugyanerre az eredményre
jutunk.) O

Ha X egy valés normalt tér, akkor a B(X,IR) normalt teret, ha komplex normélt
tér, akkor a B(X,C) normalt teret X dudlis terének mondjuk, és az X* jelolést
hasznaljuk. Az eléz0 példa tehdt azt mondta, hogy F' € Cla, b]*.

Lineédris transzforméacidkat nemlinearis leképezések differencidlasaval is kapha-
tunk. Legyen X és Y normilt tér, G C X nyilt halmaz és f : G — Y a
normélt terek kozotti leképezés. Azt mondjuk, hogy f Frechet-értelemben dif-
ferencidlhaté az © € G pontban, ha létezik olyan A : X — Y folytonos linedris
transzformécié, amelyre

If(x +h) = f(z) = Ah]]
1]

— 0,

ha ||h|| = 0. Az A transzformiciéra a df (z) vagy f'(z) jelolést haszndljuk, és
Frechet-derivaltnak, esetleg Frechet-differencialnak mondjuk.
Az ismer6s

f(z+h) = f(2) + df (z)(h) + o(|[A]]) (2.1.9)

képlet a Frechet-derivalt més formdban irt definicidja, benne o(||h||) olyan mennyi-
séget jelent, amely ||h||-val osztva O-hoz tart. Egyébként a (2.1.9) képlet megmu-
tatja, hogy ha f differencidlhaté az x pontban, akkor ott folytonos is. Ugyanis
[ldf ()(h)|| < |ldf(z)]| - ||h]| minden h vektorra, és tetszbleges € > 0 szdmra
llo([[R[[)I| < ellAll, ha [[h]] elég kicsi.

A df (z) Frechet-derivalt az f leképezés lokélisan legjobb lineéris kozelitéseként
foghato fel. Ebb6l az értelmezésbdl éppen gy, mint a (2.1.9) képletbdl vildgos,
hogy korlatos linedris transzformdcié Frechet-derivéltja 6nmaga.

9. példa: Tekintsiikk az n X n-es méatrixok M, (IR) linedris terét az operdtor
normgval elldtva. Legyen f : M,(R) — M,(IR) a harmadik hatvdnyra emelés,
azaz f(T) = T3. Megmutatjuk, hogy f Frechet-derivéltja a T helyen A : H
T?H +THT + HT?, azaz df (T)(H) = T?H + THT + HT?. Ennek igazoldséra a

|f(T+H)— f(T)— AH|| _ ||H® + H*T + HTH + TH?||
[l H| [l H|

hatdrértékét kell vizsgalni. Feliilrdl becsiilhetiink a norma szubmultiplikativitasat
haszndlva.

H3+ H?>T +HTH +TH? HI|? + 3||H||?|T
<

< = 3|[H|| |7l + 1H|,
1Al Al

ami 0-hoz tart, ha ||H|| — 0.

Ha nem az operdtornormdt, hanem példaul az (2.1.6) képlettel adott || - |2
normat hasznéljuk, akkor is ugyanez a Frechet-derivalt, mert 1éteznek olyan C és
Cy szdmok, amelyekre ||T||2 < C1||T]|1 < Ca|T||2- O
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A Frechet-derivaltra teljesiil a ldncszabély:

4. tétel: Legyen X1, X2, X3 normadlt tér. Ha g : X1 — X5 Frechet-differencidlhato
az x € Xy pontban és f : Xo — X3 Frechet-differencidlhaté az y := g(x) pontban,
akkor ® := f o g Frechet-differencidlhaté az x pontban, és

?'(z) = f'(9(x)) o g'(2)- O

Legyen ismét X és Y normdlt tér, G C X nyilt halmaz és f : G —- Y a
normélt terek kozotti leképezés. Azt mondjuk, hogy f Gateaux-értelemben
differencidlhaté az x € G pontban, ha létezik olyan A : X — Y folytonos lineéris
transzformacid, amelyre

If(x +th) — f(x) — A(th)||
t

-0,

ha t — 0. (¢ valds vagy komplex szdm, annak megfelelen, hogy X és Y milyen
normalt terek.) Az A transzformiciét Gateaux-derivaltnak vagy Gateaux-
differencidlnak mondjuk, és Ah-ra a df (x, h) jelolést hasznéljuk.

fz +th) = f(z) + tdf (z,h) + o(t) (2.1.10)
a Gateaux-differencidl ekvivalens definicidja. A Gateaux-értelemben diffe-

rencidlhaté kétvaltozds fiiggvény nem feltétleniil folytonos. Ugyanakkor a de-
finicidk Osszevetése mutatja, hogy Frechet-differencidlhaté leképezés Gateaux-
differencidlhaté is, és a Gateaux-derivilt megegyezik a Frechet-derivalttal.
(Valéban, ha (2.1.9)-ben h helyébe th-t tesziink, akkor egy ||h|| faktortdl eltekintve
(2.1.10)-ot kapjuk.)

A Gateaux- és Frechet-differencidlok kapcsolatat jol megvildgitja a kdvetkezd
példa.

10. példa: Legyen f : R?> — IR egy kétvaltozés fiiggvény. Ha f az = € IR?
pontban barmilyen irdnyban differencidlhato, és

Of(x +th) 6f(:1:)h 4 of(x)

6t 61’1 ! 6272 hz,

akkor f Gateaux-differencidlhaté, df (z, h) = h10y, f + hoOs, f- Példaul, ha

[ 1, ha z3=22>0
for,22) _{ 0, egyébként,

akkor df(0,h) = 0, bar f nem folytonos a (0,0) pontban.
Ha altaldnosabban f : IR™ — IR folytonos parciilis derivaltakkal rendelkezik az
o pontban, akkor ismeretes, hogy irdnymenti derivaltjai léteznek, és

w - i of (zo)hi,
i=1

ot - 6.%'1
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tehat

_ /(9] of of
if (0, h 26 Jhi = <(8—( )’8—@($0)""’E(x0))’h>'
A kozépértéktétel szerint van egy 0 < &, < 1, amelyre

f(xo +h) — f(x) = df(zo + &b, h).

Ekkor
fao+ ) = @) = Y 5L @k =
= ((3Lwo+am - 3L w0, 5L o+ eum) -

0 0 0
= o) g o+ @) — (@) 1Y,

ami 0-hoz tart ||h||-val osztva a parciélis derivéltak folytonossiga mellett. Ilyenkor
f Frechet-differencidlhato, és

) 1) = (o), g0l s (o)) 1) 0

2.2. Banach-terek

Legyen (x,) egy sorozat valamilyen normilt térben. Cauchy-sorozatnak ne-
vezzik, ha tetszlleges € > O-ra van egy N kiiszobindex, amelyre ||z, — x| < €,
ha n,m > N. Egy normilt teret Banach-térnek neveziink, ha benne minden
Cauchy-sorozatnak létezik hatarértéke.

11. példa: CJa,b] a szokdsos szuprémum norméval Banach-tér. Tételezziik fel
ugyanis, hogy f, Cauchy-sorozat. Ekkor barmilyen a < z < b esetén

[fn(2) = fm(2)| < \|fn = fmll,

és fn(x) szintén Cauchy-féle szdmsorozat. Létezik hatdrértéke, amit f(z)-szel
jeloliink. Megmutatjuk, hogy sup | f(z) — fn(z)| tart 0-hoz.

|f (@) = fu(@)] < 1f(@) = fin(z)(@)] + | frn(a) (2) — fn()]

nyilvanvaléan. Az z-tdl fliggd m(x)-et olyan nagynak vélasztjuk, hogy az elsd tag a
jobb oldalon e-nél kisebb legyen. A mésodik tag viszont z-ben egyenletesen kicsi,
ha n és m(x) elég nagy. Tehdt f, tart f-hez egyenletesen, és ebbél kapjuk azt,
hogy f is folytonos fiiggvény. d
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Stefan Banach (1892-1945)

Stefan Banach a mai Lvovban dolgozott. Konyve a linedris operdtorokrdl 1932-ben jelent
meg. Ez a konyv tartalmazta a zart graf tételt, az egyenletes korldtossdg tételét, a gyenge
topolégidt és sok mést. A teljes normélt terek elmélete olyan sikeresnek bizonyult, hogy
hamarosan Banach-tereknek nevezték Gket.

5. tétel: Legyen (X1,|| - ||1) egy normdlt tér és (Xa,|| - ||2) egy Banach-tér. Ekkor
B(X1,X2) az operdtor normdval elldtva Banach-tér.

Bizonyitds: A bizonyitds koveti az el6z6 példa gondolatmenetét. Tételezziik
fel, hogy A, € B(X1,X3) egy Cauchy-sorozat. Ekkor

4nz — Amzlls < [[An — Amll - [[2]l2

minden z € X; esetén, tehdt A,z Cauchy-sorozat az X, térben. Mivel az teljes,
létezik egy Az hatarértéke. Az x — Ax hozzdrendelésrél meg kell mutatni, hogy
linedris, majd |4, — A|| — 0 bizonyitdsa megint az €l6z6 példat koveti. O

2. lemma: Legyen X egy Banach-tér és x1,22,... € X. Ha ) .o ||za]] < +00,
akkor az s, = 1 + T2 + . .. + T, sorozat konvergens.
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Bizonyitds: A Y7 | ||zn|| < +oo feltételbdl kovetkezik, hogy >0 ||zl
Cauchy-féle szdmsorozat. Ha k > m, akkor

k
sk = smll = l@mir + Tmpa + -+ ol < Y Nl
i=m+1
és a becslés mutatja, hogy s,, Cauchy-sorozat, ezért konvergens. O

A Y > | z, sort abszolit konvergensnek nevezziik, ha ) -, ||z, konver-
gens. Az el6z6 lemma azt mondja, hogy Banach-térben abszolit konvergens sor
konvergens.

12. példa: Legyen X egy Banach-tér és A € B(X). A
>
—= n!

sor abszolit konvergens a B(X) Banach-térben, ugyanis
oo
n=0

A sor osszegét exp(A)-val jeloljiik. Ehhez hasonléan értelmezhetjiik hatvanysorral
f(A)-t, ha f : R — IR a teljes szdmegyenesen konvergens hatvanysorba fejt-
hetd (tgynevezett analitikus) fiiggvény. Példdul a sin A és cos A operdtorok
hatvanysorral értelmezhetdk, és érvényben marad a komplex szdmok korébdl jol
ismert

(e}

HAI™
<> e
n

=0

An
n!

exp(id) =cos A +1isin A

Osszefiiggés, ha X komplex normdlt tér. d
13. példa: Legyen E egy Banach-tér és A : E — E korlatos linedris operdtor. A
—(@t) = Au(®), t>0
u(0) = w€eFE
kezdeti érték probléma explicit megolddsat konnyli megadni:
u(t) = etug.
Vildgos, hogy u(0) = ug teljesiil. u(t) differencidldsét elszor ¢ = 0-ban hajthatjuk

végre.
tA

= Ug = AU Ug -
t i T 0
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Tovabba

%) _
tkl

2 At

k=2

— |t|F~! k
S Al uoll <
k=2 :

IA

It 1| Al1* [luol L NAll* =
k!
k=0

[¢] | luolle!® 141,

IA

ami 0-hoz tart, ha t — 0. A tetszOleges t pontban a derivaltat az
e(t+A — gtd . 34 (2.2.11)
azonossag segitségével szamolhatjuk ki.

du _ut+h) —u®) . aeMug—ug
E(t) B - S S o ——

= e Aug = Aettug = Au(t).

A differencidlegyenlet megolddsdnak egyértelmiisége altalanos tételekbdl kovetke-
zik. O

A fenti szdmolds azt is adja, hogy az operdtorértéki ¢t — et4 fliggvény Frechet-
derivéltja Aet4.

A (2.2.11) formula szerint ¢4 operator félcsoport, amelynek 0-ban vett de-
rivaltjit generatornak nevezziik. Az e* operétor félcsoport generatora A. Tehét
minden korlatos operator lehet generator, de sok fontos félcsoport generdtora nem-
korlatos operator.

A véges dimenzids terek analizisébdl jol ismert kdzépértéktétel a kovetkezd ala-
kot olti:

6. tétel: Legyen X és Y Banach-tér, G C X nyilt halmaz és f : G - Y a
normdlt terek kézotti olyan leképezés, amely minden © € G pontban Gateaux-
differencidlhato. Ha x,z + h € G, akkor van olyan 0 <t < 1 szam, amelyre

flx+h)= f(z)+df(z+th,h).

A tétel bizonyitdsa redukdlhat6é a kozépértéktételre, ha azt a ®(s) := f(z +
sh) IR-en értelmezett fliggvényre alkalmazzuk. A tétel kovetkezménye, hogy a 0
Gateaux-differenciéllal rendelkez6 fliggvény konstans.

3. lemma: Legyen X egy Banach-tér és A,B € B(X) felcserélheté linedris
operdtorok. Ekkor
exp(A + B) = exp Aexp B.

Bizonyitds: Tekintsik a & : t — exp(tA + tB)exp(—tA)exp(—tB)
operatorértékii fliggvényt. Ennek Frechet-derivéltja

exp(tA +tB)(A + B) exp(—tA) exp(—tB) —
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— exp(tA + tB)Aexp(—tA) exp(—tB) —
— exp(tA + tB) exp(—tA)B exp(—tB)

a Leibniz-szabdly alkalmazdsdval, felhaszndlva, hogy t +— exp(tC) Frechet-
derivaltja Cexp(tC). Mivel B és exp(—tA) felcserélhetdk, lathatd, hogy a derivalt
azonosan 0. Kovetkezésképpen & konstans és ®(t) = ®(0) =identitds. Ebbdl az
allitas kovetkezik. O

4. lemma: (Neumann-sor) Legyen X egy Banach-tér, A € C és A € B(X). Ha
[A| > ||A||, akkor
o0
)\71 Z A AT
n=0

abszolit konvergens sor a B(X) Banach-térben, és hatdrértéke a \I — A operdtor
muverze.

Bizonyitds: Az abszolit konvergencia a Y .- [|A™™A"|| numerikus sor konver-
gencidjat jelenti. Mivel
[ATmAR| < [ATHAY

és |[\LA|| < 1, ez vildgos. Tovabb4

AT ATAMAI = A) = (AT = AAT Y ATAT =T AT
n=0

n=0

és [[A"m AT < ||IATLA]™T — 0. Ez azt jelenti, hogy a sor S sszege eleget
tesz az S(AI — A) = (A — A)S = I feltételnek, tehdt \I — A inverze. O

Legyen X egy normélt tér, A € C és A € B(X). Ha a AI — A lineéris operdtornak
nincsen korlatos inverze, akkor azt mondjuk, hogy A az A spektrumdban van. A
Neumann-féle sorfejtés szerint A spektruma korldtos halmaz, és a {z € C : |z| <
[|A||} korlemez része. A spektrummal részleteiben csak a kovetkezd fejezetben
foglalkozunk.

5. lemma: Legyen X normdlt tér ésY egy Banach-tér. Ha Xo C X siiri altér és
A € B(Xo,Y), akkor egyértelmiien létezik A-nak egy A € B(X,Y) kiterjesztése, és
1Al = (Al

Bizonyitds: TetszOleges x € X esetén van olyan Xo-beli (z,) sorozat, amelyre
zp — . Ekkor ||Az, — Azp|| = [[A(Zn — z0)|| < [JAll |20 — T, tehdt Az,
Cauchy-sorozat, és hatarértékét definidljuk dgy, mint Azx. O

7. tétel: Legyen X egy normdlt tér. Ekkor létezik egy X Banach-tér és egy o :
X — X linedris izometria, amelyre 1(X) stird X -ban.

Ha az z € X pontot azonositjuk a «(z) € X ponttal, akkor X-ot X bévitéseként
foghatjuk fel. A tételt a szigord értelemben nem bizonyitjuk be, de vazoljuk a
bizonyités f6 gondolatat. (Egy maésik bizonyitds a mésodik dudlisba valé bedgyazds
segitségével adhatd.)
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Ha X-ben vannak nem konvergens Cauchy-sorozatok, akkor azoknak
hatarértéket kell biztositani X-hez jabb pontok hozzavételével. Ha (z,) és (y,)
X-beli Cauchy-sorozatok, akkor X-ban konvergensek lesznek, de ugyanaz lesz a
hatarértékiik, ha lim ||z, — yn|| = 0. X-ot Ggy definidljuk, mint az X-beli Cauchy-
sorozatok ekvivalenciaosztalyainak halmazat, ha (z,) ~ (y,) a lim ||z, — y,|| = 0
esetben. ¢ az x € X ponthoz az (z,z,z,...) sorozat ekvivalenciaosztalydt adja
meg. X-n linedris tér struktdrat és normat kell értelmezni, amit az ekvivalen-
ciaosztalyok reprezentdnsai segitségével tesziink. Példaul, ha (z,) és (z]) X-beli
Cauchy-sorozatok, akkor

(@n) + (20) := (zn +2) & |l(zn)]| := lim [l .

Ezek a definicidk jok, mert ha (z,) ~ (yn) és (zl) ~ (y.,), akkor (z, + yn) ~
(z), + y5,), tovdbbé lim ||z, || = lim ||y, ]|

1(X) siirti X-ban: Legyen (z,) egy Cauchy-sorozat. Tetszéleges ¢ > O-ra van
egy N kiiszobindex, amelyre ||z, — =|| < €, ha n,m > N. Tekintsiik a konstans
IN,IN,...sorozatot. Ez ((X)-ben van és legfeljebb e tdvolsdgra van (z,,)-t6l. Ezek
utdn még meggondoldst igényel X teljességének belatésa.

Azt mondjuk, hogy az X Banach-tér az X tér teljes burka. (Az X Banach-tér
megkaphaté a masodik dudlisba valé bedgyazdssal is.)

14. példa: Legyen X az [a, b] kompakt intervallumon értelmezett polinomok tere
az

llpll = sup{|p(z)| : a < = < b}

norméval. X teljes burka a CJa, b] tér. Valéban, ez Banach-tér, és a Weierstrass-féle
approximécios tétel szerint X siirti C[a, b]-ben. O

15. példa: Az [a,b] intervallumon Lebesgue-értelemben integralhaté fiiggvények
terét is értelmezhetjiik teljes burokként. Ha C[a,b]-t nem a szokdsos, hanem a
Riemann-integréllal adott

b
1]l = / (@) da

norméval tekintjiik, akkor (C[a,b],|| - ||1) teljes burka az integralhaté fiiggvények
Ll[a,b] tere.

Nem csak az integrdlhaté fiiggvényeket, de magdt a Lebesgue-integrélt
is értelmezhetjiik igy. A folytonos fiiggvényeken téglacsszegek hatirértékeként
értelmezett integral folytonos linedris funkciondl:

‘/abf(x)dx‘ < /ab|f(.'l:)|dm = £l

Az 5. lemma szerint a funkciondl kiterjesztheté a teljes burokra, L'[a, b]-re. Tehat
ha g € L'[a, b], de g nem folytonos, akkor g integrélja mér nem tégladsszegekkel van
értelmezve, hanem elég kozvetett médon. , Kerestink” egy folytonos fliggvényekbol
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allé f, sorozatot, amely || - || normdban konvergil g-hez, és g integrélja az
fab fn(z) dx sorozat hatarértéke. O

8. tétel: (Nyilt leképezés tétele) Legyen X1 és Xo Banach-terek. Ha A €
B(Xy, X2) rdképezés, akkor nyilt halmazt nyilt halmazba visz.

A tétel kovetkezménye, hogy Banach-terek kozotti kélesondsen egyértelmii
korlatos raképezésnek az inverze is korlatos.

Legyen X ésY normélt tér és A egy linedris leképezés az X tér D(A) alterérél az
Y térbe. Az {(z,y) : x € X,y € Y} prok linedris teret alkotnak a koordindtankénti
miiveletekkel, és

1@, )l = ll=[l + llyll

norma ezen a téren, amelyet X @ Y-nal jelolhetiink. Ha X és Y teljes, akkor X @Y
is az. Az A operator grafja ennek a térnek az

I'(A) :={(z,Az) : z € D(A)}
altere. Ha I'(A) zart, akkor A-t zart operatornak mondjuk.

9. tétel: (Zart graf tétel) Ha X,Y Banach-terek, és A: X — Y a teljes X téren
értelmezett zdrt operdtor, akkor A korldtos.

Bizonyitds: A feltevésekbdl kovetkezik, hogy X @ Y Banach-tér. T'(A) tehét
egy Banach-tér zart része, és maga is Banach-tér. Az (z, Az) — z leképezés a nyilt
leképezés tétele szerint nyilt, ezért inverze korlatos, azaz

Cllell = (=[] + [|Az]))-
Ez az egyenl6tlenség A korlitossdgat mutatja. O

10. tétel: (Az egyenletes korldtossag tétele, Banach—Steinhaus-tétel) Le-
gyen X egy Banach-tér és Y egy normdlt tér. Ha A, € B(X,Y) (t € T) korldtos
linedris leképezéseknek olyan csalddja, hogy

sup{||Az|| : t € T} < +0
minden x € X esetén, akkor sup{||As||:t € T} < 0.

16. példa: Legyen X azoknak a folytonos f : [—m, 7] = IR fiiggvényeknek a tere,
amelyekre f(—n) = f(n). Ez Banach-tér a maximum normdra nézve. Az X-beli
fiiggvényeket Fourier-sorba lehet fejteni: f € X Fourier-sora

o0 [o ]
E a;, sinmz + E b, cosmz
m=1 m=0

ahol
1 [7 1 (7
O 1= — f@)sinmzdx és by = — f(x) cosmz dx
27 27

- —T
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A Fourier-sor n-edik részletosszege
n n
An(f) == Z ap sinme + Z b cosmz .
m=1 m=0

Ay, egy korlétos linedris X — X operétor. (Konnyti becslést adni a norméjéra, de
korlatossdga abbdl a ténybdl is kovetkezik, hogy véges rangi.)

A, (f) — [ azt jelenti, hogy az f fiiggvényhez a Fourier-sora egyenletesen kon-
vergal. Ha ez minden fliggvényre fenndll, akkor az egyenletes korlatossig tétele
szerint sup{||A,|| : » € IN} véges. Megmutatjuk, hogy nem ez a helyzet, tehat kell
lenni olyan folytonos X-beli fliggvénynek, amelynek a Fourier-sora nem konvergdl
egyenletesen.

Tekintsiik az

(@) cosx+c052x+ +cosna:
z) = -
" n n—1 1
_cos(n+2)z  cos(n+3)x cos(2n + 1)z
1 2 PR n

trigonometrikus polinomot. A

. s . t—s
cost — coss = 2sin sin 5
azonossag alapjan
" sinkz
" = 2si 1 .
fn(z) sin(n + 1)z Z A
k=1
Megmutathat6,5 hogy |f.(z)| < 4y/7. Mivel
cosx  Ccos2x COS N
Anfn(z) = + +...+ ,
n n—1 1

és || Anfnll = [Anfn(0)], azt kapjuk, hogy

A ()l

1 n
Anll > >
Mall 2 ST 2 502 2

| =

Ez jél mutatja, hogy ||A,|| = oo.
Az f fliggvény folytonossdgi modulusa
w(8) = sup{|f(z) — f(y)| : |z —y| < 6}.

Ha lim;s_,o w(d)logw(d) = 0, akkor igaz az, hogy A, f — f, azaz f Fourier-sora egyenle-
tesen konvergédl. Természetesen folytonosan differencidlhaté fiiggvények esetében ez igy
van. a
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2.3. A dualis tér

Az X normélt tér X* dudlisa az X-en értelmezett korldtos linedris funkciondlok
tere.” X* a 5. tétel értelmében Banach-tér.

17. példa: Tekintsiik IR"-et a p-norméval, 1 < p < co. Legyen ¢ € (]R", | - ||p)*.
Ha
(p(o(l)’ MR O(k_l)’ l(k)7 O(k—‘rl)’ MR O(H)) = Ck?

akkor a linearitas alapjan
n
p@) =) zker,
k=1

a ¢ funkciondlt egyértelmiien megadhatjuk a ¢ € IR"™ vektorral. Ha p~ ' +¢ ! =1,
akkor a Holder-egyenlGtlenség szerint

n
@) = | Y zwer| < lallp lell
k=1
ezért ||| < |le|lq- Mésrészt legyen xy, = sign(cg)|ck|? . Ekkor
n
e(@) = lexl” = llellg = llellgll=lp,
k=1
ugyanis ||zl = [lc[l§~". Tehst [lo|| = [lcll,-

Egy izometrikus megfeleltetést létesitettiink a (R, || - [|,)" és a (R™, | - [|4)

terek kozott: .
(Rl - 1lp)" =~ (R™, | - llg)

Kozvetleniil 14thaté, hogy ez az Osszefiiggés p = 1 és p = 0o esetén is fenndll. O

18. példa: Legyen 1 < p < o0, és az fP tér dudlisit akarjuk meghatirozni, az
el6z8 példa gondolatmenetét kovetve. Ha ¢ € (¢P)*, akkor

e(0M, .. 0k=1 1) okl Y = ¢

egy ¢y sorozatot hatdroz meg, amellyel p(z) kifejezhetd. A linearitas és a folyto-
nossag alapjan

o0
p(z) = Z TC-
k=1

Legyen

n
on(z) = Z ZECk -
k=1
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Mivel ez ¢ megszoritdsa egy altérre, ||pn|| < ||@||. Mésrészt az eléz6 példabdl
tudjuk, hogy

- 1/q
lnll = [ 3 lesl?]
k=1
Ebbél adédik, hogy ¢ € £9 és ||p]| > |lc|l;- A forditott egyenlStlenség most is
egyszertien kovetkezik a Holder-egyenlétlenségb6l. Megallapithatjuk, hogy (£°)* ~
07, ha p~! + ¢~ = 1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy £? terek teljesek. O

Legyen (X, B, u) egy mértéktér. (Erre vonatkozdan 14sd a Fiiggeléket.) Ha
1 < p < +oo-re, akkor LP(X,B,p) := {f : X — C : |f|? integralhaté p-re}. Ezen
a téren értelmezhetiink egy normdt IR" p norméjdhoz hasonléan:

|Ww=UVmwwwrm. (23.12)

(Valgjdban csak akkor kapunk normdt, ha a majdnem mindeniitt megegyezd
fliggvényeket azonosnak tekintjiik.) Az 1. szakaszban megfogalmazott Minkowski-
és Holder-egyenl6tlenségek érvényben maradnak. Az LP(X, B, u) tér az X = IN és
a szamlalé mérték valasztisaval visszadja az £P sorozatteret is. Ezért a kovetkezd
tétel az /P tér dudlisat adé példa dltaldnositisa.

11. tétel: Ha ¢ € LP(X, B, u)* valamely (X, B, u) o-véges mértéktérre, és1 < p <
00, akkor létezik eqy g € LY(X, B, p) fiiggvény, amelyre

wﬁ:/}umwwmm,

és

loll = [lgllq, tovdbbd 1/p+1/q = 1.
A p = 2 eset azért érdekes, mert akkor ¢ = 2, tehdt az L?(X,B,u) tér
duélisa 6nmaga. Ez egy olyan fontos eset, hogy kiilon fejezetet szdnunk neki. (Az
L?(X,B, ) tér talan a ,,legfontosabb Hilbert-tér”, és minden Hilbert-tér megkap-
haté ebben a formaban a mértéktér alkalmas megvalasztasival.)

Az LP(X, B, ) terek 1 < p < oo esetén mind egy normadlt tér dudlisai, tehét az
5. tétel értelmében teljesek.

A folytonos fiiggvények terének dudlisat Riesz Frigyes tétele adja meg. A tétel
megértése némi mértékelméletet tételez fel, ami a Filiggelékben megtaldlhaté.

12. tétel: (Riesz-féle reprezentaciés tétel) Ha ¢ € Cgla,b]*, akkor
egyértelmiien létezik olyan komplex értéki g : [a,b] — C figgvény, amelyre

n
||<p||:sup{2|g(ti)—g(ti_1)|:ne]N, a:t0<t1<...<tn:b}
i=1

és o(f) = [} f(z)dg(). O
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Riesz Frigyes (1880-1956)

Riesz Frigyes Budapesten, Gottingenben és Ziirichben tanult, Kolozsvaron lett professzor,
majd 1920-ban a Kolozsviri Egyetemmel egyiitt Szegedre koltozott. Szegeden Haar
Alfréddal egyiitt hozta létre a Bolyai Jdnos Matematikai Intézetet és az Acta Scientiarum
Mathematicarum folyéiratot. Riesz a funkciondlanalizis egyik megteremtGje volt. Dolgo-
zatait nagyon jé matematikai izléssel, elegans stilusban irta, nem volt hive az 6nmagéért
torténé dltaldnositdsnak. (A kép rektori diszruhdban dbrézolja 6t.)

Figyelem: A fab f(z) dg(x) Stieltjes-féle integral, értelmezése a Fiiggelékben van
kifejtve. A tétel szerint a g teljes valtozasa ||¢||. Ha v([t, s)) := g(s) — g(t), akkor v
kiterjeszthet$ az intervallumokrdl az [a,b] intervallum Borel-halmazaira o-additiv
komplex mértékké. Ezt a tényt belefogalmazzuk a tétel egy mésik véltozatiba,
amely a pozitiv linearis funkcionalokat 4allitja el6 integralként.

13. tétel: (Riesz-féle reprezenticids tétel) Legyen ¢ : Crla,b] — IR olyan
linedris funkciondl, amelyre f > 0 esetén o(f) > 0. Ekkor létezik olyan o-additiv
mérték [a,b] Borel-halmazain, amelyre

b
o(f) = / f(2) du(z)

Tovdbbd p([a, b]) = llell = ¢(1). O
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A Riesz-tétel misodik formdja azért elényGsebb, mert kiterjeszthetd alta-
ldnosabb terekre, az [a, b] intervallum helyére kompakt metrikus teret is tehetiink.

14. tétel: (Hahn—Banach-tétel) Legyen X egy normdlt tér és X, linedris altere
X-nek. Ha ¢ € X korldtos linedris funkciondl Xo-on, akkor létezik p-nek olyan
@ € X* kiterjesztése, amelyre ||@|| = ||¢l|- O

A tételt nem bizonyitjuk, csak hangsilyozzuk, hogy a kiterjesztés egyértelmii-
ségérol nincsen szo.

Mint mar korabban is emlitettiik X™* a 5. tétel értelmében Banach-tér. Ezt a
tényt felhasznalhatjuk arra, hogy a 7. tételre egy masik bizonyitast adjunk.

Az X* Banach-tér dudlisa X**, X mésodik dudlisa. Ha z € X, akkor
értelmezhetiink egy F, € X** funkciondlt az Fy(p) := p(z) képlettel, ¢ € X*.
Az x — F, hozzérendelés linedris és izometrikus:

12| = sup{[p(2)] : lloll = 1} = ||| -

Valéban, |p(z)| < ||¢l|||z||, és a Hahn—Banach-tétel kévetkezményeként minden
z € X vektorhoz van olyan ¢ € X* funkciondl, amelyre ||p|| = 1 és p(z) = ||z]|.
Ha a 7. tételben szerepld ¢ leképezésnek az z — F, hozzdrendelést, X-nek pedig
X** Banach-tér {F, : © € X} linedris alterének lezdrdsat véalasztjuk, akkor a tétel
allitasa teljestl.

19. példa: Legyen £°° a korldtos szamsorozatok tere a
|z]|oo := sup{|zn| : n € IN}

normaval, és legyen a c a konvergens sorozatokbdl all6 altér. Ertelmezziink c-n egy
¢ funkciondlt a
p(r) :=limz,

képlettel. ¢ korlatos, ||¢|| = 1. Ezért a Hahn—Banach-tétel alkalmazisival kap-
hatunk egy olyan ¢ linedris funkciondlt, amely konvergens sorozatokhoz éppen a
hatarértékiiket rendeli. ¢ olyan, mint egy altaldnositott hatarérték, amely azon-
ban messze nem egyértelmii. Végtelen sok lehetséges @ funkciondl van, példiul
@ értékét az 1,—1,1,—1,1—1,... sorozaton tetszOleges -1 és 1 kozé es6 szadmnak
eléirhatjuk.

Legyen ¢ egy altaldnositott hatarérték. Ekkor ¢(x) nem adhaté meg )" xncn
alakban valamilyen ¢ € ¢! sorozattal. Ez a tény azt mutatja, hogy £>° dudlisa
b&vebb, mint £!. O

2.4. Multinormalt terek

Legyen X egy valés vagy komplex linedris tér. Ha adott X-en pozitiv funk-
ciondloknak egy olyan p; : X — IR* csalddja, i € I, amelyre

(1) pi(Az) = |A| pi(z),
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(i) pi(z +y) < pi(z) + piy),
(iii) = € X és x # 0 esetén van olyan ¢ € I, hogy p;(z) # 0,
akkor X-et multinormdlt térnek nevezziik. (Multinormalt tér helyett lokdlisan

konvex topologikus vektorteret is szoktak, illetve lehetne mondani.) Az egyik
alapvetd példa a kdvetkezo.

20. példa: Multinormadlt teret képez S(IR") a 2. példdban értelmezett p, , funk-
ciondlokkal. d

Az (X,p;,1 € I) multinormdlt térben az z, € X sorozatra z, — = € X, ha
pi(z — z5,) — 0 minden ¢ € I esetén. Az (X,p;,i € I), (Y,q;,j € J) multinormélt
terek kozotti f leképezést folytonosnak nevezziik, ha z,, — = esetén f(z,) = f(z).

21. példa: Haa = (a1, a2,...,a,) és 8 = (B, ..., Bn) multiindexek, akkor legyen

ra,8(f) = SUP{|»’UQD’8f(£U)| 1x € ]R"}

a1 09

az f € S(R") fiiggvényekre. (z* az 5" z3? ... x%~ fiiggvényt jelenti.) A Schwartz-
tér az ro p funkciondlokkal egy multinormalt teret képez, éppen gy, mint a fenti
Pm,r funkciondlokkal. Megmutatjuk, hogy a két tér topologikusan ekvivalens,
azaz ugyanazok benniik a konvergens sorozatok.

Pre(f) <D sup{1+[2l})™|D?f(2)| : & € R"} <

1BlI<r

S 3 (77) sue el 10 @) 2 € 7} =

|B]<r =0

> zm: (n;) Ta(i),s(f)

|B|<r i=0

IN

ha a(i) = (24,21, ...,2i). Az egyenltlenség vildgossd teszi, hogy ha 74.5(fr) — 0
minden a és § multiindexre, akkor pp, »(fn) — 0 barmilyen m, r pozitiv egészre.

Ha m-et elég nagyra valasztjuk, akkor z%(1 + ||z||2) ™ a végtelenben elt{ing és
ezért korlatos fiiggvény. Alkalmas C konstanssal

> DP f| < C(1 + |ll2)™ D7 £,

tehat
Ta,8(f) < Cpmo(DPf) < Cpp i (f) -

Ebbdl 14tszik, hogy ha pp, . (fn) — 0 minden m,r € IN-re, akkor 743(fn) — 0
minden «, f multiindexre. O
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22. példa: Megmutatjuk, hogy S(IR") C L!(IR"). Ugyanis f € S(IR")-re

IN

/(1 + 12 l15) 7 + [lall5)] f ()| dz <
/(1 +|zlI5) ™" dz x sup{(1 + ||zl|5)] ()]},

IN

ha k-t olyan nagynak vélasztjuk, hogy (1 + ||z||%)~' integralhaté. Becslésiink
egyrészt azt mutatja, hogy f € L'(IR"™), masrészt

I £1lx < Cpro(f) (2.4.13)

egy C konstanssal. Az S(IR") multinormalt teret az L' (IR™) normalt térbe képezd
beagyazds folytonos. O

23. példa: Az f € L'(IR") fiiggvény Fourier-transzformaltjat a

A~

ft) = %/2 /efi (t’””)f(w) dx (2.4.14)

(2)

képlet értelmezi, (x,t) = Y, z;t;. Vildgos a definiciébdl, hogy f korlatos:
FO1 < o [ @l de = o [ 1@ o
= (@2n)n2 (2m)/2

A dominélt konvergencia tételbdél adédéan f folytonos fiiggvény.
Prébéljuk differencidlni f-ot az egyvaltozds esetben.

F&)—f(#) 1 [eitz — it
- \/ﬁ/ flz)dz .

t—t t—t

Ha a t' — t hatdrdtmenetet akarjuk végrehajtani, akkor integralhaté majordnst
kell keresniink. Az integrandusban 1évé differenciahdnyados —ize~'??-hez tart.
Amennyiben z f(x) integralhatd
df —
d—{ = —izf(zx). (2.4.15)

Ezt iterdlva jutunk oda, hogy ha 2" f(x) integrilhaté, akkor f Fourier-
transzforméltja n-szer differencidlhaté. (Minél gyorsabban tart f a 0-hoz a
végtelenben, anndl simabb a Fourier-transzformaltja.)

A (2.4.15) képlet levezetéséhez hasonléan 14thatd, hogy az n valtozds esetben
a=(ai,as,...,an) és B =(p1,...,0,) multiindexekre

(i)/BHlelte DB f(t) = (27;” 7 / e 1T Do (P f(2)) da . (2.4.16)
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Ebbdl kovetkezik, hogy a Fourier-transzformaci6 az S(IR™) teret énmagédba képezi.
Valéban, a (2.4.16) képletbdl

. ; 1
. B +1,..8
(Ht,) D] S gy [0 5]
i=1
vagyis
s c
t*DPf(t)] < =5
[t*D7f(t)] < Mt
Ez mutatja, hogy t*DPf eltiinik a végtelenben. Tehdt f € S(IR") esetén f €
S(R™).

Meg akarjuk mutatni a Fourier-transzformacié folytonossagat is.

1D f (1)) < C/(l + 12l ™A + llzl13)* |DY (27 f ()| dz <

C'sup{(1 + [|z[3)*|D* (2" f)(2)| : = € R"},

AN

ha k olyan nagy, hogy (1 + ||z||3)~* integrélhat6. Ekkor

Ta,3(f) < C'pir(2° fn()),

ha r > |a|. Amennyiben f, — 0, akkor 27 f, () — 0 és py»(2° fu(x)) = 0. Az
elébbi egyenlStlenség miatt rq g(f) — 0. O

A Fourier-transzformacié az S(IR) Schwartz-teret dnmagéba viszi. Megkérdezhetd,
hogy a Fourier-transzforméciénak mint

(SR, I -1lp) = (SIR)., [ - [lq)

leképezésnek mennyi a norméja a killonb6z6 1 < p,q < oo értékekre, azaz a

/ |f<x)|qctx]1/q |

C(p,q) := sup W 1 f#0, feSR)

szdmra vagyunk kivdncsiak. A kovetkez6 fejezetben targyalt Plancherel-tétel azt
mondja, hogy C (%, 3) = 1. Ha p és ¢ nem konjugdltak, vagy p > 2, akkor C(p,q) = +0o0.

Amennyiben konjugdltak, és 1 < p < 2, akkor

(2mq) !/

C(p,q) = @rp) /7

Az eredményt Beckner bizonyitotta 1975-ben a klasszikus Hausdorff-Young-
egyenlbtlenség élesitéseként. Lieb megmutatta 1990-ben, hogy az

I£lle = O, Dl fll,
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egyenliség (az 1 < p < 2 és f # 0 esetben) csak Gauss-fiiggvényekre teljesiil, tehdt
f(x) = Aexp(—Bz? + Cx). &

Az S multinormélt tér folytonos linedris funkciondljait temperdlt disztri-
biciéknak nevezziik, ezek alkotjdk az S' teret. Egyébként S’ is multinormalt
tér. A Fourier-transzformécié a dualitds segitségével értelmezhetd a temperdlt
disztribiciékon. °

2.5. Gyakorléfeladatok
1. A norménak melyik tulajdonsigai teljesiilnek a C[a, b]-n értelmezett
p(f) = [£(b) — f(a)]
funkciondlra?

2M Legyen p; és ps két norma egy linedris téren! Igazoljuk, hogy p(x) = p1(x) +
p2(x) és q(x) = max(p1(x),p2(x)) ugyancsak normak!

3M Bizonyitsa be, hogy ha x, — = és y, — y egy normdlt térben, akkor

Tn+ Yn > T+ Y!

4. Bizonyitsa be, hogy ha z, — x egy normdlt térben, és A, — A egy
szamsorozatra, akkor A\,z, — Axz!

5M Bizonyitsa be, hogy ha z, — 2 egy normélt térben, akkor n~!(z; + x5 +
. Zy) o !

6M Tgaz-e, hogy fn(z) = nz/(1 + na?) Cauchy-sorozat C[0,1]-ben?

7. Mutassa meg, hogy normdlt térben Cauchy-sorozatok Osszege Cauchy-
sorozat!

8. Mutassa meg, hogy ha egy normélt térben minden Cauchy-sorozatnak van
konvergens részsorozata, akkor a tér teljes!

9. Konvergensek-e a C[0, 1] térben a kdvetkezd sorozatok a. z,(t) = t™ — t"+1
b. yn(t) = t" — 277

10M Konvergens-e az z,(t) = t"*!/(n + 1) — t2"+2/(n + 2) sorozat a C|0,1],
illetve C1[0,1] terekben? (A C1[0,1] térben

[1f]] :==sup{|f(z) : 0 <2 <1} +sup{|f'(z): 0 <z <1}
a norma.)

11. Zért alteret alkotnak-e C[0,1]-ben a. a legfeljebb n-edfokd polinomok, b. a
pontosan n-edfokd polinomok?

12. Nyilt halmazt alkotnak-e Cfa,b]-ben az olyan f fiiggvények, amelyekre
|f(®)] <17 (a <t < b rogzitett szam.)
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13. A kétvéltozds polinomokon tekintsiik a

Ip(z, )| := sup{[p(z,y)| : 0 <z < 1,0 <y <1}
Folytonos-e az igy kapott normaélt téren a

93
0%z 0y

differencidloperator?
14. Igazolja, hogy normalt térben konvex halmaz lezirdsa is konvex!

15M Legyen A és B két konvex halmaz egy normélt térben! Az AUB, AN B és
A + B halmazok koziil melyik konvex?

16. Igazolja, hogy az £2 térben az aladbbi halmazok konvexek: a {z € £2 : |z,| <
27"}, b, {z € 2 : Y n?|z,|? <1}

17. Az f — f(1) funkcional folytonos-e a C[0, 1] téren, ha azon a. a szokdsos sup
normét, b. az L? normat tekintjiik?

18M Legyen X1 és XQ két normaélt tér és A : X1 — X2 B : X1 — XQ két
folytonos linedris leképezés! Igazolja, hogy {x € X1 : Az = Bz} zirt linedris
altér X;-ben!

19. A folytonosan differencidlhaté [a, b] — IR fliggvények terén legyen

b b 1/2
f1l = V f2(t)dt+/ [ () dt] .

Igazolja, hogy ez norma! Banach-teret alkotnak-e a folytonosan differen-
cidlhaté fiiggvények ezzel a norméaval?

20M Lehet-e egy Banach-tér valédi részhalmaza egyidejiileg zart és nyilt?
21M Mutassa meg, hogy )
L= | soa
(0, 1] folytonos linedris transzforméciéjat értelmezi!

22M Létezik-e olyan folytonos linedris funkcional a korlatos sorozatok £ terén,
amely konvergens sorozatokhoz a hatarértékiiket és az 1,—1,1,—1,... soro-
zathoz a t € IR szamot rendeli?

23. Igazolja, hogy f,g € Coo(IR™) esetén f - g € Coo(IR")!
24. Igazolja, hogy f,g € S(R") esetén f-g € S(R™)!
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25. Igazolja az 1. lemmat! (Utmutatés: Adjon geometriai interpretaciét az

b4

a ap b
A1=/ 2P ldr = — és A2:/ Yy ldy = —
0 p 0 q

teriileteknek, gondolva arra, hogy az zP~! és az y?~! fiiggvények egymaés
inverzei!)

26. Tekintsiik a C" téren a || - ||, normdkat. Adjunk meg olyan C; és Cy szdmokat,
hogy || - [l < Cill - [I» < Call - I, 1 < p,7 < 00!

27. Mutassa meg, hogy integrilhaté fiiggvény Fourier-transzformaéltja folytonos!

28. Tekintsiik a matrixok M, (IR) téren a || - ||, p-normét és a || - || operdtornormét!
Adjunk meg olyan C; és Cy szdmokat, hogy || - |l, < Cil| - || < Cal| - I,
1<p< ool

29. Legyen X a C[0,1] tér polinomokbdl 4ll6 altere! Folytonos-e X-en a diffe-
rencidlis linedris operator?

30M Legyen X és Y két normalt tér! Az {(z,y) : z € X,y € Y} parok lineéris
teret alkotnak a koordinatankénti miveletekkel. Mutassuk meg, hogy

NG9l = llzll + [yl és [z, 9)llo = Vl=[I* + [ly[|>

ekvivalens normék ezen a téren!

31. Legyen P a valés egylitthatés polinomok tere ellatva a

[Ipll := sup{|p(z)| : 0 <z <1}

normdval! Igazoljuk, hogy az f : p — p(2) funkcionél linedris, de nem folyto-
nos P-n!

32. Legyen ¢ : C¢[0,1] — C olyan komplex linedris funkciondl, amelyre ||| =
©(1) = 1! Mutassa meg, hogy f > 0 esetén o(f) > 0! (Utmutatés: a.
—1<g<1lesetén ||gxni|| < vn2+1ezért |p(g) £ni| <vn2+1. b. Az
el6z6 g fiiggvényre p(g) € [-1,1]. c. Legyen 0 < f < 1 és alkalmazzuk b-t
az g = f és g = 2f — 1 fiiggvényekre.)

33M Legyen f egy linedris funkciondl egy E normélt téren! Igazoljuk, hogy f
pontosan akkor folytonos, ha kerf := {z € E : f(z) = 0} zirt linedris altér!

34. Igazoljuk, hogy minden véges dimenziés normélt tér Banach-tér!

35M Legyen Cy(IR™) a végtelenben eltiiné folytonos fiiggvények vektortere a sup
normaval! Banach-tér ez?

36. A kompakt tartji IR-en értelmezett folytonos fliggvények vektorterét a sup
norméval tekintjiik. Mi a tér teljes burka?
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37. Legyen C.(IR) az IR-en értelmezett kompakt tartdju folytonos fiiggvények
tere a sup-norméval, és legyen X a C..(IR) teljes burka! Igazolja, hogy minden
J € X esetén lim, o, f(x) = 0 teljesiil!

38M Siiriin vannak-e az L]0, 1] térben azok a polinomok, amelyek integralja 0?

39. Az IR"™ téren tekintsiik a p-normdkat! Mutassuk meg, hogy

i
lim ], = o/l !

40. Mutassuk meg, hogy ¢! C £2, de van olyan £2-beli sorozat, amely nem ¢'-beli!
41. Mutassuk meg, hogy az ¢! tér teljes!

42. Jelolje ¢ a konvergens komplex szdmsorozatok terét az ||z|| = sup{|zn|}
normaval!l a. Mutassa meg, hogy a tér teljes! b. Irja le a ¢ tér dudlisit!

43. Legyen g € C[0,1] és értelmezziink egy A : C[0,1] — C[0, 1] lineéris operatort
az Af(z) = g(z) f(x) képlettel. Mi A spektruma?

44. Fugg-e egy linedris A : R" — IR" transzformécié spektruma attél, hogy
melyik || - ||, normdt tekintjik IR"-en, 1 < p < 00?

A)Z 2A!

45M Tgazolja kozvetleniil sorfejtéssel, hogy egy korlatos A operatorra (e =e

46. Legyenek A és B egy Banach-tér felcserélhetd operdtorai! Mutassuk meg a
hatvénysorok atrendezésével, hogy exp(A + B) = exp A exp B!

47. Szémoljuk ki a t > sin(tA) fiiggvény Frechet-derivaltjit, ha t € IR és A egy
Banach-tér korlatos operdtora! Altaldnositsuk az eredményt!

48. Legyen K C IR™ konvex zart halmaz és
F(z)=inf{|lz —y|2 : y€ K}.
Szamolja ki az F' : R™"\K — R funkciondl dF(z, h) Gateaux-differencialjit!

49. Mutassuk meg, hogy egy Banach-tér nyilt halmazin értelmezett operator
folytonos azokban a pontokban, ahol Frechet-értelemben differencidlhaté!

50M Legyen S konvex halmaz egy Hilbert-térben! Mutassa meg, hogy az
F(z) = inf{[le —y[| : y € S}
konvex funkciondl! (F(z) az x pontnak az S halmaztdl val6 tdvolsdga.)

51. Tekintsiik a C" teret a p-norméval, 1 < p < 00, és legyen K C C™ egy konvex
zart halmaz! Milyen p értékekre teljesiil a Hilbert-térben megfogalmazott
Riesz-lemma, allitdsa?
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52. Legyen
1
@: LY3[-1,1] = C f=e(f) ::/ f(z)z® dx
0
funkciondl! Hatdrozza meg ||¢|| értékét!

53. Mutassuk meg az 22. példat kovetve, hogy az S(IR™) multinormélt térnek az
L?P(IR™) normalt térbe val6 bedgyazés folytonos!

54* Legyen p egy valds egylitthatés polinom, és tekintsiik azt a P : M,(IR) — R
funkciondlt az n x n-es métrixok terén, amelyet a

P(A4) = Tr p(A)

képlet értelmez! Mutassa meg, hogy dP(A,H) a Gateaux-differencial
Tr p'(A)H!

55* Legyen p egy valds egylitthatés polinom, és tekintsik a P : M,(IR) —
M,(R), A — p(A) leképezést az n x n-es matrixok terén! Mutassuk meg,
hogy ha A = Diag (A1,...,An) diagondlis matrix, akkor a dP(A) Frechet-
derivalt az aldbbiak szerint adhaté meg!

dP(A)(H):j = HijLij ,

ahol ) o)
PlAi) — DA
—————= ha AN #)\;,
Li; = PSSV 7
pl()\i), ha X\ = )\j .

(Utmutatas: Elészdr végezziik el a szamolast az p(z) = 2™ esetben, majd
alkalmazzuk a linearitast!)

56. Mutassa meg, hogy C|a, b] szeparabilis! (Egy teret szeparabilisnek mondunk,
ha van benne megszamlalhat6 siirti halmaz.)



