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Elso fejezet

1. Hilbert-terek és korlatos operatoraik

Az absztrakt Hilbert-tér fogalma a kvantummechanikdval egyidében alakult ki, jelentds részben Neu-
mann Janos munkdiban. A Hilber-tér 1ényeges eleme a belsd szorzat, ami a vektorok skaldris szorzatéira
emlékeztet. A Hilbert-tér maga az euklideszi tér végtelen dimenzids altaldnositisa. A bels6é szorzat
meghataroz egy metrikat a téren, az euklideszi esethez hasonldan.

1.1 Nevezetes Hilbert-terek és nevezetes bazisok

Legyen H egy linedris tér a komplex test felett. A kétvaltozds (-, -) : H x H — C fliggvényt belsd
szorzatnak nevezzik, ha

(1) (& +y,2) =(z,2) + (y,2) (z,9,2 € H)

(2) (\z,y) = XMz,y) A€ C, z,y € H)

() (z,y) = (y,2) (z,y € H)

(4) {(z,z) > 0 barmilyen z € H esetén és az egyenléség csak x = 0 mellett 4ll fenn.

Az (1-2) tulajdonsigok azt jelentik, hogy a bels§ szorzat konjugdlt linedris az els6 valtozoban. A (3)
tulajdonsdg maga utdn vonja, hogy a masodik viltozéban pedig linedris. A belsd szorzat a

=]l := v/{z, )

formuldval normét hatdroz meg. Az
lz +yll < ll=ll + llyll

haromszogegyenlStlenség teljesiilése a belsd szorzat (x + ty,z + ty) > 0 tulajdonsigibdl kovetkezik,
t € IR. Ha H teljes erre a norméabdl adédé

d(z,y) =: ||z -yl

tavolsagra nézve, akkor a (H, (-, -)) part Hilbert-térnek nevezziik. Ha igy gondoljuk, hogy vildgos mi
a bels6 szorzat, akkor rendszerint H Hilbert-térrdl beszéliink.

1. példa: A legegyszeriibb példa a komlex szdm n-sek tere: C". Itt a belss szorzat (z,y) = Y i iy
nem mas mint a vektorok szokdasos skaldris szorzata.

O

2. példa: Legyen (X,B,pu) egy mértéktér és L%(u) a megfeleld L2-tér, a négyzetesen integralhatéd
fiiggvények tere. Az

(f.9) = / F@o(z) du(z)

belsé szorzattal egy Hilbert-térhez jutunk. A belsd szorzat tulajdonsigai teljesiilnek, a tér teljességét
pedig az LP-terek altalanos elméletébdl tudjuk.



O

Ha (x,y) = 0 egy Hilbert-tér vektoraira, akkor z-et és y-t ortogondlisnak nevezzik és az x L y jelolést
hasznéljuk. Ha H C H, akkor H+ := {x € H : x L h minden h € H-ra }. Barmilyen H C H halmazra
H+ zart altér. Vektorok egy {z;} csalddjt ortonormdltnak nevezziik, ha (z;, z;) = 1 és (z;,z;) = 0, ha
i # j. A maximélis ortonormalt rendszer neve bdzis. A bazis szdmossdga a tér dimenzidja. (Barmely
két bazis ugyanolyan szdmossigu.)

3. példa: C™-ben a szokdsos bazis

el = (170707"'7070)7
es = (0,1,0,...,0,0),
en1 = (0,0,0,...,1,0),
en = (0,0,0,...,0,1).
C" végtelen dimenziés analogonja az (2(IN) tér. FEz azokbél az x = (z1,72,...) komplex

. 71 4 2 ..z
szadmsorozatokbdl all, amelyekre }  |z,|* véges.
(z, ') := E Fnxh
n
A tér kanonikus bdzisa a

0, = (0,0,...,1,0,...) (az egyes az n—edik helyen van)

vektorokbdl &ll, n € IN. Gondoljuk meg, hogy {d, : n € IN}. valéban bézis. A bels§ szorzds értelmezése
szerint (0,,0,) = 0, ha n # m és ||0,|| = 1. Tehdt a §,, vektorok egy ortonormélt rendszert képeznek,
és azt kell még megmutatni, hogy ez maximalis, azaz nincs olyan z = (1, z2,...) egységvektor, amely
minden §,-re merdleges. Mivel {,,, z) = x,, csak a 0 vektor lehet mer8leges mindegyik 4, vektorra.

Maga Hilbert egyébként az ¢?(IN) teret tekintette “Hilbert-térként”, és sokaig a Hilbert-féle ko-
ordindta tér elnevezés is haszndlatos volt a véges dimenzids euklideszi koordindta térrel valé hasonldésigot
hangsilyozandé. A fenti absztrakt értelmezés valgjadban Neumann Janos érdeme.

Legyen H := {zx € {>(IN) : z, = 0 ha n péros } és legyen Hy := {z € H : z,, = 0 véges sok n
kivételével }. Ekkor
Hi = H+ = {z € /*(IN) : z,, = 0 ha n pératlan} .

A példéban H++ = H, de Hi+ # H.

O

4. példa: Ha G tetszéleges megszdmlalhaté halmaz, akkor £2(G) jeloli azoknak a G-n értelmezett f
fiiggvényeknek a terét, amelyekre
S 1f(9))? < 0.

geG

£2(G)-n a belsd szorzat £2(IN) mintdjira értelmezhetd, és egy Hilbert-térhez jutunk.
O
Bizonyos fiiggvényterekben polinomokbdl allé bazist lehet kontsrudlni. Errél szélnak a tovabbi

példak, amelyek egyben bevezetik a leggyakrabban haszndlt ortogondlis polinomrendszereket, a
Legendre-, a Hermite- és a Laguerre-polinomokat.



5. példa: Az L?[—1,1] térben a folytonos fiiggvények siirti halmazt alkotnak. Valéban, az egyik
lehetséges 1t, amin eljuthatunk L?[—1,1]-hez az folytonos fiiggvények C[—1,1] terén keresztiil vezet.
1,9 € C[—1,1]-re értelmezziik az

(f.9) = / F@(e) de

bels6 szorzast egyszeri Riemann-integral segitségével, majd a

p(f,9) =vV{f—9,f—9)

tavolsaggal kapott metrikus tér teljes burkdt vessziik. Ez lesz L?[—1, 1]. A teljes burokkal val$ értelmezés
miatt C[—1,1] stiri L?[—1,1]-ben. Ugyanakkor a polinomok stiri halmazt alkotnak a Weierstrass-féle
approximécids tétel szerint a C[—1,1]-ben az egyenletes konvergencidra nézve: Ha f € C[—1,1], akkor
van olyan p, polinom sorozat, amelyre

sup{|f(z) = pn(z)|: -1 <2 <1} = 0.

Azonban

1
p(f,pn) = \//_1 |f(2) = pa(@)2dz < \/2sup{|f(z) — pn(z)| : -1 <z < 1},

ezért p, — f a Hilbert-térben. Ez azt jelenti, hogy a polinomok siiri halmazt alkotnak a C[—1, 1]-ben
a Hilbert-tér metrikdjdra nézve is. Végeredményben a polinomok stirtin vannak L*[—1,1]-ben.

Az 1,z,22,. .. sorozatra alkalmazhatjuk a Gram-Schmidt-féle ortogonaliz4cids eljardst: Megkeressiik
az a linedris z + a; polinomot, amely merdleges po(z) := 1-re, ez maga pi(z) := z (a1 = 0). Ezutdn
meghatdrozzuk azt a 2 + azx + bo kvadratikus polinomot, amely po-ra és p;-re is ortogondlis, és gy
tovdbb. Polinomoknak egy olyan p,, ortogonélis sorozatdhoz jutunk, amelynek n-edik tagja egy n-edfoki
polinom. Mivel nincs olyan fiiggvény, amely minden polinomra ortogondlis, ez a rendszer alkalmas
normalésal egy bézis, amelynek elemei egy szorzéfaktortdl eltekintve a Legendre-féle polinomok. Az
n-edfoku Legendre-polinom a
1 a
~ 2np! dzn

n! (2n
2n\n /)’

és ez az a szorzétényezd, amiben P, § a féegyiitthatéra normélt p,, kiilonboznek.

P,(z) (2 —1)" (1.1)

képlettel adhaté meg. A féegyiitthatd

[|Pr(x)]| # 1, ugyanis

1
2
P, 2dg = ) 1.2
/_ll"(x)| dr =5 =7 (1.2)

A fenti eljaras altaldnosithatd. Induljunk ki a
(1—az)™28  (j=0,1,2,...)
sorozatbdl, aminek linedris burka stirti L2(—1, 1)-ben. Ha ezt a sorozatot ortogonalizaljuk, akkor a

1 dn+m

m — _ 2\ym/2
Pi@) =(1-a7) 2nn! dgntm

(2 = 1)" (1.3)

fliggvényekhez jutunk. Rogzitett m-re n értékei m,m + 1,m + 2,.... Vildgos médon m = 0 adja vissza
a Legendre-polinomokat. P (x) neve asszocidlt Legendre-figguény. TetszOleges m € Z " -ra
2n+1(n—m)\1/2_ _



egy bézis.

Az asszocislt Legendre-fiiggvény P (x) kielégiti az

2
(1—2?)f" —2zf + (n(n+1) _IT—x?) f=0 (1.5)
differencidlegyenletet. m = 0-4t véve kapjuk a Legendre-féle polinomok (Legendre-féle) differen-
cidlegyenletét:

(1-2%)y" — 22y’ +n(n+1)y =0. (1.6)
Ez egy masodrendi differencidlegyenlet, amelynek két linedrisan fiiggetlem megoldsa van. Azonban az
egyetlen polinom megoldas a a Legendre-féle polinom P, (x).

6. példa: Definidljunk egy p mértéket a szamegyenesen a

o0 2

w(B) = / xpe~ ¥ dz
—0oQ

képlettel. (u-t Gauss-mértéknek hivjik, és csak normdlé tényez6ben kiilonbozik a valésziniiségszé-

mitdsban megszokott normélis eloszldstol.) Mivel a mérték e’ strliségfiiggvénye gyorsan tart 0-hoz

+o00-ben, a polinomok stirfin vannak az L?(u) térben. Most is alkalmazhatjuk az 1,z,z?, z%,. .. sorozatra

a Gram-Schmidt-féle ortogonalizicidt, és egy ortogondlis polinomrendszerhez jutunk.

Legyen
2 d" _p2
Teljes indukciéval kénnyen igazolhatd, hogy H,(z) egy n-edfoki polinom, amelynek féegylitthatdja 2.
(1.7)-et differencidlva kapjuk a

H) (z) = 2zH,(z) — Hpy1(z) (1.8)
egyenletet. f(z):=e = ismételt differencidlassval
dn+1 n n—1

d

f(@) =0.
Ezt megszorozva a (—1)"e®” faktorral azt kapjuk, hogy
Hyi1(z) —2zHpy(x) + 2nH,_1(z) =0, (1.9)

ami lehet6vé teszi a H,(z) polinomok rekurziv kiszdmoldsdt. A rendelkezésre allé6 egyenletek kom-
binéldsaval kapjuk még a
H)(z) =2nHp_1(z), (1.10)

H!(z) — 2zH] (z) + 2nH,(z) =0 (1.11)

tovabbi Gsszefliggéseket. Ismételt parcidlis integraldssal jutunk a

[ @) s = [ o)
e n(@)v(z)de = [ e 7 Zu(z)de
formuldhoz, amely barmilyen v(z) polinomra érvényes. Nevezetesen, ha v(zx) fokszdma n-nél kisebb,

akkor a jobb oldalon 0 &ll, tehat H, (x) mer6leges minden nila alacsonyabb fokszdmi polinomra, azaz
a Ho(z), Hy(x),-..,H,_1(x) polinomokra is. Ha v(z) helyébe H, (x)-et teszlink, akkor az adédik, hogy

/e_’”szL(x) dr = 2"n!/e‘”"2 dr = 2"nl\/7.



Ezért a normalizalt 1
H(2) = — e Ho (3) (1.12)

V2rnl/m

Hermite-féle polinomok az L?(u) tér bazisat alkotjdk.

O

7. példa: A polinomok sfir{in vannak az L?>(IR™", e~% dx) térben, ezért a korabbiakhoz hasonléan van a
térnek polinomokbdl all6 bazisa.

e’ d" n_—zx
L,(z) = de_n(”“" e”)

n-edfoki polinom, amelynek fegyiitthatdja (—1)™/n!, neve Laguerre-polinom.

A tovébbiakban az altaldnosabb L?(IR™,e~?z® dx) teret tekintjiik, ahol a > —1 egy paraméter. Az
2 d
xd—xg+(a+1—x)£+nv:0 (1.13)
masodrend(i differencidlegyenletnek n € IN esetén egyetlen polinom megoldésa van, ez

L) () = Zn: (ZL * ;x) (=

!
i=0 a

ami a kozonséges Laguerre-polinomok 4ltaldnositasa, asszocidlt Laguerre-polinomoknak is hivjak Gket.

Mivel d
L@ = -L (@),

az « paraméter egesz értékeire az asszocidlt polinomok a kozonséges polinomok derivaltjai.

Az asszociélt Laguerre polinomok norm4jit az

/ ~ =200 (L@ (@) dz = T(a + 1) (" + 1) (1.14)
0 n

integral adja meg.

A Laguerre-polinomokbél az L2(IR™) térben is kaphatunk egy bézist:
n+a\ 2
A = L) (z)e™2/ 252/ D (a + 1)—1/2< ) : (1.15)
n

Az ortogonalitasi relacidkat felirva, lathatjuk, hogy azok L%a) (z) ortogonalitdsira mennek vissza az
L*(R*, e *2* dz) térben.

A hédrom polinomcsalddra vonatkozd képletek meglehetésen kiilonbozéek, de némi hasonlésdg is
felfedezhet6. Nevezetesen, van egy-egy masorendli differencidlegyenlet, egy-egy generatorfliggvény,
amibdl ismételt differencidldssal a polinomok megkaphatdk, és egy-egy rekurziés formula, amit csak
a Hermite-polinomokra adtunk meg.



1.2 Bazis szerinti kifejtés

Egy Hilbert-tér barmely vektora sorba fejthet egy adott bézis szerint, és igy a vektor az egyiitthatdk
sorozatdval adhaté meg. A bézis koorditatarendszerként hasznalhato.

1. tétel: (Bessel-féle azonossig) Legyen {z,})_, ortonormalt rendszer a Hilbert-térben és x egy
tetszéleges vektor. Ekkor

N N
el = 3" Nz, 2P + [z = 3 (@, 2)en
n=1 n=1

Bizonyitds: Induljunk ki a kovetkezd azonossagbdl:
N N
= (n,z)Tn+ (;U - Z(xn,x)xn> :
n=1 n=1

Ellendrizziik, hogy a két tag merdleges egymadsra, és ennek figyelembevételével szdmitsuk ki az (x,x)
bels6 szorzatot.
O

Az el8zd tétel feltételei mellett

N
l2l* > D [, z) (1.16)
n=1

ami a Bessel-egyenldtlenség.

2. tétel: Legyen {z; : i € I} egy bdzisa a H Hilbert-térnek. Ekkor barmilyen x € H vektor el64ll

T = Z(xi,x)a:i

i

konvergens sor alakjaban, és

el = 3 IGws, )

(A 3" (x;,x)x; sor xz-nek az adott bdzis szerinti kifejtése.)

Bizonyitds: Ha I véges halmaz, akkor az llitds kvetkezik az el6zd tételbdl. A lényeges eset |I| = oo.

Tekintetbe kell venniink azt a lehetOséget, hogy az I halmaz esetleg nem megszamlalhaté. A (1.16)
egyenlGtlenség szerint

sup{ Z [z, 2)|>: Ip C I véges} = sup{ Z (ziz)|>: o C T megszémlélhat(’)} <
i€lo iclo

és J := {i € I : |(wi,x)|? # 0} egy megszamlalhat6 halmaz. Ha sziikséges, akkor H egy zdrt alterére
attérve feltételezhetjiik, hogy I megszamlalhatd, I = IN.
A fenti okoskodds azt is adta, hogy >, [(2;,2)|> < 0o. Legyen y, = > i, (%, z)x;. Ekkor

n n

lyn —yml® = || 3 (woo)z]® = 3 i, o)

i=m+1 i=m-+1



ha n > m. Ez mutatja, hogy (y,) Cauchy-sorozat, létezik egy y limesze. Mivel
(x—y,z;) = li£n<$ —Yn, %) =0,

z =y. Ebbdl persze az is adédik, hogy ||z||? = lim, [jy.|* = X, [{zi, )|
O

A tétel mutatja, hogy a béazis jelentOsége tobbek kodzott abban van, hogy a tér tetszéleges vek-
tora sorbafejthetd egy adott bdzis szerint. Ha van megszamlalhaté bazisa a térnek, akkor minden vek-
torhoz hozzarendelhetjiik a bazis szerinti kifejtés egyiitthatdinak sorozatat. Ez a sorozat az négyzetesen
osszegezhetd, tehat az £2(IN) tér egy eleme. Igy kapunk egy transzforméciét az adott Hilber-térbdl £2(IN)-
be, ami rdképezés is. Minden megszamlalhaté bazissal rendelkezd, szepardbilisnak mondott, Hilbert-tér
lényeg’eben azonos az £2(IN) térrel. Ez a tény azonban nem teszi feleslegessé az egyéb terek haszndlatat.

8. példa: Az L?(0, ) térben bézist alkotnak az

folz) = \/gsin nx (1.17)

fiiggvények, és ennek megfeleléen minden g € L2(0, ) fiiggvény g = ., an fn ortogondlis sorba fejthetd.
A sorfejtés L2-normdban konvergal az el6z6 tétel szerint. (A Fourier-sorok elméletébél tudjuk azonban,
hogy példaul egy folytonos g esetében a sorfejtés pontonként is konvergél.)

O
1.3 A Hilbert-tér geometrigja
A kovetkez6 lemma bizonyitasdban fel fogjuk hasznalni a paralelogramma azonossdgot:
lz =yl + llz + yII” = 2llz|I” + 2lyII* , (1.18)

ami egyszerien kovetkezik, ha a normanégyzeteket kifejezziik a bels6 szorzat segiségével.

1. lemma: (Riesz-lemma) Legyen K egy konvex zdrt halmaz a H Hilbert-térben, z € H és
d=inf{|lz—y| : ye K}.

Ekkor létezik egy és csakis egy xo € K pont, amelyre ||z — xo|| = d. (Azt mondjuk, hogy zo K-nak
x-hez legkdzelebb esé pontja.)

Bizonyitds: Feltehetd, hogy d > 0. Vaélasszunk ki egy x, sorozatot a K halmazbdl, amelyre
limp, 00 || — 24|| = d. Ekkor
l(@n — 2) — (& — 2)|1?

= 2llon — all® + 2llzm — 2l” = (20 — 2) + (Tm — )|
2

|7 — a,‘m||2

Tn + Ty
2

= 2||$n - $||2 + 2||5Um - 1"”2 -4

< 2lzn — x| + 2|z, — z|)* — 4d* .

(Itt a mésodik egyenl6ség a paralelogramma azonossig alkalmazésa, az utolsé egyenlétlenségben pedig
azt hasznéljuk, hogy (z, + zm)/2 € K a konvexitds miatt, és igy ||(zn + 2m)/2 — z|| > d.)



Becslésiink azt mutatja, hogy (x,) egy Cauchy-sorozat, aminek van egy xo hatrértéke. Mivel K
zart halmaz, zo € K és nyilvéan ||z — zo|| = d. Ezzel zq 1étezését beldttuk. Két kiilonboz6 “legkdzelebbi”
pont nem lehet, mert akkor az 6ket Gsszekdtd szakasz felezGpontja z-t6l d-nél kisebb tavolsigra lenne.
(Ismét paralelogramma azonossag!)

O

3. tétel: (Projekcié tétel) Legyen M a ‘H Hilbert-tér zdrt altere. Ekkor egy tetszbleges « € H vektor
felirhaté © = xy + y alakban gy, hogy ©o € M ésy L M.

Bizonyitds: Legyen xq az x-hez legkozelebb esd pontja M-nek, és d = ||z — zo||. (M-re alkalmazzuk
a megel6z0 lemmat.) Legyen y = x — zg. Ekkor y L M igazoldsa van hitra. Haw € M ést € IR, akkor
d® < ||z — (zo + tw)]|* = d® + #*||w]|* — 2t Re (y, w) .
Minden t € IR ez csak akkor teljesiil, ha
Re(y,w) =0.

Mivel ez tetszileges w € M esetén fenndll, y L M.
O

Azt a hozzdrendelést, amely a tetszbleges x vektorhoz, a tételben adott zg-at rendeli, M-re vald
vetités operdtornak nevezziik. Mivel az = ¢ # y felbontds egyértelmii, a vetités egy linedris operdtor,

amelynek képtere M és magtere M+ = {z € H : (z,y) = 0 minden y € M-re }.

9. példa: Tekintsiik a H = L?(—1,1) Hilbert-teret, és legyen M a legfeljebb N-edfoki polinomok &ltal
kifeszitett (zért) altér. Ha f € L%(—1,1), akkor legyen fo az f-hez legkdzelebb es6 M-beli vektor.

L?(—1,1)-ben bazist alkotnak a normalizalt Legendre-polinomok:

~ 2 1
Byi=+/ ”; Pu@) (n=0,2,..)

f-nek van kifejtése ebben a bazisban, f = ¥, ¢, B,. fo nem mas, mint 3~ _ ¢, B,.

Ez a minimum tulajdonsiga nem csak a Legendre-sorfejtésnek, hanem &ltaldban a hasonld, néha
dltaldnositott Fourier-sornak nevezett, ortogondlis kifejtéseknek is megvan.

10. példa: Tekintsiik a H = L2(X,A,u) Hilbert-teret egy (X,A,u) mértéktér felett. Ha Ay o-
részalgebraja A-nak és po = plAo, akkor M := L?(X, Ao, p0) C H zart altér. A projekcié tétel
biztositja az E : H — M projekciét, amit a valészinliségelméletben Ag-ra vonatkozd feltételes vdarhato
érték operaciénak neveznek. Ha f € L?(X, A, ), akkor E(f) f-nek a legjobb kozelitése az Ag-mérhetd
fiiggvények kozott.

O

A H Hilbert-tér H C H részhalmazét teljes rendszernek mondjuk, ha H+ = {0}. Egy sfirti halmaz
mindig teljes. (Ennek megforditdsa nem igaz, viszont teljes halmaz linedris burka sfir(.)



1.4 Operatorok, funkcionalok és formak

A 7 Hilbert-tér egy A lindris operdtorat korldtosnak mondjuk, ha van olyan C szédm, hogy ||Az|| < C||z||
minden z vektorra. Az ilyen C' szdmok infimuma

Al := sup{[|Az|| : z € H, [|=[| =1},

az A operdtor normdje. Egy altérre valé vetités operdtora korlatos, és norméja 1. Azokat a lineéris
operatorokat, amelyek normaéja legfeljebb 1, kontrakciocknak is szoktak nevezni.

Emlékeztetiink arra a tényre, hogy egy linedris operdtor pontosan akkor korldtos, ha folytonos. A
‘H Hilbert-tér Gsszes korldtos operdtorainak halmazira a B(H) jelolést hasznéljuk.

11. példa: Tekintsiik a H = L?(0,a) Hilbert-teret és az
(Af)(z) = zf () (f € L*(0,a), 0<z<a)
linedris operatort.

|AfIP* = /0 2*|f ()| dz < a2/0 |f (@)|* dz = a?| fII”

Ez a becslés mutatja, hogy ||A|| < a. Legyen

e = { Y oo Sa<a

10 kiilonben.

Ekkor ||f.|| = 1, és

a 3_ (g — 3
|Af? = ’ndz = (a” = (a=1/n)")n — a’.
a—1/n 3

Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy [|A]| > a, tehdt ||Al| = a.

O

Egy normalt tér dudlisdn folytonos lineédris funkcionéljai terét értjiik. A kovetkez6 tétel azt fejezi ki,
hogy a Hilbert-tér esetében a dudlis tér magdaval a térrel van kolcsonosen egyértelmii kapcsolatban.

4. tétel: (Riesz-Fischer-tétel) Minden T' € H* linedris funkciondlhoz egyértelmiien taldlhaté egy
yr € H vektor, amelyre T'(z) = (yr,z) (v € H). Tovdbba ||lyr||n = ||T'||2--

Bizonyitds: M ={x € H : Tx = 0} zart altér. Az M = H eset trividlis, ekkor T = 0 és yr = 0
megteszi. A tovdbbiakban feltessziik, hogy M # H. Ekkor a projekcié-tétel szerint van xg L M vektor,
[lzo|] # 0. H barmely y eleme

_ T(y) T(y)
y‘@ TmﬁQ+Tm)°
alakban irhatd, azaz M és x( linedrisan kifeszitik H-t. Az
_ T(zo) .
T Yol ™

definiciéval T'(y) = {yr,y) konnyen ellendrizhetd. A normsk megegyezése:

T = sup{IT(@)] : [}zl <1} = sup{|{yr)| : [lal] < 1}
< sup{llyzll - llz] : flall < 1} = lye]l -
yr yr
iy = mMW@MHNSHZT(——>=@n——>=Mﬂ-
[lyr|| [yl

10



O

A tételben megkonstrudlt T + y7 megfeleltetés nem linedris, mert yxr = AT. (Konjugdlt linedrisnak
mondjuk.)

A B:H xH — C alaki kétvaltozds fiiggvényt korldtos formdnak fogjuk nevezni, ha

(1) az els6 valtozdban konjugilt linedris
(2) a mésodik véltozéban linedris

(3) létezik egy olyan C' > 0 szam, amelyre |B(z,y)| < C|lz|| - |lyll-

Legyen A € B(H) és B(z,y) := (z, Ay) x,y € H esetén. Ekkor B(z,y) egy korldtos forma, ugyanis
|B(z,y)| < |lzll - |1Ayl] < Al - l|lz|| - |lyl]. Tehdt minden korldtos operdtorhoz tartozik egy korlatos
forma. A Riesz-Fischer tétel kbvetkezménye az a tény, hogy kolcsonosen egyértelmli megfeleltetés van a
korldtos formék és a korlatos lineéris operatorok kozott. Legyen B(x,y) egy tetszOleges korldtos forma.
Ekkor rogzitett © € H-ra y — B(z,y) egy korldtos linedris funkciondl és létezik egy ya vektor amelyre
B(z,y) = (z,yB). Az y — ya megfeleltetés egy linedis A operdtort hatdroz meg. Hatra van még A
korlatossaganak meggondolésa:

Il

sup{||Ayl| - [lyll < 1}
sup{|(z, Ay)| : [lyl| < 1, [l«|| <}
sup{|B(z,y)! : llyll < 1, [l«]| <}

Megjegyezziik, hogy egy B(z,y) formét egyértemiien meghatdroznak a B(z,z) értékek, ugyanis
érényes a kovetkezd, igynevezett polarizdacios azonossdg:

1
B(w,y) = ;(B@+y,z+y) - Blz —y,2 —y) — 1Bz +iy,z +1y) +1Bl@ —iy,z —iy))  (1.19)

1.5 Kompakt tartéji sima fiiggvények

12. példa: Jeloljik C§°(IR™)-nel az IR™-en értelmezett (komplex értékli) végtelen sokszor differ-
encialhaté kompakt tartéji fiiggvények halmazat. Meg fogjuk mutatni, hogy C§°(IR") teljes L?(IR")-
ben. Mivel egy linedris altérrél van sz, a teljesség ekvivalens a siiriiséggel.

Ha f és g komplex értékii fiiggvények IR"-en, akkor az f * g konvolicidjukat az
£r9@) = [ 1= g dy

formula értelmezi. fxg = g* f nyomban adddik a definiciébdl a valtozdk helyettesitésével. Ha f,g € L?,
akkor a Schwarz-egyenlOtlenség biztositja az integral létezését minden z € R"-re. (Megjegyezzik, hogy
ha f € LP, g € L1 és p~' + ¢! > 1, akkor a az integrdl majdnem minden x € R™-re létezik, tovabbd
frgell, 1+r7t=p7'+q7")

Vélasszunk egy olyan j € L' fiiggvényt, amelyre j > 0 és [j(z)dz = 1. j nem mds, mint egy
valészinliségsiliriiség, és gondolhatunk példaul a standard normalis eloszléra:

1 x?

g(w)zﬁexp(—g)
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Legyen
Je(z) == e "j(x/e),

ami egy 1j strliségfggvény. A fenti példdban

szintén normalis eloszlds, de szérédsa .
Megmutatjuk, hogy az f. := j. * f értelmezéssel J. : f — f. egy korl4tos operator az L? téren.

Az alébbiakban F(z) := |f(z)|.

[in@ra = [[[iwre-ya) s
J1([iwa)™ [i.6)F@ -y ar] as
J[iwra-yrats= [ ([iwre-yrds)da

/ F(z)P dx

I IN

Itt el8szor a Holder-egyenlStlenséget hasznéltuk fel a j. = (j.)1/7(j.)!/7 faktorizaldssal, utdna pedig a
Fubini-tételre valé hivatkozdssal megcseréltiik az integralokat. Becslésiink azt mutatja, hogy ||J- (f)||, <
IFllp, ha 1 < p < occ.

Bizonyithatd, hogy
|Je(f) = fllp = 0, amint e— +0. (1.20)

Ennek jelentdsége akkor latszik szdmunkra, ha j-t C§°-fliggvénynek véalasszuk, példaul

1
: ——— V) n 1
m):{Cexp( ) e lell < (1.21)
0 kilonben.

Ekkor ugyanis J. értékei C°(IR")-ben vannak, és az értékkészletek egyesitése (1.20) szerint stirii
LP(R™)-ben. Ha egy f € LP(R") fliggvényt végtelen sokszor differencidlhaté kompakt tartdjd
fliggvénnyel akarunk kozeliteni, akkor el6szor egy kompakt tartdju fo fiiggvénnyel kozelitjiik, majd
a je * fo figgvényt vessziik, ami sima és kompakt tartdjd, ha j (1.21)-bél van.

Bar az el6z6 példa témaja nem szorosan kapcsolddik a Hilbert-terekhez, érdemes néhdny megjegyzést
tenni. Az L'(IR™) Banach-tér a konvoliiciéval, mint kommutativ szorzassal algebrava vélik, és a norméja
szubmultiplikativ: ||f = g|| < ||f]| - [lg]]- Ebben az algebrdban nincsen multiplikativ egység, de j.-t
nyugodtan nevezhetjiikk approximativ egységnek, mert f x jo — f.

1.6 Az adjungdlt operator

Ha A egy korlatos operator, akkor a megfeleld forma

BA(may) = <A$7y) .

12



Ekkor B'(x,y) = Ba(y,x) ugyancsak egy korldtos forma, amihez tartozé operatort A*-gal jeloljikk és A
adjungaltjanak mondjuk. Més széval A*-ot az

(Aa:,y) = <$7A*y) ($7y € H)

tulajdonsag jellemzi. Ebbdl latszik, hogy || A|| = ||A*||. A-t 6nadjungdltnak nevezziik, ha A = A*.

13. példa: Fennt megkonstrudltuk egy M zart altérhez a ra vald vetités operdtorat, jeloljiik ezt Pa-
mel. Py, 6nadjungélt, mert

(Pz,z'y = (Pz,(Pz'+vy")) = (Pz,Pz'),
(z,Px'y = {((Pzx+y),Pz') = (Pz,Px').

Azt hasznéltuk fel, hogy = Pz +y és 2’ = Pz’ +y' ahol y,y' L M. Igy P = P* és nyilvdn P = P2,
Az ilyen operatorokat projekcidknak nevezziik, és minden projekcid egy zart altérre vald vetités.

Kolcsonosen egyértelmii kapcsolat van a projekcid operatorok és a zart alterek koézott. Fent megkon-
strudltuk az egy adott zart altérre vetitd projekciét. Megforditva, ha adott egy projekcié operator,
akkor képtere az a zart altér, amire vetit.

14. példa: Legyen S : (2(IN) — ¢2(IN) a jobbra tolds operdtora, azaz Sd, = 6,41 a kanonikus
bézisvektorokon. Ekkor

S*(.Z'l,wg,.%'g, - ) = (.1'2,.1'3,.1'4, .. )
azaz

S*6 =0,  S*0np1=0n.

O
5. tétel: Az adjungdlds tulajdonsdgai:
(1) (A+ B)* = A*+ B*
(2) (AA)* = 2A* (AeC)
(3) (AB)* = B*A*
(4) (A=1)* = (A*)7!, ha A invertdlhatd és inverze korlatos.
O

15. példa: Béarmilyen X € B(#) linedris operdtor egyértelmiien irhaté fel A + i B alakban, ahol A és
B korlé4tos 6nadjungélt operatorok. X X* = X*X pontosan akkor teljesiil, ha AB = BA.

Ha X X* = X* X, akkor az X operatort normdlisnak mondjuk.

Ha a H Hilbert-térnek van egy véges ej,es,...,e, bazisa, akkor linedris operdtorai n x n-es
métrixokkal adhaték meg. Az A € B(H) operdtor métrixdban az i-edik sor j-edik eleme (e;, Ae;). Mivel
(ej, A*e;) = (e;, Aej), A* métrixa A matrixa transzpondltjdnak konjugdltjival azonos. Lényegében ha-
sonld a helyzet nem véges dimenzids tér esetében is, akkor az operatorok “végtelen matrixszal” adhatdk
meg. (A szdzad elején voltak akik még nem linedris operdtorrdl, hanem végtelen matrixrdl beszéltek.)
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Egy korlatos linearis operator megadhaté valéban a matrixszaval, azonban a vgtelen dimenzids esetben
nehezen eldénthetd egy “matrixrdl”, hogy egy korlatos operdtort ad-e meg.

Az adjungilt fogalma kiterjeszthetd két kiilonbdzé Hilber-tér kozott hatd operdtorrais. HaT : 'H —
K, akkor T* : K — H, és
<.’L',Ty))(; = <T*x7y)7{ (IL' € Hay € }C)

1.7 Tenzorszorzat

A H és a K Hilbert-terek algebrai tenzorszorzata Zi, j & ®@n; alaki formdlis véges Gsszegekbdl all, &; € H,
n; € K. Egy ilyen 6sszeget K — H linearis operatornak is tekinthetiink

d&on |n=Y mpn&  (hek)
¥}

2

Ez az operétor véges rangu, a &; vektorok linedris burkdban van a képtere. Az algebrai tenzorszorzatot
azért is érdemes a véges rangi K — H linedris operdtorok terével azonositani, mert igy vildgos, hogy

G+&)en=4n+&Len A)en=Xen), (1.22)

és hasonléan a mésodik valtozora.

H és K algebrai tenzorszorzatian van olyan bels6 szorzat, amelyre

(Eon & on)y=(¢&<&nn).

A bels§ szorzatbdl az ||z|| = /{(z,z) képlettel normét szdrmaztatunk. FErre nézve az algebrai ten-
zorszorzat teljes burka H @ K. Ez tehat egy Hilbert-tér, amely siiri altérként tartalmazza az algebrai
tenzorszorzatot. Mivel az algebrai tenzorszorzatot csak ebben a részben a Hilbert-terek tenzorszorzata
elokészitése kdzben hasznéljuk, nem is vezetiink be r4 jelolést.

16. példa: Hilbert-terek tenzorszorzata jol illeszkedik a szorzatmérték konstrukciéjahoz. Ha H =
L*(X,p) és K = L%(Y,v), akkor H ® K = L?(X x Y,u x v), mivel f € L?(X,pu) és g € L%(Y,v)
esetén az f ® g elemi tenzor nem més, mint f(z)g(y) € L2(X x Y, pu x v). A (1.22) szdmol4si szabély a
fliggvénytérben magatol ertet66:

(f1(2) + f2(2))G(y) = fi(x)g(y) + f2(x) ® 9(y),  (Af(2))g(y) = A(f(2)g(y))-

A Hilbert-terek tenzorszorzatat ebben a példabdl lehet legegyszeriibben megérteni. Az is jél kivehetd,
hogy a Hilbert-terek tenzorszorzata sokkal b&vebb, mint az algebrai tenzorszorzat, hiszen utébbi a

Zfi(m)gz’(y)

alaku véges Osszegekbdl dll. Példaul exp(z+y), vagy sin(z+1y) folytonos fliggvényel 1évén benne vannak
L2([0,1] x [0,1])-ben, de nincsenek benne L?([0, 1]-nek énmagéval vett algebrai tenzorszorzatdban.

A tenzorszorzatra emlékeztet az a Dirac-féle irdsmdd, amelyben a vektorokat |£),|n) stb. formdban
irjak és |€)(n| olyan linedris operator, amelyre

[E)(nl = In") = [&) - (nln')-
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Itt (nn') a két vektor belsé szorzata. A [£){n| kifejezés a { véltozéban linedris és az n véltozéban
konjugélt linedris (azaz |£)(An| = A|€)(n]). A jel6lés elénye a

1€)nl In") = (n,7n")]€)

formula. Ha [|£|| = 1, akkor |£)(£] a £ altal generalt linedris altérre val6 (meréleges) vetités operdtora.

A tenzorszorzat Hilbert-térben egyszertien kaphatunk bézist az egyes terek bazisaibdl. Ha {e; : i € I'}
az ‘H tér bazisa és {f; : j € J} az K tér egy bazisa, akkor

{ei® fj:(i,5) € Ix J}

az ‘H ® K szorzattér bazisa. Lathatd, hogy tenszorszorzaskor a terek dimenzidja Osszeszorzédik. A
szorzattér tetszlleges eleme ), . Aij e; ® f; forméban fejthetd ki, >, . |\ij|? < +o0, és nem m4s mint
az illetd vektor normanégyzete.

orzatként fogjuk fel. L?(IR)-ben

17. példa: Az L*(IR?) térben bézist kaphatunk, ha L*(R) ® L*(IR) sz
n(z) (ldsd (1.12)). Ezért L?(R?)-

bézist alkotnak a normalizalt Hermit-féle figgvények: exp(—x?/2)H
ben a kétvdltozds Hermit-figguények adnak bézist:

e @2 () H(y) (n,m=0,1,...).
O
Legyen A € B(H) és B € B(K). Ekkor a H ® K tenzorszorzat Hilbert-téren van egy olyan A ® B

lineéris operator, amelyre
(A® B)((®n) = A ® Bn.

Legyen (e;) bézis H-ban és (f;) bazis K-ban. Ekkor e; ® f; a H ® K tér bézisa.

H (e (Y rjes ) H2

H D ij(Aes @ f) H2
> XigAkj(Aei, Aex)

Z <A (Z /\z'j 6,’) s A (Z )\kj ek) >
j i P
2
DOIATAL Y Aije
7 i
STIAIRP D A1 = 1A I
i i ij

Ez a szdmolés azt mutatja, hogy ||[A ® I|| < ||A4||. Hasonléan ||I ® B|| < ||B]| és

VAN

A Bl =[[(Ae)(I®B)[| <[[AI||- [T B|| < ||A]l - |1B]-
A forditott iranyd egyenlétlenség, || A ® B|| > ||A|| - ||B|| j6val egyszertibben lathaté. Igy levonhatjuk az
lA® Bl = [|All- || B (1.23)
kovetkeztetést.

18. példa: Legyen H bézisa {e1,e2,e3} és K bézisa {f1, f2}. Ha az A € B(H) operdtor métrixa (A;;)
és a B € B(K) operator méatrixa (By;), akkor

(A@B)(e; @ fi) =Y AijBuei ® fi -

i,5
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Rendezziik a H ® K Hilbert-térben a szorzatbdzist lexikografikusan, azaz e; ® f1, €1 ® fa, €2® f1, €2 ® fo,
e3 ® f1, e3 ® f2. Ilyen elrendezés esetén A ® B matrixa

AnBir AnBia ApeBir ApeBiz Ai3Bir AizBio
Ap1Bay AunBa  AeBar AaBax Ai3Bay Aiz3Ba
A21Bi1 A21Bia Ax2Bu A2Bia AxBii AxBia
A21Ba1 A21Bas ABa; A2eBay  AzBay AxzBa
AznBin AnBia ABi ApBiz ApzBin A B
A31Ba1 A31Ba  AzeBai AzeBax AszBar AzzBa

Ezt blokkmaétrix {frasmdéddal révidebben is megadhatjuk:
AnnB  ApeB Ai13B
AnB  A»B  AxB
As31B Azp2B AgB
A ® B tehat olyan blokkmadtrix, amelynek 2 x 2-es blokkjai A;;B alakuak.

O
Legyen A és B linedris operdtorok az H illetve K Hilbert-tereken. Legyen dimH = n és dim K = m.

Tételezziik fel, hogy a £ € H és g € K vektorokra A& = A és Bny = un valamilyen alkalmas A\, u € C
szamokkal. Ekkor (A ® B)(§ ® n) = Au(€ ® ). Ebbdl a ténybdl konnyen levezethetjiik, hogy

det(A ® B) = (det A)™ ® (det B)™ (1.24)

maétrixokra, ugyanis a determindns nem mds, mint a sajatértékek szorzata.

1.8 TUnitér operatorok

Az invertdlhaté U € B(H) operdtort unitérnek mondjuk, ha
<'7:7y) = <U'Z'7Uy> . ($7y € H) .

Az unitér operdtorok az U1 = U* tulajdonsiggal is jellemezhetdk, és ezért egy unitér operdtor normalis.
Az unitér operator fogalma, az adjungalthoz hasonldan, kiterjeszthetd két kiillonb6z6 Hilbert-tér kozott
haté operatorokra is.

19. példa: Legyen G egy megszamldlhaté csoport és g € G. €2(G)-n értelmezhetiink egy U, operdtort
az

U f)(h) = flg™'h)  (f€L(G), heq)

formuldval. U, izometria, mert

1U£I7 = DU HBP =D 1f g™ w))?
he@ heG
= Y IFGHP =111
h'eG

Miésrészt, U, invertdlhatd, hiszen (U,)~" = Ug-1. Ezért U, egy unitér operator. Mivel az Uy, Uy, =
Uy, ,g» kompoziciés szabdly is fenndll, a g — U, hozzarendelés a G csoport unitér reprezentdcidja. (Neve
balreguldris reprezentdcid.)
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O

20. példa: Legyen my,ms pozitiv valés szdmok. Ertelmezziink egy U : L2(R*") — L2(IR®") lineéris
operatort az

U)(z,y) = f(u,v),

ahol
_mix + may

, v=y—= z,y € R").
pe— Y (z,y )

Belétjuk, hogy U unitér transzformacié.

”Uf”2:/|f(u,’())|2dUd'U:/|f(x;y)|2 gg 7;;‘ dwdy,

ahol

‘ 9(u,v)
o(z,y)
a Jacobi-métrix determindnsdnak abszolit értéke. A Jacobi-maétrixot blokkmétrix {rdsmdddal a

m
m1+1m2 I I

ou Ou mi ov ov
Ox Oy mi+ms = Oz Ty ’

formaban adhatjuk meg,

I jeloli az n x n-es egységmatrixot. Ez a matrix tenzorszorzat alakd, nem mads, mint

m_] -1

m m

lml ZI 1 ®I
m1+ma

Determindnsa (1.24) alapjan 1, mivel mindkét tényezd 1 determindnsi. Megmutattuk, hogy

w2 = / |, 0) 2 dudo = / (e, y)? dw dy = || ]I

Mivel U invertdlhatd, egy unitér operdtor.

O

21. példa: Legyen o az {1,2,...,n} halmaz egy permutéciGja, és H egy tetsz6leges Hilbert-tér. H"® =
H®...Q H-téren értemezziink egy U, operatort az

<ZC OO ®;cg)> Zc ey @ el (1.25)

képlettel. Ekkor
<UG (ZC(i)xY)éa...@ng)) U, [ St e... o) >=
i J
:Zc(i)c(j)( oty Tty (@ S()n),w%))) ‘
1,5
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Mivel a zardjelben szerepl6 tényezok sorrendjét valtoztatja a o permutacid, igy a zardjelben a tényezdk
sorrendjétdl eltekintve az . '
(2", 2l") - @), 2]y
szorzat all. Ezért
<Uax;Uay> = (x,y) ’

tehat U, megtartja a bels6 szorzatot. Inverze, U,-1, létezik, ezért U, egy unitér operator.

O

22. példa: Legyen L?(S,dQ) az egységgomb felszinén négyzetesen integralhaté fiiggvények tere. Ha
Y € L2(S,dQ), akkor az
(UY) (0, ¢) = 1(sin b cos ¢, sin 0 sin @, cos §)

képlet egy L2(S,dQ) — L%(0,27) ® L?((0,7),sin # df) unitér operdtort értelmez, hiszen
2 ™
[Wway.apde= [ [ Usre.e)snedsde
o Jo
érvényes, ha a gdbmbon vett feliileti integralt gémbi koordindtdkra vald attéréssel szdmoljuk ki.
Célunk az, hogy az L2(S,dQ) térben konstrudljunk egy bézist. L2(0,2n)-ben {e!™¥ /27 : m € Z}

egy alkalmas bazis. Ha minden m € Z-re vesziink egy eT*(6),el*(8), ... bazist az L?((0,7),sin 6 df)
térben, akkor

1 ime _m . .
{me “’ej(G).mGZ,JE]N}

az L2(S,dSY) tér egy bazisa lesz, a gdmbon értelmezett fiiggvényeket gdmbi koordindtdkban irva.

Ha m € Z, akkor PKJml(cos 6) teljes ortogondlis rendszer a L2((0,),sin 6 df) térben, ha £ > |m| és
PlJml jeloli az asszocialt Legendre-fliggvényeket, lasd (1.3). Valéban, helyettesitéssel

b 1
/ Pl!m‘ (cos 0)P,Lm| (cosf)sinf do = / P)ml (t)P,lﬂm‘ (t) dt,
0 1

ami 0, ha £ # k.

Tehéat
2041 (¢ —|m|)!
dr L+ |m|)!

1/2
Vin(6 ) = (-1 ( ) R oty (1.26)

egy bézis L2(S,d2)-ban, ha m € Z és £ > |m)|. Igy jutottunk el a gimbfiggvényekhez.

0O
1.9 A Fourier-transzformécié
Az f € LY(IR"™) fiiggvény Fourier-transzformaltjit a
~ 1 .
— -1 (tiw) ].2
F) = Gy [ 9 p@) o (1.27)

; Tit;. Vildgos a definiciébdl, hogy f korlatos, és a domindlt konvergencia
tételbdl adéddan folytonos fliggvény.

képlet értelmezi, (x,t) = >,

18



Itt azt feltételezziik, hogy a Fourier-transzformélt egy bizonyos szinten ismeretes. Példaul, ha

gr(z) = exp ( — )\||a:||2/2), (1.28)
akkor
9(t) = A exp (= [|z]|*/2)) (1.29)

adja a Gauss-féle fiiggvények transzformaléddsit. Ezt és a Fubini-tételt haszndlva egy f € L' N L?
fiiggvényre:
~ 1 _ .
/ FOPexp (= AP/ dt = G | F@F@)e O exp (= Nltl/2) da dy dt

R3"

- (271-;n/2 //’\_”/2 exp (= lle = ylI*/2X) f() £ (4) dz dy
(@) gz [ X"/ exp (= llo = lP/20) 1) o)

Az utolsé tag konvoldcidt tartalmaz, ami a 12. példa alapjan tart f-hez, ha A — oo. (A Gauss-féle
fiiggvények éppen egy approxomativ egységet képeznek a megfelelé normalizdldssal.) Ezért az utolsé
tag (f, f) = IIf |?-hez, ha A — oco. Ugyanekkor a monoton konvergencia tétel szerint a kiindulési kifejezés
tart || f||2-hez. Tehét || f 12 = [|I|?, ami Plancherel-tétel néven ismert, maga a bizonyités Riesz Frigyestsl
szdrmazik. Fo : f — f izometria L' N L2-b8l L2-be. Ennek létezik egy F izometrikus kiterjesztése az
egész L2-re. (Figyelmeztetés: Az 1.27 képlet integrdlja nem konvergens teszSleges f € L? fiiggvényre!)

Ezt az okoskodast megismételhetjiik a Fourier-transzformécié inverzére, ami teljesen hasonlé alaki
az L' N L? téren: g — §(—t). Ezért F invertdlhatd izometria, ami a polarizéciés azonossig alapjan
unitért jelent.

Prébéljuk differencidlni f—ot az egyvaltozds esetben.

f(t)_f 1tw_ —it'z
o \/ﬂ/ P flz)dz .

Ha a ¢/ — t hatdrdtmenetet akarjuk végrehajtani, akkor integralhaté majordnst kell keresniink. Az
integrandusban 16vd differenciahdnyados —i ze~'?*-hez tart. Amennyiben z f(z) integralhaté

df
i —1.7:f( ). (1.30)

Ezt iterdlva jutunk oda, hogy ha z"f(x) integrdlhaté, akkor f Fourier-transzformaltja n-szer differ-
encidlhaté. Minél gyorsabban tart f a 0-hoz a végtelenben, anndl simébb a Fourier-transzformaltja.
Nevezetesen, ha f € Co(R"), akkor f végtelen sokszor differencidlhatd, de f sohasem lesz kompakt
tartdja.

Legyen S(IR™) azoknak a végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvényeknek a tere, amelyekre ¥ D™ f

korldtos minden k = (k1, ka,..., k) és m = (m4, ..., m,) multiindexre, ahol
om gm2 omn
D™ = .. bs o =ahighr | ghn

Ozt Oxy? T fxpm

Az S(R™) Schwartz-tér a gyorsan csbkkend sima fiiggvények tere.

p(z1, T2y, Tp exp( Za, >€$]R")

ha a; > 0 és p egy n-valtozds polinom.
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A (1.30) képlet levezetéséhez hasonléan lathatd, hogy

1

(i)/*HImlgm DR f(t) = @n)2

/ e~ (2 D gk £(2) dr (1.31)

Ebbdl vildgos, hogy a Fourier-transzformécié az S(IR™) teret 6nmagaba képezi, ami nagy pozitivuma a
latszdlag természetesebb C3° (IR™) térrel szemben.

1.10 Rezolvens és spektrum
2. lemma: Ha A € B(H), akkor || A*A| = ||Al]%.

Bizonyitds: Egyrészt ||A* Al < ||A*] - [|A]] = ||A|]?, mésrészt ||Az|* = (Az, Az) = (A*Az,2) <
1A% Al - ]z ]2 amibal [|A]f? < [|A*A].

O

Jeloljiik I-vel a ‘H Hilbert-tér identitds operdtorat. A tetszOleges T' € B(#H) operator rezolvens

halmaza azokbdl a A komplex szamokbdl all, amelyekre a A - I — T operatornak létezik korlatos inverze.

A rezolvens halmaz jeldlése p(T). Igy A € p(T) esetén Ry\(T) := (A\-I —T)~! € B(H), R\(T)-t a T

operator A pontban vett rezolvensének nevezzik.

3. lemma: (Neumann-sor) Ha T € B(H) és ||T|| < 1, akkor a ) .- T" sor operdtor normgban
konvergens és I — T inverzét adja meg.

Bizonyitds: B(H) teljes tér, igy elég latni, hogy Y.  T™ Cauchy-sorozat, ami kivetkezik abbdl,

hogy
S <> |
n=N n=N

tetszoOlegesen kicsi, ha m és N elég nagy.

iT”(I—T) = (I—T)f:T" =] —TmH,
n=0

n=0

Ha m — oo, akkor ebbdl a lemma maésodik részét kapjuk.
O

23. példa: Legyen U egy unitér operdtor. Ekkor ||U]|?> = ||[U*U|| = 1 alapjan ||U|| = 1. Ha X € C és
|A| > 1, akkor
A-I-U)'= Thslve loe s
D) A A2
a Neumann-féle sorfejtés szerint, és ezért A € p(T). Hasonléan kovetkezik, hogy A € p(U*), ha |A| > 1.
Az
U-X-I=XU\'-T-U"

azonossag mutatja, hogy U — X - I invertdlhaté, ha 0 < |[A| < 1. Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy
ha |\| # 1, akkor A € p(U).

20



24. példa: Legyen

z 1 0
T=1|0 z 0
0 0 y
Ekkor a rezolvens
1 00 010 0 0 0
R\(T)=MA—-z)"" {0 1 0|+A—2)"2|0 0 0|+(A—y)"'|0 0 O,
00 0 000 00 1

amir6l meggy6zddhetiink, ha beszorzunk a A - I — T métrix-szal.

A X — R)(T) operator értékii analitikus fiiggvény a C \ {z,y} halmazon. z és y a T métrix
sajatértékei, a megfeleld sajatalterekre vetitd projekciék nem madsok, mint a rezidiumok.

Egy tetszdleges n x m-es T matrix rezolvense felirhatd, ha tudjuk, hogy milyen hasonlésigi transz-
forméciéval hozhatd Jordan-féle normal alakra. Példaként tekintsiink egy Jordan-blokkot. Ha

z 1 0
T"=10 =z 1],
0 0 =z
akkor
100 010 001
R\TY=MA-2)""10 1 0|+XA=2)"2]|0 0 1|+MA\—-2)"*|0 0 0],
0 0 1 000 0 0 0

és RA(ST'S—1) = SRy (T")S-1.

6. tétel: p(T) C C nyilt halmaz.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy Ao € p(T). Belatjuk, hogy ha |A — Ag| < ||Rax, (T)||”", akkor \- I =T
korlatos inverzzel rendelkezik. Az el6z6 lemma szerint

o

Ro(T) ) (Ao = MRy (T)]"

n=0

egy korldtos operatort ad meg, ami nem m&s mint
Ro(T) (I = (Ao — 20) R (T)) ™" = Ra(T) .

(Utébbi egyenl6ség legegyszeriibben tgy lathatd, hogy mindkét oldal inverzét vessziik.)

A o(T) := C\ p(T) halmazt a T operétor spektrumdnak nevezzik.

7. tétel: Egy korldtos operdtor spektruma nem iires zdrt halmaz.

Bizonyitds: Tegyiik fel, indirekt okoskoddshoz, hogy o(T) = 0, azaz az Rx(T') rezolvens operator
minden A € C-re értelmezve van. Megmutatjuk, hogy minden z,y € H esetén a
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fiiggvény korlatos és analitikus. Az el6z6 tétel bizonyitisa szerint

oo

(@, BA(T)y) = > _ (&, Ra, (1)) (Ao = V)",

n=0

azaz a fliggvény minden Ay € C pont egy kornyezetében konvergens hatvinysorral 4ll el6. Ezért anali-
tikus. Mdésrészt

n

A

T
)

@@ < el Iy 10 < e Iyl >
n=0

1
el - Nyl 57—y -
A =117

Ez adja a fiiggvény korldtossdgat, és azt is, hogy 0 a hatdrértéke, ha |A| — +o00. Liouville tétele szerint
egy korlatos teljes analitikus fliggvény konstans. A konstans értéke 0, hiszen ez a végtelenben vett
hatarértéke a fiiggvénynek. Tehat

minden z,y € H és A € C esetén. Ez nyilvan lehetetlen, tehdt a o(T) = @ feltevés hamis.
O

Az el6z6 tétel bizonyitasa azt is mutatta, hogy az Ry (T') rezolvens p(T") — B(H) analitikus fiiggvény,
amit igyis érthetiink, hogy A — (¢, Rx(T)n) analitikus barmilyen &, € H vektorokra. A

AT=T)" = (p-I-T)"' =(u=NA-I-T)" (p-I-T)7"
azonossagot felhasznilhatjuk a rezolvens differencidlaséira:

T) — T
M = —R)\(T)R,(T) . (1.32)
—p
A )\ — pu limesz norméban 1étezik, igy az Ry (T) rezolvens (Frechet-) derivaltja — Ry (T)2.

25. példa: A rezolvens jelentésége azon a tényen is alapszik, hogy a segitségével az operdtor fiiggvényei
kifejezhetdk. Legyen D egy olyan nyilt tartomény, amely tartalmazza T spektrumét. Ekkor az R, (T') re-
zolvens a D tartomény 0D hatdra egy kornyezetében analitikus fliggvény, és barmilyen D kornyezetében
analitikus f fliggvényre képezhetjiik az

1

5 | J(2)R(T)dz
27 Jap

vonalintegralt. Legyen az egyszeriiség kedvéért f(z) = 2™ és T egyetlen Jordan-blokkbdl 4116 matrix:

T :=

o o8
o8
8 = O

Ekkor T =z - I + N, ahol N az operdtor nilpotens része, N® = 0. Evidens médon

(n—1)(n—-2)

n—2 nr2
N~
B) T

T"=g" - T+ (n—1)z""'N+
Masrészt T rezolvense a 24. példa szerint
R(T)=(z—z) 1 T4+ (z—2) 2N+ (2 —x) >N2.
Ezt felhasznalva kiszdmolhatjuk a fenti vonalintegralt:

L- F(2)R.(T)dz = i (2)(z — x) " T dz+
27 Jap 2w Jap
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1 9 1 32 g
31 o (2)(z—2x) “Ndz + 271 Jon (2)(z—2x) °N*dz =
1 11
f(.’L')I + 2—7” . fI(Z)(Z — $)71Nd2 + %5 ‘/BD f”(Z)(Z - $)71N2 dz

= f@I+ ['@N + 3 f"@)N?

(Itt felhasznéltuk a Cauchy-formulédt az f fliggvényre, ezutdn parcidlisan integraltunk, majd megint a
Cauchy-formuldt hasznaltuk f'-re és f"-re.) Arra az eredményre jutottunk, hogy a vizsgilt esetben

(1) € /(9D f(z)R(T)dz.

o

Ez a formula akdr f(7T) definici6 is lehet, ha f a T operdtor spektruma egy kornyezetében analitikus
fiiggvény. Nézziik meg az f(z) = 2™ esetet most tetszéleges T € B(H) operétorra.

1 1
- nR T d — - nfkflde
ot Sy 1Tz QwikZ:O/BDz ?
1
= — 27T dy =T,
271—1 aD

ugyanis k # n esetén a korintegral eltlinik a Neumann-sorfejtés tagjaira.

O
o(T) zart halmaz és
r(T) =sup{|A\|: A€ o(T)} (1.33)
neve spektralsugdr.
8. tétel:
T n|l/n
r(T) = Jim |||
O

Ebb6l nyomban kévetkezik, hogy r(T) < ||T|| és onadjungalt A = A* € B(#) operator esetében
r(A) = ||A||. (Valéban, ||42"|| = ||A||*" minden n-re az ||A*A|| = ||A||? egyenldség iterdldssval.)

A T operétor o(T) spektrumét harom részre osztjuk, annak megfeleléen, hogy miért nem létezik
A-I —T inverze. Ha Ker (A-I — T') # {0}, akkor van olyan 0 # = € H vektor, amire Tz = Az. Ekkor
At T sajdtértékének, x-et a A-hoz tartozd sajdtvektornek mondjuk. A sajatértékek alkotjdk a o,(T)
pontspektrumot. Ha Ker (A-I —T) = {0} és Rng(A-I —T) nem siirli H-ban, akkor A\ a rezidudlis
spektrumhoz tartozik, ennek jele o,(T). Végil, ha Ker(A-I —T) = {0} és Rng(AI —T) C H egy
stirti altér, akkor A a o¢(T') folytonos spektrum eleme. (Megjegyezziik, hogy a Ker (A\I — T') = {0}
és Rng (\[ — T) = H esetben (- I — T)~! operdtor létezik, a folytonossagat a nyilt leképezés tétele
garantalja.)

26. példa: Legyen S* : 2(IN) — ¢2(IN) a balra tolds operdtora. S* sajatértékeinek meghatdrozasdhoz
az
(.Z'Q,.’Eg, - ) = ()\.’):'1,)\.2;'2, .. )

egyenletet kell megoldani. Ennek x = (x1,7s,...) megolddsa (1,\,)2,...), ami |A\| < 1 esetén ad
I2(IN)-beli sorozatot. Ezért 0,(S*) = {\ € C : |A\] < 1}. Mivel o(S*) zart és 7(S*) < [|S*|| = 1,
a(S*) = {A € € : |\ < 1}. El akarjuk ddnteni, hogy a |A\| = 1 pontok a rezidudlis vagy a folytonos
spektrumhoz tartoznak. Ha {\z — S*z : z € *} nem sfir(i, akkor van olyan y # 0 vektor, amelyre
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(Ax — S*z,y) = 0 minden z € £*>-re. Ekkor (z, (A — S)y) = 0 és Ay = Sy, vagyis X sajitértéke a jobbra
tolas S operdtordnak. Kénnyen ellendrizhetd, hogy S-nek nem lehet sajatvektora, tehdt {\x — S*x :
T € (%} biztosan siirti. Igy {\ : || =1} = 04(S*).

Amit az S* operatorral kapcsolatban bebizonyitottunk, az dltaldban is érvényes:

(RngT)* = Ker T* (1.34)

A tovébbiakban A - I — T helyett egyszertien A — T-t {runk.

4. lemma: Legyen T € B(H) egy normadlis operdtor. Ekkor A € p(T) akkor és csak akkor, ha van olyan
C > 0 szdm, amelyre
l(A =T)zl| > Cll=||

minden x € ‘H vektorra.

Bizonyitds: Ha A € p(T), akkor C' = ||Rx(T)||~! megteszi.

A megforditds igazoldsdhoz induljunk ki a fenti feltételbél. Ez maga utdn vonja, hogy Ker (A —T) =
{0}. Mivel egy normélis operatorra

(A =T)zll = |(A = T)all,
Ker (A — T*) = {0}, és (1.34) szerint Rng (X — T) stirli. Ugyanakkor a feltételiinkbdl kdvetkezik, hogy

Rng (A —T) zért. Ezért A € p(T).
O

Hasznéljuk a T = {2z € C : |z| = 1} jelolést.

9. tétel: Ha U egy unitér operdtor, akkor o(U) C T.

Bizonyitds: U normalis, és
I = U)z|* = |U]* + AP[|z]]* — 2Re (Uz, Az) > (1 = [X)?[|]|* -
Most a lemma alkalmazhaté, ha [A| # 1, akkor A € p(U). (Egy masik bizonyitdst tartalmazott a 23.

példa.)
O

27. példa: A Fourier-transzformécié a L?(IR) tér egy F unitér operdtordnak tekinthetd. F-nek az
1,i,—1,—i szdmok a sajatértékei. A sajitfiiggvények az in. Hermite-féle fiiggvények:

folz) = e 22 H,(z) .

(Hn(z) az n-edfokd Hermite polinom, 1dsd a 6. példat.) Szamolés adja, hogy Ffn, = (—=i)"f,. Mivel a
Hermite-féle fiiggvények teljes ortogonilis rendszert alkotnak {1,i,—1,—i} a teljes spektrum.

10. tétel: Legyen A € B(H) egy Onadjungélt operdtor, és M := sup{{(z,Az) : ||z| = 1}, m :=
inf{(z, Az) : ||z| = 1}. Ekkor c(A) C [m, M], tovabbd A-nak nincsen rezidudlis spektruma.
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Bizonyitds: Legyen A\, u € IR. Ekkor
A +1p) — Alz||?

1A = Nzl + p?[l2]|* + 2uRei (A — Nz, z)
(A = Nal|* + ]
> plel®.

Ha p # 0, akkor az €l6z8 lemma elegendd ahhoz, hogy a o(A) C IR kdvetkeztetésre jussunk.

Amennyiben A > M, akkor barmilyen z egységvektorra
(A= A)zl| 2 (A= A)z,2) 2 A - M,

amibdl A € p(A). A XA < m eset teljesen hasonld.

Ha ) € R olyan szdm, hogy Rng (A — A) nem siirti, akkor Rng (A — A)+ = Ker (A — A) # {0}, tehat
A a pont spektrumban van.
O

Az A € B(H) operatort pozitivnak mondjuk, ha dnadjungélt és spektruma IRt része. Masszéval
A >0 ha (z,Az) > 0 a Hilbert-tér barmely x vektordra. Az utébbi jellemzasbdl lathatd, hogy pozitiv
operatorok 6sszege is az. (Két pozitiv operdtor szorzata dltaldban nem pozitiv, hiszen még csak nem is
Onadjungélt.)

1.11 (")nadjungélt operatorok fiiggvényei

Legyen A egy korldtos operdtor és p(z) = Y i ,a;z’ egy polinom. Ekkor > 7  a;A’ egy korldtos
operdtor, amire joggal haszndljuk a p(A) jelolést. Rogzitett A-ra a p — p(A) megfeleltetés linedris
és multiplikativ. Célunk az, hogy a Weierstrass-féle approximacids tételt felhasznilva egy tetszbleges
folytonos f fiiggvényre és A = A* operatorra értelmezziik az f(A) operdtort.

5. lemma: Ha p egy polinom, és A € B(H), akkor o(p(A)) = {p(A) : A € 6(4)}.

Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy A € o(A4). Mivel A gydke a p(xz) — p(A) polinomnak, p(z) — p(A\) =
(z —MN)g(z) egy alkalmas ¢(z) polinomra. Ebb6l kapjuk, hogy p(A ) p(A) = (A—XN)q(A4). Mivel (A—X)
nem invertalhatd, p(A) — p(A) sem az, mésszéval p(A) € a(p(4)). Igy p(c(A4)) C o(p(A)).

Amennyiben pu € o(p(A)) és A, A2,..., Ay a p(z) — pu polinom gydkei, akkor
P(A) = 1= a(A = M)(A = Aa)... (A= Ay).

A jobboldal minden tényezdje nem lehet invertdlhatd, mert akkor a teljes szorzat is invertdlhaté lenne,
de p(A) — p nem invertalhaté a feltevésiink szerint. Tehdt (A — ;) nem invertdlhaté valamely 1 < i <n
értékre. Ez azt jelenti, hogy A; € o(A) és p();) = p. Beldttuk, hogy a(p(A4)) C p(c(4)).

O

6. lemma: Legyen A = A* € B(H) és p egy polinom. Ekkor ||p(A)|| = sup{|p(A)| : A € (A)}.

Bizonyitds:

lp(A)[? lp(A)*p(A)l = lIpp(A4)
sup{[A| : X € a(Pp(A))
sup{Pp(A) : A € 0(4)}

)
= (sup{lp(N)| : A € a(A)})*.

|
}
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Ttt el6szor a norma C*-tulajdonsigat hasznaltuk, ezutdn azt a tényt, hogy 6nadjungalt operdtor norméja
és spektralsugara azonos, végiil pedig a megel6z6 lemmat.
O

11. tétel: (Folytonos fiiggvénykalkulus) Legyen A = A* € B(H). Ekkor létezik és egyértelmiien
meghatdrozott egy olyan ® 4 : C(0(A)) — B(H) linedris leképezés, amely az aldbbi tulajdonsdgokkal
rendelkezik:

(1) 2a(fg) = 2a(f)2a(g)

(2) ®a(f) = 2a(f)*

(3) 24(1) =1, 24(idy(a)) = A

(4) 12a(N)l = sup{|f(N)| : f € a(A)}
(5) Ha f > 0, akkor ®4(f) > 0.

(6) Ha Az = Az, akkor ®4(f)x = f(N\)z.
(7) o(®4(f)) = f(o(A)).

Bizonyitds: A C(c(A)) térben a polinomok siirti halmazt alkotnak a Weierstrass-féle approximaécids
tétel értelmében. Ha p € C(c(A)) egy polinom, akkor @ (p)-t értemezziik, ugy, hogy ®o(p) = p(A4). Az
igy értelmezett ®¢ leképezés rendelkezik az (1-7) tulajdonsdgok mindegyikével. Ez jérészt trividlis, de
(4)-et és (7) az el6z6 lemmak tartalmazzak. (4) azt jelenti, hogy ®¢ izometria, azaz || ®o(p)|| = ||pl]co,
ahol || - ||eo @ C(0(A)) térben vett sup normét jeloli. Mivel B(H) teljes tér az operatornorméra nézve,
®g-nak létezik izometrikus linedris kiterjesztése C(o(A))-ra, és ez lesz ® 4. Végiggondolandd, hogy a
kiterjesztés soran a felsorolt tulajdonsigok megmaradnak.

O

28. példa: Legyen A = A* € B(H) egy 6nadjungalt operétor, és tekintsiik a

z—1
241

9(z) ==

Ez folytonos az egész szdmegyenesen, és a fliggvénykalkulus értelmezi a g(A) operdtort. A g(z)g(z) =1
relaciébdl kovetkezik, hogy g(A) unitér operdtor. Az A operdtor Cayley-transzformdltjinak nevezik.

O

29. példa: Ha A = A* € B(H) és A > 0, akkor 6(A) C RT. A négyzetgyok fiiggvény folytonos
IR"-on, ezért a megel6z tétel értelmében létezik egy olyan B > 0 operdtor, amire B2 = A. Valéban,
jelolje f az ¢ — +/x fiiggvényt. Ekkor a B = ® 4(f) operdtor ilyen, amennyiben ® 4-t a tétel szerint
konstrudljuk A-hoz. Az A/2 operatort a négyzetgyok fiiggvény Taylor-sorabél kézzelfoghatébb médon
is eldallithatjuk.

Ismeretes, hogy

n

Vitz= i (1/2>x" (2| < 1).

Ezért 0 <e-I < A< T esetén
= (1/2
VA= A-D"

ugyanis [|[A — I]| £ 1 — € és a sor normaban konvergens.
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O

TetszOleges X € B(H) esetén X*X > 0 és ezért beszélhetiink az (X* X)'/2 operétorrdl, amit | X |-szel
jeloliink. A jel6lés nem akarja sugallni az | XY| = |X]| - |Y] és | X + Y| < |X| + Y| tulajdonsdgokat.
Ezek ugyanis nagyon ritkan teljesiilnek.

12. tétel: Tetszbleges X € B(H) operdtor el6dll X = V|X| alakban egy olyan V operdtorral, amely
| X| képterén izometrikus.
Bizonyitds: Legyen V | X |y = Xy. Ekkor

IVIXIylP = IXyll® = (X*Xy,y) = (X*X)"2y, (X*X)"?y)
Xyl

O

A tételben szerepld X = V|X| felbontast poldris felbontdsnak hividk. Ha X = UH és H > 0, U
izometrikus H képterén és 0 az erre meréleges altéren, akkor az UH felbontds egyértelmi, és a fent
konstrudlt polaris el6allitassal azonos.

30. példa: Legyen A = A* € B(H). Az A operétor fiiggvényei koziil U; := exp(itA) egy fontos példa.
Mivel
exp(itz) = 1/ exp(itz)

minden z € R valds szamra, U; egy unitér operator, (U)* = U, " = U_;. Tovébb4 az
exp(itz) exp(isz) = exp(i(t + s)x)

azonossag azt is implikdlja, hogy UUs = Ugys. Unitér operatoroknak ily moédon paraméterezett
csalddjat, egyparaméteres unitér csoportnak fogjuk nevezni. Beldtjuk, hogy t — U; normédban folytonos.
Ehhez az exponencidlis fliggvény Taylor-sorat hasznalhatjuk fel:

o0

o
Ui ~Us =U(Uis = 1) = U, Y %A”
n=1 )

és
oo . t _ n
-0l < 3 R g = gstian
n.
n=1

Ez a becslés mutatja a folytonossagot.

O

31. példa: Legyen T; : L*(R) — L*(R), (Tif)(z) = f(t + z). Ekkor T; egy unitér operétor, st
egyparaméteres csoportja unitéreknek, ugyanis T3Ts = T} s nyilvanvaldan teljesiil. Igaz-e, hogy T; el6all
exp(itA) alakban, valamely korlatos 6nadjungalt A € B(L%(IR)) operéator segitségével? Megmutatjuk,
hogy nem, ugyanis ¢t — T; nem folytonos norméban. Legyen

o (20)7? x| <,
fg(:v)—{ 0 |z| > e.

Ekkor
_ t/e ha |t| <2
IT:fe — fell = { V2  ha [t|>2
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és
T, — I|| > V2

barmilyen kicsi is t.

Kés6bb latni fogjuk, hogy T} eléall exp(itH) alakban, de a H 6nadjungélt operdtor nem korlatos.

O

Legyen (A,) C B(#) korlatos operdtorok sorozata és A € B(H). Azt mondjuk, hogy A, tart
pontonként A-hoz, ha ||(A, — A)z|| — 0 barmilyen z € H vektorra. A pontonkénti konvergencia jellése
Ay, %2 A. Azt is mondjuk, hogy A, tart A-hoz az erds operdtor topoldgidban. (Valéjdban az utdbbit
tiikrozi a jelolésiink.)

32. példa: Legyen H = L%(u) és (f,) fiiggvények olyan sorozata, hogy |f.(z)| < M minden z € X
pontra és n € IN-re. Tételezziik fel, hogy fn(z) — f(z) majdnem mindeniitt. Ekkor My, & My a
megfeleld szorzasoperatorok sorozatara.

Legyen g € L*(pn). |[(My, — Mg)gl|?> = [ |fn(z) — f(z)? |g9(x)|? du(z). Az integrandus pontonként
0-hoz tart és a trivialis

|fa(z) = f(2)|* 19(2)]* < 4M7|g(z)|?
becslés mutatja integralhatd majorald fliggvény 1étezését. A Lebesgue-tétel értelmében az integral 0-hoz
tart.

O

33. példa: Legyen T; : L?*(R) — L?>(R), (T;.f)(z) = f(t+ ). Az egyparaméteres T; csoport folytonos
az erds operator topoldégidban. Ezt ¢ = 0-ban mutatjuk meg.

Legyen Mg := {f € L*(R) : limy_,o Tyf = f}. Ekkor M, egy lineéris altér. Legyen f, € Mg és
fn= foA

ITef = Fll < WTef = Tefull + 1T fr = fall + [1fn = £l
= Tefn = full + 21 fn — £l

becslés mutatja, hogy Mg zart altér. fgy annak igazoldsdhoz, hogy Mg = L2, elég 14tni, hogy M,
tartalmazza a kompakt tartéju folytonos fiiggvényeket. Legyen f egy ilyen fiiggvény. Ekkor

ITf - 1P = / f(t+2) - f(o) de,

ami tart 0-hoz, ha t — 0 a Lebesgue-tétel alapjan. (Létezik integralhaté majoralé fiiggvény, példaul egy
kompakt intervallum karakterisztikus fiiggvénye szorozva f korldtjaval.)

O

7. lemma: Ha A, B,,, B € B(H) 6nadjungélt operdtorok, A < B,, < B és {x, B,z) — (x, Bz) (z € H),
akkor B,, *% B.

Bizonyitds:

I(B ~ Bn)all? ((B = Bn)z, (B — By)z)
(B = B,)(B - By,)'/*z,(B - B,)'/*x)
IB ~ Bull{(B ~ By)""*x,(B — By)"/*x)

<
< (AT +IBI{(B = Bn)z,2) = 0.
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O

A lemméabdl kévetkezik, hogy ha B; < By < ... 6nadjungdlt operdtorok olyan névé sorozata, hogy
B,, < C valamely korlatos C = C* operdatorra, akkor létezik egy olyan B operdtor, amelyre B,, % B.
Ugyanis a polarizdcids azonossag és feltevés szerint

B(z,y) = lim (z, Bny)
n—oo
egy korlatos forma, ||C|| korlattal, amit egy B = B* € B(H) operator reprezentdl, azaz

lim (z, Bpy) = {(z, Bz) .

n—00

Ezutan csak a lemmara kell hivatkoznunk, és megallapithatjuk, hogy B,, *& B.

1.12 A spektral tétel

Rendeljiink hozza a komplex sik minden B Borel-halmazihoz egy E(B) € B(H) operétort. Azt mond-
juk, hogy E : B — E(B) egy pozitiv operdtor értéki mérték, ha

(1) 0<KEB)<I,E®)=0,E(C)=1I

(2) Ha (B;) paronként diszjunkt Borel-halmazok sorozata és B = U; B;, akkor E(B)z = Y. | E(B;)z
minden z vektorra.

A (2) feltétel azt mondja, hogy a hozzirendelés additiv az er6s operdtor topolégidban.

34. példa: Legyen H = L?(0,1). Ha B C [0,1] egy Boral-halmaz, akkor értelmezziik E(B)-t gy, mint
a B halmaz karakterisztikus fliggvényeivel val6 szorzds operatora.

fgy egy olyan pozitiv operdtor értékli mértéket kapunk amelyre, F(B) projekcié barmilyen B C [0, 1]
Borel-halmaz esetében. A pozitiv operdtor értékli mérték tulajdonsigai koziil csak az additivitds nem
nyilvénvalé. E (Ul,B;) az U, B; halmaz f, karakterisztikus fiiggvényével valé szorzds operdtora.
fn(x) = xp(x) minden t € [0, 1] pontra. Ezért a 32. példa szerint E (U, B;) *& E(B).

A tovéabbiakban olyan pozitiv operdtor értékii mértékek lesznek fontosak, amelyek értékei projekcidk.
Ebben az esetben projektor értékd mértékrdl, vagy roviden projektormértékrdl beszéliink. Legyen E :
B — E(B) egy projektormérték és x € H. Ekkor

pz(B) = (z, E(B)z) (1.35)

egy kozonséges mérték. A megfordités is igaz, ha minden B Borel-halmazra adott egy E(B) € B(H)
projekcid gy, hogy barmilyen & € H vektorra (1.35) egy mértéket ad, akkor E egy projektormérték. Az
E projektormérték és a {u, : x € H} mértékesaladd kapcsolatat hasznélhatjuk fel arra, hogy kiépitsiink
egy integralelméletet projektor mértékekre. Legyen f egy komplex sikon értelmezett korlatos mérhetd
fliggvény. Az

A= / FO)AE()
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jelolést akkor fogjuk haszndlni, ha barmilyen x € H vektorra

(z, Az) = / FO) dua (M)

s sz

(@,42) = [ 10 iz, B0
35. példa: Legyen E a 34. Példdban szerepld projektormérték. Ekkor egy f € L°°(0,1) fiiggvényre

/ FOVE) = M; .

Legyen g € L?(0,1). A p, mérték definici6ja szerint
o(B) = g, E(B)g) = (g, xoa) = [ latt)a.
fgy g abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, és

[ rug(® = [ nolaoar.
Ezért

/ F(Ndig, B(-)g)(N) = / FO)lgN)2dt = (g, Myg) .

13. tétel: (Spektral tétel). Legyen A = A* € B(H). Ekkor létezik A spektrumén egy olyan E
projektormérték, amire

f(4) = / FOVEQ)  (f € Clo(A))) .

A tételt nem bizonyitjuk a szigord értelemben véve, de korvonalazzuk a bizonyitds vazat. Az A
operator folytonos fliggvénykalkulusabdl indulunk ki, 14sd 11. Tétel.

Legyen ¢4 : C(0(A)) — B(H) az a leképezés, amelyre ¢pa(f) = f(A). Ha x € H, akkor

Pz * fe <$7¢A(f)$>

egy lineéris funkciondl C(o(A)), amelynek lényeges tulajdonsigai

(1) @a(1) = ||2]|>-
(2) Ha f >0, akkor ¢, (f) > 0

B3) Iz (HI < I flloo-

Ezek a tulajdonsidgok kovetkeznek rendre a ¢4 (1) = I, ¢a(gg) > 0, ||oa(f)]| = ||f]leo tulajdonsigaibdl
a fliggvénykalkulusnak. A Riesz-Markov reprezentécids tétel szerint létezik egy p, mérték o(A) Borel-
halmazain, amire

oa(f) = / FN s (V)
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AZazZ

(z, f(A)z) = / FOdpa (A -

Ez mér hasonlit arra, amit bizonyitanunk kéne, de még igazolni kell, hogy van egy olyan E(-) projek-
tormérték, amire

(2, B(-)z) = po
teljesiil. Be kell 14tni, hogy rogzitett H C o(A)-ra van egy olyan B(z,y) korldtos forma, amelyre

B(z,z) = p,(H) . (1.36)

Ezt a képletet hasznédlhatjuk B(z,z) definicidjaul, és a polarizaciés azonossdg segitségével értelmezziik
B(z,y)-t, azaz

B(z,y) = %(NﬂH—y(H) — pa—y(H) = 1 pratiy(H) +iﬂz—iy(H)) . (1.37)

(Szdmoléssal lehet ellen6rizni, hogy az (1.36) és (1.37) egyenletek dsszhangban vannak.) A kapott forma
korlatosséga nyilvanvalé B(z,z) < ||z||? = p.(H) < ||z||> miatt. Az E(H) operator igy adédik. Az
operator értéki mérték o-additivitasa egyenes kovetkezménye p,-ek o-additivitdsanak. Egy kis nehézség
annak igazoldsdban van, hogy E(H) egy projekcid.

Az egyszeriiség kedvéért tételezziik fel, hogy H egy nyilt intervallum karakterisztikus fiiggvénye.
Ekkor van egy olyan 0 < f, fiiggvénysorozat, amely pontonként névekvéen tart x g-hoz. Ekkor f,(A) <
fni1(A) < xu(A) = E(H).

(z, fo(A)z) = /fn(t) dpig (t) — /XH(t) dpi (t) = (x, E(H)x)

a monoton konvergencia tétel alapjdn. A 32. példa azt mondja, hogy ekkor f,(A) £ E(H).
Ugyanez a gondolatmenet megismételhetd az f2 fiiggvénysorozattal, tehdt f2(A) & E(H). Egyrészt
f2(A) = [fa(A))? a fiiggvénykalkulus multiplikativ tulajdonsiga miatt, mésrészt korldtos halma-
zon az operatorok szorzisa folytonos az erds operdtor topoldégidban, vagyis fn(4) % E(H) alapjin
fa(A)2 %% E(H)?2. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy E(H) = E(H)?, vagyis E(H) valéban projekcié.

O

Egy 6nadjungélt operdtor spektralis felbontdsdnak meghatarozisa dltaldban nem konnyt feladat. A
kovetkez6 példdban megkapjuk a spektralis felbontést, de a hozza vezetd utat més operdtorra atvinni
csak bizonyos esetekben lehet.

36. példa: Legyen (b,) C R egy valés szdmsorozat. Ertelmezziink a 6; — bi10;41 képlettel egy T
linedris operatort £2(Z*)-on. Ha (b,) korl4tos sorozat, akkor T korltos operdtor és T+ T* 6nadjungélt.

Szeretnénk meghatarozni T' + T spektralis el6allitasat.

A kanonikus bazisban T + T* métrixa tridiagonalis:

0 b )
by 0 by 0

b 0 s (1.38)

0

Legyen A,, a végtelen métrix n x n-es bal fels6 sarka. Ha p,(z) = Det (z — A,,) az A,, métrix karakter-
isztikus polinomja, akkor ez a polinomsorozat a

po1(@) =0, po(x) =1, pug1(®) = 2pp(®) — Aapn-1(x)
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rekurzidnak tesz eleget, ahol A, = b2. Létezik egy olyan p mérték R-en, amelyre a p,(x) polinomok
ortogonalisak, és

Gus (T +T7)48,) = [ pu(@pu(a)da
(Ezt az allitast egyaltaldn nem indokoljuk.) p,(z) jeloli a normalt n-edik ortogondlis polinomot, tehét
Pn(2) = prn(@)/||pn(@)]]- U : 65 = Pn egy £2(Z") — L?(p) unitér operdtor, hiszen bézist bazisba visz.
(Pu, UT +T)U*Ps) = (6w, (T +T)b) = /wﬁu(x)ﬁv(w) dw
(Pu, MPy)

ha M az x valtozéval valo szorzés operdtora L2(u)-ben. U(T+T*)U* = M, a T+T* és az M operdtorok
unitér ekvivalensek. Mivel M spektralmértékét jol ismerjiik, segitségével megadhaté T + T* spektrilis
eléallitasa:

T4+T = //\dUE(-)U*()\) ,
ahol E(H) a H halmaz y g karakterisztikus fiiggvényeivel vald szorzds L?(u)-n.

Az 1=0b; = by =... esetben

2
dp(t) = ~V/1 - t2dt,

azaz u az un. Wigner-mérték, vagy félkoreloszlds, a megfelelé ortogondlis polinomok bizonyos Jacobi-féle
polinomok.

A Hermite-polinomok a
Hp =2xHy(z) — 2nH,_1(z)

rekurziénak tesznek eleget. Ha gy normaéljuk 6ket, hogy a féegyiitthatdjuk 1 legyen, akkor a

Bt () = Thy(z) — ghn_l(m) (1.39)

rekurzidhoz jutunk. Ez a b, = 1/n/2 esetnek felel meg, ilyenkor T' + T™* métrixa

0 V1 0 0 1
Vi 0 v2 0 0
. 0 \/5\?_\/5
0 0 3 0
% o . (1.40)

0

Ez a métrix volt Heisenberg métrix mechanikijanak egyik épitékove. Az £2(Z"1) téren egy nem korldtos
operatort ad meg, amely unitér ekvivalens a du(t) = e~t"dt mérték feletti L2-téren a valtozéval valé
szorzéassal.

Legyen T' € B(H) egy operétor és x € H egy vektor. Azt mondjuk, hogy = ciklikus vektora a T
operatornak, ha
{p(T)z : p egy polinom}

stirti H-ban.
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14. tétel: Legyen A = A* € B(H) egy olyan operdtor, amelynek letezik ciklikus vektora. Ekkor létezik
egy p valészintiségi merték az A operdtor o(A) spektruman és egy U : L*(u) — H unitér operdtor,

hogy
A=UMU*,

ahol M a véltozéval val szorzés operdtora L?(u)-n.

Bizonyitds: Legyen x € H a ciklikus vektor, feltehetd, hogy ||z|| = 1. Induljunk ki A spektralis
el6allitasabol:
A= / AdE(X

egy alkalmas projektormértékkel, és legyen u(-) := (z, E(-)z), ami egy valészinliségi merték. Az U
operdtort értelmezziik az

[ f(A)z
képlettel folytonos f fiiggvényekre, majd izometrikus tulajdonsiga alapjan terjessziik ki az egész L2(u)-
re. Mivel U képtere stirli, unitérnek kell lennie.

Az A =UMU"* relacié, pontosabban AU = UM, igazolasa:

(2, F(A) / FOAg(N) du(a) = (f, Mg)
(Uf,UMg) = {f(A)z, UMg)

(f(A)z, AUg)

(f és g folytonos fiiggvények.)
O

37. példa: Legyen A = A* € B(H) és H véges dimenziés. Ekkor A-t egy onadjungdlt matrixnak
tekinthetjiik. A-nak pontosan akkor van ciklikus vektora, ha minden sajatértéke egy multiplicitdsd.

Legyen Aq,..., A\, A sajatértéklistdja és eq,...,e, a megfelel6 sajatvektorok, amelyek bézist alkot-
nak. Ha A\ = Ay, akkor a z = Y ¢;e; vektor nem lehet ciklikus, hiszen p(A)z = Y p(\;)cie; nem lehet
stirti, mert az els6 két koordindta ardnya p-tél fiiggetlen.

Miésrészt, ha A;-k egymdstdl kiilonbozbek, akkor z = " e; ciklikus vektor. Az y vektor p(A)z
forméban valé kozelitéséhez elég olyan p polinomot taldlunk, hogy |p(A\;) — yi| < e. Ez lehetséges
a Weierstrass-féle approximéciés tétel miatt. Ha g egy olyan kompakt tartgjui folytonos fiiggvény,
amelyre g(\;) = y;, akkor g olyan p kozelitése megteszi, amelyre |g(t) — p(t)| < € egy A;-ket tartalmazé
intervallumon.

O

Ha A és B felcserélheté 6nadjungélt métrixok, akkor van olyan bézisa a véges dimenziés térnek,
amelyben mindkett6 diagondlis. Ennek az egyszeri ténynek a korldtos 6nadjungalt operdtorok kérében
a kovetkezd altaldnositasa igaz.

15. tétel: Ha A és B felcserélheté korlatos onadjungalt operatorok, akkor létezik olyan E projektor
értékii mérték a szdmegyenesen, hogy

A:/f()\)dE()\) és B:/g()\)dE)\

alkalmas f és g fiiggvényekre.

Miutdn minden projektormérték egy 6nadjungélt operdtor spektralmértéke, ugy is fogalmazhatunk,
hogy felcserélhetd operdtorok egy veliik felcserélheté harmadik operator fliggvényei.
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1.13 Nevezetes topolégidk

Legyen H egy Hilbert-tér. A normabdl szarmazd topoldgia mellett egy maésik topoldgiat is érdemes
bevezetni H-n. Azt mondjuk, hogy (z,) tart az z-hez gyengén, irdsban x, “>z, ha (z,,y) = (z,y)
minden y € H vektorra. Természetesen z,, — = maga utan vonja, hogy z, “—z.

8. lemma: z,, — x pontosan akkor, ha x,, “—z és

|znll = llz]-

Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy z,, “—z és ||z,|| = ||z||. Ekkor
|z — znll” = ll2]]* + l|lznall” — 2Re (25, 2) = [l2]]” + [|z]|* — 2Re||z]|* = 0.

A megforditds nyilvanvald.
O

38. példa: Ha (e,) egy ortonormélt rendszer valamely # Hilbert-térben, akkor e, %~ 0, de e, nem
konvergél norméban.

O
16. tétel: Bdrmely H Hilbert-tér {x € H : ||z|| < 1} egységgémbje kompakt a gyenge topoldgidra
nézve.

O

A Hilbert-tér vektorok gyenge konvergenciaja indukal egy topoldgiat az operatorok terén, amit gyenge
operdtor topoldgidnak neveziink. Ha A,,, A € B(H), akkor A, “% A jelentése (z, A,y) — (x, Ay) minden
z,y vektorra. (Tehdt A, *% A nem mds, mint A,y “—y minden y vektorra. A gyenge operdtor topoldgia
a pontonkénti gyenge konvergencia topoldgidja.)

39. példa: Ha A, “% A, akkor A} “% A, azaz az adjungalas folytonos a gyenge operdtor topolégidban.

O
40. példa: Az unitér operdtorok korében a gyenge és erls operdtor topoldgidk egybeesnek.

Ha U, *> U, akkor (z,U,y) — {(z,Uy), vagyis U, *% U. (Ez teljesen altaldnosan {gy van, az unitér
feltevést itt nem kellett hasznélnunk.)

Megforditva, tegyiik fel, hogy U, “% U. Ekkor Upz “>U,, de mivel ||U,z|| = ||z|| = ||Uz||, a 8.
Lemma alapjan Upxz — Uz. Mivel ez barmilyen x vektorra igaz, U, *-U.

A két topoldgia ekvivalencigjabol fontos kovetkeztetést tehetiink: Az unitér operdtorok egy
topologikus csoportot képeznek az er0s operator topolégidra nézve.

Vilagos, hogy unitér operatorok szorzata és inverze is unitér. Amit meg kell gondolni, az a szorzds
és az inverz folytonossaga. Ha A,, *& A és B, *% B, akkor A, B,, & AB feltéve, hogy ||An|| és || Bxl|
korltosak. Ez adja szorzés folytonosségat. Mésrészt ha U, & U, akkor U, %% U és U, = U} —
wo J* = U~ az adjungdlds folytonossiga miatt.

O

17. tétel: A {T € B(H) : ||T|| <1} halmaz kompakt a gyenge operdtor topoldgidra nézve.

34



1.14 Kompakt operatorok

Ha T € B(H) egy korltos operator, akkor T folytonos a gyenge topoldgidra, azaz =z, “>z alapjin
Tz, “>Tx kovetkezik. Valéban, (T'(z — x,,),y) = (x — Zn,T*y) — 0. A H Hilbert-tér egy L lineéris
operatorat kompaktnak (vagy teljesen folytonosnak) nevezziik, ha x, “—x esetén Lz, — Lz. Minden
kompakt operator folytonos, és ezért korldtos. K(H) jeloli H kompakt operdtorainak halmazat.

18. tétel: K(H) B(H) zdrt linedris altere a norma topoldgidra nézve. Ha T € B(H) és K € K(H),
akkor TK, KT, T* € K(H).

Bizonyitds: Legyen K, € K(H) és ||[L — K,|| — 0 valamely L € B(H) operdtorra. L € K(H)
beldtdsdhoz vegyiink egy olyan (z,) C H sorozatot, hogy x, “—z. Ekkor

(L(z — z4),9)| (L = Km)Zn, y) + (Km(z = 22),9)|
CIL = Kl llyll + Kz — zn), K7u)! -

IN

Itt C az ||z,|| sorozat egy korldtja. Ha a jobb oldalt kicsinek akarjuk, akkor el8szor m-et vélasztjuk
olyan nagynak, hogy az els6 tag kicsi legyen, majd az adott m-re az n indexet vélasztjuk olyan nagynak,
hogy a mésodik tag kicsi legyen. Igy jutunk arra a kdvetkeztetésre, hogy Lz, — Lz, tehdt L € K(H).

A tétel KT-re és T K-ra vonatkozé része kozvetleniil kdvetkezik a definiciébdl. Megmutatjuk, hogy
T* kompakt (amennyiben T is az).

IT*@n — T*z||* < [lon = 2| ITT*(2n — )| -
Ha z,, ">z, akkor ||z, — z|| korldtos és ||TT*(z, — z)|| — O hiszen a tétel el6z8 része szerint TT*
kompakt operator. Igy T*z,, - T*z és T valéban kompakt.
O
Legyen H végtelen dimenziés. Ekkor az identitds operdtor nem lehet kompakt. Ha T egy kompakt
operator H-n, akkor 0 € o(T'). Ha ugyanis lenne olyan korldtos X operator, amelyre XT = I, akkor az
el6z0 tétel szerint I-nek kompaktnak kellene lenni.
Egy véges dimenziés Hilbert-térben a gyenge konvergencia egybeesik a normabdl szarmazé konver-
gencidval. FEzért minden olyan operdtor, amelynek képtere véges dimenzids, az kompakt. Az ilyen

operatorokat véges ranginak is nevezzik.

19. tétel: T € B(H) akkor és csak akkor kompakt, ha létezik véges rangu operdtoroknak olyan Ty,
sorozata, hogy ||T — T,|| — 0.

41. példa: Legyen K(z,y) € L?([0,1]) x [0,1]) és

(T f)(x /Kﬂfy

/‘/sz Dyl
/[/|K:cy |dy] do
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Ekkor

||TKf||§ dx
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IN

/ l(/ 'K(W'Qdy)m (/ (f(y))Zdy)l/T do
1K (@)l - 1515

ami azt mutatja, hogy a Tk integral operdtor korldtos és norméja legfeljebb || K (z,v)||2. Ugyancsak ez
a becslés mutatja, hogy

(T, —Tr) fll = | Trn—x fI| < [1Kn — Kll2 ]| f]]2 -
Vagyis, ha K,, — K az L*([0,1] x [0, 1]) térben, akkor || Tk, — Tk]|| — O.

Az L?([0,1] x [0,1]) térben sfirin vannak a

k

K(z,y) =Y si(@)ti(y)

i=1

alakd fiiggvények. Egy ilyen K (x,y) magfiiggvényre

k
T =Y si [ 6w dy,
=1

és latjuk, hogy Tk véges rangi, kovetkezésképpen kompakt. Az elézé tétel azt adja, hogy Tk kom-
pakt operator lesz barmilyen négyzetesen integralhaté magfiiggvényre. Az ilyen Tk alaki operatorokat
Hilbert-Schmidt operdtornak nevezik.

O

9. lemma: Legyen (e,,) egy bdzis a H Hilbert-térben és T € B(H) olyan operdtor, hogy Y, [|[Te,||* <
+00. Ekkor T kompakt és Y, [[Te,||*> = 3, [|[T*exnl?.

Bizonyitds: Legyen P, az ej,es, ..., e, bazisvektorok altal kifeszitett altérre valé projekcié. A P,T
operator véges rangi és

oo oo
T =PuT)al* = Y [es, To) < llzll> D (1Tl
j=n+1 j=n+1

Ez azt mutatja, hogy P,T — T normdban, amennyiben Y |[|T*e,|> < 4oc. Mivel kompakt
operatorok norméban vett limesze kompakt, ekkor T' kompakt.

Hétra van még a mésodik rész bizonyitasa.

DlTenll> = Y [ew, Ten)l> =D (T ex, en)
n n,k n,k

S Kew T = 31T eull
n,k k

A kompakt operatorok spektruma meglehetésen egyszerii szerkezetii.

20. tétel: (Riesz-Schauder) Legyen K egy kompakt operdtor. Ha 0 # X\ € o(K), akkor A\ véges
multiplicitdsu sajatérték és a sajatértékeknek legfeljebb a 0 lehet torléddsi pontja.
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Ha a Hilbert-tér végtelen dimenzids, és egy kompakt operatornak végtelen sok sajatértéke van, akkor
a 0 mindenképpen a spektrumhoz tartozik, de nem feltétleniil sajatérték.

42. példa: Legyen G egy egy kompakt topologikus csoport és m : G — B(H) egy erésen folytonos
reprezenticié egy H Hilbert téren. Tételezziik fel, hogy 1étezik egy olyan x € H vektor, hogy ||z|| = 1 és
a{m(g9)x : g € G} halmaz teljes H-ban. (Ilyenkor z-et ciklikusnak mondjuk.) A Dirac-féle jelolésmédban

m(g)x)(m(9)2|

jelenti a 7(g)x vektorra valé projekcié operdtorat.

7= [ lntg)o)n(o)sl duto)

integrallal értelmezett in. Weyl-féle operdtor kompakt. (Az integril a wo-topolégidban, azaz a belsd
szorzaton keresztiil van értelmezve, és a G csoport u Haar-mértéke szerint van véve.) Legyen (e;,) egy
bazis H-ban

|Tenll? = (Ten, Ten) = // 9V, en(m(h)z, en) (m(g)z, (h)) dya(h) du(g) -

Megmutatjuk, hogy a

Igy

3 |[Ten? // 5 TR a1 en)r () e0) (9} m(A)2) i) duh)

J[ @@, 7)) duto) aute .

Az integrandus egy folytonos fiiggvény, ami integralhatd, tehdt Y [|Ten||> < +oo. EbbSl a tulaj-
donsagbdl kovetkezik, hogy T kompakt a 9. Lemma alapjan.

Legyen A egy kompakt operdtor a H Hilbert-téren. Ekkor |A| is kompakt, és spektruma X;
sajatértékekbdl all. Feltehetd, hogy Ay > A2 > ... > 0. Ha

oo
Z/\f <00,
i—1

akkor az A € LP(H) jelolést haszndljuk. Ha 1 < p < oo, akkor LP(#H) Banach tér az

. 1/p
|All, = (Z Aﬁ’)
=1

normdra nézve. A szébajovd p értékek koziil p = 1 taldn a leglényegesebb. Az L'(#H) osztélyba tartozd
kompakt operatorokat nyomoperdtornak nevezziik. Legyen &; a Hilbert-tér bazisa. Ekkor az

Tr: A Y (&, A&)

linedris funkciondl a bézis vélasztasatol fiiggetlen, az A operdtor nyomdnak nevezziik. Megjegyezziik,
hogy L?(H) nem més, mint a Hilbert-Schmidt operédtorok osztalya.
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1.15 Gyakorlé feladatok

1. Legyen H egy Hilbert-tér. Igazolja, hogy a kovetkezd két allitds ekvivalens: 1. Van H-ban
megszamldlhatd slird halmaz. 2. Létezik H-nak megszamlalhaté bazisa.

2. Igazolja, hogy L?(IR")-ban sfirin vannak a Zﬁzl ane” ™ alaku fliggvények!

3. Bizonyitsa be, hogy az L?[0,1] Hilbert-térben stirtin vannak az olyan p(z) polinomok, amelyekre
p(1/2) = 0!

4. Legyen p(H) = fil xu(z)V1 — 22 dz egy mérték [—1,1]-en. Igaz-e, hogy a polinomok siiriin
vannak L?(p)-ben?

5. Legyen H azoknak a {z € C : |z| < 1} halmazon analitikus fiiggvényeknek az Gsszessége, amelyre

/ |f(z+iy)]? dzdy < +00.

Igazoljuk, hogy ez Hilbert-tér az

(f.9)= //f(w+iy)g(w+iy)dwdy
belsé szorzdssal, és
Pulz) =4[22
T
bézis (n =1,2,...)!

6. * Tekintsiik azokat az f : C — C mérhetd fliggvényeket, amelyekre

I £1I” := %/|f(z)|2e—|zl2dxdy (z=z+1iy)
véges. Ezek az .
(f,9) = p /7(2)9(2)6"‘”2 dz dy

bels§ szorzassal egy K Hilbert-teret alkotnak. 1. Igazolja, hogy K-ban az analitikus fliggvények
Ko altere zart! 2. Mutassa meg, hogy Ko-ban a polinomok teljes halmazt alkotnak!

7. Igazolja, hogy Hs,(0) = (—1)"(2n)!/n!, ha Hp,(z) az m-edfokd Hermite-polinom!

8. Igazolja a

oo tn
exp(2zt — t2) = E Hn(x)—'
n!

n=0

Osszefiiggést! (Az exp(2xt — t2) fiiggvényt a Hermite-polinomok generdtor fiigguényének nevezik.)

9.* Igazolja, hogy )
— eimt t2/2Hn t)dt =i"e z2/2Hn z)!

10. Az e27te—t generatorfiiggvénybe beirva az exponencidlis fliggvény hatvanysorat igazolja, a

Ho(@) = 2. i —2m)

(2x)n—2k
k=0

Osszefiiggést!
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11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

19.
20.

21.

A 6. példa L?(u) Hilbert-terében tekintsiik az
L = {H, : n paratlan}
halmazt. (H, jeldli az n-edfokd Hermite-polinomot.) Hatérozzuk meg az L' alteret!

Tekintsiink egy olyan rendszert, amely a szamegyenesen elhelyezkedé N darab tomegpontbdl all
és szabad energidjat az

N
1
F(z1,...,zNn) = Zlog|a:i -z - 523}%
i k=1
fliggvény adja meg az egyes tOmegpontok z1,z2,...,2n helyzetével kifejezve. Igazoljuk, hogy
F akkor minim4lis, ha x1,%2,... és xx az N-edfokd Hermite-polinom gydkei! (Utmutatds: 1.
Differencidldssal mutassuk meg, hogy az (z1,%2,...,2x) minimumhelynek ki kell elégiteni a

S (@n — Tm)”! = z, egyenleteket minden 1 < n < N-re, ha az Osszegzés m # n-re torténik.
2. Legyen f(z) = (x — 1) ...(x — zN), és szdmoljuk ki az

1) (=)

2 f@) i@

mennyiséget az el6zé Gsszefliggés fehasznalasdaval. 3. Hivatkozzunk arra, hogy f az n-edik Hermite-
féle differencidlegyenlet polinom megoldésa, és igy csak az n-edfoki Hermite-polinom lehet.)

Adjon példat olyan 2 x 2-es P métrixra, amelyre P2 = P és P nem ¢nadjungélt.

Legyen P olyan operétor egy Hilbert-téren, amelyre P = P2. Igazolja, hogy P akkor és csak akkor
onadjungalt, ha P magtere és képtere merdlegesek egymasra.

Legyen o egy permutdcidja az 1,2,...,n szdmoknak és U, : H"® — H"® az (1.25) képlettel adott
unitér operator. Igazolja, hogy

1

—>.Us

onadjungalt projekcid, ha az Gsszegzés a permutacidkon fut végig.

Legyen ¢ egy linearis funkciondl a n x n-es matrixok terén. Igazolja, hogy egyértelmiien 1étezik egy
olyan D maétrix, amelyre p(A) = Tr DA. ¢ nemnegativ értékeket vesz fel a pozitiv szemidefinit
matrixokon, ha D pozitiv szemidefinit.

Legyen A normalis operdtor. Igazolja, hogy Rx(A) normélis minden A\ € p(A) esetén.

Hasznéljuk az
RA(T) — RA(S) = RA(S)(T — S)RA(S)

azonossdgot a T — Ry (T') rezolvens irdnymenti derivéltjanak kiszdmitaséra.
Legyen A az L2(0,1) térben az z? fiiggvénnyel valé szorzés operatora. Mi A spektralmértéke?

Ha H C [0,1] egy Borel-halmaz, akkor legyen

;\(H) ha €eH,

p(H) =

= s

2 1
g)\(H) + = ha

3 ¢ H.

Mi az L?(u) térben az 2? fiiggvénnyel vald szorzds operdtoranak spektruma?

Bizonyitsa be, hogy ha E és F projekcidk egy Hilbert-téren, akkor ||E — F|| < 1!
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22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Bizonyitsa be, hogy ha E és F' projekcidk, akkor (EF)™ konvergens az erés operédtor topolégidban!

Bizonyitsa be, hogy ha a X € B(#) operatorra X*X és X X* projekciok, akkor X parcidlis
izometria!

Legyen a, € [0,1] nvé sorozat 1 hatérértékkel. Az ¢?(IN) téren Ad, = a,0,.1 egy linedris
operatort értelmez. Mi ennek a spektruma?

Legyen f,g € L?(0,1) két rogzitett fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy

(Ah)(z) = / F(@)9(v)h(y) dy

egy korldtos linedris operatort értelmez! Mi ennek a spektruma?

Legyen (Af)(z) = zf(2) a 4. feladatban leirt Hilbert-térben. Bizonyitsuk be, hogy A korldtos
operator és hatdrozzuk meg a spektrumat! Elemezziik a spektrum részeit is!

Legyen f egy kétvaltozés folytonos fiiggvény és értelmezziink L?(0,1)-en egy A operdtort:

t
(Ag)(t) = / (. 2)g(2) di

Igazoljuk, hogy A korlatos és szdmoljuk ki r(A)-t!
Szamolja ki L?(—1,1)-ben az z%-tel val6 szorzds operatoranak spektralmértékét!

f(mvy) - f(y7$)

LQ([O, 1] X [Oa 1])_ben legyen (Af)(‘r’y) = 9

operator!

. Bizonyitsa be, hogy A egy projekcié

Legyen E1 Es, ... paronként ortogondlis projekcidk sorozata, amelyre y°  E, = I. Mi lesz a
Z ei 7r/nEn
n

operator spektruma? Mikor lesz ez az operdtor kompakt?

Igazolja, hogy az L?[0, 1] Hilbert-térben értelmezett

(Af)(z) = / “fd (feI20,1], z e 0,1])

operator korlatos!

Igazolja, hogy az A operator adjungiltja
1
@h@=[ fod  (ferp) s )

Legyen E,, paronként ortogondlis (6nadjungalt) projekcitk sorozata egy H Hilbert-térben, E,, # 0
és A > 0 egy valés szam. Milyen A értékekre lesz az

A= i A\"E,
n=1

lineéris operator korldtos? Tegyiik fel, hogy A korlatos. Mi a spektruma? Elemezze a spektrum
részeit is! Mikor lesz az A operdtor kompakt?
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33.

34.

35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.
44.

Legyen f € L?(IR) és

t —1 tz
gn /_277 ‘/_n f

Igazolja, hogy g, konvergal az L?(IR) Hilbert-térben. Mi a hat4rérték?

Igazolja, hogy egy véges dimenziés Hilbert-tér operatoranak akkor és csak akkor van ciklikus

vektora, ha minden sajatértéke egy multiplicidsi!
Igazolja, hogy ha T' € B(H) normaélis operator, akkor ||T'||*> = ||T?|!

Igazolja, hogy ha T € B(#) normalis operator, akkor r(T") = ||T||!

A:(‘l) (1))

Adja meg az Uy = exp(itA) unitér métrixot (¢ € R)!

Legyen

Legyen B egy pozitiv korldtos dnadjungalt operator. Definidljunk rekurziéval egy A, sorozatot:
Ao =0, Apy1 = (B + A2)/2. TIgazoljuk, hogy A,, < A,41! Hov4 tart az A,, operdtor sorozat?

Legyen U € B(H) egy unitér operétor és Ho := {(x + Uz +---+ U™ 'x) —nz : v € H, n € IN}.

Igazolja, hogy Hy = {x € H : Uz = z}!

Hasznélja fel az el6z6 feladatot annak bizonyitdsara, hogy
1 n—1
- (y+Uy+---+U"y)
konvergél U egy fixpontjahoz! (Utmutatas: H = Ho & H).
Definidljuk az U : L*(R?, dz dy) — L*(R*,rdr) ® L? ([0,27], dp) lineéris operétort az

Uf)(r,p) = f(z,y) x=7r-cosp, y=r-singp
képletekkel. Igazolja, hogy U unitér!

Hasznélja fel a (1.32) rezolvens azonossagot annak igazoldsara, hogy

(%/Ff(z)Rz(T)dz) (%/Fg(z)Rz( ) /f (T)dz,

ha f és g analitikus fiiggvények egy D’ tartomdnyon, D' D D D D D o(T) és az integrdlas a T
spektrumdt tartalmazé D tartomédny T’ hataran torténik! (Feltehetd, hogy I sima zért gorbe.)

Igazolja, hogy inf{||A™||*/" : n € IN} a korl4tos A operdtor spektralsugara!

Legyen n € IN és az ¢?(IN) téren értelmezziink egy A,, operdtort az

_J k1 kE<nm,
A"(sk_{ 0 k>n,

képlettel. Mi az A, operdtor spektruma? Konvergil-e A,, az erGs, vagy a norma topolégidban?
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Maisodik fejezet

2. Nemkorlatos és onadjungalt operatorok

Az alkalmazdsok szempontjabdl fontos operdtorok némelyike nem korldtos, ilyenek példdul a dif-
ferencidloperdtorok. A nemkorlatos operatorok kezelése lényegesen bonyolultabb; kezdédik ez az-
zal, hogy az értelmezési tartomanyuk nem a teljes tér, és gondot kell forditani az értelmezési tar-
tomédny megaddsira. (Latszélag ugyanaz az operdtor kiilonbozd értelmezési tartomdnyokkal egészen
més jelenséget irhat le.) Egy operdtor grafjinak zértsiga egyfajta minimum kdvetelmény az operator
kezeléséhez, de szadmolasi szempontjdbdl az énadjungalt operdtorok osztdlya mondhatd jénak.

2.1 Zart operatorok

Legyen T a H Hilbert-tér sliri alterén értelmezett linedris operator, amely értékeit is H-ban veszi fel.
T értelmezési tartomdnydra a D(T) jelolést hasznaljuk. A

IT)={(z,y) e HOH : 2 € D(T), y =Tx}

halmaz linedris altér, amit T grdfjdnak neveziink. Ha I'(T") zéart, akkor T-t zdrt operdtornak mondjuk.
T tehat akkor zart, ha az x, — z és Tz, — y relaciékbdl kovetkezik © € D(T) és Tx = y. Ha a H
Hilbert-tér Ty és T» operatoraira I'(Th) C I'(Tz) teljesiil, akkor a Ty C T jel6lést haszndljuk. Szavakban
Ti C T» jelentSe nem mas, mint az, hogy T» kiterjesztése T1-nek.

1. tétel: Ha T olyan zart operator, amelynek értelmezési tartomanya az egész tér, akkor T' korldtos.

Bizonyitds: H & H Hilbert-tér, és igy teljes. Amennyiben T zért, I'(T") Banach-tér, amin tekintjik
am : (¢, Tz) = z és w2 : (x,Tx) — Tz folytonos linedris transzformécidkat. Ha D(T) = H, akkor
m1 kolcséndsen egyértelmi rdképzés, ezért mi ! inverze folytonos. Mivel T' = 75 o T ! folytonos transz-
forméciék kompozicidja, T' maga is folytonos.

O

1. példa: Legyen D(T) a szdmegyenesen szakaszosan folytonosan differencidlhaté kompakt tartéju
fiiggvények halmaza és Tf = f'. Ha

[ nz hazel0,n7l,
fn(®) _{ 0  egyébként,

akkor || fn|| = (3n)7Y/2 = 0 és || T fa|| = n'/? = co. A T differencidloperator tehét nem korlétos és nem
terjeszthetd ki a teljes L2(IR) tér zart operdtorava.

2. példa: Legyen Ty : £2(Z1) — (2(Z™) egy linedris operator a
Z TpOp > Z f(n)zndn
n n

képlettel adva a D(Tp) = {¥ 2ndn : 3 |f(n)|*|zn|*> < +o00} értelmezési tartoményon egy tetszSleges
f:Z" = C fiiggvény segitségével. Ekkor Ty zart operator.
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Legyen
H,={(z,y) e H®H : yr = f(k)zx ha k < n}.

Ekkor H,, zart halmaz minden n € IN-re. Mivel

F(TO) = ﬂ Hna

n

Ty grafja is zart.

1. lemma: Ha a T operator spektruma nem az egész C komplex sik, akkor T' zart.

Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy A € o(T). Ekkor B = (A — T) ! egy korldtos operator. Vegyiink
egy olyan (f,) C D(T) sorozatot, hogy fn, = f és T'f, — g valamely f és g vektorokra.
B\ —g) = lim B(A=T)fn) = lim fo=f.
Mindkét oldalra alkalmazva a A — T operatort, azt kapjuk, hogy
Af—g=QA-1)f.

Ez egyrészt mutatja, hogy f € D(T) masrészt Tf = g.

3. példa: Legyen T : (>(Z1) - (*(Z") a

[ \/nép—1 han>0,
T(S”_{O han=0

képlettel értelmezve a D(T) = {z € £? : Y n|z,|? < +o0} értelmezése tartomanyon. Ekkor T = TpS*,

ahol S* a balra tolas és
vn—16, han>0,
0

TO(S":{ han =0.

To a D(T) értelmezési tartomanyon zart operatort ad, egy nemkorlatos szorzas operdtor. Ebbél adodik,
hogy T zéart. Legyen ugyanis x, — z és Tz, — y. Ekkor S*z, — S*z és To(S*zy,) — y. Igy T
zartsaga alapjan Ty = ToS*z = T'x.

A T operédtornak minden z € C szdm a spektrumaban van, ugyanis
>
e(z) = —n
= Vn!

sajatvektora T-nek z sajatértékekkel. (Egyébként e(z)-t erponencidlis vektornak szoktdk nevezni és
késébb 1atni fogjuk, hogy az {e(z) : z € C} halmaz linedrisan fiiggetlen.)
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2.2 Az adjungalt

Legyen T egy linedris operdtor a D(T') C H értelmezési tartoménnyal. g € D(T*), ha

(9,Tf) = (k, f)

minden f € D(T)-re és valamely k € H-ra. Ha D(T) slirii H-ban, akkor k egyértelmii és T*g = k
definicié szerint. T™* a T operédtor adjungdltja. D(T*) azokbdl a g € H vektorokbdl all, amelyekre
f = {g, Af) folytonos lineéris funkcional a D(T') altéren, és T*(g) a Riesz-reprezentaciés tétel alapjin
a funkciondlt megadé vektor. Az adjungélt értelmezésébdl nyomban kovetkezik, hogy

T, CT, esetén Ty CTy. (2.1)

Ha T C T*, akkor T-t szimmetrikusnak mondjuk. T tehat pontosan akkor szimmetrikus, ha

(9. Tf) =(Tg, f)

fennall barmely f, g € D(T') vektorra. Ha T = T*, akkor T-t onadjungdltnak nevezziikk. Neumann Jénos
a ma 6nadjungéltnak nevezett operdtorokat maximalis szimmetrikusnak nevezte. Valéban, ha T) C T5
szimmetrikus operdtorok, akkor Th C Th C Ty C Ty, és Th = T esetén 17 = Th-nek kell teljesiilni.

4. példa: Az L?(0,1) Hilbert-téren két linedris operatort tekintiink. D(Ty) = {f € L? : f(0) = f(1) =
0, f'e L?}, D(Ty) = {f € L? : f' € L?}. Ty és T egyarant differencidloperdtorok: (T;f)(z) = —i f'(z)
ha f € D(T;). Megmutatjuk, hogy Ty = To. Mivel Ty C Ts, ez azt is jelenti, hogy a T operétor
szimmetrikus ugyan, de nem 6nadjungalt.

T C Ty beldtasa az egyszerlibb. A tartalmazds azt jelenti, hogy yo € D(T3) és x1 € D(T}) esetén

1 1
(o Thz) = i / 2, (g2 (@) dt = —i / o1 (05 (0) dt
= (Thy2,z1) .

Ez igaz, mert a kérdéses kozépsd egyenl6ség parcidlis integralassal kovetkezik az z1(0) = z1(1) = 0
feltételbdl.

Legyen y € D(T}) és y* := T}'y. Az adjunglt definicidja szerint

(v, Tuzr) = —i / 2 (t)y(0) dt = / 5 (O @) dt = (Try, 1)

érvényes minden z; € D(Ty)-re. Legyen Y*(s) = [; y*(t) dt. Parciélis integraldssal

/0 s (O @) dt = — /0 o (70 dt

és

| s —Tym—da =0

bérmilyen ¢ € € szdmra, és barmilyen x; € D(T})-re. Tetszbleges y € L2-bdl kiindulva

G(t) = /Otg(s)ds —t/olgsds
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T, értelmezési tartomanydban van, igy z; helyébe teheto:

0=A1Mﬂ—AE@@hwm—ww—dﬁ.

A ¢ szdmot (g-t6l fiiggetleniil) j6l megvélasztva a

_Agmwwn—wm—qw=o

egyenléséghez jutunk, ami tetszbleges g € L2-re fenndll. Igy
Y*t) = —iy@t)+ec
és

¢
y(t) = i/oy*(s)ds—c.

Ez azt mutatja, hogy y € D(T3) és y* = Try. Tehat T7 C Ts.

O

Azt mondjuk, hogy a T operator a T operator lezdrdsa, haT(T) = I'(T). Tehét T kiterjesztése T-nek,
jelolésben T' D T'. Ha egy T operatorra teljesiil, hogy lezdrdsa létezik, akkor lezdrhaténak mondjuk. A T
operator pontosan akkor lezdrhatd, ha abbdl, hogy (0, h) benne van T grafjdnak lezardsdban kovetkezik,
hogy h = 0.

2. tétel: Bdrmely linedris operdtor adjungéltja zdrt. Az adjungalt pontosan akkor siiriin definidlt, ha
az operator lezarhaté. Kévetkezésképpen egy stiriin definidlt zart operator adjungéltja is stiriin definidlt
és zart.

Bizonyitds: Legyen T az operator, amirdl szé van.
M:={Tf,-freHeH : feDT)}

egy izometriatdl eltekintve T grafja. Kiszdmoljuk, hogy T'(T*) = M*. Valéban, ha (z,y) L M,
akkor (z,Tf) = (y, f) minden f € D(T') vektorra, és z € D(T*) és T*z = y. Utébbi nem mds, mint
(z,y) € T(T*). M= zéart altér, teh4t T* zért operdtor, és (T)* = T*.

Hatra van még annak igazoldsa, hogy D(T*) slirti, amennyiben T lezarhatd, és viszont. Tételezziik
fel, hogy h L D(T*) és T létezik. Ekkor (h,0) € T(T*)* = M, azaz (h,0) = (Tf,—f). Ebbl adédik,
hogy f=0és Tf = h=0. Tehat D(T*) slirti. A megforditott allitds a gondolatmenet megforditasival
igazolhatd.

O

Legyen U H®H-nak az U(f,g) := (—g, f) képlettel értelmezett unitér operdtora. Az elobbi bizinyités
azon mult, hogy
0(T*) = (UT(T))*.

Felirva ezt a reldciét T helyében T*-ra is, és kihaszndlva, hogy U? =identitds azt kaphatjuk, hogy

T =T
5. példa: Legyen D(Hp) = {f € C?[a,b], f(a) = f(b) = 0} és D(Hn) = {f € C?[a,b] : f'(a) =

f'(b) = 0}. Az f — —f" operdtor a D(Hp) és D(Hn) tartomédnyokon egyardnt szimmetrikus. Ez
kovetkezik az

b
/ (g - Tg") dz = [J'g - Td'],

azonossaghbdl. (Parcidlis integralds).
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6. példa: Legyen @) az z véltozéval vald szorzds operdtora L?(IR)-en, azaz D(Q) = {f € L*(R) :
zf(z) € L*(R)} és f € D(Q) esetén (Qf)(z) =z f(2).

Ha g € D(Q*) és Q*g = ¢*, akkor (g, Qf) = (¢*, f) minden f € D(Q)-ra, vagyis

[ e - F@) sy dr=0.

[ helyébe tehetjiik a x[_p, ) [g9(z)x — ¢g* ()] fiiggvényt, hiszen ez négyzetesen integralhaté és kompakt
tartéju 1évén z-szel szorozva is négyzetesen integralhatd. Ezért

g(z)z —g*(z) =0

majdnem mindeniitt [—n, n]-ben, és igy R-en is. Azt kaptuk, hogy g € D(Q) és Qg = g*. Megdllapitjuk,
hogy Q* C Q. Mivel () szimmetrikus, azaz () C Q*, arra jutunk, hogy @) 6nadjunglt.

2.3 énadjungélt operatorok

Az 6nadjungdlt operatorokra kiterjeszthetd a korlatos operdtorok korébdl ismert spektrdl tétel, és a
folytonos fiiggvény kalkulus is.

3. tétel: (Spektral tétel) Legyen A egy onadjungdlt operdtor a H Hilbert-téren. Ekkor IR Borel-
halmazain egyértelmiien létezik egy olyan E projektormérték, amelyre

(1) ha H C R Borel-halmaz és H N o(A) =0, akkor E(H) = 0,
(2) D(A) ={z eH : [ Nd{z,E(-)z)(\) < +oo},
(3) ha Ap, = [" AdE(X) és x € D(A), akkor Apz — Ax.

O

A tételben szerepl6 E projektormérték az A operdtort egyértelmiien meghatdrozza. A (2) tulaj-
donsdg megadja A értelmezési tartomanyat, a (3)-ban adott korldtos A, operdtorok hatdsanak pon-
tonkénti limesze pedig A. Ha K C H jeldli egy kompakt [a,b] intervallumra az E([a,b]) projekcié
képterét, akkor minden z € K vektor A értelmezési tartomédnyaban van. Val6ban, az (z, E( - )z) mérték
tartdja [a, b]-ban van, ezért

//\zd(w,E( Dz)(A) < (@® + %) (b - a)llal.

Az K alteret az A operdtor invaridnsan hagyja. Ha a = —n és b = n, akkor A és A, megegyeznek az K
altéren.

7. példa: A 6. példa @ operdtora a kvantummechanikdban az egy szabadsigi foku részecske koordindta
operdtora. A véltozdval vald szorzés operdtora, és spektrélis projekcidi is szorzds operdtorok. Ha H C IR,
akkor az E(H) spektralis projekcié a H halmaz karakterisztikus fiiggvényével val6 szorzds operdtora.
Ha f € L?(RR), akkor az (f, E(-)f) mérték stirtiségfiiggvénye |f|2. A spektral tétel (2) allitasa szerint
f € D(Q) pontosan akkor, ha

/ X2d(f, B(-)f)(N) dA = / XFO)2 dA
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véges, és valéban éppen ez volt @ értelmezési tartomanydnak meghatdrozdsa. Legyen f € D(Q) és A,
a spektrél tétel (3) allitdsdban szerepld operator. Ekkor

(f,Anf) = 3 A(f,E(-)f) = 3 A FA)? dX
“ /®) naly
tf(t alt| <n,
Anf(t) = { 0 egyébként.

Ha n — oo, akkor A, f — Qf.

Legyen A egy 6nadjungdlt operator és
=inf{(z, Az) : |z| =1} és M =sup{(z,Az) : |z| =1}.

Az elsé fejezet 10. tételének bizonyitasa mitkédik akkor is, ha A nem korldtos igy o(A) C [m, M]. Ha
m(M) véges, akkor A-t alulrdl (felilrdl) korldtosnak nevezziik. Ham > 0, akkor A-t pozitivnak mondjuk.
(A pozitivitds fogalméba mindig beleértjiik, hogy A egy 6nadjungilt operator.)

A spektrél tétel lehetéséget ad arra, hogy az f(T) operdtort értelmezziik barmilyen Borel-mérhetd
IR — C fiiggvényre. f(T) siirlin értelmezett zart operdtor lesz, és

1) D) ={z € H : [If(N)Pd(z, E()2)(A) < +0oo},
2) If (D)=l = [1fN)d(z, E()z)(N),
(3) ha fo(t) = f(t) |f(t)| < n esetén és f,(t) =0 |f(t)| > n esetén, akkor
fo(T)z — f(T)z,
feltéve, hogy = € D(f(T)),
4) f(T)* = f(T),
(5) Ha z € p(T), akkor

RZ(T)=/iEf();\).

Erdemes megjegyezni, hogy (af)(T) = af(T) minden mérhetd f fiiggvényre és o € € szamra teljesiil,
de (f + 9)(T) = f(T) + g(T) &ltalaban nem igaz. Ha x € D(f(T)) N D(g(T)), akkor z € D((f + g)(T))
és f(MYz + g(T)z = (f + 9)(T)z, azaz f(T) + g(T) C (f + 9)(T), de a két operétor lehet kiilonbozs.
((f(t) + g(T) nem feltétlentil zart, mig (f + ¢)(T") mindig az.)

4. tétel: Legyen T egy dnadjungdlt operdtor. t € o(T) akkor és csak akkor teljesiil, ha létezik
egységvektoroknak olyan f, sorozata, hogy f, € D(T) é —tfall = 0.

Bizonyitds: Legyen E(-) a T-hez tartozé projektormérték és E, = E(t — 1/n,t + 1/n) spektralis
projekcidk egy sorozata. Ha t € o(T), akkor E, # 0 és valaszthatunk olyan f, vektort, amelyre

E, fn = fn- Ekkor
t+1/n 4
n?’

T fn = thull? = / (A 02d(fu E(-) fu) <

—1/n
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A megforditds ennél még egyszertibb, ha létezik olyan f, sorozat, amelyre (T' — t)f, — 0, akkor a
T — t operatornak nem létezhet korldtos inverze, tehat t € o(T).
O

A tétel szerint egy Onadjungdlt operdtor spektruma approximativ sajdtértékekbdl &ll. t € TR-et
approximativ sajatértéknek nevezhetjiikk, ha van egységvektoroknak egy f, sorozata, amelyre (T f, —
tfn) = 0. Ha t sajatérték, akkor f,-et n-t6l fliggetlennek vélaszthatjuk.

Azt szoktdk mondani, hogy t az T = T* operator lényeges spektrumdhoz tartozik, ha tetszbleges
g€ > 0-ra a (t — &,t + ¢) intervallumhoz tartozé spektralis projekcié végtelen dimenzids, azaz végtelen
dimenziés altérre vetit. Az el6z6 tétel bizonyitdsdnak gondolatmenetével adddik, hogy ¢t pontosan akkor
tartozik T lényeges spektrumdhoz, ha létezik olyan ortonormadlt f,, sorozat, amelyre T f, — tf, — O.
T lényeges spektruméra a oess(T') jelolést hasznédljuk. A lényeges spektrum nem véltozik kompakt
perturbécié hatdsara.

5. tétel: (Weyl-tétel) Legyen T = T*, K = K* € B(H) két énadjungélt operdtor, és tételezziik fel,
hogy K kompakt. Ekkor T ésT + K lényeges spektruma azonos.

Bizonyitds: Elég belatni, hogy oess(T) C dess(T' + K). Ha t € 0es5(T), akkor van olyan ortonormalt
fn sorozat, amelyre T f,, —tf, — 0. Mivel f, “=0, K f, — 0, és (T +K) f,—tf, — 0. Kovetkezésképpen
t € oss (T + K).

O

2.4 Onadjungélt kiterjesztések

A kovetkezdkben a szimmetrikus operdtorok onadjungalt kiterjesztéseit vizsgaljuk. Legyen H egy szim-
metrikus operator. Ha f € D(H), akkor

ICH + 1) fI1* = |H P+ 1F1P = 1 =) F17 -

Ezért létezik egy izometrikus U = (H —i)(H +1)~" operdtor (H +1) képterén, ami ezt H —i képterére
képezi. U-t H Cayley-transzformdltjanak nevezziikk. Ha H H-nak szimmetrikus kiterjesztése, akkor U
izometrikus kiterjesztése U-nak. Ennek a megforditisa is igaz.

Legyen U izometrikus kiterjesztése U-nak, amely az M+ O Ran (H+1i) alteret az M~ O Ran (H —i)
altérre képezi. Ha f € M+, Uf = f, h€ D(H), g = (H +1)h, akkor

2ih, f) = ((H—i)h—(H+i)h,f)=(Ug—g,f)

Mivel D(H) siirli, igy arra kovetkeztethetiink, hogy f = 0, azaz Ker (U — 1) = {0}.

A D= (U—-1)M™ értelmezési tartomanyon legyen H tigy definidlva, hogy

(H+i)™ = 5i(U—1).

Més széval, Hf = L (U 4+ 1)g, ha f = i (U — 1)g és g € M+. Ekkor

(310~ Do 50 + D)

(f1,Hf2) 2 5

= —i' (—(gl,UgQ) + <ﬁglag2))
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1, - 1, -
5U+1)g1,5i(U - 1)g2
2 2
= (]{r fi, fa) -
Ezért H szimmetrikus. Bebizonyitottuk tehit a kivetkezét.

2. lemma: Legyen H egy szimmetrikus operdtor. Ekkor kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés van H
szimmetrikus kiterjesztése és Cayley-transzformdltjanak izometrikus kiterjesztései kozott.

Egy szimmetrikus operdtort lényegében dnadjungdlinak neveziink, ha lezdrisa Onadjungdlt. A
lemmabdl vezethetd le a kovetkezd.

6. tétel: Legyen H egy szimmetrikus operdator. H-nak akkor és csak akkor van énadjungalt kiter-

jesztése, ha az
L*¥ =Ran(H +i)*t

alterek dimenzidja megegyezik. Tovabba az alabbi feltételek ekvivalensek:

(1) H lényegében énadjungélt
(2) dim LT =dimL~ =0

(3) H-nak csak egy onadjungdlt kiterjesztése van.

Az L* altereket defekt altereknek nevezik. Erdemes megjegyezni, hogy L* = Ker (H* F1).

8. példa: Legyen D(A) = {f € L%*(0,1) : f abszolit folytonos, f' € L2(0,1) és f(0) = f(1)} és
Af = —i f'. Parcislis integraldssal megmutathaté, hogy A szimmetrikus operétor.

Belétjuk, hogy A +1 rdképezés, ami azzal ekvivalens, hogy a
i d fxif= (2.2)
dt -9 '

differencidlegyenletnek tetszéleges g € L2(0,1) esetén van f megolddsa a D(A) halmazban. Valéban, a
megoldés explicit médon megadhaté

f)y ==+ (i /Ot e "g(x)dz + c) e, (2.3)

ami a

e 1
c=1i / e %g(x)dx
0

1—e

paramétervalasztas mellett D(A)-beli fliggvény.

Hivatkozassal az el6zé tételre megdallapithatjuk, hogy A 1ényegében 6nadjungalt. Aldbb bizonyitjuk,
hogy A zéart operétor, ezért onadjungaltnak kell lennie.

A gondolatmenet ltaldnos, érdemes a példatdl fiiggetleniil is megjegyezni. Azt éllitjuk, hogy, ha T

egy szimmetrikus operédtor és A +1ipu — T réképezés valamely A, p € IR szdmokra, u # 0, akkor T' zért. A
1. lemma alapjin elég megmutatni, hogy (A +ip) € p(T). Az 1. fejezet 10. tételének szdmoldsa szerint

I +1m) =TI > w2lIF1P7,
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ami azt mutatja, hogy (A +1iu) — T korldtos inverzzel rendelkezik, tehdt (A +ip) € p(T).

Most vizsgdljuk meg ugyanezzel a mddszerrel a 4. példa T differencidloperatorat. A fentiekhez
hasonléan Ty +i képterének vizsgilatdhoz, a (2.2) differencidlegyenletet kell tekinteni, aminek &ltaldnos
megoldésa (2.3). A f(0) = f(1) = 0 kezdetiérték feltétel az olyan g-ekre elégithetd ki, amelyekre

1
/ e "g(x)dx=0.
0

Ezért a Ran(T) i)' alteret az e =2 fiiggvény fesziti ki, mindkét defekt altér egy dimenzids, ezért Ty nem
lényegében 6nadjungilt, de van 6nadjungilt kiterjesztése. Ez 6nmagdban nem meglepd, hiszen a fenti A
éppen egy onadjungalt kiterjesztése T1-nek. T egy onadjungalt kiterjesztésének Cayley-transzformaltja
az e~ ? vektort egy szadmszorosiba kell, hogy vigye. Mivel a Cayley-transzformdlt izometria, 1étezik
a € m, egy abszolut értékii komplex szadm, hogy e~% — ae™* a Cayley transzformélt hatdsa. Minden
a € T-re van T}-nek egy Tl(a) onadjungalt kiterjesztése.

O

9. példa: Legyen D(P) = {f € L?*(R) : f' € L?(R) és f’ integralhat6 kompakt intervallumokon}. Meg
fogjuk mutatni, hogy a
d

Pf=—izf

differencidloperétor énadjungslt az L2(IR) Hilbert-téren.

Ha f,g € D(P), akkor

(f,Pg) = / T(ig(s) ds
t
= Jlim [ —f(s)ig'(s)ds
—t

t t
o+ jim / TGl ds

= —i lim f(s)gs

t—o0

- / STF()(s) ds
= (Pf,9),

és P szimmetrikus.

Ezutdn beldtjuk, hogy P +i rdképezés. A P —i esetet részletezziik, P + i hasonléan targyalhatd.
Azt kell tehat latnunk, hogy a

—if'—=if=h
differencidlegyenletnek barmilyen h € L?>(IR) mellett van megolddsa D(P)-ben. Az
y+ay=g
egyenlet altaldnos megoldédsa

T
y(z) = ce™*® + e_‘”/ e®g(t)dt.
0

Esetiinkben o = 1 és a ¢ konstansot alkalmasan kell valasztanunk.

y(x) =e° (c+ /Ow elg(t) dt)
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a +oo-ben 0-hoz tart (ha y € D(P)), igy

Kovetkezésképpen

flxy=¢e" (c+ /Ow elg(t) dt) = /w e Tg(t)dt = /0 e’g(s +x)ds.

—00 — 00

Megmutatjuk, hogy f € L?(R). A becslésben felhasznaljuk a (Tsg)(z) = g(x + s) eltoldscsoportot,
amely unitér operatorokbdl all.

hm = ‘ // Ooo 5 T T h(z) ds da

0

<[] elots+a)l )| dsdo
0—00

_ / es/|g(s+x)||h(x)|dxds
-

= [ etimal, i) ds
0

< [ loll lullds = gl Il

2.5 Lényegében onadjungilt operatorok

A kovetkezd tétel szamos fontos esetben alkalmazhaté elégséges feltételt biztosit annak eldontésére, hogy
egy szimmetrikus operator 1ényegében 6nadjungilt legyen.

7. tétel: Legyen H egy szimmetrikus operdtor és (f;) C D(H) egy sajatvektorokbdl 8116 bazis. Ekkor

H Ilényegében énadjungdlt az értelmezési tartomanyan.

Bizonyitds: Legyen a f;-hez tartozd sajatérték N\;. Ha f =: > a;fi € H és f € D(H), akkor
Hf =3 Aia;fi és
Z(ozi)2 < 400, Z |Aiai]? < 4+00.

%

Do={Y aifi : (14 X2) lanl® < +oo}

halmazon értelmezziink egy T' operatort a

T (Z az’fi) = alifi

képlettel. Ekkor H C T. Legyen S a {\; : i € IN} halmaz lezérasa, és z ¢ S. Ertelmezziink egy A

operdtort az
A (Z %’fz') = Z’Yz’(z - X)) i
képlettel. A korlatos és injektiv. (z — T)Af = f minden f € H vektorra. Ezért z & o(H).

A

Mivel T spektruma nem a teljes C, T" egy zart operator. Kénnyi latni, hogy T lezdrasa H-nak.
O
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10. példa: Tekintsiik a D : f— —if' differencidlds operdtort a (0,1) nyilt intervallumon kompakt
tartdji sima fiiggvények D(D) terén. Parciélis integraldssal

<f7_igl) =_1[f79]+<1flag)7

ahol [f, g] := lim, 1 f(z)g(z)—lim, o4 f(z)g(z). Ez természetesen mutatja, hogy D szimmetrikus, de
azt is kiolvashatjuk, hogy ha D értelmezési tartomany4at boviteni akarjuk a szimmetrikussig megbrzése

mellett, akkor az
[, 71 = 1FOF = [f(D)] =0
feltételre tigyelniink kell. Ha f(1) = af(0) valamilyen a € T szamra, akkor ez teljesiil.

Legyen D, = {f € L?[0,1] : f € C*®, f(1) = af(0)}. Hae'¥ = a € T, akkor a H, : f —
—i f! operéator lényegében dnadjungélt a D, értelmezési tartomdnyon. Valéban, az f,(z) = a®e? ™
fiiggvények (n € Z) sajatvektorokbdl 4ll6 bazist alkotnak, és H, szimmetrikus. Az el6z6 tétel szerint
H, lényegében 6nadjungalt.

H, spektruma, ¢ + 27Z, és minden sajatérték egy multiplicitdstd . A rezolvens operdtor (A — H,) ™!
kompakt minden A ¢ ¢ + 27 Z értékre.

A H, operédtorok D-nek 6nadjungdlt kiterjesztései. A lehetséges Onadjungalt kiterjesztések T-vel
vannak paraméterezve.

Az el6bbiek nagy mértékben 4ltalanosithatdok. Legyen Q egy tartoméany IR"-ben. A Laplace-operator
n
0% f
Anf = Z 5 2
= 0%z,
értelmezhetd a kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvények osztalydn. A Green-tétel szerint

/fA—ng—ﬁAnfdw=/ 99 _05g) g,
Q 80 61/ 81/

ahol 90 a tartomény hatédra és 8% jelenti a normAlis irdnyud derivalast. A, akkor lesz szimmetrikus

operator, ha a jobb oldal eltlinik. Ezt konnyen biztosithatjuk, ha az értelmezési tartomanyba olyan f
fiiggvényeket valasztunk, amelyek eltiinnek 0Q-n, Dirichlet-féle peremfeltétel. Természetesen ugyanilyen
jo a a% [ = 0 feltételt kielégito fiiggvények osztilya, Neumann-féle peremfeltétel. A Dirichlet-féle és a
Neumann-féle Laplace-operatorok egyarant szimmetrikusak.

O
11. példa: Tekintsiik az egységgomb feliiletén sima fiiggvényeken értelmezett

(1 8 (. ,0g 1 &%
(Ag)(0, ) := (m% (Sm‘9%> + sin208—g02) 0, ¢)

differencidloperatort, ami gombi koordinatdkban van megadva.

L?(S,dQ)-ban az Y}, gombfiiggvények bazist alkotnak, m € Z, | > |m|, lasd az els§ fejezet 22.
példajat. A (1.5) differerencidlegyenletbél levezethetd, hogy

AYim = =11+ 1)Yim (2.4)

azaz a gombfiiggvények sajitfiiggvényei a A operatornak.

Igy A lényegében nadjungélt, A < 0 és a (I + 1) sajatértékhez tartozé sajataltér dimenzidja 21 + 1,
tehat a spektrum erdsen degeneralt.
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Az el6z6 példa A operatora szoros kapcsolatban all a Laplace-operdtorral, ugyanis a Laplace-operator
polarkoordinatakban a

02 20 1
Y 29 -\ 2.5
or? + ror + r2 (2:5)
alakot 6lti. 'Y}, megolddsa Au = 0 egyenletnek 'Y}, Descart-féle koordinatékba 4tirva az 1,2, 3
valtozék homogén [-edfoku polinomja. Ezek a polinomok természetesen linedrisan fliiggetlenek, hiszen

az egységgdmbre megszoritva az L2(S,d?) tér béazisat adjdk. Harmonikus polinomoknak nevezik Sket.

12. példa: Tekintsiik a C%[—1,1] tartomdnyon értelmezett (Lf)(z) = ((#® — 1) f')" mdsodrendii diffe-
rencidloperatort:

Ha p(z) = 22 — 1, akkor p(+1) = 0, és szdmoldsunk mutatja, hogy L szimmetrikus operdtor. L
sajatfiiggvényei a Legendre-féle polinomok, amelyek bézist alkotnak, igy L a C?[—1,1] tartoményon
lényegében Onadjungalt.

Az f — —(pf")' + gf alaki differencidloperatorokat Sturm-Liouville-operdtoroknak nevezik. A fenti
L el6jeltdl eltekintve ilyen alak.

13. példa: Tekintsiik megint a 5. példa Hp operdtorat. Hp sajatfiiggvényei
2
fulz) = £ sin nmx (n e IN).
T

Az ehhez a fiiggvényhez tartozé sajatérték —n?. Mivel a f,, fiiggvények egy bézist alkotnak L]0, 1]-ben
(lasd az 1. Fejezet 8. péld4jét), a Hp operator lényegében 6nadjungélt.

0 € o(Hp), igy a korlatos inverz: Hp' létezik, és egy kompakt operdtor. Ha egy operdtor inverzét,
vagy altaldnosabban véve rezolvensét integraloperatorként lehet el6allitani, akkor annak magfiiggvényét
gyakran az operdtor Green-fligguényének nevezik. Ha

_ —y)zx ha 0<z<y<l1
K(w,y)_{ (1-2)y ha 0<y<z<1
és
1 x 1
fl@) = K(z,y)g(y) dy = / (1—-=)yg(y)dy + / (1-y)zg(y) dy

= —ar/olyg(y)dy+/Owyg(y)dy+w/;g(y)dya

akkor vildgos, hogy f(0) = f(1) = 0. Tovébbi

flo) = - / yo(y) dy + z9(z) + / 9(y) dy — z9(2)
f@) = —gla).

Tehat a K (z,y) magfliggvénynek megfeleld integraloperdtor Hp inverzét adja.
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8. tétel: Tekintsiik a D = {f € C?[a,b] : Bif(a) + f'(a) = 0, Baf(b) + v2f'(b) = 0} értelmezési
tartomanyon az

Lf =—(f") +gf

differencidloperdtort. Tételezziik fel, hogy |B1| + |v1| > 0, |82 + |12| > 0, p € C[a,b], g € Cla,b] valds
fiiggvények, tovabbd, hogy 0 nem sajitértéke L-nek. Ekkor L szimmetrikus operdtor, L~! kompakt és
folytonos magtiiggvénnyel megadhatd Hilbert-Schmidt-féle integraloperator.

Bizonyitds: L szimmetrikussdga az el6z6 példdhoz hasonléan parcidlis integraldssal konnyen
belathatd.

Legyen fi(x) és fo(x) két megoldédsa az Lf = 0 f € D kezdeti érték problémédnak. Mivel L-nek a 0
nem sajatértéke, uy és us linedrisan fliggetlenek és a differencidlegyenletek elméletébdl tudjuk, hogy a
Wronski-féle determindns (@) (@)

fi(z)  fa(z ‘
w(z) =
D=1 Hw B@

nem nulla. Legyen

g(z) = /w Ji(z) f2(y) — fz(iv)fl(y)h(y) dy .

p(a)w(a)
Ekkor
f(@) =cfi(z) +cafo(z) + 9()

az altalanos megoldasa az Lf = h egyenletnek. A ¢; és ca konstansokat alkalmasan vélasztjuk: ca = 0
és
b
f2(y)
= —/ —=_h(y)dy .
o Pla)w(a)
Ekkor a peremfeltétel teljesiil, f € D és

ahol
S@RW) ey <
9(z,y) = pla)u(a) -
p(a)w(a)

A szimmetrikus valés magfiiggvény (azaz az L operator Green-fiiggvénye) folytonos, L~ valéban kom-
pakt operétor.
O

A tételbdl kovetkezik, hogy a Sturm-Liouville-féle operdtorok lényegéban Gnadjungaltak (a tétel
feltételei mellett). Ugyanis L szimmetrikus, igy kiilonboz6 sajatértékekhez tartozé sajatfiiggvények
ortogondlisak.  L%[a,b] szeparabilis, tehdt L-nek legfeljebb megszdmldlhaté sok sajatértéke van.
Viélaszthatunk A € IR-et, ami nem sajatérték. L — A is Sturm-Liouville-féle operator, amelynek 0
biztosan nem sajatértéke, ezért alkalmazhaté rd a tétel. (L — X)~!-hez van sajatfiiggvényekbdl 4llé
bézis, aminek elemei persze L-nek is sajatfliggvényei (csupan més sajatértékkel). Végeredményben van
olyan bdzis, ami L sajatfiiggvényeibdl dll, és hivatkozva a 7. tételre megéllapithatjuk, hogy L lényegében
onadjungdlt.
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14. példa: (A harmonikus oszcillator) A kvantummechanikdban az egy dimenziés harmonikus os-
zcilldtor energia (vagy Schrodinger-) operdtora

(Hf)(@) = —f"(z) + w’2*f(2)

alakii.  (Ertelmezési tartomanynak a CS°(IR)-teret vehetjiik.). H maga egy Sturm-Liouville-féle
operator, szinguldrisnak mondjik, mert nem véges intervallumon van véve. Kozvetleniil ellnérizhetd,
hogy H szimmetrikus. Sajatfiiggvényeinek felderitéséhez a

Hf =\f
differencidlegyenletet kell megoldani. Ez a véltozok transzformalasaval (z helyébe y/wz, A helyébe w)

>f
alakot olti, majd a f(z) = e*“”Z/Qg(ar) helyettesitéssel a
9" —2zg'+ (A=1)g=0

Hermite-féle differencidlegyenlethez jutunk, amelynek megolddsa A = 2n + 1 esetén a H,(z) n-edfokd
Hermite-polinom.

on(2) = cnHp(vwz) exp ( — wz?®/2) (n=0,1,2,...)

a ¢, normélis konstansok alkalmas vélasztasdval egy sajatfiiggvényekbdl 4116 bazis az L?(IR) térben. fgy
a H operator lényegében onadjungalt (vesd Gssze a 7. tétellel). A ¢, (z) fiiggvényeket az w = 1 esetben
Hermite-fiiggvényeknek nevezik.

A tovibbiakban a w = 1 egyszeriisitéssel éliink. Annak ellenére, hogy H szingularis Sturm-Liouville-
féle operator, a reguldris esethez hasonldéan létezik kezelheté Green-fliggvénye. H-nak a 0 nem
sajatértéke, igy a H~! operdtort eldallithatjuk magfiiggvény segitségével. Legyen

B —%exp (m2-2i-y2) &(2)®(y) ha z<y,
g(z,y) = 1 22 + 2
~ exp ( 5 ) ®(y)®(z) ha y<uz,

ahol ®(z) = f_moo et dt (lényegében egy Gauss-eloszlas eloszlasfiiggvénye.). Tobb-kevesebb szdmoldssal
adédik, hogy

H'f(z) = /oo 9(z,y)f(y) dy,

—0o0

pontosabban

) = [ T g, )fy)dy esetén Hh=f

folytonos f € L?(IR) fiiggvényekre. Tehat a folytonos szimmetrikus g(z,y) fiiggvény a H operdtor
Green-fiiggvénye. Megfelel6 becslések segitségével kdzvetleniil igazolhatd, hogy

/ l9(z,y)[* dedy < +o0 .

Mivel H spektralis el6allitdsat ismerjiik, és tudjuk mar, hogy g(z,y) Green-fiiggvény, egy mdsik utat is
jarhatunk:

// lg(z,y)|? dedy = ;‘//g(w,y)%(m)%(y) dwdy 2

. _1 2 > 1
- ;ﬂ'm”{ om)| —§<—2n+1>2-
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A kapott sor evidens médon konvergens (6sszege 72 /8).

A két dimenziés harmonikus oszcilldtor Schrodinger-operatora ( a forgdsszimmetrikus esetben)

(tr 1)) == (43 + 5z ) S + @ 4@

A ¢n()pm(y) alaki fiiggvények bazisit adjdk L?(IR*)-nek, ha n,m € Z%. Az egydimenziés osz-
cillatorrdl elmondottakat felhaszndlva

Hopn(@)om(y) = (2n + 2m + 2)pn (@) om (y) -

fgy H, sajatértékei 2,4,6,.... A 2 sajatérték kivételével tobbszoros multiplicitdsiak: 2k multiplicitésa,
annyi, ahdnyféleképpen k — 1 el6all nemnegativ egészek Osszegeként, ez éppen k.

15. példa: (A hidrogén atom) A protonbdl és elektronbdl 4ll6 hidrogén atom energia operdtora

2 2 2

h h
Hf(z,y) = =5 —Acf(@,y) = 5 Ay f(z,y) = ”x%

o y”f(w,y) (z,y € R®)

az L?(IR®) Hilbert-téren. Fizikailag H elsd tagja az m, témegii és e toltésti protonnak, a masodik az my
tOmeg és e toltésl elektronnak, a harmadik pedig a Coulomb-kolcsonhatésnak felel meg. H értelmezési
tartomanyanak a gyorsan csokkend fiiggvények S(IR®) terét tekinthetjiitk. Célunk az, hogy beldssuk: H
lényegében Onadjungalt.

Az
w— mix + moy

, v=y—=x
mi1 + mo y
transzforméciét hajtjuk végre. (u a tomegkozéppont helye, v pedig az elektronnak a protonhoz vis-
zonyitott helyzete.) A transzforméacié Jacobi-determindnsa 1, igy L?(IR%)-nak egy U unitér operatorat
indukdlja. (E tény részletesebb tirgyaldsa megtaldlhaté az 1. Fejezet 20. példdjdban.) U a Schwartz-
teret dnmagdaba képezi.

n’ R

2
e

—Ayg(u,v) — —Ayg(u,v) — —g(u,v

(s + 112) 9(u,v) 9(u,v) ”U”g( )

U*HUg(u,v) = — o

ahol p = myma/(my1 +ms). A transzformdcié matematikai jelentésége az, hogy a vizsgdlt operédtor egy
olyan Gsszegre bomlik, amelynek egyik tagja csak az u véltozéban, mésik tagja (amely valgjaban a fenti
masodik és harmadik tag Osszege) a v valtozéban hat. A véltozdkat sikeriilt szétvilasztani, ami azért
elényds, mert ha a L2(IR®) teret az L?(IR®) ® L?(IR®) tenzorszorzattal azonositjuk, akkor

U*HU = H, ® idy +id; ® Ha

ahol Hy az u valtozéban haté Laplace-operator konstans szorosa és

2 2

Hag(v) = —%Ag(v) — € g,

llvll
A Laplace-operatorrdl tudjuk, hogy lényegében 6nadjungdlt S(IR®)-on, és ki fogjuk mutatni, hogy H is
az. Ez elegend$ ahhoz, hogy U* HU lényegében 6nadjungdlt legyen S(IR®*) ® S(IR?)-on. Ezt a kijelentést
itt bizonyitas nélkiil elfogadjuk, valéjaban a kdvetkezd eredményt hasznédljuk. Ha D;-en Hy lényegében
onadjungilt és Dy-en Hs lényegében 6nadjungilt, akkor Hy ® ids + id; ® Hy 1ényegében 6nadjungalt
lesz a

{f®g:feDi,geDs}
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vektorok altal feszitett altéren. Esetiinkben Dy = Dy = S(IR?), és az f(u)g(v) fliggvények &ltal feszitett
altér része S(IR®)-nak. Ezen U*HU tehat lényegében 6nadjungalt. Mivel U invaridnsan hagyja S(IR®)-
ot, maga H is lényegében 6nadjunglt lesz.

H;-r6l tudjuk, hogy folytonos a spektruma. Fizikailag ez a tag adja az atom (azaz a proton és
elektron tomegkozéppontja) haladé szabad mozgasénak a folytonos energidjat. Ho a tomegkdzépponthoz
viszonyitott relativ mozgas enegidja, amiben nem az elektron valédi my tomege, hanem a tomegként
megjelend p mennyiség szerepel, redukalt tomegként is emlegetik. Hy-rél ki fog deriilni, hogy van olyan
bazisa az L?(IR?) térnek, amely sajatvektoraibdl 4ll, sét, ami jéval tobb Hy kompakt.

[’Jjabb koordinata transzforméiciét hajtunk végre, dttériink térbeli polarkoordindtdkra. A transz-
forméacié mogdtt most is egy unitér operator all, V : L2(IR?) — L2(IRT x S2, drdQ),

VH(r,0,0) =rf(z),

ahol 1 = rsinfcosy, x2 = rsinfsinp, 3 = rcos és ¢ = (r1,T2,23). dQ a gombfeliileten a felszin
szerinti integralast jeloli.

o B[O [ ,00 1 8 (. oY 1 %] e?
VH2V ’(f} = _2/,”"2 I:E (7’ E) + m% (sm0%> + sin208—(p2] - ?d}’ (26)

amiben megjelenik a 2.4 példa A differencidloperdtora. Az egyszeriliség kedvéért attériink olyan
egységekre, hogy h = 1,e? = 2 és u = 1/2 legyen. Ekkor:

190 0 2 1
K:=VH)V*=——_—(r—)—--—-=A. 2.7
2 r2 Or (T Br) @.7)
Az L2(R* xS?, drdQ) tér szorzatra bonthat6, L2(IRT)®L?(S2,d). A L*(S?,dQ) téren haté A operator
spektralis felbontasa ismeretes: Minden I nemnegativ egész szamhoz van egy H; sajataltér, amit az Yj,,

goémbfliggvények feszitenek ki, |m| < 1. Tehat H; dimenzidja 2] + 1. A megszoritva H;-re —I(I + 1)-gyel
val$ szorzasként viselkedik. Ha v (r, 8, ) € L*(R") ® H;, akkor

Ky = 19 <r26)¢—§¢+l(l+1)rl2¢.

2o \"ar

Legyen K; := K|L2(R") ® H;. A K;ib = Ev sajatfiiggvény egyenlet m megolddsat ¢ = R(r)Yim (6, ¢)
forméaban keressiik. Ekkor a radidlis R fiiggvényre a

o \" ar

18(23)mm_§mm+w+n%mm=Emw

differencidlegyenletet kapjuk, amiben E egyelére meghatarozatlan valés szam. Az egyenlet egyszeriisodik
az u(r) = rR(r) valtozéban:

u%m+(E+3—5%}9)mm=0, (28)

r
ugyanis

% (ng) R(r) =ru"(r).

Az (2.8) egyenlet analizisét nem észletezziik. Négyzetesen integralhaté megolddsa akkor van, ha az E
szdm —1/n? alakd, n € IN, és | < n. Az egyenlet megoldésa egy v(r) fiiggvény bevezetésével torténik,
legyen u(r) = e~ "/"rl+ly(r). Ekkor

d*v dv
— + (242 —t)— —l-1)w=
tdt2+(l+ t)dt+(n I-1lv=0,

57



ahol t = 2r/n. A kapott egyenletet Osszevethetlink a 1. Fejezet (1.13) egyenletével. a = 2/ + 1 és

n—1—12>0 egész szdm. A megoldas Lgft)l(t) és a radidlis sajatfiiggvények
1
e [ 27 2r
Ru(r) = cpe™ (;) Lilj'l_l (E) (2.9)

cny a normalizdlé konstans, értéke az
/r2Rle(r) dr=1

feltételbdl szamolhaté. (Ez az egyenlet sajnos kiilonbozik (1.14)-t6l, de azért a Laguerre-polinomokra,
vonatkozé rekurzié segitségével arra visszavezethetd.)

A K, operdtor sajatértékei hagyomdanyos egységekben a

pe

En =  on2h?

(n e N) (2.10)
szamok, | < n. A megfeleld sajatfggvények teljes rendszert alkotnak, mert rogzitett I-re R, ; teljes
rendszer. (Utébbi egy nem részletezett allitds.) Ezért K spektrilis el6allitdsat ismerjik. K egy
kompakt 6nadjungélt operdtor. Sajatértékei véges multiplicitdsiak, pontosabban 2/ + 1 mindegyiknek
a multiplicitasa, és a 0-hoz tartanak.

A K operétorokbdl osszerakjuk magat a K operdtort. Ez is egy kompakt énadjungdlt operator
(2.10) sajatértékekkel és
Rnl (r)Y;m (67 ¢)7
sajatfiiggvényekkel. Rogzitett n-re [ lehetséges értékei | = 0,1,2,...,n — 1, és |m| < I. Az E,-hez

tartozé sajataltér dimenzidja
n—1

Y @+1)=n".

1=0
A sajatfiiggvények mind
Ce™/"pi (r)pa(w, y, 2)r™"

alakidak, alkalmas C allandéval, egyvaltozés p; polinommal és hdromvaltozés p, polinommal. Ezért
gyorsan csokkend sima fliggvények.

Az n,l,m paramétereket a fizikdban fékvantumszamnak, mellékkvantumszimnak, ill. mdgneses kvan-
tumszdmnak nevezik. Az E,, értékek kiszamitdsa és a mért spektrummal valé megegyezése a kvantu-
melmélet elsé gyozelmei kozé tartozott 1925-26-ban.

2.6 Egyparaméteres unitér csoportok

9. tétel: (Stone-tétel) Legyen U(t) € B(H) egy erdsen folytonos egyparaméteres unitér csoport.
Ekkor létezik egy A = A* dnadjungdlt operdtor, amelyre U(t) = exp(itA).

Bizonyitds: Legyen
Az := lim 4.Z' (2.11)
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azon ¢ € H vektorokra, amelyekre a limesz (norméban) létezik. Ezt a A linedris operatort a csoport
generdtordnak nevezziik. El6szor megmutatjuk, hogy a generdtor D(A) értelmezési tartomdnya siirii
halmaz.

Legyen
Do = {a:f = /f(t)Ut:cdw tx€H, fe C’(‘)"’(IR)} .
Itt a vektorértékii fliggvény integraljat a kovetkezbképpen értjiik. Rogzitett x € H-ra

F, iy / (O, y) dt

egy korldtos linedris funkciondl igy a Riesz-Fischer-tétel szerint l1étezik egy z; € H vektor, amelyre

(ar.) = [(F@zv) e
Legyen j. az approximativ egység az 1. Fejezet 12. példdjabol. Ekkor
e — 2. || < /js(t)”(Ut = Dazl|dt < {[|(Uy — Dzl : —e <t <e}

barmilyen z € H vektorra. A jobb oldal tart 0-hoz U; feltételezett folytonossiga alapjin, igy e — 0
esetén z;, — z. Ez mutatja, hogy a Dy halmaz stird.

U, — 1
is

ft—3s) - f(t)
is

o =% FOU (s +1) — U]z dt =/ Utz dt .

(Az integrandus norméjanak van integrilhaté majordnsa, hiszen f kompakt tartéjd.) Az s—0
hataratmenettel kapjuk, hogy

A.Z'f =1 /fl(t)Ut.'lfdt =ZTifr .

Nevezetesen, Dy C D(A). Réadasul a Dy halmazon pontosan ismerjiik a A generdtor hatdsét.
Legyen Ag := A | Dy. Célunk most az, hogy bebizonyitsuk, hogy Ag lényegében 6nadjungalt.
Ha T} az eltolds csoport L2(IR)-en, 14sd 31. példat, akkor kénnyen ellendrizhetd, hogy

Tizy = Zr(-s)
és
AoTSZ = AoTsz
minden z € Dy-ra.

Kiszamolhatd, hogy
(Aozg,xq) = (g, Aozy)
minden f,g € C§°(IR) esetén (parciélis integralds). Tehat A szimmetrikus. A lényegében 6nadjungalt
tulajdonsag igazolasdhoz a 6. tételt hasznaljuk fel.

Legyen y € D(A§) és tételezziik fel, hogy Ty = iy. Ekkor
d dU (s
<y7 (s)

U@ = (15

ds Z> = —i(Agy,U(s)z) = (y,U(s)z)
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érvényes minden z € Dy vektorra. Ez egy differencidlegyenlet, aminek megolddsa

(y,U(s)2) = (y,2)¢’

az U(0) = I-bdl ad6dé kezdeti érték miatt. Mivel ez s-nek korlatos fiiggvénye kell, hogy legyen, (y,z) =0
kell, hogy teljestiljon. Mivel z € Dy tetszoleges volt, y = 0.

Az 6. tétel jelolésével dim L™ = 0 és dim L+ = 0 hasonléan lathatd, Ayy = —iy-bdl kell kiindulnunk.
A Tétel szerint Ay lényegében énadjungalt.

Jelolje B Ay onadjungélt kiterjesztését, azaz B = Ay. Be kell ldtnunk, hogy U(s) = €'*B, amit
abban a formdban ériink el, hogy y(s) := U(s)z — €' *8 azonosan 0 minden z € Dop-ra. y(s) elsd tagja
differencidlhatd

d

£U(s)z =iAgU(s)z.
el *B 2 differencidlhatéségahoz z € D(B)-ra és a Lebesgue-féle konvergencia tételre van sziikségiink:

isA _ T 2 is\ _ 1 2
€ =Dz _,, :/ e T BT
is is
az integrandus 0-hoz tart, ha s — 0 és
isA _ 1
£ —-- /\‘ <2
is

biztosit integralhaté majoralé fiiggvényt, ugyanis
[ N2 ez, B()2) < +oc

a spektrél tétel szerint ekvivalens z € D(B)-val, ami feltevésiink szerint fenn4ll.

el #B 2 differencidlhaté a 0-ban, és igy mindeniitt

_elsB ISBZ.

Is 2z =1Be

Most differencidljuk az ||y(s)||? fiiggvényt:

SWOP = L) = (Foeae) + (). 1)

2Re (G509
= 2Re(ido(U(s) —€'*P)z, (U(s) — ' *B)z)

ami 0, mivel Ay szimmetrikus. Ez az y(0) = 0 kezdeti érték miatt azt jelenti, hogy y(s) = 0.

Hétra van még B egyértelmiiségének igazoldsa. Induljunk ki az U(s) = €l'P é B = [AdE()\)
osszefiiggésekbdl. Kiszamoltuk, hogy = € D(B) esetén eitPz differencidlhatd, ezért D(A) D D(B). A
forditott tartalmazdshoz legyen x € D(A) és

eist_]_

is

fs(t) =

limg_,o fs(B)x := y létezik, ez csupéan atfogalmazdsa a © € D(A)-nek. Az integral

/ £ iz, E(-)z)(N)
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véges kis s-re, példaul < |ly||> + 1, | fs(A)|?> — |A|* amint s — 0. A Fatou-lemma szerint

[ dta B < ol + 1,

tehdt © € D(B). Az A = B konklizi6 természetesen B egyértelmiiségét mutatja, na meg azt is, hogy B
a generator.
O

A Stone-tétel bizonyitdsabdl kiolvashat6 egy hasznos észrevétel, amit lemmaként fogalmazunk meg;:
3. lemma: Legyen D; olyan sirii halmaz az Uy, = €'*4 erdsen folytonos egyparaméteres csoport A
generdtoranak értelmezési tartomdnydban, amely invaridns minden U, unitérre. Ekkor A lényegében
onadjungalt a D, értelmezési tartomanyon.

O

Alkalmazzuk ezt a T, eltolds csoportra a H = L?(IR) téren. Az S(IR) Schwartz-tér stirti L?(IR)-
ben és invaridns az eltoldsokra. Ezért a P generdtor, ami az f — i f' differencidloperator, lényegében
6nadjungélt S(IR)-en.

16. példa: f € L%(IR) esetén legyen
(Def)(z) = e/ f(elz) . (teR) (2.12)
Ekkor egyszeri helyettesitéses integralds mutatja, hogy a linedris D; operator unitér:

(D.f,Dig) = / 2R (et w)et g e ) da

/ Fwg(y)dy =(f,g).

Konnyen ellen6rizhet6, hogy DyDs = D¢y s, tehdt D; egyparaméteres unitér csoport. Folytonossaga azt
jelenti, hogy

amit elegendd abban az esetben beldtni, ha f és g egy teljes rendszerbdl van, példaul legyen f és g
kompakt tartéja folytonos fliggvény. Ilyenkor

[T@el g s - [Fag@ s,

hiszen az integralds véges intervallumon torténik, és alkalmas konstans fliggvény majordlja az
f(z)et/?g(etz) integrandust. Megallapithatjuk, hogy Dy folytonos egyparaméteres csoport, és célul
tlizzlik ki generdtoranak meghatarozasat.

D; 6nmagaba viszi a kompakt tartju sima fiiggvények halmazat, ami ezért magja az A generdtornak.
Legyen f és g most ilyen fiiggvény.

1d 1 1
——{f,D =—{f, - ! .
Tehdt (Af)(z) = —Lg(z) —ig'(z)z a generdtor. Mint ilyen szimmetrikus, és a kompakt tartéjd sima

fliggvények invariancidja miatt 1ényegében énadjungalt.
Erdemes megjegyezni, hogy a 6. példa Q és a 9. példa P differencidloperatorral kifejezve

Af = %(PQ +QP)f. (2.13)
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Az f € H vektort a H-n értelmezett A linedris operdtor analitikus vektordnak nevezzik, ha f €
D(A™) minden n € IN-re és létezik olyan ¢ > 0 szdm, amelyre

oo An
> I n,f”t" <400 (2.14)
n=0 :

Az elnevezés indokldsdul a kovetkezé példa szolgalhat.

17. példa: Ha f analitikus vektora az A operatornak, akkor

oo An
Fy:z—exp(zA)f = Z fz”

n=0

n!

vektor értékil analitikus fliggvény a |z| < t kor6n, mert az 6t megadé hatvanysor a feltevés szerint
abszolut konvergens. Ha A 6nadjungélt, akkor az F4 vektorértekii fliggvényt analitikusan tovabb ter-
jeszthetjiik a Sy = {z € C: —t < Re z < t} végtelen sdvra. Ugyanis z € S; esetén van olyan s € IR
szam, hogy

2=z +is és |z|<t.

Ekkor '
Fa(z) = e *AF4(20)

analitikus fiiggvényt ad meg z egy kornyezetében (s-et dllanddan tartva). e's4

egy unitér operator.

Az Onadjungilt operdtorok analitikus vektorai stiri halmazt alkotnak. Ezt analitikus vektorok
megaddsdval mutatjuk meg.

Legyen A egy onadjungilt operdtor, [a,b] C R, és E az [a,b] intervallumhoz tartozé spektrélis
projekcié. Ha f olyan vektor, amelyre Ef = f és ¢ > |al, |b|, akkor

IA™FIl < ™[I £l
és

oo oo

1A f1] "
Z Tt” < Il Z YR I 7lec* .
n=0 n=0

f tehdt analitikus vektor, a definiciéban szereplé ¢ helyébe barmilyen pozitiv szdmot valaszthatunk. Az
is kovetkezik, hogy egy onadjungdlt operator analitikus vektorai stirti halmazt alkotnak, hiszen a véges
intervallumokhoz tartozé spektralis alterek egyesitése siirii a Hilbert-térben.

10. tétel: (Nelson-tétel). Legyen A egy szimmetrikus operdtor a D(A) értelmezési tartomdnyon. Ha
D(A) tartalmaz analitikus vektorokbdl a1l teljes rendszert, akkor A lényegében énadjungdlt.

18. példa: Tekintsiik az 1. fejezet 36. példajanak T operdtorat. T az £2(Z™1) téren hat, T'6; = bi;10;41.
A b; € R szdmokrdl tételezziik fel, hogy noévS sorozatot alkotnak. Az adjungélt definiciéjabdl
T*6; = b;d;—1. Ha A a T és T* operatorokbdl képezett k tényezds szorzat, akkor A a &; bazisvektort
egy mdsik bazisvektor szdmszorosdba viszi. Példaul (T*TT)6; = T*Tbi110i+1 = T*biyabir10;42 =
bit2bitabir10;41. Mivel b; n6vé sorozat

k
[l A&l < H bitj -

Jj=1
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Ha ezt az egyenlStlenséget alkalmazzuk (T + T*)* kifejtésének minden tagjéra, akkor

k
(T +T*)F6il| < 2F T b -
j<1i

0; biztosan analitikus vektora lesz a T' + T* operédtornak, ha

k
i 2k Hj:l bi+j +k

k!
k=1

véges. Tételezziik fel, hogy b; < i. Ekkor

o0 o0

I (B2 2o < 32 et = Yot
15=1 N\ J k=1

k= k=1

ami konvergens 0 < t < 1/4 esetén. Megdllapithatjuk, hogy az (1.38) métrixszal adott operdtornak igy
minden kanonikus béazisvektor analitikus vektora lesz. Nelson tétele értelmében az operator 1ényegében

Onadjungdlt.
O
2.7 Gyakorlé feladatok
1. Legyen T egy siirlin értelmezett zart operédtor. Igazolja, hogy A € o(T') akkor és csak akkor, ha
A€ o(T*)!
2. Igazolja, hogy UT zart operator, ha U unitér és T zart!
3. Legyen U egy unitér és T egy lezarhatd operator. Igazolja, hogy UTU™* lezarhatd!
4. Legyen A olyan énadjungélt operator, amelynek spektruma IR*-ban van. Milyen kapcsolat van
A, A? és A'/? értelmezési tartomanya kozott?
5. Legyen D(A) = {f € C?[0,1] : f(1) =€’ f(0)}, ahol @ € R egy rogzitett szadm. Igazolja, hogy az
Af =1 f' operétor 1ényegében 6nadjungalt!
6. Legyen D(A) = {f € C?(R") : f' € L2(R")}. Igazolja, hogy az Af =i f' operédtor szimmetrikus
és nincs 6nadjungélt kiterjesztése!
7. A két dimenziés anharmonikus oszcillator Schrodinger-operatora
(Ha1)(o) = = (5.5 + 58) Fe.0) + 6o £(a,0) + 322 2,0)
alakd. Ertelm,ezési tartoméanynak a Cgo(]RQ)—teret valasztjuk. Igazolja, hogy H, lényegében
6nadjungélt! (Utmutatds: Vezesse vissza a problémdt az egy dimenzids esetre!)
8. Igazolja, hogy ha A pozitiv 6nadjungélt operétor, akkor (N ° ; D(A™) stirii altér!
9. Igazolja, hogy minden szimmetrikus operdtor lezarhatd!
10. Adjon elemi bizonyitast a Stone-tételre, ha a Hilbert-tér egy dimenziés!
11. Legyen U(t) er6sen folytonos egyparaméteres unitér csoport a H Hilbert-téren. Keressiink olyan

f € H vektorokat, amelyekre a t — U(t)f vektorértékii fiiggvénynek van analitikus kiter-
jesztése a teljes komplex sikra! (Utmutatds: Induljunk ki az infinitezimélis generdtor spektralis
el6allitasabol!)

63



Harmadik fejezet

3. A kvantummechanika axiémai

A kvantummechanika ma is &ltaldnosan elfogadott axiémdit a szdzad 20-as éveiben Neumann
Janos fogalmazta meg. Az axiémdk szerepe nem olyan, mint a matematikdban &ltaldban, hanem
annal “puhdbb”. Kiindulépontként szolgdlnak, de bonyolultabb modellekben csak korlatozottan
érvényesiilnek.

3.1 Allapotok és dinamikai véltozdk

Az dllapot a rendszeren végrehajtott manipuldcidk eredménye, a manipuldcidk folyamatat az allapot
preparaldsanak mondjuk. Két allapot azonos, ha preparaldsuk lényeges koriilményei megegyeznek. Ha a
mérokésziilék kdlesonhatasba keriil a rendszerrel, és egy szamot leolvasunk a késziilék skalajan, akkor egy
dinamikai vdltozot mériink. Dinamikai valtozé helyett az obszervabilis vagy mérhetd fizikai mennyiség
kifejezéseket is hasznéljak. Utdbbi félrevezetd lehet, mert példaul a hdmérséklet nem mérhetd mennyiség,
azaz nem dinamikai valtozé ebben az értelemben. Ugyanakkor dinamikai valtozdk a részecske helye,
sebessége, spinje, energidja stb. Egy dinamikai valtozét tobbféleképpen is lehet mérni, a valtozdk és a
mérések kozotti kapcesolat nem kélesdndsen egyértelmi.

A tradicionalis kvantummechanika elsé posztuldtuma a kovetkezé:

(A1): Minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy komplex szeparabilis Hilbert-tér, a rendszer
dllapotai a Hilbert-tér sugarainak feleltetheték meg.

Sugir alatt egydimenzids alteret értiink, ami egy vektorral adhaté meg. A vektor hossza nem
lényeges, de altalaban egységvektorral dolgozunk, amit dllapotvektornaek is neveznek. Két konstans
szorzéban kiillonb6zé dllapotvektor, ugyanazt a sugarat hatdrozza meg. A konstans szorzét fdzisnak
is szoktdk nevezni. [\llapotvektorral csak az Un. tiszta dllapotok adhaték meg, az dllapot fogalmét
hamarosan kiterjessziikk. Egy (legegyszeriibb) dinamikai véltozéhoz tartozik allapotoknak egy {¢;} hal-
maza. Ezek a valtozd sajdtdllapotai. Amikor a ¢ allapotban 1évé rendszeren mérést hajtunk végre, akkor
az a mérendd obszervabilis valamely sajatallapotdba ugrik. Ez a véltozas sztochasztikus, a ¢ dllapotbdl
a ¢; dllapotba ugrasnak csak egy P(¢, ¢;) valészinliségérdl beszélhetiink. Ha a kezdeti preparalt dllapot
torténetesen sajatallapot, akkor ugras nem kovetkezik be, azaz

A kvantummechanika szerint

P(¢,9) = [(glv)]* .

Amennyiben {¢;} egy ortonormélt béazis, akkor
D P, ) =D K¢l o) =1

a valdszinlségi értelmezéssel 6sszhangban.
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1. példa: A kétdimenziés € Hilbert-tér egy elektron spinjének lefrdséra hasznalhaté a Pauli-métrixok

segitségével:
(0 1 (0 —i ({1 0
1= \10)> 27\ o) T 0o 1)

Ezek unitér ekvivalens matrixok, tehat sajatértékeik ugyanazok. o3 diagondlis, igy sajatértékei £1. Az
1 irdnyd spin operatora S; := %hai. Sajatértékei +£1/2, ha h = 1 egységeket valasztunk. £1/2 lehet az
i-irdnyd spinnek a két lehetséges mért értéke. S; spektrilis eléallitasa

L =)
3t

ahol Eff := L(I+0;). (Szdmoléssal ellenérizhetjiik, hogy E;F egy projekcié, azaz (E)? = (Ef)* = Ef.)

Szokésos jelolések:
1 0
m=(3) 19=(9)

Ezek a vektorok S3 sajatéllapot-vektorai. Ha a spin allapotvektora ¢, akkor a 3. irdnyu spint mérve

(6, ES 6) = [(g] DI”

valészintiséggel kapunk +1 értéket. Az i irdnyd spin mérésének 4tlagértéke

1o
Si= 3B,

1 1 _
<Sl>¢ = §<¢a Ej_(ﬁ) - §<¢a Ei ¢) = <¢7 Sz¢) .
Az el6bbi példa mar tartalmazta a tovdbbi posztuldtumok csirdjét.

(A2): Minden dinamikai véltozé egy onadjungélt operdtorral adhaté meg. A dinamikai véaltozét mérve
a lehetséges értékek az onadjungdlt operator spektruménak pontjai.

Ha A =3, ci|¢:)(¢i| egy dinamikai véltozd, akkor ¢; a Hilbert tér ortonormadlt bazisa, és a c; szdmok
a mérés lehetséges kimenetelei. Az ltaldnos esetben az A 6nadjungdlt operdtor spektrilis eléallitasa

A:/)\dE,\,

ahol E az Un. spektralmérték, egy projekcié értékii mérték, IR részhalmazain. E tartdja A spektruma,
a A C IR halmazhoz tartozé spektrélis projekcidra az E4(A) jelolést hasznaljuk.

3.2 Sztochasztikus megkozelités

(A3): Annak a valdsziniisége, hogy a ¢ dllapotban az A obszervabilist megmérve a mért érték a A C R
halmazba esik

/A 1 d(g, Exg) = (¢, Ead)

2. példa: A szadmegyenesen mozgé spin nélkiili részecske Hilbert tere L2(IR). Ebben az esetben az
allapotvektorok fiiggvények, és szokdsosan hullamfiiggvénynek nevezik Gket. A részecske helyének
operdtora a valtozdval vald szorzas:

Qf)(@) =zf(z), D(Q)={f€L*(R):xf(z) € L*(R)}.
Q egy szorzés operator, igy spektralis projekcidi is azok:

(EQ(A)f)(x) = (xaf)(=), (3.1)
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ahol xaA a A C IR halmaz karakterisztikus fliggvénye. Annak a valdszinlisége, hogy a részecske a A
intervallumban van

(6. Fa(8)¢) = [ 10 do.
Ez volt taldn az a formula, amibll az 1920-as évek elején a kvantummechanikai formalizmus

sztochasztikus interpreticidja kifejlédott.

A kovetkez6 példa egyike a kvantummechanika sztochasztikus interpretacija kapcsan felmeriil6 para-
doxonoknak, neve harom spin paradoxon.

3. példa: Tekintsiink egy olyan rendszert, aminek Hilbert tere €? ® €2 x €2, és épitsiink fel dinamikai
valtozokat a Pauli matrixokbdl:

A1:201®02®02, B :=1®03 ®02
As i =09 Q01 Q 09 By:=02R1®o0s
A3 : =09 R0 R® 01 Bs:=05Q00yQ1
Ekkor A;, B; 6nadjungdlt matrixok. A;-k egymdés kozott paronként felcserélhetfk, mert o100 = —0907

és B;-k egymds kozott paronként felcserélhet8k, mert 02 = I. Ugyanezért By BoBz = I. A;-k és B;-k
spektruma egyarant {+1}.

A képzeletbeli (de fizikailag azért realizalhat6 és mérhetd) rendszert a

1
= —= (29 ® - (2 ®
¢ ﬁ(IT) NN -1helell)
allapotban tekintjiik. Egyszer(i szdmolassal jon ki, hogy (¢, 4;¢) = 1, i = 1,2,3. A;-t valészintiségi
véaltozénak tekintve egy olyan véletlen mennyiség, ami +1 értékeket vesz fel és varhato értéke 1. Ez azt
jelenti, hogy —1 értéket nem is vesz fel pozitiv valésziniliséggel. Ugyancsak szdmoléssal gy6zodiink meg
arrdl, hogy C := —A; Ay A3 varhaté értéke —1.

Most jon az ellentmondashoz vezetd okoskodas.

Mivel )
Ai:(J’%Z)Bi (0’%1) =01 ®IQI, 0'52) =I®Ro®I, 0{3) :I@I@O’l),
(@

mind a hdrom valtozo *1 értéket vesz fel, és A; mindig 1, ezért o,

kell hogy adja. Ezért ot - o\ 0¥ és B, B, - By varhaté értéke azonos kell, hogy legyen. Elébbi éppen

C definici6 szerint, és tudjuk, hogy —1 varhaté érték{i. Utdbbi viszont az identitds, ami természetesen

és B; mindig ugyanazt a £1 értéket

1 varhaté értékkel bir. Mi az ellentmondés oka? Az, hogy az A;, B; és a%l) dinamikai valtozdkra a ¢
allapotban a Kolmogorov-féle valészinliségi modellt hasznaltuk, és abban gondolkodtunk.

A paradoxon azért iigyes, mert minden egyes 1épésben csak felcserélhetd operatorok fordulnak eld,

ezért egy-egy 1épés erejéig a kolmogorovi modell haszndlhaté lenne. Nevezetesen, Ai,ay) és B; egy

rogzitett i-re felcserélhetd operdtorok, de A; és By mér nem.

3.3 A mérés

Az kovetkezd posztuldtum a mérésrél szol.
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(A4): Ha az A = [ X dE) spektrélis felbontdsu dinamikai véltozéval kapcsolatban azt a mérét hajtjuk
végre, amelynek célja eldonteni, hogy a ¢ allapotban A értéke a A C IR intervallumba esik-e,
akkor a mérés utdn a rendszer allapotvektora

Ea(A)¢

Ea(A)gll -

(Feltételezhetjiik, hogy a nevezd nem 0, ugyanis ||E4(A)¢||?> éppen annak a valdszintisége, hogy A mért
értéke a A intervallumba esik.)

Az (A1)-(A4) posztuldtumok szerepét nem szabad tidlbecsiilni, de azért egy axiomatikus kiin-
dulépontot adnak, még akkor is, ha kiterjesztésiikre gyakran sziikség van. Példaul a koérpalyan mozgd
részecske helyzetét nem igazan jdl lehetne megadni 6nadjungdlt operdtorral, aminek a spektruma IR
része, sokkal természetesebb egy unitér operdtor haszndlata, aminek spektruma maga II := {z € C :
|z| = 1} lehet. Az éllapotvektorral sem adhaté meg minden fizikai modellekben el6fordulé fizikai dllapot,
sziikség van a tiszta allapotok mellett kevert dllapotok vagy statisztikai operdtorok bevezetésére.

Legyen (¢;) egy ortonormélt bazis, tehdt ¢; egy éallapotvektor is. A kvantummechanikai rendszer
statisztikus leirdsa torténhet azon a mdédon, hogy megadjuk a valdsziniliségét annak, hogy a rendszer a
¢; llapotban van, ez mondjuk p;, és természetesen p; > 0, > p; = 1. Az A valtozé atlagértéke ¢;-ben
(¢i, Ag;), igy a statisztikusan kevert dllapotban dtlagértéke

> pi(¢i, Ags) = Tr AD

ahol D = Y pil¢i){(¢i| a statisztikus operdtor. A ¢ tiszta édllapot statisztikus operdtora |¢)(4|, ez a
¢ altal generdlt linedris altérre vetits ortogonalis projekcid. A >~ p;|¢i){¢;| alaki operdtorokat tehat
statisztikus operdtornak nevezziik. Absztrakt médon D statisztikus operator, ha D > 0 és Tr D = 1.

4. példa: A 2 x 2-es 6nadjungdlt 1 nyomd matrixok altalanos alakja

1(1+2z z—iy) _1
§(w+iy 1+Z>_§(I+x01+y02+z03). (3.2)

Ez a métrix pontosan akkor ad egy statisztikus operdtort, ha 22 4+ y? 4+ 22 < 1. Azok az (z,y,2) € R®
pontok adnak tiszta &llapotot, amelyekre 22 + y2 + 22 = 1. (Ilyenkor a métrix rangja 1 mert determi-
nénsa 0.)

A statisztikus operator bevezetésével médositani kell az axiémékat.

A1)’ Minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik e y Hilbert—tér, a rendszer éllapotait e Hilbert-
g
tér statisztikus operétora,i fr_]ék le.

(A3)’ Annak a valdszintisége, hogy a D statisztikus operdtorral leirt dllapotban az A dinamikai valtozét
megmérve a mérés eredménye a A C IR halmazba esik

Tr EA(A)D,
ahol E4(A) A spektralis projekcidja.
(A4)’ A mérés végrehajtdsa utdn a rendszer statisztikus operatora

E4(A)DE4(A)
Tr E4(A)D

lesz, ha a mérés eredménye a A C halmazba esik.
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Az A és B dinamikai véltozdkat kompatibilisnak mondjuk, ha a rendszer barmely dllapotdban el6szor
A-t megmérve majd B-t megmérve ugyanarra az eredményre jutunk, mint ha a két mérést a forditott
sorrendben hajtjuk végre. Ha A;,Ay C IR tetszbleges és Ey = Ea(A1), E» = Ep(As), akkor a

kompatibilitds a
EzElDElEz E1E2DE2E1

Tr E2E1DE1D2 B Tr E1E2DE2E1

teljesiilését jelenti barmilyen statisztikus operatorra.

1. tétel: Ha A és B olyan dinamikai valtozék, hogy spektralis projekcidik felcserélhetSk, akkor A és B
kompatibilis.

A kompatibilitds fogalmat kiterjeszthetjiik akdrhany véltozd esetére is.
5. példa: (a spinnel rendelkezd részecske) H = L2(R®, Ms,11(C)) = L*(R®) ® Masy(C).

Legyen (xm)5,_ , egy ortonormdlt bazis C***'-ben, ennek segitségével difinidljuk az Si,Ss,Ss
spinoperatorokat.

(S1£i82)Xm = V(s Fm)(sEm+1)Xmt1, SzXm = MXm

,3,1,3,.... Példdul s = 1 esetén m = +1

3
Si+i%=(0 ) g=("z 0
TR o 7\ o %

és a jol ismert Pauli matrixokhoz jutunk. Ha s = 1, akkor m = —1,0, +1, és
0
0
0

s lehetséges értékei 0

0 0 0 -1
Si+iSe=1+v2 0 0 Ss=1| 0
0 V2 0 0

Valamennyi spin operdtor spektruma {—s,—s+1,...,s}.

Kiszamolhatd, hogy
S2 482482 =5(s+1)I

Igy a teljes spin egy olyan fizikai mennyiség, amit barmilyen allapotban mérve az s(s + 1) értéket
kapjuk. (Ez indokolja, hogy beszélhetiink s spinli részecskér6l.) Az Si,S2,Ss spin operdtorok nem
kompatibilisak, de S; kompatibilis barmelyik irdnyd helykoordindta operatordval, hiszen

I®S;, Qj@[

felcserélhetd operdtorok. Szintén kompatibilis az z irdnyd helykoordinédta és az y irdnyd sebesség, mint
dinamikai valtozok.

3.4 Szuperszelekcié

Az (A1) axiéma azt mondta, hogy minden allapothoz tartozik egy dllapotvektor a Hilbert-térben, ennek
megforditdsirdl azonban nem beszélt. A proton és a neutron egy részecske (nukleon) két dllapotdnak
tekinthet, a megfelelé Hilbert-tér C?. Ha egységnyinek vessziik a proton toltését, akkor Q = %(03 +
I) a toltés operdtora, sajatértékei 0 és 1: Qv, = 9, Qv, = 0. A tapasztalat szerint nemtrividlis
szuperpoziciéja a proton és a neutron dllapotnak nem létezik, nincs olyan dllapotvektor, hogy A, + p,
(X - u # 0). Bizonyos vektorok tehdt nem lehetnek allapotvektorok, és bizonyos 6nadjungélt operatorok
nem lehetnek dinamikai valtozok.
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Legyen F azoknak a vektoroknak az Osszessége, amelyekhez tartozik fizikai dllapot. Az (A4) posz-
tuldtum szerint E4(A)F C F barmilyen A dinamikai véltozéra és A C IR-re. Az a H zért altér, amelyet
F generdl invaridns minden E4(A) projekciéra. Ezért Hp barmelyik obszervébilisnak invaridns altere.

M C F koherens, ha nem bomlik két meréleges részre. Egy maximélis koherens halmaz altal
kifeszitett alteret koherens altérnek neveziink.

2. tétel: Az dllapot Hilbert-tér paronként ortogondlis koherens alterek Osszege, a dinamikai valtozdk a
koherens altereket invariansan hagyjak.

Szuperszelekcids szabdlynak hivjak azt a megszoritast, ami korldtozza azt, hogy bizonyos vektorai az
allapot Hilbert-térnek allapotvektorok legyenek.

3.5 A projekcidk alkotta logika

A dinamikai véltozék kozott vannak olyanok, amelyeket sajatdllapotukban megmérve csak 0 vagy 1
értéket kaphatunk. Ezeket 0-1 kérdésnek nevezziik. Egy 0-1 kérdés tehdt a P = P* = P? algebrai
tulajdonsagokkal jellemzett linedris operator a Hilbert-téren.

Ha egy P lineéris operdtorra P = P? teljesiil, akkor az képterének vektorait helyben hagyja,
igy a teljes teret a képterére vetiti, P egy projekci6. A P = P* feltétel maga utdn vonja, hogy P
képtere és magtere egymdsra merSlegesek. Igy a P = P2 = P* az ortogonalis projekciékat jellemzi,
amik kolcsonosen egyértelmii megfeleltetésben vannak a szébanforgd Hilbert-tér zart altereivel. A
tovabbiakban projekcién mindig ortogondlis projekcidt értiink.

A projekcidkon, mint dinamikai valtozékon, értelmezhetiink egy parcidlis rendezést a mérések szem-
pontjabdl. P; < P,, ha minden olyan allapotban, ahol P; a hatdrozott 1 értéket veszi fel, ott P> is
egy értéket vesz fel. Mdasként (¢, P1¢p) = 1 esetén (¢, Po¢) = 1. Ez a parcidlis rendezés tobb ekvivalens
modon is megadhato:

(i) Py < P, akkor és csak akkor, ha P, — P; pozitiv szemidefinit, azaz (¢, (P, — P1)$) > 0 minden
¢ allapotvektorra.

(ii) P < P, akkor és csak akkor, ha P; képtere benne van P, képterében.
(iii) P, < Py akkor és csak akkor, ha PP, = P;.

A harmadik feltétel érdekessége, hogy algebrai jellegli, és nem hivatkozik a Hilbert-térre. Egy Hilbert-
tér Osszes projekcidi az imént értelmezett parcidlis rendezéssel olyan halmazt alkotnak, amelynek van
legnagyobb és legkisebb eleme, nevezetesen az identitas és a 0 operdtor. Ez a halmaz egy teljes halé is,
ami azt jelenti, hogy barmilyen véges vagy végtelen részhalmazinak van legkisebb fels§ és legnagyobb
alsé korldtja. A {P; :i € I} projekcidk legkisebb fels6 korldtjara a V{P; : i € I}, a legnagyobb alsé
korldtra a A{P; : i € I} jelolést haszndljuk. A{P; : i € I} a P; operdtorok képterének metszetére
vetitd projekcid, mig V{p; : i € I'} a P;-k képtere dltal generdlt zart altérre vetit. Haszndljuk a P, A Ps
és P V P, jeloleseket is. Egy Hilbert-tér Osszes projekcidi a < rendezéssel egy Hilbert-hdlét alkotnak.
A Hilbert-hal6 egy olyan kvantummechanikai rendszer 0-1 kérdéseit tartalmazza, amelyben nincsenek
szuperszelekcids szabalyok, barmely vektor lehet allapotvektor.

A kvantummechanika héléelméleti megalapozdsa Neumanntél és Birkhofft6l szdrmazik. Kiin-

dulépontja a 0-1 kérdések hildja. Ez lehet a fent leirt Hilbert-hdlé, vagy anndl dltaldnosabb, egy
Hilbert-halé részhildja, abban az esetben, amikor bizonyos projekcidk nem dinamikai valtozdk.
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Legyen H egy szeparébilis Hilbert-tér. Az M C B(#) halmazt Neumann-algebranak mondjuk, ha
I € M, M adjungéilasra, Osszeadasra, szorzasra és linedris kombindcidra zart, tovabba eleget tesz a
kovetkezo ekvivalens feltételeknek

) M zéart B(H)-ban a gyenge operdtor topolégidra
) M zért B(H)-ban az erés operdtor topoldgidra

(ili) Ha AX = X A minden A € M-re, akkor X € M.
)

M zart a norma topoldgidra és valamennyi 6nadjungélt elemének spektrilis projekcidit is
tartalmazza.

Az (i)—(iv) feltételek ekvivalencidja tobb tételt foglal magdba, de veliik itt nem foglalkozunk. Ha M C
B(H) egy Neumann-algebra, akkor M projekcidi egy teljes részhdlét képeznek az Gsszes projekciok
héléjaban. Az ilyen részhilékat Neumann-haléknak nevezziik. Ha P € M egy projekcid, akkor az I — P
projekcié is M-ben van. P+ := I — P egy egyvaltozés miivelet a Neumann-h4léban, amit ortogonalis
komplementumnak neveziink. Nyilvdn P A Pt = 0és PV P = I. Az “és”, “vagy” és “ortogondlis
komplementum” miiveleteket kapcsolja Gssze a kdvetkezd tulajdonség:

Ha P < Q, akkor Q =PV (Pt AQ).

Ennek neve: ortomodularitds. Azt szoktdk mondani, hogy a Neumann-hdlék ortokomplementéris orto-
moduléris halék. Egy olyan struktirdban, ahol a V miivelet disztributiv az A-re nézve

AV(A*AB)=(AVAY)V(AVB),

ha AVA+ =Té IV C = C, akkor ez AV B-t ad. Az ortomoduldris tulajdonsig tehdt egyfajta
korlatozott disztributivitdst jelent. A kvantummechanikai eseménytér egy nem disztributiv hils. Ha
P < @, akkor a P és @) projekcidk altal generalt részhalé disztributiv. Utébbi akkor is teljesiil, ha P és
@ felcserélhetdk, azaz kompatibilisak.

A haléelméleti megkozelitésben a kvantummechanika és a klasszikus mechanika kozotti alapvetd
kiilénbség abban van, hogy az események hildja a kvantummechanikdban nem disztributiv, mig a
klasszikus esetben az.

A valésziniiségelmélet Kolmogorov-féle felépitése egy (€2, B, P) valésziniiségi mezdvel indul, amiben
Q egy halmaz, B és Q részhalmazainak o-algebrija és P az Un. valészinliségi mérték B-n:
(i) P:B—][0,1]
(i) P(Q)=1,P®) =0
(it)) P(UZ; 4i) = 2oy (Ai), ha AinA; =0 (i # j)
B elemei az események, és P(A) az A esemény bekovetkezésének a valésziniisége. A B eseménytér egy

disztributiv halé. Valdszintiségi mérték dltaldnosabb hildkon is értelmezhetd.

Legyen M C B(H) egy Neumann-algebra és P(M) M projekcidinak haléja. A P : P(M) — [0,1]
hozzarendelést valdszinliségi mértéknek nevezziik, ha
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(i) P(VZ; Qi) =3, P(Qi) ha QiQ; =0 (i # j).

Amennyiben ¢ € H egy llapotvektor, akkor a P(Q) = {¢|Q|p) varhatd érték egy valdsziniliségi mértéket
értelmez a projekcidkon. Altaldnosabban, ha D egy statisztikus operdtor H-n, akkor

P(Q)=TrQD (3.3)

egy valdsziniiségi mérték. Szuperszelekcids szabdly hidnydban a valdszintliségi mértékek és az allapotok
teljesen azonosithatdk.

3. tétel: (Gleason): Legyen H egy szeparabilis Hilbert-tér és dim H > 3. Ekkor minden P valdszintiségi
mérték egyértelmiien elball az (3.3) formuldval egy D statisztikus operdtorbdl.

A tétel 1957-bdl szdrmazik és kiterjesztheté Neumann-hdldkra is. Egy lehetséges megfogalmazis a
kovetkezo:

4. tétel: Legyen M C B(H) egy Neumann-algebra a szeparabilis H Hilbert-téren. Tételezziik fel, hogy
nincsen olyan v € M operdtor, hogy vv* és vxv egymasra merdleges projekcidk és vv* +v*v felcserélhetd
M bdrmely elemével. Ha P : P(M) — [0,1] egy val6sziniiségi mérték, akkor létezik egy m : M — B(K)
erdsen folytonos reprezentacidja M-nek egy K Hilbert-téren és egy ¢ € K allapotvektor, amelyre

P(Q) = (¢|m(Q)9)
teljesiil barmely Q € P(M)-re.

A Gleason-tétel eredeti megfogalmazdsa és annak kiterjesztése egyarant kizarja a tilsdgosan “sziik”
kétdimenziés Hilbert-teret. A kétdimenzids tér altérhaldja trividlis: végtelen sok nem Gsszehasonlithatd
egydimenzids alteret tartalmaz, tovibbd a 0 és 2 dimenzids altereket. Az egyszeri halé nagyon sok
patologikus valésziniiségi mértéket enged meg.

A Gleason-tétel jelent8sége abban 4ll, hogy ha ismert a 0—1 kérdések varhaté értéke egy dllapotban,
akkor barmilyen dinamikai valtozé varhaté értéke egyértelmiien meg van hatarozva.

3.6 Osszetett rendszerek

Az (Al) axiéma szerint minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy Hilbert-tér. Tételezziik
fel, hogy egy Osszetett rendszer az (1) és (2) részrendszerekb6l épiil fel, amelyek leirdsa a H; és Ho
Hilbert-tereken torténik.

(A5) Az Osszetett rendszer leirdsdra a H; ® Hao Hilbert-tér szolgal.

Osszetett rendszerre mar valgjaban lattunk példat. A spinnel rendelkezd részecske olyan dsszetett
rendszerként foghaté fel, amelynek egyik komponense egy spin nélkiili részecske, a mésik komponens
pedig egy absztrakt, részecske nélkiili, spin. A 5.. Példdban lattuk, hogy a relevans Hilbert-tér
L*(IR3, M5(C), ha 1/2 spinfi részecskérsl van szé.

Ha az Osszetett rendszer statisztikus operdtora D12 a H1 ® H2 Hilbert-téren, akkor az (1) részrendszer
A dinamikai valtozdjanak varhaté értéke

Tr (A (024 I)D12
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Az A Tr (A®I)D;, funkciondl a H; tér egy D, statisztikus operdtoraval is megadhaté, egyértelmiien
l1étezik egy D1 statisztikus operdtor, amelyre

TI‘1 AD1 = TI'12 (A ® I)D12 .

(minden A obszervébilisre). Dj-et redukdlt statisztikus operdtornak hivjuk. A kvantumelmélet
sajatossaga az a tény, hogy D; esetleg kevert allapot még abban az esetben is, ha D, az Gsszetett
rendszer tiszta allapota.

6. példa: Legyen Hy = Ho = C? és

0 0 0 O
1 01 10 A 0
Dz=351011 0 A®I_<0 A)'
00 0 O
Ekkor 1
Try AR Dys = 5(1422 + A1) = Try A(1/2) ;

azaz a redukdlt statisztikus operdtor I/2, ugyanakkor D, tiszta allapotot ad meg.

7. példa: Legyen D = Y \; |pi){pi| egy tetszOleges statisztikus operdtor a H Hilbert-téren, amely
spektralis felbontdsaval van adva (azaz |¢;) a H-tér bazisa).

Legyen ® := . v/A; |¢i) ® |;), ami egységvektor H @ H-ban és igy megad egy tiszta allapotot. (1)
részrendszer A obszervébilisdnak varhaté értéke ®-ben éppen Tr AD:

(A®I1)2, )

(S VaAled @ lo, 3 VA5 o) @ L))

D Xilpil Alpi) =Tr AD .

A konstrukcié azt adja, hogy egy rendszer tetszdleges kevert allapota eldall egy nagyobb, “kétszer
akkora”, rendszer tiszta dllapotdnak redukcidjaként.

3.7 1dofejlodés

A magdara hagyott kvantummechanikai rendszer id6fejlédését unitér operdtorokkal adhatjuk meg. Ha
a I C R id6intervallumban nem végziink mérést a rendszeren és W (t) jeloli a ¢ id6 ponthoz tartozé
statisztikus operatort, akkor

(A6) Wy =U(t,s)WU(t,s5)*, (t,s el

ahol az U(t, s) unitér propagator unitér operatorok olyan csalddja, hogy

(i) U,s)U(s,r) =Ul(t,r)

(i) (s,t) = U(s,t) € B(H) er6sen folytonos.
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Az (A6) posztuldtumbdl mindjart kovetkezik, hogy a tiszta dllapotban levé rendszer tiszta allapotban
is marad. Masrészt az id6fejlodés soran az adtmenetvaldsziniiségek valtozatlanok. Ha v, és ¢, egy-egy
tiszta allapot id6fejlédése, akkor a

P, ée) = (v, do)I”

atmenetvalésziniiség t-t6l fliggetlen.

A rendszert konzervativnek mondjuk, ha propagdtordra U(t + 7,s + 7) = U(t, s) teljesiil. Ekkor
U(t) :=U(t+,7) egy folytonos unitér csoport, és a Stone-tétel szerint 1étezik dnadjungdlt generdtora,
A. A kovetkezd posztulatum azt mondja, hogy —A a rendszer Hamilton-operatora.

(A7) A H Hamilton-operétort konzervativ rendszer unitér propagdtora U (t) = e 11,

5. tétel: Ha W,D(H) C D(H) valamilyen s € IR esetén, akkor t — W;¢ differencidlhaté barmilyen
¢ € D(H)-ra és
. d

Tovabbd, ha s € D(H) valamilyen s € R-re, akkor t € 1), differencidlhatd, és

i D= H,. (3.5)

Bizonyitds: Az (A6) posztuldtum szerint

W,D(H) = U(t — s)W,U(s — t)D(H) ,

ami D(H)-ban van, hiszen az e*¥ unitér csoport D(H)-t énmagaba viszi.
d L U(—e) -1 UE)-1
EWM’ = lim U(e)Wy — ¢— - Wi

A tiszta allapotra vonatkozé 4llités bizonyitdsa hasonlé.
O

(3.4)-et és (3.5)-t Schrodinger-egyenletnek nevezik, és H-t gyakran Schrodinger operdtornak mond-
juk. Egy ¢9 € D(H) C H kezdeti feltétel esetén a Schrodinger-egyenlet egyértelmii megolddsa ¢ =
e—itH¢0‘

8. példa: (egydimenzids harmonikus oszcilldtor) A klasszikus mechanikdban a harmonikus oszcilldtor
Hamilton-fiiggvénye Hy = ﬁpz + %qz, ami a véltozdk atskilazasdval

H= (P +Q) (36)

alakot 6lt. A kvantummechanikdban @) a koordindtaoperator, P pedig az impulzus operdtor lesz, maga
H az energia vagy Schrédinger-operator.

A Schrodinger-féle reprezentéciéban H egy differencidloperdtorra valik:

(@) = —3 5 1(@) + 32 (@), (37)

Ahhoz, hogy Gsszhangba legyiink a posztuldtumokkal be kell 14tni, hogy H 6nadjungdlt operatorként
értelmezheto, lasd a 2. Fejezet 14.. Példajat.
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A hidrogén atom Schrédinger-operatorat tartalmazza a 2. Fejezet 13. példéja.

Ha a rendszer Hamilton-operatora id6fiiggs, akkor az el6z6 tétel képleteit posztuldtumnak tekintjiik.

(A8) Azidotol fiiggd Hamilton operatord rendszer statisztikus operdtoranak illetve hullamfiiggvényének
fejlédését az

S W6 = (), Wi

Dy = H

egyenletek adjik.

Az A dinamikai véltozd varhaté értékére a t idépontban
<A>Wt = Tr Ae_iH(t_s)WseiH(t_s)

képletet irhatjuk fel. Ez az Un. Schridinger-képet adja, amelyben az allapotot, ill. a statisztikus
operatort tekintjiik id6ben valtozé mennyiségnek. Az

AH(t) — eiH(t—s)Ae—iH(t—s)

jeloléssel
(Aw, =Tr Ag(t)Ws = (Ar(t))w,

adja a Heisenberg-képpel valé ekvivalencidt. A Heisenberg-képben a dinamikai valtozdk transz-
forméalédnak id6ben.

3.8 Gyakorlé feladatok

1. Legyen ¢; és ¢2 egy Hilbert-tér két egységvektora, és értelmezziink a projektorokon egy P;
valészinliséget a

PQ)=(¢:| Q1) (i=12)

képlettel. Mutassa meg, hogy P = P esetén ¢y és ¢2 egy abszolit értékii komplex fizisban
kiilénboznek!

2. Mutassa meg, hogy az E és F' projekcidk pontosan akkor felcserélhet6k, ha EF = E A F!
3. Mutassa meg, hogy az FE és F projekcidk pontosan akkor felcserélheték, ha EV F = E+ F — EF.

4. Tgazolja, hogy EA F =lim (EF)" az erls operator topolégidban, ha E és F' projekcidk!
n

5. Adjon meg C*-ban olyan ey, es,e3 és fi, f2, f3 bézisokat, hogy az |{e;, f;)|> dtmenetvalésziniiség
i-t6l és j-t6l fiiggetlen legyen!

6. Legyen D egy statisztikus operator. Mutassa meg, hogy D akkor és csak akkor ad meg tiszta
allapotot, ha Tr D? = 1!
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Negyedik fejezet

4. Koordinata és impulzus

4.1 A klasszikus mechanikatél a felcserélési relacidig

A Kklasszikus mechanika kiilonféle formalizmusai koziil a Hamilton-félétol vezet a természetes dt a kvan-
tummechanikdhoz. A Hamilton-féle leirdsban az n szabadsdgfokd dinamikai rendszer egy allapotit n

helykoordinata, qi1,qa, ..., qn, és n impulzuskoordinata, p1,pa,...,pn adja meg. A Hamilton-fliggvény
aq1,q2,---,qn, P1,D2,-- -, Pn valtozok fliggvénye és a mozgisegyenlet
O0H ] OH ,
¢ = = (1<i<n)

~ Opi’ Pi= 0q;

alakot 6lt. Példaul az egydimenzids harmonikus oszcillitor Hamilton-fiiggvénye

1 K
H=_—p*+—=¢. 4.1
st 54 (4.1)
Az n helykoordinéta és az n impulzus az IR?™ fzistér egy pontja, és a fizistérben futé trajektéridk
meghatdrozzak a dinamikai rendszert. A harmonikus oszcillator trajektéridi ellipszisek.

A fazistér bizonyos transzformaciéit kanonikusnak nevezik, ezek azok a transzformdécidk, amelyek a
mozgasegyenletet viltozatlanul hagyjak. Példdul kanonikus az a transzformécié is, amely a koordinatat
felcseréli az impulzussal, és utébbi elgjelét megvaltoztatja. Ezért a Hamilton-féle formalizmus szem-
pontjabdl koordindta és impulzus megkiilénboztetése esetleges.

A fazistéren értelmezett U és V fiiggvények Poisson-zdrdjele

oUu 9V oU oV
wvi=>_ (—— - ——) :
i 0q; Op;  Op; 0q;
A Poisson-zardjel egyrészt invaridns a kanonikus transzformdcidkra, masrészt eleget tesz a Jacobi-
azonossagnak:

U, [V,W]]+ [V, [W,U]] + [W,[U,V]]=0.

A definiciébdl nyomban kovetkezik, hogy a koordinéta fiiggvények Poisson-zardjelei a kdvetkezbk:

[2,4;1 =0, [pi,p;]=0, lgi,pj]=dij-

A kvantummechanika a bindris Poisson-zardjel helyébe az operdtorok kommutatorat teszi, igy egy sz-
abadsagi fok esetén kiindulési relacidja gp — pg = I lenne. Mivel 6nadjungalt operdtorok kommutdtora
mindig antiszimmetrikus, ez a reldcid

QP—-PQ =il (4.2)

alakra moédosul. (4.2)-t kanonikus felcserélési reldcidnak nevezik. Torténetileg elsé reprezenticioi
Heisenberghez és Schrodingerhez nyulik vissza. Heisenberg matrixai a kovetkezOk voltak:

01 0 0 0 0 1 0 0 0
oo V2 0 0 -1 0 V2 0 o0

. —1
Qzﬁ 0 v2 0 V3 0 Pzﬁ 0 —v2 0 V3 0
0 0 3 0 4 0 0 -3 0 4
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Ezek egyszer(i tridiagonalis métrixok, a (4.2) reldcié konnyen ellenérizhetd. Schrodinger operdtorai:

Q) () = zf(z) D(Q) = {fel?R) : zf(z) € L*(R)},
(Pf)(x) = —if'(x) D(P) {fel*!®) : fel’W)}.

A felcserélési relacié teljesiil példdul a C§°(IR) fliggvényeken.

4.2 A Weyl-féle felcserélési relacié

@ és P Onadjungalt operdtorok, mert folytonos unitér csoportok generatorai. Ha

(Tuf)(@) = fz+a) (f€L*(R), a€R), (4.3)
akkor
T, Ty = Ta+b )
és T
lim af B f — f/
a—0 a
norméban. Igy T, = €' *F. Hasonléan,
(U f)(x) = €' f(2) (4.4)
egy mésik unitér csoport, amelynek 6nadjungélt generdtora @:
.. Unf — i
im B gp g =
Egyszerten ellendrizhetd a ‘
T.Uy = € “UpT, (4.5)

felcserélési relacid, amit Weyl-féle felcserélési reldicionak fogunk nevezni. FEnnek két oldaldn unitér
operdtorok &llnak, és az egyenl8ség barmilyen f € L2(IR) fiiggvényre teljesiil. Ha hangsiilyozni akar-
juk, hogy (4.5)-ben szereplé operdtorok az eltolds és szorzascsoportok elemei, akkor a Weyl-reldcié
Schradinger-féle reprezentdcidjdrdl beszéliink.

Ha A egy lineéris operédtor D értelmezési tartomédnnyal, akkor Dy C D magja A-nak, ha barmilyen
f € D-re létezik egy (fn) C Do sorozat, amelyre f, — f és Af, — Af.

1. tétel: C§°(IR) magja Q-nak.

A @ és P operatorok unitér ekvivalensek, az ekvivalencidt a Fourier-transzformacié valdsitja meg.
Ha f € L*(IR) N L*(R), akkor

(F)®) e f(s) (4.6)

vl

definici6 szerint. J6l ismert, hogy F megdrzi az L? normét, igy unitérré terjeszthetd ki. Inverze az
(F7L)(t) = (Ff)(—t) formuléval adhaté meg.

Mivel
(FTof)(n) = (UaF £)(n)
egyszerl szamolassal, megallapithatjuk, hogy
FL,F'=U, (4.7)
és a szerint differencidlva

FPF'=Q. (4.8)
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1. példa: Annak a valdszintisége, hogy az egy szabadsdgfoki ¢ € L2(IR) hullaimfiiggvényti részecske
impulzusa a A intervallumban van (¢, Ep(A)¢) az (A3) axioma szerint. A P és () operatorok kozotti
Fourier-kapcsolat és (3.1) miatt ez a valdszinliség

(¢, Ep(A)) = (¢, FEQ(A)F¢) Z/Alf(¢)(w)|2 dz . (4.9)

O

Az invertilhaté 3 x 3-as

1 a ¢
g(a,b,c):=10 1 b (4.10)
0 01

matrixok csoportot alkotnak a szokdsos métrixszorzasra, ez a (polarizalt) Heisenberg- Weyl-csoport,
HII’OI, egy hdrom dimenziés Lie-csoport. Ha g(a,b,c)-vel jeloljiik a fenti méatrixot, akkor a csoport
szorzasszabalya

g(a1,by,c1)g(as, ba, c2) = glar + a2, by + ba,c1 + c2 + arbs), (4.11)
ami teljesil a

g(a,b,c) = UpT,e'® (4.12)

valasztassal, amennyiben Uy és T, a Weil-relaciénak eleget tev6 egyparaméteres csoportok. Valéban,

(Ub1 Ta1 ei Cl) (Ub2 Ta2 ei C2)
= U, Up, Ta, T, el (e1teataib)

= Ubl +b2 Tal +a2 e (e1+eataibe)

Tehat a Weil-relacié minden reprezenticidja a Heisenberg-csoport egy dbrazolasahoz vezet.

Legyen W a H Hilbert-tér korlatos operdtorainak egy halmaza. Azt mondjuk, hogy W irreducibilis
csaldd, ha nincs a Hilbert-térnek olyan valédi zart altere, amelyet W minden eleme és annak adjungaltja
invaridnsan hagy.

2. tétel: A Weyl-féle felcserélési reldcié Schrédinger-féle reprezentdcidja irreducibilis, azaz a (4.3)
képlettel értelmezett T, és (4.4)-gyel adott Uy operdtorok egy irreducibilis csalddot alkotnak az L?(IR)
Hilbert-téren.

Bizonyitds: Legyen 0 # f € L2(IR). Elég beltni, hogy ha (UyT, f, g) = 0 minden a,b € IR-re, akkor
g=0. Az F : L*(R) — L*(IR) Fourier transzform4cié unitér operator, tehat 0 # f alapjan F(f) # 0
kovetkezik, és taldlhato olyan [—e, ¢] intervallum, amelyben pozitiv mértékd halmazt alkotnak azok az z
szdmok, amelyre F(f)(z) # 0. Vélasszunk egy olyan h kompakt tartéjd sima fiiggvényt, amely [—¢, c]-n
1 értéket vesz fel, és legyen h = F~1(h), azaz

h(z) = \/% /ei”ﬁ(s)ds.

Az integral complex z értékekre is értelmes, és a h fliggvény analitikus kiterjesztését szolgéltatja a teljes
komplex sikra. Kétszeri parcidlis integralassal azt kapjuk, hogy

h(z) = —ﬁ / 5 (R)"(s) ds

Kovetkezésképpen |h(z)| < cz™2 és h € L' (IR).

7



Legyen F az f és h fliggvények konvolucidja:

F(z) = / h(z — ) (y) dy -

F-nek létezik analitikus kiterjesztése, nevezetesen

Fo = [ ([ i) snar e

és F(F) = 21 h F(f) a Fourier-transzformécié j6l ismert tulajdonsgai alapjan. A z — F(z) fiiggvény
analitikussdga miatt F'(z) # 0 majdnem minden z € IR szdmra.

Most tériink vissza az (UpT_,f,g) = 0 feltételezéshez. Szorozva ezt h(a)-val, majd a szerint in-
tegralva, azt kapjuk, hogy

0= (UyF,g) = /e‘ib””F(:c)g(a:) dz
minden b € IR. Az Fg € L'(IR) fiiggvény Fourier-transzforméltja azonosan 0, igy Fg = 0 majdnem

mindeniitt. Mivel F' csak 0-mértékd halmazon lehet 0 a fentiek szerint, igy ¢ = 0 majdnem mindeniitt.
O

A kovetkez6 tétel azt mondja, hogy bizonyos feltételek mellett a Schrédinger-reprezenticid
lényegében az egyetlen abrazolasa a Weyl-féle felcserélési relaciénak.

3. tétel: A Weyl-féle reldcié barmely két folytonos irreducibilis reprezentacidja unitér ekvivalens.

Legyen T, és Uy két folytonos egyparaméteres csoport a H' Hilbert-téren, és T,', U;' ugyanilyen
csoportok a H' Hilbert-téren. Ha T, U} és T., U}’ eleget tesznek a Weyl-féle relaciénak és irreducibilis
csalddok, akkor a tétel azt mondja, hogy létezik egy W : H' — H' unitér operator, amelyre

T =WT.W* é Ul=WUW*

minden a,b € R esetén. Masszéval, ha H'-t és H''-t azonositjuk a W unitér segitségével, akkor a vesszOs
operdtorok a megfelel kétvesszs operatorba mennek Aat.

2. példa: A @Q és P operatorok kielégitik a Heisenberg-féle felcserélési relaciét, ezért ugyanez igaz a
PP=P+zx-I, Q' =Q+y-I
operatorokra barmilyen z,y € IR esetén. Kovetkezésképpen a megfelel6 unitér csoportok
T = eaP — o, Ul = ¢t = ity

eleget tesznek a Weyl-relaciénak. Az egyértelmiiségi tétel szerint 1étezni kell olyan W unitér operatornak,

amelyre
T, =WT,W* és U, =WUW*.

W természetesen fligg z-t6l és y-tdl. Verifikdlhatd, hogy a
W =T,U_,
unitér operdtor valésitja meg az unitér ekvivalenciat.

Itt egy ugynevezett inhomogén kanonikus transzformdcidra latunk példat.
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A két valds paraméterrel megadott T, és Uy csalddokrdl néha érdemes dttérni egy komplex paraméter
hasznélatara. Ha z = z + iy, akkor legyen

N 1
W, = e” 33T, U, = €3 %V, T,

amit Weyl-operdtornak neveziink. A T, és U, operatorokra vonatkozoé felcserélési szabdlybdl lathato,
hogy

WoW, = exp (—;— Im Ez) Wtz -

A t = W,;, egyparaméteres folytonos unitér csoport, amely a Schwartz-teret onmagiba képezi. A
Stone-tételbdl tudjuk, hogy ekkor a Schwartz-tér az infinitezimalis generator magja. Masrészt egyszeri
szamolassal w

—=—Wi.f = P

i Bt tzf ($Q+y )f7
ha f € S(R). Igy megallapithatjuk, hogy az xQ + y P operator lényegében 6nadjungilt az S(IR) altéren
és

W. = exp(i (zQ +yP)) .

4.3 Kanonikus transzformacidk

Legyen «, 8,7v,0 € IR és
Q' =a@Q +BP P' =~Q +6P.

a P, @) operatorok egy linedris transzforméciéja, amit a vektor-matrix irdasmédban

Q|l_,]1@ _ | B
[ P | A P |’ A= v 4§ |-
Mivel [Q',P'] = (ad — B7)[Q, P] egyszerli szdmoldssal, Q' és P' pontosan akkor elégitik ki a kanon-
ikus felcserélési relaciét, ha Det A = 1. A 2 x 2-es 1 determindnsi valds matrixok egyébként egy
haromdimenziés Lie-csoportot alkotnak, amely szokdsos jelolése SL(2,R). A @ — @', P — P’
transzforméciét kanonikusnak mondjuk, ha megérzi a felcserélési relaciét. Tehdt SL(2,IR) a lineéris

kanonikus transzformacidk csoportja. Kanonikus transzforméaciéval mér taldlkoztunk. Az egydimenzids
harmonikus oszcilldtor Hamilton-operatora p?/2m + Kq?/2.

p (Km)'/4P é g (Km) 14Q

transzformécié kanonikus. (Kordbban dtskaldzdsnak neveztiik, és azért hajtottuk végre, hogy P? és Q*
egyltthatdja azonos legyen.)

Legyen
272
AUy = UpaTipel 2P/2
AT, = UpyTase®19/2,
Ekkor
212 272
AUbl AUb2 — Ubla Tb1ﬁ el biaB/2 Ubga Tbgﬁ el b2aﬁ/2,
= UpaUnaThsThs elb1b2aB (i (b7 +b3)aB/2
= U(b1+b2)a T(b1+b2)5 ei (b1+b2)2aﬁ/2
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és megallapithatjuk, hogy AU, egy unitér csoport. Hasonlé szdmolas mutatja, hogy 4T, is az, tovabba

ATCL AUb — eiab AUb ATa .

tarozzuk meg:

1dy 1d 1d
-z == — Upa =T
A R A N I
=a@ + P
Hasonléan,
14 ap =~Q + 6P
ida "%,_,
Ezért
AU, = ePP = (ibeQ+6P)
ATa — ei a@Q’ — eia('yQ-i—JP)
Erdemes megjegyezni, hogy mellékesen az is kiolvashaté, hogy
ei (tQ+sP) _ eitQ ei sP eii&s/2 (413)

Az AT,, AUy és T, Uy operatorok kozotti egyszerti algebrai kapcsolatbél vilagos, hogy L2(IR) egy altere
pontosan akkor invaridns az AT, és AU, operatorokra, ha invaridns a T, és U, operatorokra. Mivel a
Schrodinger-reprezentécié irreducibilis, az AT, és AU, unitér csoportok is irreducibilis 4brazolasat adjak
a Weyl-relaciénak. Az egyértelmiiségi tétel miatt 1éteznie kell egy W4 unitér operdtornak az

AT, =WAT, Wi, AUy=WaU, W3

tulajdonsagokkal. TetszOleges A € SL(2,IR) esetén W4-t nehéz megadni, de bizonyos esetekben W4
kiszamithatd.

3. példa: Ha A = [ 1 (1] ] akkor W4 = e711@°,
O
El6szor azt mutatjuk meg, hogy
e—i1Q72 — A —itQ%/2 (4.14)
Tetszbleges t € IR-re és f € L2(IR)-re kiszdmitjuk (4.14) mindkét oldalt:
e VAT f(2) = e f(a + a)
és
ATae’itQ2/2f(m) = T,Uy el a?t)2 efitQ2/2f(:L_)
_ efiaQt/2 el at(z+a) efitQ2/2f(:L. + a)
= e ia%t/2 glatlata) oitla+a)®/2) £(5 4 g)
e*itz2/2f(m +a).
Ez adja (4.14)-t,
eTitQ /2y, = Ap, o~itQ7/2) (4.15)
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kiszdmol4sa joval egyszer{ibb, hiszen felcserélhet6 operdtorokrdl van szd.

Ha a részecske szabadsdgi foka n, akkor az L2(IR") Hilbert-téren a Q1,Qo,...,Q, koordinita
operatorok és a P;, Py, ..., P, impulzus operatorok a

[Py, Pl =0, [Qk,Q]=0, [QrP]=0uil

felcserélési reldacioknak tesznek eleget. Ha z,y € IR™, akkor bevezetjik az

R(w,y)=w-Q+y-P:=ixiQi+iyiPi (4.16)
jelolést. Ekkor
[R(.Z',y),R(.’L'I,yl)] =i (<$Jyl> - <y’$l>) I=i (<J($ay)7 (xlayl») I (417)

ahol
_ 0 -1,
=(n %)

I, az n X n-es egységmaétrixot jeloli. Ebbél lathatd, hogy az A : IR*™ — IR?" linedris transzformécié
akkor lesz kanonikus, ha
AtJA=J (4.18)

teljesiil. A kanonikus transzformdcidk csoportot alkotnak, szerepiikrdl szdl a kovetkezé példa.

4. példa: A csatolt harmonikus oszcilldtor energia operatora

1 1
H=_— P+ —P+KQ}+k(Q1 - Q2)*
oM 1 +2m y + K Q1 +k(Q1—Q2)7,
ami kinetikus és potencidlis energidra bomlik:

1

1
T = — P2+ _—P}
ot o
1 k
Vo= SE+RQI-kQiQa+5 Q3.
Az oszcilldtor megoldésa kanonikus transzformaciék alkalmazdséaval torténik, e* = /M/m
Q' e 0 0 0 Q1
@ |_| 0o e o o0 Q>
P 0 0 e 0 Py
P} 0 0 0 M2 P,

Az 4j valtozékban
1

T'= o Vtm
K+k 1\2 ! ] k 1\2
Vvam/M(Ql) _kQ1Q2+§VM/m(Q2) :

A kinetikus energia forgatds invaridns. Most

[(P)? + (P3)*]

1 cos(p/2) —sin(p/2) 0 0 1
| | sin(p/2) costpr2) o 0 ;
P’ | 0 0 cos(p/2) —sin(p/2) P/
Py 0 0 sin(p/2)  cos(p/2) P
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és
a 2 5 2
Vzg( '1')"‘5('2') +7Q7 Q5 ,

ahol a és f elég hosszi formulaval adhaték meg,

sin
2

v=—kcosp+ ((K +k)/m/M — k\/M/m)
tovabba T' valtozatlan. ¢ alkalmas valasztasaval vy = 0 és

v=2@nt+ L

Tehat ) . 8
P//2+g //2]+[ P”2+— //2]
s P+ 5 @] + |y 07 + G @)
és H sajatfiiggvényei meghatdrozhaték: fn(z)gm(y) alakiak lesznek, ahol f,(z) az els6 tag egy
sajatfiiggvénye, g, (y) pedig a masodik tagé. f, és g, kiszdmolds az egszer(i harmonikus oszcillator

példijara vezetddik vissza.

O
Az (4.17) egyenlet egyszeriisodik, ha a z = z + 1y komplex vektorra tériink 4t. Nevezetesen,
[R(2), R(z))] = iTm (2, ).
Ekkor a Weyl-féle felcserélési relacié az
exp(i R(z)) exp(i R(z')) = e 1™ (2") exp(i R(2')) exp(i R(2)) (4.19)

alakot Olti.

4.4 Fazis tér és hatarozatlansag

A kovetkezd célunk annak érzékeltetése, hogy az mn szabadsdgfoki részecske fdzistere a kvantum-
mechanikdban a C" tér, és z € C", 2 = x + iy esetén a valds rész x € IR™ a helyzettel, a y képzetes
rész pedig az impulzussal hozhaté Ssszefiiggésbe. Minden f € L*(IR™) hullamfiiggvény létrehoz egy py
valészintiségstiriiséget a C™ fazistéren.

Legyen )
Z) = —— a,)? .
ps(2) @) I(f ), (4.20)

ahol a € L2(IR") egy egyel6re nem részletezett hulldmfiiggvény és
o (t) = Wt — z) (z=z+1iy).

1. lemma: ps(z) valdszinliségsiiriiség.

Bizonyitds: Miutén ps(z) > 0 vildgos a definiciébdl, azt kell igazolni, hogy [ py(2)dz = 1.

1

athes) = o [ T 00t - e,
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ami rogzitett z-re a t — f(t)a(t — x) fiiggvény inverz Fourier-transzformaltja. Plancheral-tétele szerint
17 Hg)l* = [ 1gI?, azaz

@ / () dy = / FOP ot — 2) dt

Ezt kell integralni z szerint:

[ (Juorac-opa)a = [isop ([lae-op ) a
/|f(t)|2 (/ |ae()|? da:) dt=1.

A kvantummechanikai hatdrozatlansig szerint a py valdsziniiségstirtiség nem lehet tetszélegesen éles.
Egy p valészintiségsiirtiség élességét kifejezhetjiik, tobbek kozott, p Boltzmann-féle entrépidjdval:

S(p) = — / p(t) log p(t) dt . (4.21)
Ez a mennyiség tetsz6leges értéket felvehet (a szérdssal ellentétben, ami mindig nemnegativ).

5. példa: Ha a t6bbdimenzids normaélis eloszlast egy pozitiv definit ¥ méatrix adja meg, azaz

1 1
)= —— exp|—= E_lt,t> teR"),
W)= e (<5 (700)) (R
akkor S(p) = Zlog(2me) + %logdet T egyszerii szdmoldssal. Az entrépia ¥ determindnsinak novéd

fliggvénye.

6. példa: A A C IR" tartominyon egyenletes eloszlds entrépidja log A(A), ahol A(A) a tartomény
térfogata (vagyis Lebesgue-mértéke).
4. tétel: (Wehrl-Lieb) S(ps) > nlog2me.

A tétel bizonyitdsa nehéz, Alfred Wehrl sejtette és Elliott Lieb bizonyitotta be 1978-ban. Mivel a
tétel alsé korldtot ad a Boltzmann-entrépidra, a py valészinliségsiiriiség nem lehet akdrmilyen éles.

Most kiszamftjuk a fenti p; silirliség marginalisait.

A(/npf(m,y)dy> dz:/A|f|2*|a|2dt

2. lemma:

ha a(—t) = aft).
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Bizonyitds: Az el6z6 lemma bizonyitdsihoz teljesen hasonléan jarunk el:

[ ([ oewar) = [(xa@ [150F a2 ) as

- / xa (@) (2 * o)z dz .

O

Tehdt py elsd margin4lis slirlisége sajnos nem | f|?, ami a koordindta igazi stirtisége. Ha azonban a-t
tgy vélasztjuk, hogy |a,|? egy approximativ egység legyen a konvoluciéra nézve, akkor

|f]* lom[* = |£1.

(Ez teljesiil, ha |ap|? normalis eloszldsd és a kovariancia métrixok sorozata 0-hoz tart.) Mi térténik
ilyenkor az impulzussfiriiségnek megfeleld masodik margindlissal? Ez |F(f)|? * |Fa/?, ami éppen akkor
lesz |F f|?>-hez kozel, ha |Fay,|? approximativ egység. Igy a alkalmas megvélasztésdval elérhetjiik azt,
hogy py vagy a koordinéta, vagy pedig az impulzus szempontjdbdél megadja a korrekt valdszintiségeket,
de mindkét cél egyidejiileg nem elérhetd. Ez a jelenség is a hatarozatlansig egy megnyilvanulédsa.
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Otédik fejezet

5. Masodkvantalas

Ha a H Hilbert-tér kvantumrendszert ir le, akkor (™ := H ® ... ® H egy olyan Osszetett rendszer
Hilbert-tere, amely a kiinduldsi rendszer n példanyabdl all. Ha az részrendszerek, példaul részecskék,
megkiilonboztethetetlenek, akkor széba jovo allapotoknak bizonyos szimmetrigval kell rendelkezni. Ha
o az {1,2,...,n} halmaz egy permutécija, akkor létezik egy olyan U, € B(H(™) unitér operator, hogy

Us(fi®f2®...® fn) = fo1) @ fo2) ® -+ - ® fom)- (5.1)

Ha ¢ € H™ egy sllapotvektora az 6sszetett rendszernek, akkor a U, ¢ vektornak ugyanazt az allapotot
kell megani, hiszen az egyes részecskék megkiilonboztethetetlenek. Tehat

U,& = ew(mﬁ)g
valamilyen ¢(o,£) valés szdmmal. A legegyszer(ibb esetben ez nem fligg magitdl £-t6l, és tovabbi
egyszeriisodés, ha o-tél sem fiigg. Az olyan & vektorok H(™-ben, amelyekre U, = ¢, alkotjdk a

szimmetrikus alteret. H(™-nek azt az alterét, amely az U,, unitérek kozos fixpontjaibél 411, szimmetrikus
altérnek, illetve szimmetrikus tenzorszorzatnak nevezzik.

1
+ _
Bf = =30, (5.2)

az En(H™) = Hsr") szimmetrikus altérre valé projekcid.

A miésik lehet8ség megértéséhez a permutaciékrdl kell néhdny sz6t mondani. Ha o két szomszédos
elem cseréje (azaz transzpozicid), akkor a e (7€) f4zis 41, hiszen négyzete 1 kell, hogy legyen. Ha az
elobbi fazis minden transzpoziciéra 1, akkor kapjuk a fenti szimmetrikus vektorokat. A masik lehetdség
az, hogy a fizis minden transzpoziciéra —1. Az olyan & vektorok H(™-ben, amelyekre U,¢ = —¢ minden
o transzpozicidra alkotjik a ’H@ antiszimmetrikus alteret. Minden permutécié transzpozicidk szorzata,

ha péaros soké, akkor parosnak mondjuk a permutdciét. A o permutdcié paritdsa megegyezik az inverzidk
i(0) szdménak paritdsdval. Az antiszimmetrikus altérre vetitd projekcié

n

-1 i(o
By =~ > (=)o, .
1. lemma: Ha (f;,) C H egy ortonormdlt bdzis, akkor az

[ nl
|f71211;f7,f1225---;f7,;tt> = mEn(fm1®---®fm1®fm2®---fm2®---®fmt®---®fmt)

vektorok ”ng") ortonormalt bazisat alkotjdk, ha mi <mo < ... <my ésky +kas+ ...+ k =n.

Bizonyitds: Mivel E;U, = E,, a fenti vektorok teljes rendszert alkotnak. Az

(Bf(91©92®...©9n), B (1 @ha®... @ hy) =

1
= D (915 ho)) (92, Bia(2)) - - - (gns> ho(n))
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képletbdl latszik a vektorok ortogonalitdsa, és normajuk is leolvashaté.

Megéllapodés szerint # = €, a # Hilbert-térté] fiiggetleniil. Az

FrH)=cQoHVonDe...

végtelen direkt-Gsszeget H feletti szimmetrikus, illetbe antiszimmetrikus Fock-térnek nevezzik. A F,
teret Bose-Fock-térnek, a F_ teret pedig Fermi-Fock-térnek is mondjdk. Amennyiben H egydimenzids,
F(H) izomorf az I12(Z7) térrel, a szimmetrikus Fock-tér mindig végtelen dimenziés. A tovabbiakban
csak a szimmetrikus Fock-térrdl lesz szd, es F helyett egyszeriien F-et irunk.

Az el6z6 lemma megadja a Fock-tér bazisat, az

k1. pha. . ke
|fm117 m227"'7 mt)
vektorok alkotnak egy bazist, ha m; < mg < ... < my egy tetsz6 leges nové sorozat és ki, ke, ...,k

egész szamok. Ha H = HgHo, akkor ‘H ban ugy kapunk egy bazist, hogy egy Hi-beli és egy Ha-beli
bézist egyesitiink. Ha H; bézisa (f;) és Ho bazisa (g;), akkor F(H1 + Ha) bézisa

s FNas s Fos 35 905 5 g )
Ha ezt a vektort a
k1. rk2 . . £kt 1. od2 . . gdu
|fm117fm227 . '7fmt) ® |gfz11ag%227 s 79?11,)'
elemi tenzorral azonositjuk, akkor az
F(H1 & Ha) = F(H1) @ F(Ha) (5.3)
Osszefuggéshez jutunk.

‘H minden linedris A operdtordhoz értelmezhetiink egy F(A) linedris operatorat F(H)-nak:

n

f(A)En(fl®---®fn)=ZEn(fl®---®fz'—1®Afi®fi+1®...®fn)-

i=1

Az A = T vélasztés egy olyan N := F(I) operatort ad, amelynek minden & € Hg") vektor sajatvektora n
sajatértékkel. N neve részecskeszdm operdtor. Ha A korlatos, akkor tehat F(A) nem feltétleniil korldtos.

#{™ azonban invaridns altere F(A4)-nak ||A|H{™ || < n||4|. Ha A nem mindeniitt van értelmezve, akkor
természetesen F(A) értelmezési tartomdanyéra is figyelni kell.

Ha U € B(H) unitér operator, akkor

FYOE(i®...® fo) =E,(Ufi®@Ufa®...@Uf,)

egy unitér operatort értelmez F(H)-n.

1. tétel: Ha U(t) folytonos unitér csoport H és A az énadjungalt generdtora, akkor F'(U(t)) folytonos
unitér csoport F(H)-n és onadjungélt generdtora F(A) lezdrdsa.

Hasznélni fogjuk a

Un(fi,-- s fn) = En(fi® f2®...® fn)
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jelolést. Az ¥, (f1,..., fn) alakd vektorok linedris burkat Fo(#H)-val jeloljiik. Ez az altér természetesen
stiri F(H)-ban. Minden f € H vektorra értelmeziink egy a*(f) és egy a(f) operétort Fo(H)-n:

a+(f)¢n(f17f27"'7fn) = Vn+]—¢n+1(f7fl7f27"'afn) (54)
a(F)bnlfrse fr) = % DU Bt s it it o) (5.5)

at (f)-et keltd, a(f)-et elnyeld operdtornak nevezziik.

Ha H = €, akkor a Fock-tér I>(Z*) a (6,) kanonikus bézissal.
at(2)6, = Vn+1z6,11
a(2)0, = VnzZé, 1.
Ebbdl 14tszik, hogy at(z) és a(z) nem korldtos, ha z # 0, a*(z) linedris z-ben, a(z) konjugdlt linedris

z-ben, és a™(1)a(1) nem més mint a szdmoper4tor.

Konnyt ellenérizni a kelt6 és elnyeld operatorokra vonatkozé felcserélési szabalyokat:

[a(f),a(g)] = O
[a*(f),a*(9)] 0 (5.6)
[a(f)aa+(g)] = {f,g-1I.

Mivel (a(f)€,n) = (& a*(f)m) & n € Fo(H) esetén a

1
®(f) := ﬁ(a(f)*-fﬁ(f)) (5.7)
Segal-féle mezd operdtor szimmetrikus Fo(H)-n.
2. lemma: Ha g1,92,...,9n,f € H és||f|| = 1, akkor

12(F)@(g1) - -- 2(gn) U < 2vn + 1[|®(g1) - - - 2(gn) 2] -
O

Mivel a lineéris burka a ®(g1) ... ®(gn)$? vektoroknak pontosan Fo(H), a lemma becslése adja, hogy
- S ()"
ie(tf) e —
€ ¢= Z n! 3
=0

konvergens barmilyen £ € Fo(H)-ra. Igy egy erésen folytonos unitér csoporthoz jutunk, amelynek
onadjungalt generdtora az eredetileg Fo(H)-n értelmezett ®(f) lezdrdsa. A tovabbiakban a ®(f) jelolést
erre az Onadjungalt operdtorra hasznaljuk.

A Fock-térbeli operdtorok leirdsira az Fo(H) altér vektorai mellett az exponencidlis vektorok is
hasznalhaték. Ha f € H, akkor

= fVef@g..efm
e(f) =) 7 )| (5.8)
n=0 )
Nyilvanvaléan
lle(f)II* = 1™,
vagy altaldnosabban
(e(f),e(g)) = etho. (5.9)
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2. tétel: Az exponencidlis vektorok {e(f) : f € H} halmaz teljes és linedrisan fiiggetlen F(H)-ban.

Bizonyitds: Fel fogjuk haszndlni, hogy az z — e'* exponencialis fiiggvények linedrisan fiiggetlenek.

Tételezziik fel, hogy
Zaje(uj) =0
j=1

Bérmilyen j # k-ra
{u eMN: <U,Uj) # <u7uk)}

sliri nyilt halmaz, ezek metszete nem iires, igy van olyan vy € H, hogy a (vo, u1), (vo, u2), ..., (vo, un)
mind kiilénb6z6 szamok.

Béarmilyan z € C-re
n
= (e(zv), Zaje(uj)) = Zajez<”’“f> ,
Jj=1 J
amibol adédik, hogy aq = ae = ... = @, = 0, mert az exponencidlis fiiggvények linedrisan fliggetlenek.

Teljesség bizonyitdsdhoz elészor meggondoljuk, hogy {f®...Q f : f € H} teljes H{™ ben. Elegendd
véges dimenziés H-val foglalkozni. Legyen ei,es,...,e, ortonormalt bazis H-ban. Ha f = ). ze;,
akkor

®f= Zz” 52 .. z;"En(egl) ®...0 e§“) ® egl) . ..egm) ey =

ril.oor,!
—Zz{lzgz... o “lelt; .. setmy .
Mivel
(Za(rl,...,rn)|e;1;...;eg"),f(zl,zg,...,zn)):

ril.oory!

_szlz?... e (T |

ez csak gy lehet 0 minden z,2s,...,2, € C-re, ha a(ry,rs,...,r,) = 0. (Az Osszegzések mindig a
i+ Te+...+ry =n,r; € ZT feltételekre torténtek.)

n!

Ezekutén elég bizonyitani, hogy u®" tetszéleges médon kdzelithetd exponenciélis vektorok line4ris
kombingcidival. Ennek bizonyitdsa n szerinti indukciéval megy. n = 0 a vdkuumvektort adja, ami maga
is exponencidlis vektor, = e(0). Az indukcids 1épés:

n
et = /(n+1 hm g—(nt1) l Z \7_' ]
T

r=0

Az exponenciilis vektorokon a szdmunkra fontos operatorok hatésa egyszeriien irhaté le. Az elnyel6
operator definicidja szerint

a(f)Yn(9,...9) = Vnlf, 9)bn-1(g,-..,9) -

Ezt v/n!-sal osztva és n-re Osszegezve kapjuk, hogy

a(fe(g) = (f,9)e(9) , (5.10)
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azaz az exponencidlis vektorok sajatvektorai az elnyelé operatoroknak.
o n
Pn(g" ", fF)t
torin =23 (3) LR,
n=0 k=0 Vnl

amit ¢ = 0-ban differenciélva

S vl — ot (et

Tehat

@ (felg) = Gelo+ 9| _, - (5.11)

Ezek utan megmutatjuk, hogy

Uy : e(g) = exp (= || fII/2 = t(f, 9)) e(tf + g)
egy folytonos unitér csoport, és generdtora a* (f) — a(f). Az elsé 4llitds elég nyilvanvald, a mésodik

pedig differencidlast igényel:

& exp (— PUSIP/2— 14, 0))eltf +9) = ~(f,gbelg) + elt] +9)
ami [a*(f) — a(f)]e(g) (5.10) és (5.11) alapjan.
A H Hilbert-tér
(w,U):v=»Uv+u (5.12)

alaki transzforméciéjat mozgatdsnak nevezzik, ha U egy unitér operdtor és u € H egy vektor. A
(5.12) mozgatds egy U-val valé “forgatdst”, majd egy u-val valé eltoldst jelent. A mozgatdsok csoportot
alkotnak:

(ul,Ul)(UQ,UQ)U = (Ul,Ul)(U2U+’LL2)
U1Usv + Uruz + uy
= (u1 + Urus, U1U2)’U

A szorzési szabély
(ul,Ul)(ule) = (U1+U1U2,U1U2) (513)
és
(u,Ux) Y = (=U lu,U1). (5.14)

Igy kapjuk a E(H) euklideszi csoportot, ami egyébként az unitér csoport és a transzlacié csoport féldirekt
szorzata.

A hozzarendelés .
w(u,U) : e(v) — exp (—§||u||2 — (u,Uv)) e(Uv + u) (5.15)
egy m(u,U) unitér operdtort ad meg az Fy(H) Fock-téren. Az (u,U) — =(u,U) megfeleltetés

az euklideszi csoport projektiv &brazoldsit adja. Ez azt jelenti, hogy az w((ui,Ur)(us,Us)) és
m(u1, Ur)m(ua, Us) unitérek egy fazisban kiilonboznek. Nevezetesen,

71'(11.1, Ul)ﬂ'(U.Q, U2) = eiiIm (ul’U1u2>7T((U1, Ul)(UQ, UQ)) . (516)

Az egyenl8séget természetesen konnyl ellendrizni a (5.15) definicié alapjén az exponencidlis vektorokon.

Az euklideszi csoport {(u,U) : uw = 0} részcsoportja maga az unitér csoport. A w((0,U)) € F4(H)
unitér operdtor is nevezetes, nem més mint F(U).
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{(u,U) : U = I} mésik nevezetes részcsoportja maga H, azaz H transzlicidcsoportja, és
w(u,I) = W(u) 1= e (W-a()
Mivel az unitér csoportoknak onadjumgalt generatorral valé megadasat részesitjiik elonyben
W(u) = exp (i (at (—iu) +a(iu))) = expi ®(iv2u). (5.17)
A W (u) unitér operdtort Weyl-operdtornak mondjuk. Az elnevezést a
W(f)W(g) = e ™AW (f +g) (5.18)
rel4cié is indokolja, ami (5.16) atirdsa. Ebbol
W(HW(g) = e TOW ()W (f)

és ha

U, :==W(af/V2), T,:=W(ibf/V2), |fll=1

akkor '
0T, = e 1T, U, ,

ami azonos a (4.5) felcserélési relaciéval. Igy tehdt megkonstrudltuk a Weyl-féle felcserélési reldcié
reprezenticidjat a Fock-téren. Ez a relacié Fock-reprezentdcidja.
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