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Kivonat

Egy osszetett kvantum rendszer allapota rekonstrudlhato az egyik részrend-
szeren végzett mérésekbol, ha a két részrendszer kozott kolcsonhatdsokat
kapcsolunk be. A dolgozatban két kvantum bitdl allo osszetett rendszert
vizsgalunk, és célunk annak megdllapitdsa, hogy minimalisan hany kolcson-
hatdsra van sziikség a hatékony és teljes rekonstrukciéhoz. A kérdés arra
a matematikai problémara vezethetd vissza, hogy az eredeti rendszerhez
tartoz6 matrixalgebra hogyan bonthaté fel olyan részalgebrdakra, melyek
szintén matrixalgebrak. A probléma a komplementdaris mérések fogalma-
nak részalgebrakra valé kiterjesztéséhez is elvezet.

A dolgozatban részletesen targyaljuk a két kvantum bit6l all6 rendszert leird
4x4-es méatrixalgebra esetét. Megmutatjuk, hogy legalabb hat részalgebra
sziikséges a teljes 4x4-es matrixalgebra linedris kifeszitéséhez, ha a részalgeb-
réakat elemi tenzorokkal lehet generdlni. Mind a hat részalgebra nem lehet
(paronként) komplementaris, de négy paronként komplementéaris részalgebra
konnyen konstrudlhaté. A linedris kifeszitéshez egy 6todik részalgebrat
véletlen unitérrel is generalhatunk. Erdekességképpen azt is megmutajuk,
hogy az otodik részalgebra Hadamard-matrixokkal is kifeszithetd.

Petz és Kahn bizonyitottak, hogy 6t paronként komplememtaris részalgebra
nem létezik. Erre az eredményre 1j bizonyitdst adunk, és azt is megmutat-
juk, hogy ha a négy komplementaris részalgebrat elemi tenzorok generaljak,
akkor az ortogonalis komplementumuk kommutativ algebra.
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1. Bevezetés

A kvantum rendszerek leirdsanak, allapot reprezentaciéjanak és irdanyitasanak mate-
matikai problémai napjaink méltan népszerii, elméletileg érdekes és gyakorlati szem-
pontbdl is fontos kutatasi teriiletei. A kvantum rendszerek kezelésének matematikai
problémdit az informacidatvitel ujfajta médjai és a kvantumszamitogép elméleti meg-
jelenése is motivélja [3, 2]. Az irdnyitdshoz is szorosan kapcsolédé problémakor a
kvantumrendszerek allapotbecslése, masszéval a kvantumtomogréfia [1].

Amennyiben a rendszer egészére vonatkozo méréseket végziink, akkor egy érdekes,
és az irodalomban alaposan vizsgélt kérdés az, hogy hany és milyen obszervabilis kell
ahhoz, hogy az allapotot hatékonyan rekonstrualni tudjuk. Konnyi latni, hogy egy
N szintii rendszer dllapotrekonstrukcijdhoz legalabb N2 — 1/(N — 1) = N + 1 ob-
szervabilisra van sziikség. Természetesen az obszervabiliseket tobbszor is meg kell
mérni, a rendszer azonos médon preparalt példanyain, mivel a mérés kimenetele szto-
chasztikus.

A dolgozatban vizsgalt problémak olyan kvantumtomografiai kérdések vizsgdlatakor
vetddtek fel, amikor egy tobb kvanrum bitbdl allé rendszernek csak az egyik bitjén
végzett mérésekbdl prébalunk kovetkeztetni a rendszer allapotdra. Ez volt a szerzd
hallgat6i témalaborja, amely aztdn a [9] publikicidhoz vezetett. A hatékony allapot-
becsléshez kapcsolodik a mérések komplementaritasanak fogalma, amely széles iroda-
lommal rendelkezik [14]. Amennyiben a részleges informaciét a kvantum rendszerrél
nem méréssel, hanem egy részrendszer ismeretével kapjuk, akkor mas, de hasonlénak
mondhaté komplementaritasi fogalom jelenik meg.

2. Alapfogalmak

Az alabbiakban osszefoglaljuk azokat a kvantummechanikai alapismereteket, melyek
sziikségesek a dolgozat megértéséhez. A részletes targyalds standard, matematikai
szemléletli kvantummechanikai tankonyvekben megtalalhaté, ldsd példaul [7, 8].

2.1. Véges kvantummechanikai rendszerekrol

Minden véges kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy Hilbert-tér. A rendszer
allapotait a Hilbert-téren értelmezett statisztikus operdtoroknak, azaz 1 nyomu, pozitiv
operatoroknak feleltethetjiik meg. Véges dimenzidés esetben, azaz véges rendszerek
esetében a statisztikus operatorokat sdriiségi mdtrizoknak is nevezik.

Egy dllapotot tisztdnak neveziink, ha felithaté D = |z)(z| alakban, ahol = egy
egységvektor. Minden 1 rangi matrix felirhat¢ ilyen alakban. A nem tiszta allapotokat
keverteknek nevezziik. A kevert allapotok merdlegességét a Hilbert-Schmidt belsé szor-



zattal értelmezziik:
(A, B) = Tr(A*B).

Egy rendszert N-szintiinek neveziink, ha a hozz4 tartozé Hilbert-tér CV.

Egy Osszetett rendszerhez tartoz6 Hilbert-tér az alrendszerekhez tartozé terek ten-
zorszorzata.

A mérést egy obszervabilis, azaz egy Onadjungdlt operator segitségével értelmez-
hetjiik. A mérés eredménye az obszervabilis sajatértékeinek egyike, és a mérés utan a
rendszer tiszta allapotba keriil. Ha A = ). \; E; egy obszervabilis spektralis felbontasa,
akkor a \; sajatérték valésziniisége TrDFE;, ahol D az allapot slirlisége a mérés elétt, a
mérés varhato értéke pedig TrAD, melyre az (A)p jelolést is hasznaljak.

Egy Hi ® ... ® H, szorzattéren az
i—1

—f—
A=T®..QIQAQRI®...®1

obszervabilist felfoghatjuk egy, az i-edik komponensre koncentrdlt mérésnek. Ennek
segitségével bevezethetjiik a redukdlt siriségeket: D; az i-edik redukaltja D-nek, ha
TrDA; = TrD;A. A redukalt siirliség a margindlis eloszlas analdgidja, és ahhoz ha-
sonléan egy konkrét felbontashoz tartozd redukalt siriiségek egytlittesen sem adnak
teljes informéciét az allapotrol.

A redukdlt striségek kiszdmoldsahoz hasznos miivelet a parcidlis nyom. Ha egy
H, ®...® H, szorzattéren haté 6nadjungalt operatorok kozott rogzitiink egy {B' ®
...®Bin}, i bazist, akkor a

Try(Bi' ®@...@ Bi") =Ti(B}) B ®...© B} @ B! ®...® Bl
kiterjed egy linedris leképezéssé, és

Di == TI‘1 e TI‘Z'_lTI'Z'+1 e TI'nD

2.2. Kvantum bit és allapotanak reprezentacidja

Az egyik legegyszeriibb kvantummechanikai rendszer a kvantum bit (réviden qubit,
vagy mdsnéven feles spin). A hozza tartozé Hilbert-tér C?. A C? téren haté onadjungélt
matrixok terében ortogondlis bazist alkotnak az I = oy identitds és a

(01 (0 i (1 0
=V 100270 i 0 )0 Vo0 -1 )

Pauli-mdtrizok.



A Pauli-métrixok onadjungaltak, nulla nyomuak, és teljesiil rajuk a kovetkezo Gsz-

szefliggés:
3

0i0; = 51‘]']4‘1 E €ijkOk »
k=1

ahol €5, a Levi-Civita tenzor:

0 ha 3j, k, hogy i; = i,
€ivin.in = A 1 ha (i1is...1,) paros permutacio,
—1 ha (iyiz...1i,) paratlan permuticié.

Egy feles spin éallapota felirhaté

3
1

alakban, ahol z; € R. Ekkor a pozitivitas kritériuma ekvivalens a Z?Zl w7 <1
egyenlotlenséggel, és tiszta allapotot kapunk pontosan akkor, ha Z?:l r? = 1. Igy
az dllapotok egy-egyértelmiien megfeleltethetSek az R3-beli egységegdmb pontjainak, és

ez a megfeleltetés linedris. Ezt a reprezentaciot nevezziik Bloch-gombnek.
A Bloch-gémbbel torténé abrazolds nagy elonye, hogy konnyen képszerusitheto.

Ennek a reprezentacionak egy altaldnositasdhoz, az dltaldnositott Bloch-vektorhoz
jutunk, ha egy N-szintii rendszer esetén rogzitiink egy {p;} ' bazist a CV nulla
nyomu onadjungdlt operatorai kozott, és a

NZ-1

1
N +; p S

allapotnak a A = {)\i}i]\f{l € RV -1 vektort feleltetjilk meg. A Bloch-vektorok tere
N > 3 esetben nem olyan egyszerii, mint a Bloch-gomb, de mindig része az N-dimenzids
egységgombnek, és tetszdleges N-re a valasztott bazis bizonyos strukturalis konstansa-
itél fiiggd egyenldtlenségek formdjaban pontosan megadhaté [6].

3. Két kvantum bit allapotanak rekonstrukcidja

Legyen a két kvantum bitbél 8116 rendszeriink sfirtisége D°. Ekkor az My(C) @ My (C)
szorzattéren képezhetjiik a DY = TroD redukalt siirtiséget. A rendszeren bekapcsolt
kolesonhatds egy unitér transzformécionak felel meg: D* = U; DU valamely U; unitér
transzformdciéval, és az ehhez tartozé redukalt D} = Tr,D". fgy redukaltak egy
{Di}r | sorozatdhoz jutunk. A kérdés az, hogy mekkora legyen k minimalisan, hogy
az eredeti stirtiséget mar meg tudjuk hatarozni. Megmutatjuk, hogy ez a minimum 5.



A siirliség helyett az algebrét is transzformélhatjuk, azaz M,(C) algebranak olyan
A; részalgebriit keressiik, melyek izomorfak az M, (C) algebréaval, és kifeszitik a teljes
M,4(C) algebrit.

Mivel dim M,(C) & CI = 15, és dim M, (C) © CI = 3, ezért legalabb 5 részalgebrara
mindenképp sziikség van. Azt kell tehat megmutatni, hogy ennyi elég is.

3.1. Absztrakt Pauli-matrixok

Egy S = {S;}}_, € My(C) hdrmast absztrakt Pauli-mdtriz hdrmasnak, vagy egyszeriien
csak Pauli-hdrmasnak neveziink, ha nulla nyomuak, onadjungaltak, és teljesiil rajuk a
Pauli-matrixok szorzasszabalya, azaz

3
SiSj = (5@'[ -+ iZGZ’ijk

k=1

Egyszeri szamolasbol kovetkezik, hogy ez ekvivalens a
S?=185=1
5152 + 5251 = 0
53 - —i5152
egyenletekkel.

Az S; € M,(C) absztrakt Pauli-mdtrixok esetén a o; — S; megfeleltétes kiterjed az
M,(C) algebranak az M,(C) algebrdba val6 bedgyazasava.

3.2. Elemi tenzorok esete

Elemi tenzornak nevezzik a o1y ® ... ® op(n) alakil szorzatokat.

A kovetkezo tétel mutatja, hogy két feles spin esetében elemi tenzorokbdl nem létezik
minimalis rekonstrukcio.

1. Tétel. Teqyiik fel, hogy a két feles spinhez tartozo rendszer minden redukdltjdt ele-
mi tenzorokbol dllo absztrakt Pauli-mdtriz hdrmasokkal adunk meg. Ekkor legalabb 6
redukadlt szikséges a rekonsrukciohoz.

Bizonyitds. Legyen egy ilyen redukdlt a {17, 75, T3} Pauli hirmas. Ha 11 = 0; ® 0, és
Ty =0, ®o0y, 1,7, k, 1 € {1,2,3}, akkor a T;-kre vonatkozé szorzési szabdlyok alapjin

iTg = T1T2 = (UZ‘Uk;) &® (O-jO-l)



és az o;-kre vonatkozok alapjan

il = — Z(szmﬁjln0m®0n)+i(5ik Z(Ejln00®0n)+5jl Z(Gz‘kmam@%))+5ik5j100®00

m,n n

amib6l (mivel T3 6nadjungdlt, de io; ® o; nem az) latszik, hogy i = k és j = [ koziil
pontosan az egyiknek kell fenndallnia, és minden ilyen redukaltban legaldbb az egyik
tagnak o¢ ® 0; vagy o; ® oy alakinak kell lennie.

Viszont nyilvan az sem lehet, hogy pontosan két ilyen tag van, mert
(0: @ 0p)(0; ® 0¢) = Fioy ® oy

is ilyen alaki, azaz hdrom ilyen tagot kapunk, illetve (0;®0¢) és (0p®0;) kommutélnak,
igy nem alkothatnak Pauli-métrix hdrmast.

Ekkor viszont a skatulya elvbdl és abbol, hogy osszesen harom-harom oy ® o; és
0; ® 0g alaku elemi tenzor van, kovetkezik, hogy ha a redukdltak elemei kifeszitik a
teret, akkor legalabb hat ilyen redukaltra van sziikség. O

A tétel egy altaldnositasat Sz6llGsi Ferenc mutatta meg [9] az aldbbi tétel forméjaban:

2. Tétel. Ha azn feles spinbdl dlld rendszer minden redukdltjdt elemsi tenzorokbdl dllo
absztrakt Pauli-mdtriz hdrmasokkal adunk meqg, akkor tobb, mint 22';’1 redukdltra van
szikség.

Bizonyitas. Vilagos, hogy egy elemi tenzor matrix minden eleme tisztan valds vagy
tisztan képzetes, mert az egyetlen Pauli-matrixnak, amelynek képzetes elemei is van-
nak, minden eleme tisztan képzetes.

Ebbél kovetkezik, hogy egy {711,T5,73} Pauli harmasnak vagy egy vagy harom
tisztan képzetes tagja van. Legyen egy rekonstrukciéban az el6bbiek szama N, az

utobbiaké M. Ekkor, mivel a tisztdn képzetes onadjungdlt matrixok altere QMT’TL
dimenzios, ezért

2277, —9n

N+ 3M = —

ami nem &llhat egyszerre fent a minimalitasbdl kovetkezd

22n 1

N+ M=
3

egyenloséggel. O



3.3. Rekonstrukcio elemi tenzorokkal

A 1. tétel szerint 6t elemi tenzorokkal generalt részalgebrakkal nem létezik rekonstruk-
ci6, hattal viszont mar igen. Az alabbi hatos egy lehetséges megoldast mutat.

{01 ®01,01 ®02,]®03}
{0'2 ®02,0'2 ®O’3,I®O’1}
{0'3 ®O'37O'3 ®O’1,[®O’Q} (1)
{02 ® 02,03 ® 09,01 @ I}
{03®03,01 ®03,02®I}
{01®01,OQ®01,03®I}

Ez a rekonstrukcié nem minimalis, de jol attekintheté a struktirdja, tovabba nem
egyértelmii, példaul a Pauli-matrixok indexeit testszolegesen permutdlva egy masik
kaphaté.

3.4. Minimalis rekonstrukcid

A kovetkez6 négy Pauli-harmast 0 nyomu elemi tenzorok alkotjak:
{I® 01,01 ® 09,01 ® 03}
{I ® 09,09 ® 03,00 @ 01}
{01 ® 1,09 ® 09,05 @ 02}
{o2®@ 1,05 ® 01,01 ® 01}
Ha talalunk hozzd egy olyan o6todik Pauli-hdrmast, hogy az azt alkoté matrixok

foatloja fiiggetlen, akkor egy teljes, és minimdlis rekonstrukciot kapunk. Erre egy
példat Szollosi Ferenc talalt szamidgépes kereséssel [9]:

11 1 1 1 i i -1 1 i1 i
11 1 -1 -1 1 —i -1 -1 i 1 -1 1 i 1
211 -1 -1 1] 2f -1t =1 1 < | 2 1 —i 1 i

1 -1 1 -1 1 =i i -1 i 1 —i -1

Az 6todik részalgebrat a fenti Hadamard-matrixok [13] feszitik ki linedrisan.

Egy masik megkozelitésben az 0todik részalgebrat véletlen unitér generaldsaval is
kereshetjiik [12].

3.5. Minimalis rekonstrukcio véletlen unitér transzformaciokkal

Konnyen lathato, hogy azok a Wi, Wy, ... Wy unitér transzformdéciok, amelyekre az
Wi(I ® My(C))W; részalgebrak nem feszitik ki linedrisan a 4 x 4-es métrixok al-
gebrajat egy alacsonyabb dimenzids részhalmazéit alkotjak az U(2) Lie-csoport 6t6dik

hatvanyanak. Ezért ez a halmaz a Haar-mértékre nézve 0 mértékii kell, hogy legyen.

8



Ha tehat a W, unitéreket a Haar-mérték szerint véletleniil valasztjuk, akkor a
(Wil ® o)W}

Pauli-harmasok 1 valdszintiséggel linearisan fliggetlenek lesznek, és igy az identitassal
egylitt linedrisan kifeszitik az egész M,(C) algebrat [9, 12]. Ez a mddszer tetszéleges
szamu feles spin esetében alkalmazhaté.

4. Komplementaritas

A komplementdris, vagy kolcsonosen torzitatlan bazisok fontos szerepet jatszanak a
példaul kvantumtomografidban [14] és a kvantummechanika mas teriiletein [15]. A
kolesonosen torzitatlan mérések paronként komplementdris, maximalis kommutativ al-
gebraknak felelnek meg [5]. A kdvetkezo tétel ennek egy analégidja:

3. Tétel. [9] Legyenek az Ay és az Ay részalgebrdi az M, (C) algebrdnak, és legyenek
izomorfak az My(C) algebraval. Ekkor az Ay©CI és az Ay SCI alterek pontosan akkor
ortogondlisak, ha minden Py € A, és Py € Ay minimdlis projekcidra TrPLPy = 5.

A hasonlésag indokolja a kovetkezé elnevezést: azt mondjuk, hogy a fenti tételben
szereplé A; és az A, részalgebrak komplementdrisak, ha az A, © CI és az A, © CI
alterek ortogondlisak.

A komplementaris mérések hatékonyabb édllapotrekonstrukciét tesznek lehetévé [14],
ez az oka annak, hogy komplementaris részalgebrakat igyeksziink talalni.

4.1. Hasznos unitérek

Felmeriil a kérdés, hogy mikor lesz két részalgebra komplementdris. Val6jaban elég
a CI ® M,(C) algebraval valé komplementaritdst vizsgdlni, hiszen tetszéleges U, W €
M, (C)® M, (C) unitér transzformaciok esetén ha a CI ® M, (C) és W(CI® M, (C))W*
algebrdak komplementarisak, akkor nyilvan az

U(CI® M,(C))U* é UW(CI® M,(C))W*U*
algebrék is azok.

4. Tétel. [10] Legyen W = > .. = E;; ® U;; unilér mdtriz, ahol Ej;, Uy € M,(C),
és (Bij)mw = 0idji. A W(CI ® M, (C))W* algebra pontosan akkor komplementdris a
CI ® M,(C) algebrdval, ha {W,;} ortonormdlt bazist alkot a M, (C) mdtrizok kizdtt.

A tételbeli W unitér matrixokat hasznos unitéreknek nevezink.



Hasznos unitérre egy jo példa a

(1
\/5 01 i0'2

blokkmétrix alakban irt transzformécié.

A tétel szerint k paronként komplementaris részalgebra létezése ekvivalens hasznos
unitérek olyan Wy = I, Wy, Wa, ..., W csaladjanak létezésével, hogy W;Wr is hasz-
nos unitér.

4.1.1. Konstrukecid

Hasznos unitérek konstrukciojara jol hasznalhato az alabbi modszer.

n—1 27w

Legyen {|e;)}7-; egy bézis, ¢ = e és legyenek X és Y a kévetkezd unitér transz-

formaciok: | > ( \
N €it1), hai € 0,].,...,’[1—2
Xlei) = { leg), hai=n-—1

Y = Zqﬂeﬁ(eﬂ.
Lathato, hogy Y X = ¢XY, vagy altaldnosabban
YIXF = gk XY I
teljesiil. Legyen :
Siw =YIXP =" q]e;)(eisnl,
=0
ahol az indexbeli 0sszeadas modulo n értend6. Ekkor

Kl
SikStm = ¢ Sjtik+m>

és TrS;, = 0, kivéve, ha j = 0, vagy k = 0, igy a {S;r : 0 < 5,k < n — 1} unitér
matrixok paronként ortogondlisak. Legyen

Uij = ¢ijSijs

ahol (¢;;) unitér. Ha
W:Z:Eij®Uij7
ij

akkor
(WW*)Zk = Z UUU]:] = ZcijCZle_k = 5zkI
J J
és W unitér méatrix. Masrészt TrUyUj; = [ci;[*Trl = nlcy|*. Ha ez 1, akkor W egy
hasznos matrix lesz.

10



4.2. Komplementaritas két kvantum bit esetében

Ha W € M4(C) hasznos unitér, akkor létezik W Cartan felbontdsa [11]:

W - (Ll ® LQ)N(Lg ® 1—14)7
ahol L; € My(C),i =1,...,4 unitér matrixok, és

N = eiZjajUj®Uj c M4((C)

unitér.

Egyszeri behelyettesitésbdl latszik, hogy a W(CI ® M,,(C))W* algebra nem fiigg az
Ls, Ly métrixoktdl, a CI @ M, (C) algebraval valé komplementaritds pedig az Ly, Ly
matrixoktol.

Igy feltehetjiik, hogy L; = I. A 4. tétel alapjan kapjuk, hogy

3
N = E C;i0; Q 0y,
i=0

ahol
Cp = COS (1 COS (vp COS (v3 + 181N vy sin ag sin a3
€1 = COS (v1 Sin (vg sin a3 + 18in v COS (vp COS i3
Co = Sin oy €OS (vg sin a3 + 1¢€0OS (v Sin g COS O3
€3 = Sin (v Sin @ COS (ig + 1€OS @y COS (g Sin a3,
és
|CZ| - 17

azaz a (4.2) képletben szerepl6 «; paraméterek koziil ketté w/4+kn /2 alakd, a harmadik
tetszOleges [10]. Legyen A a feltételeket kielégitd unitér matrixok halmaza, és

N; = {N € N : q; tetszdleges, a mésik ketté 7/4 + kr /2 alaki}

1. Lemma. Ha N; € Ny, akkorN;(I @ o;)N} = +0; ® 1
Bizonyitds. Jeloljik N elemeit N(qy, s, a3)-al a paraméterek fiiggvényeként. A ¢;
paraméterek szimmetriajabdl adédik, hogy ha p egy permutacié, akkor

3

3
N (1), Qp(2), Cp3) = Y €01 ® 01 = Y €i0p(i) @ Tya),
=0 1=0

ezért elég a tétel allitasat egy konkrét i-re beldtni.
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Legyen Ny (@) = N(n/4+kn/2,7/4+1r/2,¢) € N3. Ekkor Ny ,(¢) az aldbbi alaki:
cos(5(k — l)m)e'? 0 0 sin(3(k — I)m)ie!

0 sin(3(k + D)m)e ™ cos(5(k + I)m)ie™™? 0

0 cos(5(k + l)m)ie ™ —sin(5(k + [)w)e ¢ 0
sin(i(k — [)m)ie'? 0 0 cos(3(k — l)m)e'?
Mivel Nii(¢) = —Npy2) (), illetve Nipij(¢) = —Nii2)(¢), ezért elegendd az

{N1(¢) : (k1) € {0,1}*} transzformdcikat vizsgalni, az aldbbiak szerint:

Noo(0)(I @ 01)Ngo(¢) = sin(2¢)o1 ® I + cos(2¢)0s ® 03,
Noo(9)( ® 02)Nio(¢) = sin(2¢)o2 ® I — cos(2¢)o1 ® o3,
Noo(o)(I & 03)NS,0(¢) =o03® 1

Noi(9)(I ® 01)Ng 1 (¢) = —sin(2¢)o1 @ I — cos(2¢)oy @ 03,
N()J(QS) (I & 02)N371(¢) = Siﬂ(2¢)0’2 X I— COS(2¢)01 & 03,
Noa (o) ® 03)N5‘71(¢) =—03Q®1

Nip(9)(I ® 01)Nyo(¢) = sin(2¢)o1 ® I + cos(2¢)o @ 03,
Nip(@)(I @ 02) Ny o(¢) = —Slﬂ(2¢)02 ® I + cos(2¢)o1 ® o3,
Nio(@)( @ 03)Niy(¢) = =03 @ 1

Ni1(9)(I ® 01)N{1(¢) = —sin(2¢)o1 @ I — cos(2¢)02 @ 3,
(

N171 (QS)(I (034 0'2) 1*1 ¢) — Slﬂ(2¢)0'2 QI+ COS(2¢)01 & o3,
N1 (@) ® 03) Ny 1 (9) = 03 @ 1

Az egyenl6ségekbdl lathatd, hogy valéban teljesiil a lemma &allitasa. Lathaté az is,
hogy az Nii(¢)(CI @ M, (C))N; ,(¢) algebra nem fiigg k és | vilasztdsatol. O

A 1. lemma egy fontos kovetkezménye a kovetkezd két tétel:

5. Tétel. Ha A az M,(C) algebra részalgebrdja az My(C) algebrdval izomorf, és az
CI® My(C) algebrdval komplementdris, akkor A és My(C)Q@CI metszete nem trividlis.

Bizonyitds. Van olyan W = (L; ® L) N hasznos unitér és i € {1,2,3}, hogy N € N,
és A=W (CI ® M,(C))W*. Ekkor

(L1 ® Ly) NI ® 0;)N* (L] @ L) = L0, LT ® 1,
és Lyo; L} # cl, hiszen o; spektruma {1, —1}. O
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6. Tétel. Az My(C) algebrinak nincs 5 pdronként komplementdris, az My(C) al-
gebrdval izomorf részalgebraja.

Bizonyitds. Legyenek az {A}}_, algebrak a tétel feltételében szerepld tulajdonsagiiak.
Ekkor az A; algebra metszete a (My(C)@CI)oC(I®I) térrel legalabb 1 dimenzids, és
mivel dim(My(C) @ CI) 6 C(I ® I) = 3, ezért az A; algebrdk nem lehetnek paronként
komplementarisak. Il

A 6. tétel els6 bizonyitasit Petz Dénes és Jonas Kahn adta [10].

4.2.1. Paronként komplementaris algebrak ortokomplementuma

Erdekes kérdés az, hogy a 4 részalgebra ortogondlis komplementuma (az identitést
hozzdadva) algebra struktiiraval is rendelkezik-e, és ha igen, milyennel? Azt taldltuk,
hogy elemi tenzorok esetében ez egy kommutativ algebra lesz, és azt sejtiik, hogy ez
mindig igy van.

7. Tétel. Ha az A; C My(C),i = 1,...,4 elemi tenzorokkal generdlt részalgebrdk
az My(C) algebrdval izomorfak és pdronkét komplementdrisak, akkor az ortogondlis
komplementumuk eqy kommutativ algebra.

Bizonyitds. Minden az A; részalgebrahoz tartoz6 Pauli-harmas tartalmaz pontosan egy
vagy harom o, ® I vagy I ® oy, alaki elemet (1dsd az 1.tétel bizonyitasaban). Tegyiik
fel, hogy az egyik, példaul Ag az CI ® M részalgebra. Ekkor az 5. tétel miatt minden
0;®1,5 = 1,2,3 benne van pontosan az egyik részalgebrahoz tartozé Pauli-harmasban,
legyen ez A;. Tehat az A; részalgebrat generalé Pauli-harmas {0y, ® 0y, 01, ® 0y, 0, ®
I'} alakd, ahol rogzitett j-re k;,[;, 7 kilonb6z6k, nem nulldk, és ugyan ez teljesiil az
n1, ng, ng indexekre is. Tehat a harom kimaradé elemi tenzor a {o; Top }?:1, és ezek az
indexek kiilonboz0sége miatt egy kommutativ algebrdt generdlnak. Az Ay = My, @ CI
eset ugyanigy bizonyithaté.

Tegyiik fel most azt, hogy nincs a négy részalgebra kozott CI @ M,. Ekkor, mivel
Osszesen hat o, ® I vagy I ® o alaki elemi tenzor van, ezért ezek koziil ketté olyan
van, amelyik nem eleme egyik A; részalgebranak sem.

Belatjuk, hogy az nem lehet, hogy a két kimaradé elemi tenzorban az identitas ugyan
abban a tenzorfaktorban van. Tegyiik fel indirekt, hogy az Ay részalgebrahoz tartzo
Pauli-hdrmas a {0,®1, 0,Q0,,0,80,},x # 0, és az A, k = 1,2, 3 részalgebrdhoz tartzé
pedig a {I ® oy, 01, @O, , 01, @ O, }, ahol my,, ng, k kiilonbozék, nem nulldk, és ugyanez
teljesiil az r,y, z indexekre is. Nyilvan ha p # ¢, akkor [, # [,, hiszen csak harom
01, ®05, s # 0 alaki elemi tenzor van, és igy 0, ®0, ¢ A;Vk pontosan akkor, ham = .
Ekkor viszont az A részalgebranak a tobbi részalgebraval valé komplementaritdsahoz
az z = l, = y egyenlOségnek teljestilnie kell, ami viszont ellentmondas, mert z # .
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Ezek alapjén feltehetjiik, hogy {0, @ [,LI @ o} N Ay =0,k =0,1,2,3, ahol r, s nem
nulldk. o, ®o, nem lehet benne egyik Ay részalgebraban sem, mert ha példaul az A, al-
gebrahoz tartozé Pauli-hdrmas a {0, ®1, 0,®0,, 0,Q0,} lenne, ahol n, r, m kiilénboz6k,
nem nulldk, akkor, mivel abban a két részalgebrdban, melyek Pauli-hdrmasdban van
I ® o, alaku tag, kell lennie 0,(p) @ o, alaku tagnak is, méar négy o, ® o,, x # 0 alaku
elemi tenzort kapnank, ami ellentmond az A;, részalgebrak komplementaritasdnak. Ek-
kor viszont 0, ® 05 ¢ Ay, és a {0, ® I,I ® 0,,0, ® 05} Pauli-hdrmas egy kommutativ
részalgebrat general. O]

5. 6sszefoglalés

Az allapotrekontstrukciét abban az esetben vizsgaltuk, amikor a mérések csak az egyik
biten hajthatok végre a két kvantum bithdl allé6 rendszerben.

Belattuk, hogy két kvantum bit esetében elemi tenzorokbdl legalabb hatra van
sziikség a rekonstrukcidhoz, és megadunk egy Hadamard matrixokat haszndlé rekonst-
rukciét is. Ezen tulmenden mutattunk egy algoritmust véletleniil generalt minimalis
rekonstrukeié elbéllitdsdra [9], ahol az utébbi tetszéleges méretii rendszerre kiterjeszt-
hetd.

Vizsgaltuk a komplementaritast két kvantum bit esetében, és 1j bizonyitast adtunk a
komplementdris algebrak maximalis szamardl sz616 tételre [10], valamint megmutattuk,
hogy ha a négy komplementdris algebrat elemi tenzorok generdljik, akkor az ortogondlis
komplementumuk kommutativ algebra.

5.1. Tovabbi kutatasi iranyok

A tovabbi kutatdsok soran szeretnénk meghatdrozni két qubit esetében a paronként
komplementaris algebrak ortokomplementumat az altalanos esetben, és megbecsiilmi
a komplementdris részalgebrak szamat tobb kvantum bit esetén. Vilagos, hogy az n
kvantum bitbdl 4116 rendszer 227 — 1 dimenzids, igy legfeljebb 22713’1 ilyen algebra lehet,
de a 2. Tétel alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy a fels6 korlat altalaban nem érheto
el.
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