Kalkulus 1
11-12. Feladatsor

2020/21. 1. félév

Folytonossag, egyenletes folytonossag

1.

Legyen H C R, és f,g: H — R. Bizonyitsuk be, hogy ha f és g folytonos, akkor
az

F.G:H — R, F(z)=max{f(z),g(x)}, (8z)=min{f(z),g(x)}
fiiggvények is folytonosak.

. Legyen f(z) = % (z € (0,00)), valamint Hy = (0,1], H, = [1,2] és Hy = (2,3).

Kompaktak-e az f(E;) (i = 1,2,3) halmazok?

. Legyen f : (a,b) R fiiggvény folytonos. Bizonyitsuk be, hogy ha f invertdlhatd,

akkor f szigorian monoton.

. Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R folytonos, akkor f zérushelyeinek halmaza

zart.

. Van-e megolddsa az 2° — 18z + 2 = (0 egyenletnek [—1, 1]-ben?

3

. Felveszi-e az f(x) = sin 7z + 3 fliggvény a 7/3 értéket a [—2, 2] intervallumon?

4

Legyen f a [0,1] intervallumon folytonos fiiggvény, melyre f(0) = f(1) = 0. Mu-
tassuk meg, hogy barmely 0 < d < 1 szamhoz megadhat¢ a fiiggvény grafikonjanak
olyan htrja, amely d hosszisagu.

. Dontstik el definicié alapjan, hogy egyenletesen folytonosak-e az alabbi fiiggvények

az adott halmazon?
(a) f(z) =2 E=10,00),
(b) f(z) =22 -2 +1, =(-3,2).
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. Egyenletesen folytonos-e az f(x) = £= fliggvény a [—4, 1) intervallumon?
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10. Egyenletesen folytonos-e az f(z) = 2* — 2x + 2 (z € R) fiiggvény az E; = [0,2)
illetve Ey = [0, 0c0) intervallumon?

Derivalas

1. Az értelmezési tartomanyuk mely pontjaiban derivalhatoak az alabbi fiiggvények!
Szamoljuk ki a derivéltakat!

b) f(z) = V1 —a?
fz) = /55

2?sinl, haxz #0
x) = o’
/() {0, haz =0

(e) flz) =(&50)7"?, abc,deR

2. Hatarozzuk meg a és b értékét ugy, hogy az

fa) = {1‘2, ha z < z,

ar +b, hax>x

differencialhaté legyen xq-ban!
3. Hatarozzuk meg a és b értékét ugy, hogy az

e, haz >0
flz) =19
ax®+bxr+c, hax <0

differencialhaté legyen x = 0-ban!
Erint('iegyenessel kapcsolatos feladatok
1. Adjuk meg az alabbi fiiggvények xg-beli érintéegyenesének egyenletét!

(a) f(z) =sinyz, xz=n
(b) f(z)=2®—8x, x9=3



2. Adjuk meg az alabbi sikgorbék adott P pontbeli érintéegyenesének egyenletét!

(a) 2 +y3 — 6y =0, P(3,3)
(b) y =sin(z +y), P(rm,0)
(c) y* =4z — 22, P(2,-2)

3. Milyen osszefiiggés all fenn a,b és ¢ kozott, ha az f(z) = ax?® + bxr + ¢ parabola
érinti az x tengelyt?

4. Igazoljuk, hogy ha az f(x) = x® + px + ¢ fiiggvény érinti az x tengelyt, akkor
(p/3)* + (¢/2)* = 0!

5. Irjuk fel annak az egyenesnek a képletét, mely dtmegy az origén és érinti az z2 —
4z + 3?4+ 3 = 0 gorbét!

6. Hatarozzuk meg a és b értékét ugy, hogy az

f(x):{%’ ha |z| > ¢

ar?+b, halz| <c
gorbe mindeniitt folytonos legyen és minden pontjaban rendelkezzen érintével!

Derivalas gyakorlasa, logaritmikus derivalas

1. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjait, ahol léteznek!
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(a) f({E) — Qarctanr
(b) f(z)=2"+2", x>0
(¢) f(z) =In(ln(Inz)), z=>e
T 4613 cosarctan x
(@) flz) = St
(e) f(z) = arctan lifCQ arcsinv/1 — 22
. z2(z+1)
(f) f(z)= f/(xf2)(962+2)(z+3)

2. Legyen f : R — R egy differencidlhaté fiiggvény, g(x) = sin®x és h(x) = cos® .
Hatérozzuk meg az F' = (f o g) + (g o h) fiiggvény derivaltjat.

3. Irjuk fel zart alakban!

a) Flx) =142z +--+na"', n>2
(a) :



(b) G(x) =1+2%x+...n%2"1, n>2
(Megjegyzés: vegyiik észre, hogy G(x) = (xF(x)))

Magasabbrendii derivaltak
1. (sin(3z + 1))@ =

2. (ﬁ)(@ =

3. (a2ev)(100) =

Kozépértéktételek

1. Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = 27 + 142 — 3 polinomnak pontosan egy zérushelye
van!

2. Bizonyitsuk be, hogy f(z) = 2" +ax+0b valds fiiggvénynek legfeljebb két zérushelye
van, ha n paros és legfeljebb harom, ha n paratlan.

3. Legyen f:1[0,1] — R,

LR it
Bizonyitsuk be, hogy f’-nek végtelen sok zérushelye van!
4. Bizonyitsuk, be, hogy |sinz — siny| < |z — y|!
5. Bizonyitsuk be, hogy |tanz + tany| > |z + y|, ha x,y € (—7/2,7/2)!
I’Hospital-szabaly

Inz
x—1’

Q. axr

e — e~

2. lim,yo ———
Hile=0 In(1+ x)

. et —e -2z
3. lim,_,

T —sing

xex/2

e*+x

4. lim, o0

In 22

VT

5. lim, oo



10.
11.

12.

13.

14.

. lim, oy xInsinzx

Inz

lim, -
—0t +Insinx

. lim,_,o(arcsin x)(cot )

lim,_,_,, x%e®
lim, ,o(1/z —1/(e* — 1))

lim, ;(1/Inx —1/(z — 1))

. ( 1 ) sin
hmaz—>0 -
T

lim, _,o(sin z)*

Inz

lim, o, (1 4 2)

Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot!

flz) =253z + 322 — 1

f(x) =z — 2arctan 75




Szélsoértékek meghatarozasa

1.

. Hatarozzuk meg az a,, =

Hatérozzuk meg az f(z) = 2% + 62% — 15z + 3 abszolit szélséértékeit a [—6, 6]
intervallumon!

. Hatérozzuk meg az f(z) = 22 Inz abszolit szélséértékeit az [1, €] intervallumon!

. Hatérozzuk meg az f(x) = xe " szélséértékeit az [1/2, oo| intervallumon!

2

Hatérozzuk meg a [0, 1] intervallumon az f(z) = 2? és a g(x) = z* fiiggvények

tavolsagat!

. Bontsuk fel a pozitiv b szamot két szam Osszegére, igy hogy a szorzatuk maximaélis

legyen!

. Adott térfogati egyenes hengerek koziil melyiknek a legkisebb a felszine?

Hatérozzuk meg az A(2,0) pont és az 22 + y? = 1 korvonal pontjai kozotti legna-
gyobb és legkisebb tavolsagot!

#2100 sorozat legnagyobb elemét!

Bizonyitsuk be, hogy minden valés z esetén

2+ 1

2wl
3 22 +2x+1—

Taylor-formula

1.
2.

Szamitsuk ki cos 0, 2-t 3 tizedesjegy pontossdggal!
Adjuk meg +/102-t 2 tizedesjegy pontossaggal!
Adjuk meg e%!-t 3 tizedesjegy pontossdggal!

Bizonyitsuk be, hogy ha z > 0, akkor sinhz > x + 23 /3!

. Irjuk fel sinz zqg = 7/6-hoz tartozé 3-ad foku Taylor-polinomjét és irjuk fel a

maradéktagot!



