Kalkulus 1
2. Feladatsor

2020/21. 1. félév

I.Halmazalgebra

1. Legyenek A, B, C tetszéleges halmazok. Igazoljuk az alabbi sszefiiggéseket!
(a) (A\B)uB=AUB

(A\B)UC = (AUCQC)\ (BUCQC) akkor és csak akkor, ha C' = ()
(AU B)\ B = A akkor és csak akkor, ha AN B =)
2. Jelolje P(A) az A halmaz hatvanyhalmazat, vagyis A részhalmazainak halmazat!
(a) Adjuk meg P(P(P(0))) elemeit!
(b) Igazoljuk, hogy tetszbleges A, B halmazokra A C B pontosan akkor, ha
P(A) C P(B).
(c) Igazoljuk, hogy tetszbleges A, B halmazokra A = B pontosan akkor, ha
P(A) =P(B).
(d) Mutassuk meg, hogy P(A) UP(B) C P(AU B).
(e) Mutassuk meg, hogy P(A) NP(B) = P(AN B).

3. Az A és B halmazok Descartes-szorzatat a szokott médon A x B-vel jeloljiik. Le-
gyenek A, B, C tetszoleges halmazok. Mutassuk meg a kovetkezoket!
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(a) AxB=0 <+<= A=, vagy B=0.
(b) (AUB)x C=(AxC)U(Bx (),
(c) (ANB)xC=(AxC)N(BxC).

II. Relacidk, fiiggvények

1. Hatarozzuk meg az alabbi R reldcidk értelmezési tartomanyat, értékkészletét és
inverzét!

(a) A:={-5,2,3,4,5,9}, B:={-2,1,2,3}, R C A x B és xRy pontosan akkor,
haz+y=T7.
(b) A:=4{0,1,2}, B:=1{0,3,5}, R C A x B és xRy pontosan akkor, ha zy = 0.

2. Dontsiik el, hogy az alabbi relaciok koziil melyek ekvivalenciarelacidk, parcidlis
rendezések, illetve rendezések!

(a) R C NxN, és zRy akkor és csak akkor, ha = ugyanazokbdl a szamjegyekbol
all a tizes szamrendszerben, mint y.

(b) Legyen A egy adott sik egyeneseinek halmaza, R C A x A, és xRy pontosan
akkor, ha z-nek és y-nak nincs kézos pontja.

(c) Legyen A egy adott sik haromszogeinek halmaza, R C A X A, és xRy pontosan
akkor, ha = hasonlé y-hoz.

(d) R C NxN;, és xRy akkor és csak akkor, ha y — x oszthaté 3-mal.

3. Legyenek z,y, z kiilonboz6 elemek és A = {x,y, z}. Adjuk meg az Gsszes ekviva-
lenciarelaciot A halmazon!

4. Legyenek x,y, z kiillonbozé elemek és A = {x,y, z}. Adjuk meg az Gsszes parciélis
rendezést A halmazon! Melyek lesznek ezek koziil rendezések?

5. Legyenek A, B,C, D tetsz6leges halmazok, valamint I C A x B, G C B x C,
H c C x D. Mutassuk meg, hogy

Ho(GoF)=(HoG)oF.

6. Az alabbi relaciok koziil melyek fiiggvények? Amikor R fiiggvény, akkor invertalhato-
e?

(a) R C NxN és xRy pontosan akkor, ha x|y (x osztdja y-nak).
(b) R C P x P és xRy pontosan akkor, ha z|y, ahol P a primszdmok halmaza.
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(c) R C Nx N és zRy pontosan akkor, ha x? = y.
(d) R C Z x Z és xRy pontosan akkor, ha z? = y2.

Legyen A egy adott halmaz, és R C A x A egy ekvivalenciarelaci6 A-n. Mi a
szitkséges és elegend¢ feltétele annak, hogy R fiiggvény legyen?

. Injektivek illetve sziirjektivek-e az alabbi hozzarendelések? Fiiggvények-e egyalta-

lan?

(a
(b

) f hozzérendeli minden emberhez az édesanyjat.

)
(¢) h:R = R,z [x], ahol [z] jeloli 2 egészrészét.
(d)

)

g hozzarendeli minden édesanyahoz a legidésebb gyermekét.

d

(€) j:(-L,1) =R, =z~

¢ minden masodfoki polinomhoz hozzarendeli a legnagyobb valds gyokét.

. Irjuk fel az 6sszes f : {1,2,3} — {1,2,3} bijekciét. Ha f és g ilyen bijekcidk, akkor

hatérozzuk meg f o g-t!

Egy nem iires A halmaz karakterisztikus fiiggvényén a

XAIA—){O,l},
(2) 1, haze A
xT) =

xa 0, haz¢ A

fiiggvényt értjiik. Mutassuk meg, hogy egy tetszoleges nem iires A halmaz esetén
az

[ P(A) = {xB}Bepr(a);
f(B) = XB
fiiggvény bijektiv.

Hatarozzuk meg f o g-t és g o f-et, illetve értelmezési tartomanyukat és értékkész-
letiiket, ha

(a) fz) =VI-=, g(z)=2?
(b) f(z) =1-2% g(z) = Vz,

ha z € (—o0,0] 0, ha z € (—o0,0]

0, _
= {x, ha z € (0,00) o= {_xQ’ ba z € (0,00)
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Legyen f(x) = er, g(x) = cosz és h(x) = Inz. Hatdrozzuk meg f o g o h-t és
h o go f-et értelmezési tartomanyukkal és értékkészletiikkel egyiitt!

Legyen f : R — R, f(z) = Hatarozzuk meg fo f, illetve fo fo f fiiggvényeket!

1+x2

Emlékeztetiink, hogy egy adott f: X — Y fliggvény és A C Y esetén
flflA)={z e X : f(x) e A} Cc X

jeloli A halmaz 6sképét. Legyen f : X — Y adott fiiggvény és A, B C Y. Mutassuk

meg az alabbiakat:

(a) fT(AUB)=fY(A)U I(B),

(b) f7HANB) = fH(A) N f4(B),

(c) fFA\B)=f"1(A )\f (B)
) 1

(d) amennyiben A C B, akkor f~'(A) C f~'(B).

Legyen
fx)=ala+1D2*>+ (2a+3)r+1, zcR.

A valés o paraméter mely értékeire lesz f1([0,00)) = R?

Mutassuk meg, hogy az alabbi valés fiiggvények invertalhatok és adjuk meg az
inverziiket! (Derivalni még nem tudunk!)

=2 -3+ 3z +4

(a) flz) =35, v #2.
(b) f(:v)—x3+6x2+12m,xE]R
(¢) f(z) =57, Dy = R\{—3
(d) f(z)=2?% Dy = (-0 7—1]-
; f(z)

M7 ha -1 S T < 1
f(x) = { 23 ha 1<z <9
1tz a ST <2
(g) Mely « értéknél lesz
amZa ha -1 S T < 0
f(z) =
20—z, haO0<z <1

invertalhat6? Adjuk meg az inverz fiiggvény értelmezési tartomanyat és ér-
tékkészletét!



