Kalkulus 2,
2. Feladatsor

2020/21. 2. félév

R" topoldgidja, pontsorozatok

Jelolések

r=(21, ., Tn), Y= (Y1, Yn), 2 = (21, .., 2,) € R" esetén

1.

2.

(x,y) = > 1, ;y;, skaldrszorzat R"-ben

d(z,y) = ||z —y|| = \/2?21(562 — y;)?, metrika R"-ben

B(z,r) = B,(r) ={y € R" : d(z,y) < r}, x koriili r sugard nyilt gomb

. Legyen x, z € R". Mutassuk meg, hogy egy y € R" pontra pontosan akkor teljesiil,

hogy
d(z,z) = d(z,y) + d(y, 2),

ha y az x-et és z-t Osszekoto szakaszon fekszik.

. Igazoljuk, hogy minden x,y, z € R" esetén

|d(z,y) —d(y, 2)| < d(z, 2).

Legyen (x,,), (y,) két sorozat RP-ben. Bizonyitsuk be, hogy ha z, — a és y, — b,
akkor (z,,,yn) — (a,b) és ||x,| — |lal|.

Tekintsiik R*-n a kovetkezd rekurziv sorozatot! zy = (0,0),

T, +(27",0), ha n péros,
Tpyl = )
o xn, +(0,27"), ha n paratlan.

Bizonyitsuk be, hogy (z,) konvergens. Mi a hatarértéke?
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5. Vizsgélja meg az aldbbi sorozatokat korlatossdg és konvergencia szempontjabdl!

(a) z, = ((-1)"L, 1+ (-1)") e R?
(b) x, = (1 sin #, (1+ %)2) e R3

n 2
_ 1\nt+1 _ 1 5n43n—1 3
() = (1424, o, 2t € R,
(@ a0 = (4,225 ) e R
T \n)nt+l) nt27 7 ntp—1 )

() zn=(n(¥V2—-1),n("V2-1),....,n("""V2-1)) e R".
6. Vizsgédlja meg az adott térben az aldbbi halmazokat nyiltsidg, korlatossag és ivsze-
riien osszefiiggdség szempontjabol!
(a) A= {(z,y):a<x<by=0}cR
b) A= {(z,y):2?—y? <1} € R?
),y € Q) € R?,
cx = %,y: %,n,mEN} e R?,
cx#0,2,y € R} € R

H C R? H::{(i,l) :m,neN}.
m n

Hatérozzuk meg H torlédési pontjait R*-ben.

A:{(x,sinl) :a:>0} c R?
x

halmaz belsejét, hatarat és lezartjat!

8. Hatarozzuk meg az

9. Mutassuk meg, hogy barmely H C R" esetén 00H C 0H. Mutassunk példat arra,
amikor a tartalmazas valodi.

10. Legyen H C R", (n > 2) és H; (i = 1,2,...,n) a H elemeinek i-edik koordinataibdl
all6 halmaz. Bitonyitsuk be, hogy H pontosan akkor korlatos R"-ben, ha mindegyik
H; korlatos R-ben.

11. Mutassuk meg, hogy ha B(z,r) = B,(r) = {y € R" : d(x,y) < r}, akkor a lezdrtja
B(z,r) = B,(r) = {y € R" : d(z,y) < r}. Igaz-e ez tetszéleges metrikus térben?

12. Legyen x € R", A C R" zart. Bizonyitsuk be, hogy létezik a € A, melyre d(z,a) =
d(x, A), ahol
d(zx,A) = inf {d(x,b) : b€ A}

az x pont tavolsaga az A halmaztdl.



