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Függvény határértéke

1. Bizonýıtsuk be defińıció alapján a következőket!

(a) limx→2
3x+1
5x+4

= 1
2

(b) limx→4
x−16
x2−4x = 2

(c) limx→∞
5x+1
3x+9

= 5
3

(d) limx→1
1

(1−x)2 =∞

2. Számoljuk ki a határértékeket!

(a) limx→∞
x2+4x−5
x2−1

(b) limx→−∞(x
3+3x2

x2+1
− x)

(c) limx→1(
3

1−x3 + 1
x−2)

(d) limx→0
(1+x)5−1−5x

x2+x5

(e) limx→∞
√
x+ 3√x+ 4√x√

2x+1

(f) limx→6

√
x−2−2
x−6

(g) limx→0

√
1+x−

√
1+x2√

1+x−1

(h) limx→0

√
1+x−

√
1−x

3√1+x− 3√1−x

(i) limx→∞( 3
√

1− x3 + x)
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(j) limx→∞(
√

x +
√

x +
√
x−
√
x)

(k) limx→0

√
1+tanx
sinx

(l) limx→0(
1

sinx
− 1

tanx
)

(m) limx→0
1−cosx
x2

(n) limx→1
sin 7πx
sin 3πx

3. Előadáson bizonýıtjuk, ı́gy használható (persze nem muszáj!):
Ha limx→x0 f(x) = 1, limx→x0 |g(x)| =∞, és limx→x0 g(x)(f(x)− 1) = b, akkor

lim
x→x0

f(x)g(x) = eb.

Itt x0 véges, vagy ±∞.

(a) limx→0(
1+tanx
1+sinx

)
1

sin x

(b) limx→0(
√

1 + x− x)1/x

(c) limx→π/2 sinxtanx

4. Legyen H ⊂ R, f, g : H → R, x0 ∈ R legyen torlódási pontja H-nak. Bizonýıtsuk
be, hogy

(a) ha f határértéke létezik x0-ban és g-nek nem, akkor f + g-nek sem létezik
határértéke x0-ban.

(b) ha f határértéke x0-ban 0 és és g korlátos x0 egy környezetében, akkor f ·g-nek
0 a határértéke x0-ban.

5. Legyen

f : R→ R, f(x) =


0, ha x ∈ R \Q,

1, ha x = 0,
1
n
, ha x ∈ Q, x 6= 0 és x = m

n

,

ahol m ∈ Z, n ∈ N, és m és n relat́ıv pŕımek, azaz f az előadáson megismert
Riemann-függvény. Továbbá legyen

g : R→ R, g(x) =

{
f(x), ha x irracionális,
1

f(x)
, ha x racionális.

Mutassuk meg, hogy g minden pont bármely környezetében nem korlátos.
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Függvények folytonossága

1. Vizsgáljuk meg folytonosság szempontjából az alábbi függvényeket! (Szakadási
helyek vizsgálata.)

(a) f(x) = 3(1−x2)+|1−x2|
2(1−x2)−|1−x2|

(b) f(x) = 3 + 1

1+3
1

1−x

(c) f(x) = x2+2x−3
x2+5x+6

(d) f(x) = x2−9
x2(x−3)2

(e) f(x) = 3
1

x+1

2. Határozzuk meg, ha lehetséges, a paramétereket úgy, hogy a függvény mindenütt
folytonos legyen!

(a)

f(x) =

{
ax2 + 1 ha x ≥ 0,

−x ha x < 0.

(b)

f(x) =


(x− 1)3 ha x ≤ 0,

ax + b ha 0 < x < 1,
√
x ha x ≥ 1.

(c)

f(x) =

{
x ha |x| ≤ 1,

x2 + ax + b ha |x| > 1.

3. Adjuk meg az alábbi függvények lineáris aszimptotáit!

(a) f(x) = x√
1−x2

(b) f(x) =
√
x2 + 3x− 1

(c) f(x) =
√
4x4+1
|x|
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