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Numerikus sorozatok hatarértéke 11.

1. Legyen (an)nen és (bn)nen két valés sorozat, melyre a,, < 0 < b, minden n-re és
legyen ¢, = a,, — b,. Mutassuk meg, hogy ha (c,) egy nullsorozat (azaz egy 0-hoz
tartd sorozat), akkor (a,) és (b,) is nullsorozat!

2. Hatarozzuk meg az a, b, c valés paraméterek értékét gy, hogy

lim n(an —vVen? +bn—2) =1

n—oo
legyen.

3. Legyen a > 0 és b > 0 két rogzitett valos szam. Konvergensek-e az aldbbi soroza-
tok?

(a) (Vam+bm).
(b) (/]a" = b7]).

Amennyiben konvergensek, mi lesz a hatarértékiik?

4. Legyenek a és 8 valds szamok, melyekre |a| # | 5] és legyen

Disszkutéljuk, hogy mikor lesz az (a,,) sorozat konvergens illetve divergens!



. Legyenek ay, as, . .., ar nemnegativ valés szamok. Szamoljuk ki a

lim {/af +aj +--- +aj

n—o0

hatéarértéket!
(Utmutatds: Feltehets, hogy a; = max{ai,as,...,ar}. Adjunk a; segitségével
becslést a fenti kifejezésre! )

. Legyen (a,)nen egy adott valés sorozat és

ar +ag+ - +ay,
- .

A, =

Mutassuk meg, hogy

a a,) monoton névo, akkor (A,) is monoton nové.

(a)
(b)
()
(d)

)

ha (
ha (a,) monoton csokkend, akkor (A,) is monoton csokkend.

ha (a,) konvergens, akkor (A,) is konvergens és lim,, _,o, a,, = lim,,_,o, A,.
d

(e) Mutassunk olyan példat, hogy az (a,) sorozat divergdl, de az (A,) sorozat
konvergens.

ha lim,,_, a,, = 400, akkor lim,,_,,, A, = +00.

. A fenti médszert Cesaro-féle atlagolasi eljarasnak is hivjak. Alkalmazasként
mutassuk meg, hogy ha (a,) egy olyan sorozat, melyre lim,, o (a,11 — a,) = A,
akkor

. Qp

lim — = A.

n—oo M

. Legyen (a,)nen egy pozitiv tagu sorozat és
Gp= /ay-ay---ay.
Mutassuk meg, hogy

(a) ha (a,) konvergens, akkor (G,,) is konvergens és lim,, o, a, = lim,, o Gp.

(b) ha lim,,_, a, = +00, akkor lim,,_,., G, = +00.

. Legyen (a,)nen egy pozitiv tagi sorozat és

Mutassuk meg, hogy



10.

11.

12.

13.

14.

(a) ha (a,) konvergens, akkor (H,) is konvergens és lim,,_,, @, = lim,,_,o, H,.

(b) ha lim,,_, a, = +00, akkor lim,,_,., H,, = +00.
Legyen (a,)nen €gy pozitiv tagu sorozat. Legyen

An1

(n>1), és ¢,:=Va, (n>1).

by :=ai, byp1=
n

Mutassuk meg, hogy

(a) ha (b,) konvergens, akkor (¢,) is konvergens és lim,, o ¢, = limy, o0 by,.
(b) ha lim,,_,o b, = 00, akkor lim,,_,, ¢, = c0.

(¢) Mutassunk olyan (a,) sorozatot, melyre (c,) konvergens, de (b,) divergens.
(Utmutatds: Hasznaljuk az el6z6 feladat eredményét!)

Az el6z6 feladat eredményét felhasznalva mutassuk meg, hogy
lim no_ e.
n—oo +/nl

A Cauchy-féle konvergenciakritérium alapjan dontsiik el, hogy konvergensek-e az
alabbi (ay,)nen sorozatok, ahol

(a)

(b)

()

an =bo+big+ -+ buq",
ahol ¢ € R, |g| < 1 és (b;)2, egy korlatos valds szamsorozat.
Legyen a,, > 0 minden n € N-re. Mutassuk meg, hogy ha a, < b, majdnem
minden n-re és a (¢, )nen sorozat konvergens, ahol ¢, = >, by, akkor a (d,)nen

sorozat is konvergens, ahol d,, = Zzzl ag.
(Utmutatds: Hasznaljuk a Cauchy-kritériumot!)

Mutassuk meg, hogy ha lim,, ., 2"a,, = 0, akkor a (d, ),en sorozat konvergens, ahol

dn ::§jzzlak.



15. A monotonitas illetve a korldtossdg vizsgalatdval dontsiik el, hogy az aldbbi (ay, )nen
sorozatok konvergensek-e, ahol

(a)

(b)

"L (1, 1)k
R Y(H)
(c)
= 1-2
n = k+1°

16. Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,),en sorozatra lim, ., {/a, = «, ahol a < 1, akkor
lim,,_, a, = 0.

17. A fenti feladat alkalmazdsaként mit mondhatunk az aladbbi (a,),en sorozatok ha-
tarértékeirol, ahol

(a)

(b)

k

1 n
ay = (1 — —) , k€ N rogzitett.

n

(c)
a, = (Yn—-1)".

Rekurziv sorozatok

1. Vizsgaljuk meg az alabbi (a,),en rekurziv sorozatokat konvergencia szempontjabol
és adjuk meg a hatarértéket, amennyiben létezik!

(a) a; =6, —5——han>2
(b) a1 =3, an =

(¢) a1 =1,a, = 117;”11, han > 2.

(d) a :f =3+ an_1, han>2.



(e) a; =1, an:an,l—i—g%l,hanzz
2. Bizonyitsuk be, hogy ha a € [0, 1], akkor az

az 4+«
2 Y

@ =75, On41 = (n>2)

formulakkal megadott rekurziv sorozat konvergens.

3. Milyen a > 0 értékek esetén lesznek az aldbbi rekurziv sorozatok konvergensek?
Adjuk meg a hatarértékiiket is!

(a) ay = \/a7 an+1 = \/mv (TL > 2)'

(b) a1 >0, apy =222 (n>2).

an+a’




