Linedris leképezések (tenzorok)

Hegyi Veronika és Harrach Néra

2020. aprilis 2.

Jelen segédlet a gyakorlati anyag kibovitett, elektronikus valtozata, ami a Koronavi-
rus jarvany miatt elmaradt foglalkozasokat hivatott potolni. Az észrevételeket szivesen
fogadjuk a kovetkezo e-mail cimen: harrach.nora@gmail.com, kérem a subject legyen
»A2 segédlet”.

1. Dontsiik el, hogy az alabbi leképezések linearisak-e. Ha igen, adjuk meg a leképezés
matrixat a kanonikus bazisparra vonatkozoéan! Adjuk meg a leképezés magterét és kép-
terét, és ezek dimenzi6jat (nullitds (deffektus), illetve rang).

(a) A:R® — R* A minden vektorhoz az x tengelyre esé meréleges vetiiletet rendeli.

Megoldas: Az A leképezés tehat a kovetkezéképp néz ki:

x x
A: 1yl — 1|0
z 0
T T2
Tudjuk, hogy egy leképezés linearis, ha barmely ¢y, co szdmok ésvy = | y1 |, vo = | ¥
21 Z9

vektorok esetén fenndll
A(c1 vy +cave) = 1 A(vy) + coA(va).

Ez pedig teljesiil, hiszen
C1T1 + C2Z2
C1Vy+Ca vy = | C1y1 + C2l2
C121 + (6%

C1%1 + C22
A(Cl Vi +Co Vg) = 0
0



és

T To C171 + C2Z2
ClA(Vl) + CQA(VQ) =C 0 + Co 0 = 0
0 0 0
A kanonikus bézis elemei:
1 0 0
0O1,{1],10],
0 0 1

melyekhez az A leképezés rendre a kovetkezd vektorokat rendeli:

1 0 0
01,101,
0 0 0

Tehat ha A-val jelojiik a leképezés matrixat is, akkor azt kapjuk, hogy

1 1 0 0 0 0
A0l =10],éA[1|=10],éA[0] =10
0 0 0 0 1 0
Ebbdl mér kovetkezik, hogy
100
A=AE=[0 0 0
0 00
Hazi feladat: matrixszorzédssal ellenérizziik, hogy a fenti A matrixot (jobbrdl!) megszo-
x x
rozva tetszoleges | y | vektorral, tényleg az | 0 | vektort kapjuk!
z 0

Hatérozzuk meg most az A leképezés magterét. Emlékezteto: egy T : V' — W linearis
leképezés magterén (vagy nullterén) a

Ker(T)={veV:Tv=0y}

alteret értjiikk.A mi esetiinkben

0 x 0
Ker(A)={veR: Av=|0] ;= |y| eR*:z=03 = |y ]| eR®
0 z z
0 0
Ker(A) dimenziéja 2, hiszen a | 1 | és | 0 | vektorok generaljak.
0 1



Hatarozzuk most meg a leképezés képterét, emlékezve arra, hogy egy T': V. — W
linearis leképezés képterén az

Im(A) ={T(v):veV}
alteret értjiik. Ez a mi esetiinkben a kovetkezo:

T
Im(A) ={Av:veR}=¢ (0] R’
0

Tanultuk, hogy Im(A) 4+ Ker(A) = 3, és ez teljesiil is, hiszen konnyen beldthatd, hogy
Im(A) 1-dimenziés altér.

Hézi feladat: frjuk fel ugyanezeket az y és z tengelyre vonatkozd meroleges vetiilet
esetében is!

(b) A:R® — R® az origén atmend b irdnyvektort egyenesre valé merdleges vetités.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a b iranyvektor egy egységvektor, igy konnyebb lesz sza-
molni vele (ha nem az lenne, leoszthatunk a hosszaval). Ebben az esetben egy tetszéleges
v vektor esetén az adott egyenesre valé merdleges vetiilet hossza éppen a v és b vekto-
rok skaldris szorzata, azaz (b, v), ami elGjeles hossz, azaz ha a merdleges vetiilet b-vel
ellentétes iranyban all, negativ szamot kapunk. (Elevenitsiik fel a skaldris szorzatrol
tanultakat! Egyfelél (b,v) = |b||v|cos¢, ebbdl kiovetkezik, hogy |b| = 1 esetén a
mer6leges vetiilet hossza (b, v), mésfelél (b, v) = v1b; + vabs + v3bs.)
Tehat a vetiilet a kdvetkezd vektor:

(b,v)b

A leképezés linearitashoz tehat azt kell belatni, hogy tetszéleges vy, vy vektorok és
c1, co valés szamok esetén igaz-e hogy

<b, C1 V] +Co V2> b = C1 <b7 V1> b +Cg<b, V2> b,

ami pedig a skaldris szorzat tulajdonsigai miatt igaz (bilinedris).
Most tehat keressiik a leképezés matrixat, a kanonikus bazis elemeire vonatkozodan!
Ha b = (by, by, b3)T, akkor azt a métrixot keressiik, amire

1 b1 0 bl 0 bl
AlO] =b bg L6 A1) =by[ba],és A0 =03 0bo
0 b3 0 b3 1 b3
1 0 0
(Hiszen (b, | 0 =bibés(b,[1]))b=bbés(b,[0])b=0b3b.)
0 0 1



Ezért a leképezés matrixa a kovetkezo:

B biby bibs
A= bk, B2 boby |,
bibs bobs b3

ami nem mds, mint a bb’ szorzat (egy 3 x l-es és egy 1 x 3-as matrix szorzata).
Az A matrixbdl, vagy a leképezés skalaris szorzatos meghatdrozasbol is lathatjuk,
hogy egy tetszéleges v = (z,y, z)T vektor képe az aldbbi vektor lesz:

(.’L’bl + be -+ Zbg)bl
(l’bl + yb2 + Zbg)bz = <b, V> b
(l‘bl —|— ybg + Zb3)b3

Ennek segitségével meghatarozhatjuk a leképezés képterét, illetve magterét: képként
el6all minden A\ b vektor, tehat az egyenes minden pontjanak helyvektora:

Im(A) = {Ab: X e R}

A tér 0 elemébe pedig pontosan azok a vektorok képzodnek, melyekre xb, +ybs+ 2b3 = 0,
¢és ezek pont az origon atmend b normalvektoru sik pontjai, azaz

Ker(A) = {veR: (v,b) =0}.
A képtér és magtér dimenzidja rendre 1 és 2.

(c) A:R* = R® az origén d4tmené n normalvektort sikra valé meréleges vetités.

Megoldas: A koénnyebb szamolas kedvéért tegyiik fel, hogy az n egységvektor, azaz
hossza 1 (kiilonben vehetjiik a n vektor helyett a = vektort normalvektornak). Ekkor

EY
a vetités egy teszoleges v vektorhoz az
v—(n,v)n

vektort rendeli. (Indoklds: legyen v merdéleges vetiilete a sikra v/, ekkor v = v/ +v”, ahol
v” parhuzamos az n normalvektorral, sét, v/ épp a v vektor n irdnyvektoru origdn dtme-
né egyenesre valé meréleges vetiilete, ami a (b) feladatbeli indoklds szerint pont (n, v) n.
Ekkor tehét a sikra valé vetiilet: v/ = v —v” = v —(n, v) n, pont amit allitottunk.)

Ellenorizziik, hogy linedris-e ez a leképezés! Legyenek vi, vy tetszoleges vektorok és
c1, co tetszoleges valds szamok, és vizsgaljuk meg, hogy igaz-e

(c1vi+cave) — (n, 1 vi+cave)n = ci(vy —(n,vi) n) + ca(vy —(n, vo) n)?

A skalaris szorzat tulajdonsagai miatt igaz.



Adjuk meg a kanonikus bazisra vonatkozé matrixot! Legyen n = (ny,ns, n3)?, és a
keresett matrixot jelolje A, ekkor

1 1 ny 1 ny 1 ny l—n%
A0l =10 —=(|n2a],[O0O])|m2] =0 —ni[n2] =] —nune
0 0 n3 0 N3 0 ns —ning
Hasonléan:
0 —TN1N2
All]l =[1-n2],
0 —TloN3
és
0 —nins
AlO0] = —nong | ,
1 1—n3
azaz

1—n? —niny —ning
A=|-nmny 1—n2 —nons
—ning —ngnz 1 —n?

(d) A:R® — R? titkkrozés a 3z + 4y — 122 = 0 egyenletii sikra.

Megoldas: Ha v; jeloli a v vektor tiikorképét egy n normalvektoru, origén atmeno
sikra vonatkozdan, és v .= v/ +v”, ahol v’ a sikra valé merdleges vetiilet, v/ pedig a
normalvektorral parhuzamos, akkor

vi=v-2v'=v —2<i,v>—
[n|
(Most nem kotottiik ki, hogy a normélvektor egységhosszi legyen, ezért kellett osztani
abszoluit értékével.)
A (c) esethez hasonléan ellenérizhetd, hogy a leképezés linedris. Es az ottani leveze-
téshez hasonldéan vezetheto le, hogy a leképezés matrixa:

2
_ oM™ _9oning __onins
=20k —27F —29p
_onin2 9Ny __onang
ot 172k T2p
__9ning __9nang __9™n3
257 2hF 124k

A mi esetiinkben az n = (3,4, —12)7, és | n| = 13, ezért

_18 _ 24 72
169 169 169
2 B2 9%
169 169 169,
72 96 288
169 169 169



Masik gondolatmenet lehet a kovetkezo:

Adott x pont egy sikra valé tiikorképéhez jutunk a kovetkezoképpen is: elészor merd-
legesen levetitjiikk pontunkat a sikra, majd az igy kapott T talppontot, mint felezéspontot
hasznalva szamoljuk x’-t. Ez jo lesz, mivel az xx’ szakaszt a T pont éppen felezi a tiik-
rozés tulajdonsaga miatt.

Merdlegesen vetiteni pedig -héla a (c) eset ismeretének- tudunk. Ett6l azonban még
nem kaptuk meg a leképezés matrixat, de kis alakitassal ahhoz is hozzajutunk. Legyen
A, az origon atmend sikra vonatkozé tiikrozés matrixa és legyen x a tiikrozendd pont.

X+ x’

Ax=T = 5 — 2Ax—-x=X

(24, — x=x’

Ebbol a keresett A matrix: 2A, — 1.

A merdleges vetités métrixa a (c) feladatbdl az n = (3,4, —12)T normélvektor ismereté-
ben szdmolhaté. Most viszont [n| = /32 + 42 + (—12)2 = 13, ami nem 1, tehdt n most
nem egységvektor. Ez nem baj: osztunk a hosszaval és maris egységvektorhoz (és egy
csomé irnivaléhoz) jutunk.

19 _1 36 100 12 36
1 1 1 1 1 1
R T e O | R I (N AT (¢
v 169 169 169 - 169 169 16
36 a8’ Mg ECR S
169 169 169 169 169 169
JETR VR )

P
A=24,—-T=|—% 1% 16
»0 5

169 169 169

Pont ugyanigy, mint az elébb! :)

Végezetiil: Geometriai tanulmanyainkbol tudjuk, hogy a sikra vald tiikrozés képtere
az egész tér, magtere trividlis (csupan az origét tartalmazza), a leképezés invertalhatd
(6nmaga inverze).

(e) A:R* — R? titkrozés az & = =2 = ¢ egyenleti egyenesre.
Megoldas: A v vektor merdleges vetiilete a b irdnyvektord egyenesre éppen (%, V>‘—E|.

Ha ezt a vektort v'-vel jeloljiik, a tiikorképet pedig v”-vel, akkor nyilvan

b b

vi=2vi—v=2(,V)— —Vv
b "Ib|



Ez a leképezés a kanonikus bazis elemeit, az (1,0,0)7, (0,1,0)7 és (0,0,1)" vektorokat
rendre az

2
2k — 1 20302 200
bibo . ﬁ B . 2b2 3
2—“)2 €s Q‘b‘Q 1 es [b]2
9 bibs 9b2b3 25 -1
[b]? [b[2 [b]?

vektorokba képezi, melybol matrixat is konnyen megkaphatjuk. Feladatunkban b =
(6,—7,6) és |b| =11, igy a matrix:

—49 -84 T2
121 121 121

A— | B2 23 B
— | T2 121 7121
2 84 49

121 121 121

A képtér a teljes tér, a magtér trivialis, a megfelel6 dimenzidk 3 és 0.

Masik gondolatmenet lehet:
Az eloz6 feladatban leirt 6tlet itt is hasznalhato: x-et merdlegesen vetitjiik az egyenesre és
a kapott pontot felezéspontnak hasznalva szamoljuk x’-t. Ezt itt most nem részletezziik.
(f) A: R* — R® merélegesen vetit az 7 =% = 75 egyenesre.
Megoldas: az egyenes atmegy az origdn, egy iranyvektora:

3
b=[ 4 |,
12

aminek hossza | b | = 13, igy egy egységhosszii normalvektora

3
b _ %
|b| 2y |

13

Felhaszndlva a (b) feladatrész eredményeit: a leképezés linearis, matrixa

9 12 —36

> e o ] 9 12 —36
A2 1o 8 |12 16 —48 |,
L A 169

—-36 —48 —144

169 169 169

képtere az adott egyenes: ker(4) = {(z,y,2)" € R: £ = 4 = =2} magtere pedig az
origén dtmend, b = (3,4, —12)7 normalvektord stk: Im(A) = {(z,y,2)T € R: 3z + 4y —
12z = 0}, melyek dimenzidja rendre 1, és 2.

(g) A:R® — R® merdlegesen vetit az 3z + 4y — 12z = 0 sikra.



Megoldas: a sik atmegy az origon, egy normélvektora

Innen HF. folytatni a (c) és (f) feladatok szamitdasaihoz hasonléan.

(h) A:R* - R® A:r~ bxr, ahol b= (2,-1,3)7.

Megoldas: az A leképezés egy tetszoleges r vektorhoz a b x r vektort rendeli. Eleve-
nitsiik fel a vektorialis szorzatrdl tanultakat! Tanultuk -tébbek kozott- hogy: tetszoleges
v, u, w vektorokra és ¢ valds szamra

(1) vxu=—uxv

(2) ux(v+w)=uxv+uxw
(3) (U+V)XW=uXwW+VXW
(

4) k(uxv)=kuxv=uxkv

Ezekbdl a tulajdonsdgokbol levezetheté az A leképezés linearitasa, azaz hogy tetszoleges
Vi €s vy vektorok és ¢, ¢y valds szamok esetében

A(Cl Vi +cCo V2) =b X(Cl Vi +cCo V2) = Cl(b X V1) —+ CQ(b X V2> = ClA(Vl) -+ CQA(VQ).

Mi lesz a kanonikus bazis elemeinek képe? Ehhez hasznaljuk, hogy tetszOleges v, w
vektorok esetén
T J  k
VW= |V VU VUs]|.
w; W2 W3

Az e; = (1,0,0)7, e; = (0,1,0)T, e3 = (0,0,1)T vektorok képe tehat

v 7k 0

bxe =2 -1 3|=1(3
1 0 0 1
gk -3

bxe =2 -1 3|=1 0
0 1 0 2
1 7 k -1
bxe =2 -1 3|=]-2
0 0 1 0




Es igy a leképezés matrixa:

0 -3 -1
A=1[3 0 =2
1 2 0

Mi a leképezés magtere? Tanultuk, hogy két vektor vektorialis szorzata akkor és csak
akkor 0, ha a két vektor parhuzamos. Ebbol adédik, hogy ker(A) = {v € R : v =
Ab}, azaz a b irdnyvektori origén atmend egyenes pontjai (vagyis ezek helyvektorai)
alkotjék a magteret, aminek dimenziéja 1. Azt is tanultuk, hogy két (nem pérhuzamos)
vektor vektorialis szorzatanak eredménye olyan vektor, ami merdleges a két vektor altal
kifeszitett sikra. Ebbdl addodik, hogy képként csak b-re meroleges vektorok adédhatnak.
Nem nehéz belatni, hogy barmely b-re merdlege vektor el is allithaté képként, azaz a
képtér: Im(A) = {v € R: (v,b) = 0}, aminek dimenziéja 2.

(i) A:R* = R* 2 tengely koriili v szogli forgatds. (ugyanigy z és y tengely koriil).

Megoldas:

Elemi geometriai meggondolasokbdl kovetkezik, hogy ez a leképezés linedris. Mi lesz
a kanonikus bézis elemeinek képe? A (0,0,1)7 vektort az A leképezés nyilvan hely-
ben hagyja. El6adason tanultuk, hogy az (1,0,0)7 vektort az (cos a, sina, 0)7 vektorba
képezi, a (0,1,0)7 vektort pedig a (—sin a, cos a, 0)T vektorba.

Ebbdl kovetkezik, hogy a leképezés matrixa:

cosae —sina 0
sinaw cosa O
0 0 1

A képtér a teljes tér, a magtér trividlis, a dimenzidk 3 és 0, a leképezés invertalhato.
HF1: mi az inverz leképezés matrixa?
HF2: irjuk fel a fentieket az x tengely koriili és az y tengely koriili elforgatasokra is.

(Gj) D : Py = Pn, D(p(x)) = ap'(x) + 2p"(x) + 3p(x), ahol P,, a legfeljebb n-ed foku
polinomok tere.

Megoldas: Ellenérizziik a linearitast! Legyenek py(x), po(z) legfeljebb n-edfoki polino-
mok, ¢y, cy valés szamok. Ekkor a derivalasi szabalyokbdl kévetkezik, hogy:

D(cipi(w)+capa(c)) = z(crpr(z)+copa(w)) +2(crpr (z) +copa(w)) +3(crpr (x) +copo(w)) =

= c1op) () + corpy () + 1 2p () + c22ph () + e13py () + c23pa(w) =
= c1(xp) (z) +2p7 (2) +3p1(2)) + ca(wpy () +2p5 () +3pa(x)) = 1 D(p1(x)) +c2D(pa()),

tehat a leképezés linearis.



Mi lesz a kanonikus bazis ebben a térben? Tanultuk, hogy a legfeljebb n-dimenziés
polinomok terét generéljak az 1, z, 2%, ..., 2" polinomok, melyek, ha vektorként tekin-
tiink réjuk, az (1,0,0,...,0)7,(0,1,0,...,0)7,...,(0,0,0,...,0,1)" € R"** vektoroknak

felelnek meg. Hova képezi a D leképezés ezeket a polinomokat / vektorokat?

e D(1) =3, azaz (1,0,...,0)T — (3,0,...,0)T

e D(x) =4x, azaz (0,1,0,...,0)T — (0,4,0,...,0)T.
) =52 + 4, azaz (0,0,1,0,...,0)" — (4,0,5,0,...,0)7.
o D(z%) = 62° + 12z, azaz (0,0,0,1,0,...,0)7 s (0,12,0,6,0,...,0)".

(

(
o D(a2?

(
e D(z™) = (m+3)a™ + 2m(m — 1)z™ 2, azaz

(0,0,...,0,1,0,...,0)T +— (0,...,0,2m(m — 1),0,m + 3,0,...,0)7

D(z") = (n+ 3)x™ + 2n(n — 1)2" 2, azaz
(0,0,...,0,1,0,...,0)7 +— (0,...,0,2n(n —1),0,n + 3)T.

Ebbdl adédik a leképezés métrixa az aldbbi (n + 1) X (n + 1)-es matrix:

30 4 0 0 .. 0 0 0
04 0 12 0 ... 0 0 0
00 5 0 24 .. 0 0 0
A=10 0 0 n—1 0 2(n-2)(n-3) 0 0
00 0 0 n 0 2(n—1)(n—2) 0
0 0 0o 0 0 n+1 0 2n(n — 1)
00 0o 0 0 0 n+ 2 0
00 0 0 0 0 0 n+3

Mi lesz a leképezés magtere? Legyen p(z) = apx™ + ap_12™ 1 + -+ + a1 + ag egy
polinom, és tegyiik fel, hogy D(p(z)) = 0. Ekkor a leképezéshez tartozé métrix és a
polinomhoz tartozé vektor szorzata a nullvektor, azaz

A . (.To, Ti1yeooyTpn_1, .Z'n)T = O
Ez a szorzat viszont konnyen lathato, hogy az alabbi egyenletrendszerhez vezet:
xo + 4[[’2 =0

4r1 + 1223 =
S5re +24xz4 = 0

o

(n+Dxpo+2n(n—z, = 0
n+2)x, 1 =
n+3)z, = 0

|
o

10



Ennek egyetlen megoldésa az x,, = x,_1 = --- = x¢p = 0, azaz a magtér trividlis, a
leképezés injektiv. Hasonlé modon lathato be, hogy a a teljes tér eloall képként, azaz a
leképezés sziirjektiv. (A dimenzidk pedig 0 és n + 1.)

(k) A : R® — R® A minden vektorhoz az (1,2,3) vektorral parhuzamos osszetevéjét
rendeli.

Megoldas: A feladat hasonlé a (b), illetve (f) feladatokhoz.

(1) (iMSc) L:R* - R*, L : (z,y)" = (z,y,v +y)T.

Megoldas: Ellenérizziik a linearitast: L(cy vy +cava) = L((c121 + caa, 191 + C2¥a)) =
(c121 + Ccoma, 11 + Coya, 121 + C1Y1 + Coy + Coya) = 1 L(v1) + o L(v3), tehét a leképezés
linearis.

Mi lesz a baziselemek képe?

Es igy a leképezés matrixa:

— O

1
L=10
11

Milyen v vektor esetében lehet L(v) = 07 Konnyen lathatd, hogy ekkor

r = 0
y =0
r+y = 0

kell teljesiiljon, azaz a leképezés magtere a trivialis. Mit tudunk a képtérrol?
Im(L) = {(z,y,z+y): (z,y) € R*}

{z-(1,0,1)+y-(0,1,1) : z,y € R}
= Span({(l,(),l),((),l,l)}),

azaz a képtér 2 dimenzios.

(m) (iMSc) L:R* - R? L: (z,y,2)" — (z+y,y+2)".

11



Megoldas: Ellendrizziik a linearitast:

Licivi+cava) = L((c1m1 + caxa, 1y + Ca¥a, 121 + €222))
= (c1r1 + coxo + c1y1 + Coyo, CLY1 + CoYo + 121+ Ca2p)
= (c1r1+ cyr, cyr + crz1) + (coama + Caya, oy + C222)
= ClL(Vl) + CQL(VQ)

tehat a leképezés linedris.
Mi lesz a baziselemek képe?

(s
ufe) -
()= )

Es igy a leképezés matrixa:

1 10
L= (0 1 1)
Milyen v vektor esetében lehet L(v) = 0?7 Konnyen lathatd, hogy ekkor

r+y = 0
y+z = 0

kell teljesiiljon, azaz

Ker(L)

{(z,y,2) ER*: 2 +y=0és y+ 2z =0}
{(z,y,2) ER®:yy = —x és 2 = —y}
{(z,y,2) ER®: yy = —w és 2z =z}

= {(t,~t,t) e R*: t € R}

= {t-(1,-1,1) eR*: t € R}

Tehét a képtér az (1, —1,1) irdnyvektori egyenes, dimenzidja 1.
Mit tudunk a képtérrol?
Im(L) = {(z+y.y+z) €R*: (z,y,2) €R’}
= {z-(L0O)+y-(1,1)+2-(0,1):2,y,2 €R}
= Span({( )7( 71)7( 71)})
= Span({(1,0),(0,1)})

12



azaz a teljes R? tér, igy a képtér 2 dimenzids.

2. A fentiek alapjan szamoljuk ki a kovetkezo vektorok képét!

(a) Forgassuk el az r = (1,0,1) vektort a z tengely koriil 7w/3-mal, majd tikrozzik az
xy-sikra.

Megoldas: A z tengely koriili 7/3-mal val6 forgatds métrixa

1 _¥3
5 3 0
0 0 1

Az xy sikra val6 tiikrozéshez el6bb hatarozzunk meg egy normalvektort: lehet ez az
(0,0,1)T vektor. Ekkor a tiikrozés matrixa:

10
01
0 0

Lo 0\ 10 0 1\ (i = 0\ (1 !
=¥ 1 o|l|01 0 ol=(¥ 1 0]|=1[x
2 2 2 2 2
0 0 1 00 -1 1 0 0 1 —1 —1

(b) Forgassuk el r = (1, 1,0)-t elészor, y, majd z, végiil x tengely koriil 7/6-tal.

Megoldas: Az x tengely és az y tengely koriili « szogii forgatas matrixai rendre:

1 0 0 cosae (0 sina
0 cosa —sina | és 0 1 0
0 sina cosa —sina 0 cosa

Ekkor az adott vektor képe:

1 0 0 3 _1 3 g 1 1
2 2 2 2
=0 ¥ -1 18 01 0][1]=
%\/52 22 1 v3 ] \0
03 5/ \0 0 1/ \=5 0%
1 0 0 V31 g\ /3
2 2 2
=0 ¥ _1 1 V3 1 | =
%\/52 2 2 1
0 3 5/ N0 0 1/ \=3

—
w



1 0 0 1 1
—1|o V3 1 3\4/3 — ﬁ
- 2 2 4 - 8

o L v _1 _ V3

2 2 2 8

(c) (iMSc) Forgassuk el r = (—1,0,2)-t az © = y, z = 0 egyenletii egyenes koriil /4
-gyel, majd tiikrozziik az x 4+ 3y — 2z = 0 sikra.

Megoldas: Tekintsiik a kérdés altalanosan, legyen adva egy b egységvektor, és tekintsiik
azt az A leképezést, ami a b iranyu egyenes koriil forgat o szoggel. Mi lesz a v vektor
képe az A leképezésnél? Ha a v vektor parhuzamos az egyenessel, akkor a képe énmaga
lesz. Ha nem parhuzamos vele, akkor felbonthato két vektor Gsszegére, melyek koziil az
egyik, legyen ez vy parhuzamos b-vel, a masik pedig merdleges ra, ezt a vektort jelolje
vy. Tudjuk, hogy ekkor v; éppen a v merdleges vetiilete a b irdnyt egyenesre, ami pont

v =(b,v)b

és ebbol kovetkezik, hogy
vy=v—v;=v—(b,v)b

Tekintsiink egy harmadik vektort is
vi=bXxv

A vektori szorzat definicigjabol adodik, hogy v merdleges a b és v altal feszitett sikra, és
b, v, v3 jobbrendszert alkot (ebben a sorrendben). Ebbél viszont az kovetkezik, hogy vy,
vy és v3 harom olyan vektor, melyek paronként merélegesek egymasra, és jobbrendszert
alkotnak ebben a sorrendben (mivel v; parhuzamos b-vel, és vy, benne van abban a
sikban, amire v3 meréleges).

Ha tekintjiik az A leképezés hatdsat a
x, v = vi+ vy vektoron, lathatjuk, hogy a
vy helyben marad

A(vy) =wvy

(mivel v; parhuzamos b-vel), a vy pedig «
szoggel fordul el a vy és vz vektorok altal
kifeszitett sikban. A vs és vs vektorokrol
nem csak azt tudhatjuk, hogy merolegesek
egymasra, hanem azt is belathatjuk, hogy
azonos a hosszuk: a vektori szorzat definicidja miatt |vs| = |b||v|cos¢ = |v|cos ¢ és
a v = vy + vy meréleges felbontds miatt | vy | = | v |cos¢. Emiatt

e

A(vy) = cosa vy +sinavs
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Ezekbol kaphatjuk meg a leképezés hatasat a v vektoron:

Alv) = Alvi+vy) =
= A(Vl) + A(Vg) =
= (b,v)b+cosa(v—(b,v)b)+sina(bxv)=
= (cosa)v+(sina)(bxv)+ (1 —cosa)(b,v)b

Mi lesz az A hatasa a kanonikus bazisra?

1 cos i J k cosa + (1 — cos a)b?
AlO = 0 +sin « b1 b2 bg +(1—COS a)b1 b= (sin Oé)bg —+ (1 — COS Oé)blbz)
0 0 1 0 0 —(sin )by + (1 — cos )by b3

Hasonl6 szamoldsokkal kapjuk meg (0, 1,0)7 és (0,0,1)" képét, amibdl a leképezés mét-
rixa:

cosa + (1 — cos a)b? —(sina)bs + (1 — cosa)biby  (sin )by + (1 — cos «)bybs
A= (sina)bs+ (1 — cosa)bibs cosa + (1 — cosa)b3 —(sina)by + (1 — cos a)bobs
—(sina)by + (1 — cos a)bibs  (sina)by + (1 — cos av)babs cosa + (1 — cosa)b?
A feladatbeli szamokkal: a = 7, ezért sina = cosa = \/75, és az egyenes egy irany-
vektora b = (\%, \%, 0).
A tiikrozéshez megadott sik egy normélvektora (1,3, —2), egy egységnyi hosszi nor-

malvektora (\/Lﬁ, \/iﬁ, \;—134), amib6l a tikrozés matrixa (lasd 1.d feladat megoldésa):

6
A 7
-\ 2

HF. a konkrét szdmolasokat végigcsinalni.
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