VIK A2 Matematika,
1-2. Gyakorlati anyag

2021/22 2. félév

Matrixok

I. Matrixaritmetika

1. Csindljunk néhény példat matrixosszeaddsra és matrixszorzasral

2.
1 3 01 2 0
t=[ %3] ofaa] oo [T 5]
Mutassuk meg, hogy az AB = BA, (AB)? = A’B? (A+ B)? = A2 + 2AB + B?

egyenloségek nem azonossagok.

3. Legyen A € ]\4457 B e M54, C c M52, D e M42, F e M45. Az alabbiak koziil melyek
vannak definidlva és mi a tipusuk: AF, BD — C, ABF + DC*, (BT + A)C + D.

4. Szamoljuk ki az alabbi matrixok 6sszes pozitiv egész hatvanyat!

010
111 1 11 0 1
a=loo ) st Noe=g 0] o= ]
100 V21 -1 01 11

5. Bizonyitsuk be, hogy minden
a b
el
métrix kielégiti az A% — (a + d)A + (ad — bc)I = 0 egyenletet, ahol I a 2 X 2-es
egységmatrix.



6. Konstrudljon olyan M maétrixot, mellyel egy tetszoleges m x n-es A matrixot

(a) balrél megszorozva az i. sora A-val szorzédik;

(b) balrél megszorozva az i. és j. sora megcserélédik; (lehet-e jobbrdl szorzasra
konstrualni ilyet?)

(c) jobbrdl megszorozva az i. és j. oszlopa megcserélodik; (lehet-e balrdl szorzasra
konstrualni ilyet?)

(d) jobbrdl megszorozva az i. oszlopdhoz hozzdaddédik a j. oszlop A-szorosa;

7. (iMSc) Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egész esetén létezik olyan A # 0
négyzetes matrix, melyre A* = 0.

8. (iMSc) Legyen

A= [ Gosa —sma L és T= 10 .
sinaw  cosa 0 1
Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor 1étezik k pozitiv egész, melyre I + A +
A%+ ...+ AF =0, ha o/(27) racionélis szam, de nem egész.

Determinansok

1. Szamoljuk ki a kivetkezo determindnsokat!
(a)

123456 123426
123457 123427

1111 111 11
11111 1111 111
12345 1234 123

31 2 -1
12 0 5
20 3 -3
14 -1 2



1
1 2 3 4
1 3 5 7
1 4 7 10

-1 -2 1

2

-1 -8
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n+1
n+ 2

n+1 n+2

2n — 1

n

(h) (iMSc)

-3

—2

(i) (iMSc)

2
2
2




1 a a? ... a"!
anfl 1 a aan
an72 anfl 1 a’nf?)

a a?  ad 1

(k)
1 a a? a’
1 b? b3
1 ¢ c? c3
1 d+e d*+e2 d®+é

PP p 1 grs
¢ q 1 prs
r2 r 1 pgs
s2 s 1 pgr

b a-+b a

1 1 1
1 1+a 1
1 1 1406

. (iMSc) A determindnsok szorzdstételével bizonyitsuk be, hogy (z% + 23)(y? + y3)
eloall két egész szam négyzetosszegeként, ahol x1, zo, y1,y2 € N.

. A1-bél tanultuk, hogy R*-ben a sik kanonikus egyenlete
Ar+ By+Cz+ D =0,

ahol A, B, C, D val6s szamok. Mutassuk meg, hogy a P(p1, p2,p3), Q(q1, g2, q3),R(r1,72,73)
pontokon atmené sik egyenlete

r y =z 1
p1 p2 p3 1
G @ g 1

r To T3 1

Mit mondhatunk, ha a harom pont egy egyenesen van?
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Matrixok inverze

1. Regulérisok-e az aldbbi matrixok? Ha igen, szamoljuk ki az inverziiket! (Itt hasz-
néljuk a determinédnsos inverzszamolast!)

(a)

o oo
\]
[EE NG
=T

S o N O
S OO -
S w o o
= O O O

W N =
N O N
=N W

2. Legyen
Ta:(CQSa —sinoz)'
sina  cos«

Mutassuk meg, hogy T, T = T3T, = Toyp €S T, '=T.,.

Vektorterek

1. Vektorteret alkotnak-e a kovetkezd halmazok, a megszokott miiveletekkel?

1}
{ 0}

{f:R=>R, feC*R),f'(z)+azf(x) =0}

{f R—=R,f(z) <0}

{f : R — R, f integrélhat6 [0,1] -en, [, |f| < oo}

a) {f:R—R, f(0)
fR—=R, f(1)

b}



(f) { legfeljebb mésodfoki p polinomok ,p(1) = p(2) = 0}

(g) Vektorteret alkotnak-e R felett a korlatos sorozatok, nullsorozatok, oo-hez
divergal6 sorozatok illetve az 1-hez konvergalé sorozatok?

(h) R? halmaz a kévetkezd miiveletekkel:

T (0 AR T Ay
+ — . 3 , )\ = - ?
HEHEE" =%

(i) R? halmaz a kovetkezé miiveletekkel:

BESREESANEREY
T2 Y2 —To — U2 X —2x9

2. Alterek

(a) Legyen Vi, V, C V két altér a V' vektortérben. Mikor altér-e Vi N V5 illetve
ViuVy?

(b) Altér-e az Gsszes (a,) valés sorozatok terében
i. {(an) : a1 = 2a3 + 3as}?
. {(a,):as=aq4-as}?
iii. {(a,) : lim, a, = 2}?
iv. a szdmtani sorozatok?
v. a mértani sorozatok?
(c) Alteret alkotnak-e a n x n-es matrixok terében
i. diagondlis matrixok?
ii. melyeknek diagonalisaban csupa 0 all?
iii. felsé haromszog matrixok?
iv. 0 nyomu matrixok? (Mondjuk el, hogy mi a nyom!)
(d) Altér-e R"-ben azon vektorok halmaza, melyek koordinatainak 6sszege 07

(e) (iMSc) Bizonyitsuk be, hogy ha W altér a V' vektortérben és létezik z € V,
melyre x ¢ W, akkor van olyan Wy C V' altér, melyre W N W, = {0}!

3. Linearis fiiggetlenség

(a) Legyen V egy valds vektortér, a,b € V' linedrisan fiiggetlenek. Milyen valds «
és [ esetén lesz linearisan osszefiigeé a-a+ pF-bésa-a— [ -b?
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(b) Igazoljuk, hogy ha x,y, z € V linearisan fiiggetlen vektorok a V' vektortérben,
akkor

i. x+vy, y+ 2z, 2+ x is linedrisan fiiggetlenek.
ii. x+y+2z, v+y— 2z v —y— zis linearisan fiiggetlenek.

(c) Linedrisan fiiggetlenek-e R*-ben a kovetkezd vektorharmasok:
i

3 0 2
20, | 1], |2]?
1 0 2
ii.
1 2 6
2|, 0|, [4]?
1 ~1 0

(d) Maximélisan hany linedrisan fiiggetlen van az
(171717 )7 (272717 )7 (L_lal?_l)? (2717173)

vektorok kozott?

(e) Linedrisan fiiggetlenek-e a folytonos fiiggvények vektorterében (pontonkénti
Osszeadas és szorzas) az

filz) = cos’z,  foz) = sin’(z), fa(z) =1

fiiggvények?

(f) (iMSc) Linedrisan fiiggetlenek-e a folytonos fiiggvények vektorterében (pon-
tonkénti dsszeadds és szorzés) az z/e® alaku fiiggvények, ahol j € N, \; € R
és )\z 7é)\j, haz;éﬁ

(g) Felirhaté-e az 3+ 72%+5 polinom az x3+2x, 3z3+4x és az 5z*+6x polinomok
linedrkombinacidjaként?

(h) (iMSc) Igaz-e, hogy ha ay,as, ..., a0 vektorok koziil barmely 99 linedrisan
fiiggetlen, akkor mind a 100 is linearisan fiiggetlen?

(i) Legyenek ay,...,a, linedrisan fiiggetlenek. Fiiggetlenek-e

i aj,a0 —ay, a3 —as,...ay, — Qp_1 !

ii. ap,ay + as, a0 +as,...,an—1 + ay ?



