Kibovitett elbadasjegyzet a VIK A2 Matematika
targyhoz

Pitrik Jozsef

10. oktatasi hét

Ez a oktatési segédlet az A2 eldaddsaim kommentekkel ellatott, szerkesztett valtoza-
ta, ami azzal a céllal irodott, hogy a tavoktatas keretein beliil el6segitse a Koronavirus
jarvany miatt sajnalatosan elmaradt el6adasok potlasat. Mivel sietve késziilt, ezért sza-
mos hibat, elirast tartalmazhat és a nyelvi megfogalmazasok is inkdbb kozelebb allnak
a beszélt nyelvhez, mint a szokasos jegyzeteké. Kiegészitésképpen a jegyzetek végén
ajanlott irodalom talalhatd, mely a tovabbi elmélyedést segitheti. Barmilyen észrevé-
telt szivesen fogadok a pitrik@math.bme.hu cimre. A subjectbe legyenek szivesek beirni,
hogy ,,A2 jegyzet”. Mindenkinek jé egészséget, tiirelmet, kitartast és sikeres felkésziilést
kivanok! A mihamarabbi viszontlatas reményében, iidvozlettel: PJ.

1. Linearis transzformaciok Euklideszi terekben

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy mit mondhatunk altalaban egy vektorterek ko-
zOtt hato T : V' — W linedris leképezésrol, ha még azt is tudjuk, hogy V' és W Euklideszi
terek. Ebben a fejezetben kulcsfontossagu lesz az adjungalt fogalma. Idézziik fel, hogy
ha T € M,,,,(K) egy n x m-es métrix a K = R vagy C test felett, akkor az adjungéltjét
a

T € M,,(K), T*=T17

képlettel definidltuk, vagyis az adjungalt matrix, a transzponalt konjugaltja. Emlékez-
ziink az adjungdalas két fontos tulajdonsagara. Ha A és B két métrix, melyre az A B
szorzat értelmezve van, akkor (A B)* = B* A*. Ezen kiviil (A*)* = A is nyilvanvalé-
an teljesiil. Eloszor specialis esetként vizsgaljuk meg a kovetkezot. Legyen V' = C" a
szokasos skalaris szorzattal, azaz ha

U1 w1
(% Wa

v = JW = e C",
Un, Wn,



akkor a skaldris szorzatuk

Most legyen A € M,,(C) egy négyzetes matrix, ami természetesen leir egy A : C" — C"
linedris transzformaciot. Ekkor

(v,Aw)=v"(Aw)=(A"v)"w=(A"v,w).

Meg lehet gondolni, hogy ez a tulajdonsag karakterizalja az adjungalt matrixot, vagyis
akar igy is definidlhatnank egy négyzetes matrix adjungaltjat. Pontosan ezt fogjuk tenni
az altalanos esetben, ahogy a kovetkezo definicié mutatja.

Definicié. Legyen (V,(.,.),) és (W, (.,.)y,) két Euklideszi tér. AT : V — W linedris
leképezés adjungadltyan azt o T* : W — V linedris leképezést értjik, melyre teljestil,
hogy minden v € V és w € W esetén

(W, Tv)y =(T"w,v), .

Meggondolhat6 a kovetkez6. Ha V-ben valasztunk egy a = (vq,va,...,Vv,) ortonormalt
béazist, W-ben pedig egy 5 = (w1, Wa, ..., W,,) ortonormdlt bazist, akkor a T': V. — W
linedris leképezés (a, B) bazisparra vonatkozé matrixa legyen T € M,,,(K). Ekkor a
fent definidlt 7% : W — V adjungélt leképezés métrixa a (3, a) bézisparra vonatkozdlag
éppen az T matrix adjungéltja, vagyis T* € M,,,(K) lesz, vagyis a fenti definiciénk
konzisztens az eddigiekkel. A kovetkezo tétel tisztazza az adjungalt leképezés magterének
és képterének néhany fontos tulajdonsagat.

Tétel. Legyen T : V. — W két Fuklideszi tér kozott linedris leképezés. Ekkor fenndllnak
a kovetkezok:

1. KerT* = (ImT)*,
2. KerT = (ImT*)*,
3. ImT = (Ker T%)*,
4. ImT* = (Ker T)*.

Bizonyitds. Elészor vegyiik észre, hogy mivel tetsz6leges E altér esetén (E+)*+ = F, ezért
az 1. és a 3., valamint a 2. és a 4. allitasok ekvivalensek. Végiil a 2. kifejezés egyenértékii
az 1. éllitassal, ha T helyett a T*-ra alkalmazzuk és figyelembevessziik, hogy (7%)* = T.
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Igy elég az elsd allitast bizonyftanunk. Ha x € (ImT)*, akkor x ortogondlis az dsszes
Ty alaku vektorra, vagyis

(x,Ty)=0, mindeny €V esetén.
Mivel (x, Ty ) = (T*x,y), ezért
(T*x,y) =0, mindeny €V esetén,

vagyis T*x = 0, vagyis x € KerT*, amit bizonyitani akartunk. A megforditas ugyanigy
megy, csak visszafele kell haladni. O]

A kovetkezOokben aszerint osztalyozzuk a linearis leképezéseket, hogy milyen viszonyban
vannak az adjungaltjukkal.

2. Onadjungilt leképezések

A kovetkezékben csak olyan linearis leképezésekkel foglalkozunk, ahol az indulési és az
érkezési tér ugyanaz az Euklideszi tér: T : V — V. Raadasul V-ben rogzitiink egy
ortonormalt bézist, és végig ebben a bazisban fogunk dolgozni. Ennek megfeleléen az
n-dimenzidés K szamtest feletti V' vektorteret az eddigieknek megfeleléen azonositjuk
a K"-nel, a vektorait pedig a K"-beli oszlopvektorokkal. A T transzformécié helyett
pedig ezen bézisban felirt T € M, (K) métrixdval azonositjuk. Ennek megfeleléen azt
mondjuk, hogy

Definicié. AT :V — V leképezés
1. onadjungdlt, ha a matriza énadjungdlt, azaz T* =T,
2. ferdén onadjungdlt, ha a matriza ferdén onadjungalt, azaz T = — T .

Abban az esetben, ha 'V wvalds vektortér, akkor az adjungdlds mivelete megegyezik a transz-
pondldssal. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy T mdtrix

1. szimmetrikus, ha T' =T,
2. antiszimmetrikus, ha T = —T.

Legyen A egy tetszoleges négyzetes matrix. Konnyen meggondolhatjuk, hogy ekkor az
S = A+TA* matrix onadjungalt, mig az F = A}A* matrix ferdén onadjungalt. Igaz
tovabbé ezen méatrixokra, hogy

CA+AT A-A

A 2 + 2
S F

azaz barmely négyzetes matrix felbonthaté egy onadjungalt és egy ferdén onadjungélt
matrix Osszegeként.



Példa 1. Legyen a € R? egy # 0 rogzitett vektor. Tanultuk, hogy a vektoridlis szor-
zatra tetsz6leges v, w € R® vektorok és ¢ € R skaldr esetén fennall, hogy

ax(v+w) = axv4axw,

ax(cv) = claxv),

azaz az a vektorral valé vektoridlis szorzat egy R® — R? linedris transzformécié. Ad-
juk meg ennek a linedris transzformacionak az A matrixat a kanonikus (i, j, k) bazisra
vonatkozolag. Mivel ez egy jobbsodrasu rendszer, ezért tudjuk, hogy

in:k, ij:i7 kXi:j7

ixi=jxj=kxk=0,

valamint ismert, hogy a x b = —b x a. Az A matrix megadasdhoz elég kiszamolnunk a
bazisvektoron kifejtett hatasat, majd ezeket oszlopvektorként beirni a matrixba, ahogy
tanultuk. Legyen a = aji+asj+aszk. Ekkor a fenti szamolasi szabalyok alapjan, ki-
hasznalva a linearitast

C s . ) % i — an(i x i D i —ank
axi=(ajitasjtask) xi=as(jxi)+aszkxi)=azj—ak,

-k J

axj=(mitarj+task)xj=a(ix]j)+askxj)=—azi+ak,

<
axk= (a1i+a2j—i—a3k) X k:al(ix. )—i—a2(j>< ):aQi—alj.
—J i

Innen tehat az a vektorral vett vektoridlis szorzds matrixa az (i, j, k) kanonikus bazisban

0 —as as
A = as 0 —a;
—Q2 aq 0

Jol lathatd, hogy A egy antiszimmetrikus matrix.
A (ferdén) 6nadjungdlt métrixok sajatértékeit jellemzi a kovetkezd
Tétel. 1. Onadjungdlt linedris transzformdcid sajdtértékei valdsak.

2. Ferdén onadjungdlt linedris transzformdcio nem 0 sajdatértékei tisztdn képzetesek.

Bizonyitds. Legyen T v = Av, ahol v #£ 0.
Ha T* = T, akkor
(v, Tv)=(v,Av) =X (Vv,Vv).
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Maésrészt az 6nadjungaltsdg miatt
(v, Tv)=(Tv,v)=(Av,v)=A(v,v),

Ezek sszehasonlitsaval azt kapjuk, hogy A = \, vagyis a sajatérték valds.
Ha T* = — T, akkor most is fennall, hogy

(v, Tv)=(v,Av) =X (v,v).
Masrészt a ferdén onadjungéltsag miatt

(v, Tv)=(=Tv,v)=(=Av,v)==-X(v,v).

Ezek osszehasonlitsdval azt kapjuk, hogy A = —\, ami csak gy lehetséges, ha A = 0
vagy tisztan képzetes. O

Onadjungalt métrixok sajétvektorairdl a kovetkezé mondhaté el.

Tétel. Legyen T = T* onadjungalt matriz, v és w sajatvektorral, azaz Tv = Av és
Tw=puw. Ha X\ # u, akkor v és w ortogondlisak. Mads szavakkal, onadjungdlt mdtriz
kiilonbozo sajatértékekhez tartozo sajdtvektorai merdlegesek eqymdsra.

Bizonyitas. Legyen Tv = Av és Tw = yw. Ekkor
(v,Tw) =(v,pw) =p(v,w).
Masrészt, mivel 6nadjungélt matrixok sajatértéke valos,
(v, Tw)=(Tv,w)=(Av,w) =A(Vv,W).
A két egyenlet kiilonbségét véve,
0= (=X (v,w),

s mivel a feltételeink szerint, u # A, ez csak gy lehetséges, ha (v, w) = 0, azaz a v és
w ortogonalisak. O]

A késobbi tanulmanyaink soran sziikség lesz az 6nadjungalt matrixok tovabbi oszta-
lyozasara. Egy ilyen osztalyozast ad meg a kdvetkezo

Definicié. Legyen T :'V — V eqy onadjungadlt leképezés. Ekkor T
e pozitiv definit, ha (v,Tv) >0, minden v # 0, v € V esetén,

e pozitiv szemidefinit, ha (v, Tv) >0, minden v € V esetén,
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e negativ definit, ha (v,Tv) <0, minden v #0, v € V esetén,
e negativ szemidefinit, ha (v,Tv) <0, minden v € V esetén.

Azokat az dnadjungdt mdtrizokat, amelyek egyik fenti kategoridba sem tartoznak, inde-
finit mdtrizoknak hivjuk.

A sajatértékek ismeretében konnyen eldonthetjiik egy 6nadjungalt matrixrél, hogy milyen
definit. Igaz ugyanis a kovetkezd tétel.

Tétel. Legyen T :V — V eqy dnadjungdlt leképezés. Ekkor T pontosan akkor
e pozitiv definit, ha minden sajatértéke szigorian pozitiv,
e pozitiv szemidefinit, ha minden sajdtértéke nemnegativ,
e negativ definit, ha minden sajdatértéke negativ,

e negativ szemidefinit, ha minden sajdtértéke nempozitiv.

A definitség meghatarozasanal hasznos lesz a kovetkezo, ugynevezett fdminor teszt.
Legyen T egy n x n-es matrix. Az els6é k oszlopa és elsé k sora altal meghatarozott
bal fels6 k x k-s részmatrixot k-dik fominormatrixnak hivjuk és Ty-val jeloljiik. Ezek
determinansanak vizsgalataval a kovetkez6 médon donthetiink a T matrix definitségérol.

Tétel. Az T matrixz pontosan akkor
1. pozitiv definit, ha det Tj, > 0, minden k =1,2,...,n esetén,

2. negativ definit, ha (—1)*det Ty, > 0, minden k = 1,2,...,n esetén. (Vagyis az
0sszes pdrosrendi fominor determindnsa pozitiv, mig az 0sszes pdratlan rendié
negativ.)

Ha egy C feletti vektortérben egy onadjungalt matrix valamelyik sajatértéke tobb-
szoros multiplicitasi (komplex térben az algebrai és a geometriai multiplicitdsok meg-
egyeznek), akkor a hozzd tartozé altéren mindig felvehet6 egy ortogondlis bazis. Ezzel
azt kapjuk, hogy egy komplex Euklideszi térben mindig van a T ¢nadjungalt matrix
sajatvektoraibdl allo ortonormalt bazis. Ebben a sajatbazisban a tanultaknak megfel6en
T diagondlis, a foatloban a valés sajatértékekkel. Ezt fogalmazza meg a kovetkezo tétel:



Tétel. Ha V egy véges dimenzios kompler Euklideszi tér ésT :' V. — V eqy onadjun-
galt linedris transzformdcio, akkor V-ben van T sajatvektoraibol allo ortonormdlt bdzis.
Ebben a bdzisban T madtriza diagonalis, a diagondlis elemek T wvalos sajdtértékei. Mas
szavakkal, létezik T sajdtvektorait oszlopként tartalmazo U mdtrixz, mellyel

T=UDU',
ahol D = diag(A1, Ao, ..., A\y) a T sajatértékeit tartalmazo diagondlis mdtriz.

A tételben szereplé U béziscserét leiré matrix fontos tulajdonsaggal bir. Tegyiik fel,
hogy Tv;, = \;v;, 1 = 1,2,...,n, ahol a tételiink szerint a v, vo,..., v, sajatvektorok
ortonormalt béazist alkotnak, azaz

<Vi,Vj> = (51]

Az U matrix ekkor

U = ( Vi | Va2 | ‘ Vn ) )
mellyel
v 1
5 1
U'U = :2 (V1 | vo | | Vn): =1
v, 1

Az ilyen tulajdonsagi matrixokkal foglalkozunk a kovetkezo fejezetben.

3. Izometriak és unitér transzformacidok

Legyen (X, |.[lx) és (Y,].][y) két normalt tér. Azt mondjuk, hogy az U : X — Y
leképezés izometria, ha megorzi a normat, azaz

|Ux|ly = x|lx, barmely x € X esetén.

Abban az esetben, ha X =V, Y = W Euklideszi terek, rendre az (.,.), illetve (.,.)y
skalarszorzattal, akkor a fenti egyenlet azt jelenti, hogy

(Ux,Ux)y = (x,x),, minden x € V esetén.
Kideriil, hogy ebben az esetben tébb is igaz, bizonyithaté ugyanis a kévetkezo

Tétel. Az Fuklideszi terek kozott hato U : 'V — W leképezés pontosan akkor izometria,
ha
(Ux,Uy)y =(x,¥)y, mindenx,y €V esetén.



A fenti tétel kovetkezményeként irhatjuk, hogy
(Ux,Uy)y =(UUx,y)=(x,y),, minden x,y € V esetén,
ami csak ugy lehetséges, ha U*U = 1. Mivel U*U =1 esetén
(x,x) =(UUx,x)=(Ux,Ux)

is fennall, minden x € V esetén, ezért ez elégséges is, hogy U izometria legyen. Bizonyi-
tottuk tehat a kovetkezot.

Tétel. Az Fuklideszi terek kozott hato U 'V — W leképezés pontosan akkor izometria,
ha
UU=1.

Az el6z6 fejezet végén taldlhatd szamolas mintdjara megmutathatd, hogy U pontosan
akkor izometria, ha az oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak. Az U*U =1 kife-
jezést ugyis mondhatjuk, hogy U pontosan akkor izometria, ha létezik baloldali inverze
(vagyis olyan mdtrix, amivel balrél szorozva az identitast kapjuk). Még jobb a helyzet,
ha maga az inverz is létezik.

Definicié. Az U : V. — W izometriit unitér leképezésnek (a mdtizdt unitér mdt-
riznak) hivjuk, ha invertdlhatd.

A fenti definiciénak egyszerii kvetkezménye, hogy az U : V. — W izometria akkor és
csak akkor lehet unitér, ha dim U = dim V.
Ekkor tehdt U~! = U*. Legyen most vi,Vs,..., Vv, egy ortonormdlt bazis V-ben,
azaz (Vv;,v;) = 6;;. Ekkor
(Uvi,Uv;) = (UUvi,vj) = (Vi, Vi) = 0y,
=1
vagyis az U vy, U vy, ..., U v, vektorok szintén ortonormalt bazist alkotnak W-ben: egy

unitér transzforméacié ortonormalt béazist ortonormélt bazisba visz. A kovetkezo tételben
osszefoglaljuk az eddigi megfigyeléseinket.

Tétel. Legyen V' egy véges dimenzios komplex Fuklideszi tér, U : V. — V egy linedris
transzformdcio. Ekkor a kovetkezo dllitasok ekvivalensek:

1. U unitér linedris transzformdcio.
2. U izometria (ugyanaz az induldsi és az érkezési tér!).

3. UV || =|v], minden v € V esetén.



4. U minden V-beli ortonormdlt bazist ortonormdlt bdzisba visz.

5. Lézezik V -ben olyan ortonormdlt bazis, amit U ortonormdlt bdzisba visz.
6. Ur=U"".

Ha V = R" valés Euklideszi tér, akkor U* = U? vagyis az, hogy U : V — V unitér, most
az UT U = I alakban frhat6. Ezekben az esetekben az unitér kifejezés helyett inkabb
az ortogonalis kifejezést szokas haszndalni, vagyis az U : R" — R" métrix ortogonalis
métrix, ha UT U =1.

Ha U izometria, akkor lattuk, hogy az U* U =1 azt jelenti, hogy U oszlopvektorai
ortonormalt rendszert alkotnak. Ha U unitér is, akkor az oszlopvektorai ortonormaélt
bézist alkotnak, s6t miutdn ekkor U* is unitér (gondoljuk meg miért!), igy U sorvektorai
is ortonormalt bazis alkotnak. Ezek alapjan konnyt ellenérizni egy métrixrol, hogy
unitér-e.

Példa 2. Legyen U a sikbeli a sz0gli forgatas matrixa, azaz

U:<cgsa —sina>‘ (1)

sinaw  cosa

Azt, hogy U izometria, megmutathatjuk az U*U = T ellenérzésével, ahonnan mivel
U : R? = R? vagyis az induldsi és az érkezési tér azonos, az unitérség mar kovetke-
zik (vagyis mivel valés téren vagyunk, U ortogondlis). Persze van konnyebb 1t, hiszen
egybdl latszik, hogy U oszlopvektorai (és sorvektorai) ortonormaltak R?-ben, igy ONB-t
alkotnak, vagyis U unitér. Erdekességként megjegyezzilk, hogy ha U : V' — V valds
V' Euklideszi terek kozott haté unitér leképezés, akkor mindig 1étezik olyan ortonormalt
bézis V-ben, amiben U matrixa blokkdiagonalis matrix, pontosabban olyan matrix, mely-
nek féatléjaban vagy a +1 szamok, vagy (1) alaki 2 x 2-es matrixok allnak. Ennek az a
geometriai tartalma, hogy egy valos Euklideszi téren haté unitér leképezés bizonyos alte-

reken identitasként, bizonyos altereken tiikrozésként, mig bizonyos sikokon forgatasként
hat.

A kovetkezokben megvizsgéaljuk, hogy mit mondhatunk unitér matrixok sajatértéke-
irol.
Tétel. Legyen U egy unitér mdtriz. Ekkor

1. Ha X\ az U sajatértéke, akkor |\ = 1.

2. |detU| = 1. Ha specidalisan U ortogondlis, akkor det U = +£1.
Bizonyitas. 1. Tegyiik fel, hogy Uv = Av. Ekkor

OV =[AvI=A-lIvi=]v]
miatt [A| = 1.



2. Legyen det U = 2. Kihasznalva, hogy det U" = detU = Z, a determindnsra
vonatkozd szorzattétel miatt

det(U*U) = det U*det U = zz = |z|? = detI = 1,

ahonnan |z| = 1, ahogy éllitottuk. Ha U ortogonélis, akkor z valds, fgy 2% = 1,
ahonnan z = +1. O]

Megjegyzés 3. Tanultuk, hogy Euler-tétele értelmében barmely z € C szam felirhato
z=re'?

alakban, ahol r > 0 a sugar, ¢ pedig egy valdés szam. -t néha érdemes megszoritani
a (—m, ] intervallumra, ekkor ¢ egyértelmii. Az e faktort fazisnak szokds hivni, és
nevezetes tulajdonsdga, hogy 1 abszolutértékii: |e*?| = 1. Belathaté a kivetkezd szép
analogia: barmely A € M, (C) matrixhoz egyértelmiien létezik egy P pozitiv definit
matrix és egy U unitér matrix, mellyel

A=PU.

Ezt az A matrix polaris felbontasanak hivjuk. Hogy jobban lassuk az analdgiat,
emlékeztetiink ra, hogy P pozitiv definitsége azt jelenti, hogy P 6nadjungélt és az Gsszes
sajatértéke pozitiv, mig U unitérségébdl kovetkezik, hogy az Osszes sajatértéke 1 abszolut
értékil, azaz a komplex szdmsik origé koézépponti egységkorén helyezkedik el. Ilyen
értelemben tehat, a poldris felbontas megfelel a komplex szamok Euler-alakjanak: az
r sugdr szerepét P, az e fazis szerepét U veszi 4t. Valéban, ha n = 1, azaz 1 x 1-
es komplex matrixokat, azaz komplex szamokat tekintiink, akkor a poléris felbontds
egybeesik az Euler-alakkal.

Emlékezziink, hogy A ~ B, azaz az A és B matrixok hasonléak, ha létezik olyan
invertdlhaté S métrix, amivel B =S A S™'. A hasonlésag fontos speciélis esete, amikor
S unitér.

Definicié. Az A és B madtrizok unitér ekvivalensek, ha létezik U unitér mdtriz,

amaivel
B=UAU".

Mivel unitér métrixok esetén U* = U™}, ezért ez valéban egy hasonldsagi relaciot jelent,
raadasul mutatja is az elényét: nem kell a transzformacios matrix invertalasaval veszodni,
elég adjungdlnunk azt. Bizonyitds nélkiil kozoljiik az unitér ekvivalencia egy sziikséges
és elégséges feltételét. Az eddigiek alapjan barki megprébalkozhat a bizonyitasaval.
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Tétel. Az A matriz akkor és csak akkor unitér ekvivalens eqy diagondlis mdtrixzszal, ha
van a sajatvektoraibol dallo ortonormalt badzis.

Végiil nézziink egy példat.

Példa 4. Tudjuk, hogy az (i,j, k) bézisban a z tengely koriilli ¢ > 0 szogii forgatds
matrixa
cos¢ —sing 0
sing cos¢p O
0 0 1

Szeretnénk az origdn atmend, v = i+ j+ k irdnyvektord egyenes, mint tengely koriili
¢ szogl forgatdsanak matrixat felirni az (i, j, k) bazisra vonatkozéan. Az otlet a kovet-
kezo: forgassuk el gy a koordinatarendszeriinket, hogy az eredeti z tengely a v vektor
iranyaba essék. Ebben a béazisban, nyilvanvaléan a fenti matrix lesz az elforgatas méatri-
xa. Ezt kell tehat majd visszatranszformalnunk. Az elforgatassal kapott bazis vektorait
jelolje ey, eg, €3, melyeknek tehat jobbsodrasi ortonormalt bazist kell alkotniuk, azzal a
feltétellel, hogy es || v. Ez utébbi miatt teljesiilnie kell, hogy

1 1
e3 = —=

1
V31

Az e; vektort egységnyi hosszusdgunak és es-ra merdlegesnek kell valasztanunk. Ezt
kontinuum mdédon tehetjiik meg, szabadon valaszthatunk egy megfelelét (érdemes minél
tobb 0-t beletenniink). Legyen példaul

1
er=— | -1

V2 g

Ennyi szabadsdg utan a hidnyzo e, vektort mar csak egyféleképpen vélaszthatjuk, hiszen
abbdl, hogy eq, e;, e jobbsodrasu ortonormalt rendszert kell, hogy alkosson, kovetkezik,

hogy

1 1

€ =e3xXe = — 1
2 3 X € NG 5
Az a = (eq, ey, €3) ortonormalt bazisra vonatkozdlag tehét a es tengelye koriili ¢ szogil
forgatas matrixa
cos¢ —sing 0
F,=| sing cos¢p 0
0 0 1
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A célunk, hogy attérjiink az o/ = (i,j, k) bazisra. Az o — o béziscserét leird transz-
forméciés méatrixot igy kaphatjuk meg, hogy e, es, €3 o’-ban felirt vektorait oszlopként
beirjuk a méatrixba:

=U.

I
S
N
Sh-sl-sl-

Jogosan éltiink az U jeloléssel, hiszen a fenti matrix unitér. Ez latszddik onnan, hogy
példaul az oszlopvektorai ortonormadlt bazist alkotnak, vagy onnan, hogy tudjuk, hogy
ONB-t ONB-ba visz. Ez azért nagyon finom, mert U™ = U*, igy a keresett o bazisban
felirt matrix:

F,=UF,U"

aminek kiszamitasatol most nagyvonalian eltekintiink.
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