Kibovitett elbadasjegyzet a VIK A2 Matematika
targyhoz

Pitrik Jozsef

9. oktatasi hét

Ez a oktatési segédlet az A2 eladdsaim kommentekkel ellatott, szerkesztett valtoza-
ta, ami azzal a céllal ir6dott, hogy a tavoktatas keretein beliil el6segitse a Koronavirus
jarvany miatt sajnalatosan elmaradt el6adasok pétlasat. Mivel sietve késziilt, ezért sza-
mos hibat, elirast tartalmazhat és a nyelvi megfogalmazasok is inkdbb kozelebb allnak
a beszélt nyelvhez, mint a szokasos jegyzeteké. Kiegészitésképpen a jegyzetek végén
ajanlott irodalom talalhatd, mely a tovabbi elmélyedést segitheti. Barmilyen észrevé-
telt szivesen fogadok a pitrik@math.bme.hu cimre. A subjectbe legyenek szivesek beirni,
hogy ,,A2 jegyzet”. Mindenkinek jé egészséget, tiirelmet, kitartast és sikeres felkésziilést
kivanok! A mihamarabbi viszontlatas reményében, tidvozlettel: PJ.

1. Euklideszi terek

Az eddigiek soran, mikor egy V vektorteret tekintettiink valamilyen K szamtest felett,
akkor nagyon szerény elvarasokat tdmasztottunk a V' térrel szemben: legyen zart a vek-
torok Osszeaddsara, valamint egy K-beli skalarral valé szorzasra nézve. A kovetkezdkben
tovabbi strukturakat vezetiink be V-n, ezéltal jelentésen boviil a megoldhaté problémak
kore. Motivaciéul a sik- és a térvektorokrdl tanultak, azaz R?, illetve R® vektorainél jél
bevalt fogalmak szolgalnak. Emlékezziink ré, hogy példaul R3-ben mindig automatikua-
san felvettiink egy derékszogli Descartes-féle koordinatarendszert. Ekkor nem csinaltunk
méast, mint rogzitettiik a standard (i, j, k) bézist és végig ebben a bazisban dolgoztunk.
Ekkor tehat tetszéleges a, b € R?® vektort kifejtve ebben a bézisban.

a = a i +a2j +as k, illetve b = b1 l+b2_] +b3 k,

azaz ebben a bazisban

aq bl
a=| ay |, iletve b=/ b
as bs



Elemi geometriai megfontoldsok alapjan (Pithagorasz-tétel) értelmeztiik ezen vektorok
hosszat, mégpedig a kovetkezoképpen

la| =/a?+ a3+ a3, illetve |b|=4/b%+ b3+ b3,

sOt, miutan két vektor mindig egy sikban fekszik, értelmezhetjiik a a és b altal bezart szo-
get. Ha az altaluk bezart szog 6, akkor beszélhetiink a és b vektorok skalaris szorzatardl,
amit a

a-b=|al|b|cosf

képlettel definidltunk. Koénnyt ellenérizni, hogy az igy értelmezett skaldrszorzatra igazak
a kovetkezok:

e a-b = b-a (szimmetrikus),

e (ca)-b=a-(cb)=c(a-b, minden ¢ € R esetén (homogén),

e a-(b+c)=a-b-+a-cminden a,b,c € R® vektor esetén (additiv),

e a-a >0, minden a € R? esetén és a-a = 0, pontosan akkor, ha a = 0.

Némi geometriai megfontolas utan lattuk, hogy a skalarszorzatot a vektorok koordinata-
ival is ki tudjuk fejezni:

a-b=|al|b|cosd = a1by + axbs + asbs,

amibdl egyrész egybdl latszik, hogy egy vektor hossza hogyan szamolhato ki a skalarszor-

zattal:
la|=+/a-a,

masrészt, hogyan lehet két vektor altal bezart szog koszinuszat a skalarszorzattal kisza-
molni:

a-b
EN
Specialis esetként latjuk, hogy két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha a
skalarszorzatuk zérus:

cosf =

alb <= a-b=0.

Latjuk tehat, hogy a skalaris szorzat értelmezésével, meg tudjuk mondani egy vektor
hosszat és két vektor altal bezart szoget is. Ezen megfigyeléseinket szeretnénk kiterjesz-
teni R>-1r6] tetszbleges K feletti V vektortérre. Az 6tlet az, hogy az R3-beli skaldrszorzat
fenti tulajdonsagaival fogjuk (kis médositas utan) a skaldrszorzatot definidlni az altalanos
esetben. Az altalanositas kifejezésére a jeloléseinket is kicsit megvaltoztatjuk.



Definicié. Legyen V' egy K szamtest feletti vektortér. Ekkor minden X,y,z € V' vektor
és A € K skaldr esetén értelmezziik az alabbi

(L) VXV =K (xy) = (xy)
kétvaltozos leképezést a kovetkezoképpen.
1 (xy)=(y,x)
2 (X Ay) = A (xy),
3. (xy+z)=(xy)+(x12),
4. (x,x) >0, és (x,x) =0 akkor és csak akkor, ha v = 0.

A fenti mdodon definidlt (x,y ) kifejezést a x és'y vektorok skaldris vagy belsé szor-
zatanak hivjuk.

Tegyiink néhany megjegyzést a fenti definicidval kapcsolatban.

Megjegyzés 1. 1. Ha K = R, akkor mivel valés szamok konjugaltja 6nmaga, a definicié
1. pontja szerint

(x,y)=(y,x)=(y,x),

vagyis a skalaris szorzat szimmetrikus.

2. Felmeriil, hogy K = C esetén miért van sziikség a konjugalasra az 1. pontban. Erre
az ellentmondédsmentesség miatt van sziikség, ugyanis, ha x # 0, akkor a 4. pont
értelmében, csak a szimmetrikussagot feltéve:

0< (ix,ix)=i(ix,x)=i(x,ix) =7 (x,x)=—(x,x) <0
ellentmondasra jutnank.

3. A 2. pont értelmében a masodik tényezobdl a skalart siman kiemelhetjiik a skalar-
szorzat elé. Az els6 valtozdbol azonban a skalar konjugaltjat kell kiemelni, ugyanis

(Axy) = (y,Ax) = A(y,x) = A(xy).

Definicié. Legyen V' egy véges dimenzios vektortér K szamtest felett. Ha V-n a fenti
mddon értelmeziink eqy ( .,.) skaldris szorzatot, akkor a V teret Euklideszi vagy ska-
larszorzatos térnek hiviuk és (V,(.,.))-vel jeloljiik.

A definiciéban véges dimenzids tereket emlitettiink, mert mi ezekkel foglalkozunk. Ugyan-
igy lehet definidlni a skalaris szorzatot végtelen dimenzids esetben is, ekkor altalaban
Hilbert-terekrél beszéliink (ha még feltesziink egy plussz tulajdonsagot, miszerint a tér
teljes erre a skaldrszorzatra nézve). Nézziink néhany fontos példét Euklideszi terekre.
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Példa 2. A bevezetés alapjan vilagos, hogy V = R?, illetve V = R? esetén az
(a,b)=a-b=|al|b|cosf
moédon definidlt skaldris szorzattal V' Euklideszi tér.

Példa 3. Legyen V = K", x,y € V, melyek tehat

T hn

T2 Yo
X = s y =

Ty Yn

Ertelmezziik ezek skaldris szorzatdt a kovetkezoképpen:

n

= Y
(xy)=>Tm=(m @ ... @)| . |=x (1)

=1 .

Yn

ahol x* az x vektor adjungaltja, vagyis a transzponaltjanak a konjugaltja : x* = x7.

Konnyt ellenérizni, hogy ez tényleg teljesiti a skalarszorzattél megkdvetelt osszes tulaj-
donsagot. Vegyiik észre, hogy a V' = R" specialis esetben nem kell konjugalnunk, azaz
ekkor

Y1

- Y
<X7Y>3:Zl“z‘yi:(371 Ty ... xn) :2 :XT}U

i=1 ’

Yn

és n = 3 esetén visszakapjuk a szokdsos R3-beli skaldris szorzatot.

Példa 4. Legyen most V = P, a legfeljebb n-ed foku valés egyiitthatés polinomok tere
(tudjuk, hogy ez egy vektortér R felett). Legyen p,q € V két polinom és értelmezziik
ezek skaldris szorzatat a kovetkezoképpen:

(p.q) :/0 p(z)q(z) dx.

Konnyt ellenérizni, hogy ez valoban skalaris szorzatot definial. Szintén skalarszorzatot
kapuk, ha a [0, 1] intervallum helyett egy tetsz6leges [a, b] intervallumon integralunk, ez
mutatja, hogy egy vektortéren tobbféle képpen is értelmezhetiink skalarszorzatot.



A skalaris szorzat egyik leggyakrabban hasznélt tulajdonsaga az igynevezett Cauchy-
Schwarz-egyenl6tlenség.

Tétel. (Cauchy-Schwarz-egyenldtlenség.)
Legyen (V. (.,.)) egy Euklideszi tér, és x,y € V. Ekkor

[{(xy) | < V(xx)V(y,y). (2)

Tovabbad, eqyenloség pontosan akkor dll fenn, ha X és'y linedrisan dsszefliggd, azaz vala-
mely ¢ skaldrra x = cy.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy x és y linearisan 0sszefiiggo, azaz valamely c¢ skalarra
x = cy. Ekkor

(x,x)(y,y) = (cy,ey){y,y) =1 (y,y))
= le(y, )P =y, ey) P =1{y.x) P =1({xy) [,

vagyis tényleg egyenloség teljesiil. Most tegyiik fel, hogy x és y linearisan fiiggetlenek.
Mivel y # 0, ezért barmely ¢ € K skalarra x —cy # 0 szintén fenn all, igy

0<(x—cy,x—cy) = (x,x)-¢(y,x)—c(xy)+|c[(y.y)
= (x,x) =2R(c(x,¥)) + e[ (y,y),
ahol Rz jeloli egy z komplex szam valos részét. A fenti egyenl6tlenség minden ¢ skalarra

fennall, igy élhetiink specidlisan a
(y.x)

valasztassal. Ekkor

R (xoy)) =0 (22 ey ) - (LEE) LV L

(y.y) (v.y) (v.y)

hiszen ez utébbi valds szam. Ezen megfigyelésiinket visszairva a fenti egyenlétlenségbe,
azt kapjuk, hogy

| (x,y) ‘<y7X>2 | (x,y)?
0< <X7X>_2 + <y7y =(XX)—= )
(v,y)  [(y,¥) z % (y.¥)
() 12
(y:,y)
melyet atrendezve megkapjuk a vagyott Cauchy-Schwarz-egyenlotlenséget. n



Kovetkezény 5. (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenldtlenség.)
Ha specidlisan R"-ben vagyunk az (x,y ) := > ., x;y; skaldrszorzattal, akkor a kivetkezd
nevezetes eqyenlotlenséghez jutunk:

(T1yr + Ty + -+ ) < (@ + 25+ F 2 YT+ U5+ YD) (3)

Lattuk, hogy R3-ben a skaldris szorzat segitségével hogyan adhatjuk meg egy vektor
hosszat. Miel6tt ezt megtennénk egy absztrakt V' vektortérben, gondoljuk meg, hogy
milyen elvarasaink vannak egy vektor hosszaval kapcsolatban. Ezeket az elvarasokat
gyujtottiik egybe az alabbi definiciéban. Az absztrakciéra utalva hossz helyett a norma
sz0t szoktuk haszndlni.

Definicié. Legyen V' egy K szamtest feletti vektortér, x,y € V tetszdleges vektorok,
c € K eqy tetszdleges skaldr. Ekkor definidljuk a kovetkezo

IV =R, x—|x|
fiigguényt a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
L |lx| =0, é

| x| =0 akkor és csak akkor, ha x = 0,
2 Nlex | = fel - x|,
3. x+yll <|x|+ ||yl (hdromszig-egyenldtlenség).

Ha a fentiek teljesilnek, akkor || x ||-t az x vektor normdjdnak hivjuk. Ha oV vektorté-
ren értelmeztink egy normdt, akkor V-t normdlt térnek hiviuk és (V, ||.||)-vel jeloljiik.

Most az R*-ben tapasztaltaktdl indittatva megmutatjuk, hogy egy (V,(.,.)) Euklideszi
térben az
Ix[l = v(x,x)

kifejezés valéban normét definidl. Az || x || > 0 feltétel trividlisan teljesiil, minthogy az
is, hogy egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha x = 0. A 2. tulajdonsag

lex || = V/(ex,ex) = v/t (x,x) = V]2 (x,x) = |c| - | x|

alapjan szintén teljesiil. Mar csak a haromszog egyenlttlenség teljesiilését kell ellencriz-
niink:

= (x+y,x+y)=(x%)+(xy) +(y,X) +(y,¥)
x|+ 1y >+ (x,y) +(x,y)

(. S/
-~

2R((xy)<2 (xy) |
< I=xP+lylP+2{xy) [ < IxP+IylI*+20=]- Iy

= (I=xll+ly D

ahol az utolsé el6tti lépésben felhasznaltuk a Cauchy-Schwarz-egyenlotlenséget. Ezek
alapjan élhetiink a kovetkezo definicidval.

| x+y




Definicié. A (V,(.,.)) Euklideszi téren az

x| = v (x,x) (4)

kifejezéssel definidlt normat Euklideszi normdnak vagy a { .,.) skaldrszorzat dltal
indukdlt normdnak hivjuk.

Vegyiik észre, hogy ezzel a norméaval a Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség a kovet-
kezo alakot olti:

() [ <I=l-lyl ()
Fontos megjegyezniink, hogy a fent bizonyitott tételek tetszoleges skalarszorzatos térben
igazak. Szemléltessiik ezt az alabbi egyszerti példan.

Példa 6. Legyen V = R? és definidljuk most a sikon a kovetkezd skaldrszorzatot. Tet-
sz6leges v = (vy,v9)T, w = (wy, wy)? € V esetén legyen

(v, w) = vjw; + 3vgws.

Konnyen ellenérizhetd, hogy ez tényleg skalaris szorzatot definial V-n. Legyen most

~(3) e we(0)
2 4
Ellenérizziik, hogy fennall a Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség!
[(v,w)l=2-1+3-(=2) 4] =22,
IvIi=V{v,v)=v22+3- (-2 = V16 =4,
Iwll=v{w,w)=(-1)2+3-42 = V49 =T.

22=|(v,w) [ <|[[v]-lw]=28

Lathaté, hogy

valoban teljesiil.

Az (5) Cauchy-Schwarz-egyenlitlenséget a x,y # 0 esetben atrendezhetjiik:

eyl
=l Nyl =
vagyis
i< Axy)
IR K P

Ez mutatja, hogy a kozrezart kifejezés tényleg felfoghato egy szog koszinuszaként, tehét
ismét az R? mintdjara egy Euklideszi térben értelmezhetjiik két vektor altal bezart szoget.



Definicié. Legyen (V,(.,.)) egqy Euklideszi tér. EkkorV két x,y # O vektora dltal bezdrt
0 szoget a kovetkezo kifejezéssel értelmezziik:

cosf = &
x| Iyl
Ha (x,y) = 0, akkor azt mondjuk, hogy x és'y ortogondlisak, (jelben x L y). Ha a
{v1,va,...,v,} CV vektorrendszer tagjai pdronként ortogondlisak, azaz v; L v;, hai #
7, akkor a vektorrendszert ortogondlis vektorrendszernek hivjuk. Ha ezen feliil még
az is teljestil, hogy mindegyik vektor eqységnyi normdgi (normdlt), azaz || v; || = 1 minden
i=1,2...,n esetén, akkor az {vi,va,...,v,} CV vektorrendszer ortonormdlt (ON)

vektorrendszer.

Példa 7. Legyen V = Py a legfeljebb masodfoki polinomok tere a

(p.q) —/_ p(z)q(z) dz

1
skalaris szorzattal. Legyen
S={1,2,32> -1} C Py
egy vektorrendszer. Mutassuk meg, hogy S ortogonalis, de nem ortonormalt vektorrend-
szer! Ki kell szamolnunk az egyes vektorok skaléris szorzatat.

1 2211
(1,x>:/ 1-xdm:{—} =0,
1 2],

1
(L3 = 1) = [ 1@ - ) da = [+~ 2], =0,

1

1 1 4 271

3

(x,3x2—1>:/ x~(3x2—1)dx:/(3x3—x)d:c: S =0,
-1 -1 4 2 -1

vagyis a vektoraink paronként ortogondlisak, vagyis a vektorrendszer ortogondlis. Szé-

moljuk ki valamelyik vektor norméjat, pl

11| = 1/(1,1) = /_111.1dx=\/§¢1,

vagyis az 1 vektor nem egység normédjui, vagyis a vektorrendszer nem ortonormalt.

A kovetkezo fejezetben megvizsgaljuk, hogy milyen messzemend kovetkezményei vannak
az ortogonalitds bevezetésének. De mindezek elott még kiaknazzuk azt a lehetOséget,
hogy ha tudjuk értelmezni egy vektortérben egy vektor hosszat, akkor tudjuk értelmez-
ni két vektor tavolsagat is. Elészor ismét megfontoljuk, hogy milyen tulajdonsagokat
varunk el a tavolsag fogalmatol, majd ezeket az elvarasokat definicioként fogalmazzuk
meg. Erre a tavolsag fogalomra ezentul metrikaként fogunk hivatkozni, de a jelclésben
megemlékeziink a tavolsagrol (distance = tavolsag, angolul).
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Definicié. Legyen V' egy vektortér. Minden x,y,z € V wvektor esetén értelmezzik a
kovetkezo

d:VxV =R, (xy)—dxy)
kétvaltozos fligguényt az alabbi tulajdonsdgokkal:
1. d(x,y) >0, és d(x,y) = 0 pontosan akkor, ha x =y,

2. d(x,y) = d(y,x) (szimmetria),
3. d(x,y) <d(x,z) + d(z,y), (hdromszig egyenlétlenség).

A fenti d fiigguényt metrikanak hiviuk. Ha a V' vektortéren értelmeztink egy metrikdt,
akkor V-t metrikus térnek hivjuk és (V,d)-vel jelolyiik.

Konnyt ellenérizni, hogy egy (V,||.||) normalt tér automatikusan metrikus tér, ha a
metrikat a

d(x,y) =[x -yl (6)
kifejezéssel definidljuk. A fenti metrikdt a ||.|| norm Altal indukalt metrikdnak hiv-
juk. Ezen megfontolas alapjan minden Euklideszi tér metrikus tér is a

dx,y)=|x—yll =V {(x—y,x—y)
indukalt metrikaval. Ezt szokds Euklideszi metrikanak is hivni.

Példa 8. Legyen V =P a
1
(pq) = / p(z)q(z) dx
0

skaldrszorzattal. Szamoljuk ki a p = x és a ¢ = 2? polinomok tavolsdgat az indukalt
metrikdban!

d(x,mQ):\/(x—xQ,x—x2>:\//o (m—xz)Qdm:%.

2. Ortogonalis rendszerek

Legyen (V, (.,.)) egy Euklideszi tér. Emlékezziink, hogy azt mondjuk, hogy u, v ortogo-
nélisak (jelben: u L v), ha (u,v) = 0. Megmutatjuk, hogy a nevezetes Pithagorasz-
tétel ilyen altalanos esetben is fennall. Legyen u L v. Ekkor

latv i =llul*+ v

Gondoljuk meg, hogy ha u,v € R? akkor ez éppen a Pithagorasz-tétellel egyenértékii
allitdas. A bizonyitas egyszerli szamolas:

lutv|*=(u+v,utv)=(wu)+(v,v)+(uv)+(v,u)=ul*+|v|*

hiszen (u,v) = (v,u) = 0, mivel ortogonalisak.
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Definicié. Legyen E C V altér a V' FEuklideszi térben. A v € V wvektor ortogondlis
az E altérre, ha annak minden vektordra ortogondlis, azaz (v,w) =0 minden w € E
esetén. Ezt v L E-vel jeloljiik. Legyen E, F CV két altér V-ben. Azt mondjuk, hogy E
és F' ortogondlis alterek (jelben: E 1 F), ha E minden vektora ortogondlis F'-re.

Abban az esetben, ha tudjuk, hogy milyen vektorok generaljak az E alteret, akkor azt,
hogy valamilyen v vektor ortogonalis-e az E altérre, anélkiil a lehetetlen kiildetés nélkiil
is megallapithatjuk, hogy ellenoriznénk E 0Osszes vektoranak merdlegességét v-re. Igaz
ugyanis a kévetkezo

Tétel. Legyen E = Span{vy,vs,...,vi}. Ekkor v L E akkor és csak akkor, ha
v Lv;, mindeni=1,2,... k esetén.

Bizonyitas. Ha v L E, akkor definicié szerint £ minden vektora merdleges v-re, igy
specialisan a general6 vektorok is, igy ez az irany trivialis. Masfel6l. ha v L v;, minden
i = 1,2,...,k esetén, akkor mivel barmely w € FE felirhaté6 w = Zle a; v; alakban,
ezért

k k
(v,w) = <V7204in‘> = Zai (v,v;) =0,
i=1 i=1
vagyis v L FE, ahogy allitottuk. O

Emlékezziink, hogy az {vq,va,...,v,} vektorrendszerrél azt mondtuk, hogy ortogona-
lis rendszer (OR), ha a vektorrendszer elemei paronként ortogondlisak, azaz v; L v,
valahanyszor ¢ # j. Megmutatjuk, hogy egy ortogonalis rendszerre altalanosithaté a
Pithagorasz-tétel.

Tétel. (Altaldnositott Pithagorasz-tétel.)

Legyen {v1,va,...,v,} egqy ortogondlis rendszer. Ekkor
n n
1Y vl =Dl ve |,
k=1 k=1
ahol oy, o, . . ., ay, tetszoleges skaldrok.
Bizonyitas.
n n n n o n
DY Sanvie P = avi, Y a;v;) = ey (Vi Vi) -
k=1 k=1 j=1 k=1 j=1

Mivel az ortogonalitds miatt (v, v;) = 0, ha k # j, ezért a fenti két szummaban csak
a k = j tagokat kell megtartanunk:

n n n n
SN @mad (vi,vi) =Y o (Vi vie) = > x| v |*
k=1 k=1

k=1 j=1
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Az éltaldanos Pithagorasz-tétel segitségével konnyen meggondolhatjuk, hogy egy or-
togonalis rendszer automatikusan linedrisan fiiggetlen is. Valdban, tegyiik fel, hogy
> p_i o Vi = 0. Ekkor a fenti tétel miatt,

n
0=102=)_lawl*| vill*.
k=1

Mivel || v || # 0, ha v # 0, ezért a fenti egyenldség csak ugy teljesiilhet, ha oy = 0
minden lehetséges k-ra, vagyis az ortogonalis rendszer tagjai linedrisan fiiggetlenek.

Definicié. A (vq,vs,...,Vv,) rendezett vektorrendszert amennyiben ortogondlis rendszer
és bazis V' Euklideszi térben, ortogondlis bdzisnak (OB), ha ortonormdlt és bdzis V -
ben, ortonormdlt bdzisnak (ONB) hivjuk.

Amennyiben (vq, vy, ..., v,) egy ortonormélt bazis, egyszerre kell teljesiilni a két kovet-
kez6 dolognak:

L <Vi7vj> :07 hal%‘%
2. | vi|*> = (vs,vi) =1, minden i = 1,2,...,n esetén.

Vegyiik észre, hogy ezt a két feltételt be tudjuk stiriteni egyetlen feltételbe. Valdban,
(v1,Va,...,V,) pontosan akkor ortonormélt bazis, ha

(vi,vj) =0y = {(1)7 };a Z _j.’

) at 7é J-
A fenti egyenletben szerepld ;5 kifejezést Kronecker-deltdnak hivjuk, és nagyban meg-
konnyiti a szamolasokat. Mi az elénye annak, ha ortonormalt bazist hasznalunk? Tegyiik
fel, hogy (v1,Ve,...,Vv,) egy ortogondlis bazis V-ben. Ekkor egy tetszéleges x € V' vek-
tort megadhatunk ebben a bazisban:

n
X=Q1V]+aaVvo+- 4+, V, = g QjVj.
7=1

Vegyiik x-nek vi-gyel vett skaldrszorzatét!

n

(vix) =D a;(vi,v;) = an (vi,vi) = | v |
——

=1 Qhaj#1

ahonnan
<V1’X>

oy = 5 -
BREAR
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Teljesen hasonléan, barmely v, bazisvektorral véve a skaldris szorzatot:

n
(Vi x) = a; (vi,v;) = o (Vi, vie) = ol vie |1,

=L Ohaj£k
ahonnan ( >
Vi, X
ap = , hak=12...,n. (7)
| v |2

Azt kapjuk tehat, hogy ortogonalis bazist véve, egy vektor koordinatdinak kiszamita-
sdhoz nem sziikséges egy linedris egyenletrendszert megoldanunk, elég a (7) képlettel

szamolnunk, vagyis (vy, va, ..., Vv,) ortogonalis bazis esetén barmely x € V-re:
" (v, x)
ks
X=)» —Lv. (8)
2T
Tovébb egyszeriisodik a helyzet, ha a bdzis ortonormalt. Ekkor ugyanis ||vy| = 1

minden k-ra és
n

x:z<vk,x>vk. 9)

k=1
A (8) illetve (9) kifejezéseket szokés az x vektor (vy, v, ..., v,) bazis szerint Fourier-
felbontasanak hivni, a benne szereplo kifejtési egyiitthatokat pedig Fourier-egyiitthatoknak.

Példa 9. Legyen V = R3, legyen e; = \%(i+k), e, = \%(—i—l—k) és e3 = j. Konnyen
ellenérizhetd, hogy (e1,eq, e3) ONB V-ben. Legyen x = 2i—j+k. Adjuk meg x-et az
(e1, e, e3) bazisban! Elég (9) alapjan dolgoznunk:

<91X>=<i (1) —21 >:L(1-2+0.(—1)+1.1):i
’ 2 W I NG 7

. 2 . .
€,X)={—F 0 ) -1 =—(-1)-240-(-1)+1-1 = -,
(e2,x) = ( 3\ | 1 ) 2(( ) (=1) ) NG

0 2
(e, x)=([ 1], -1 |)=0-24+1-(-1)+0-1=—1,
0 1
igy
3 1
X=—F=6€e ——=6€y—¢e3.



A kovetkezo példara késobbi tanulmanyaink soran még sokszor fogunk hivatkozni.

Példa 10. Tekintsiik a (—m, ) intervallumon az
1,cost,sint, cos 2t,sin 2t, . .., cos nt, sin nt (10)

fiiggvényrendszert. Ezen fliggvényeknek egy

n

p(t) = ap+ay cost+by sint+ag cos 2t+by sin 2t+- - -+a,, cos nt+b, sinnt = Z(ak cos kt+by sin kt)
k=0

linearis kombinaciéjat n-edrendii trigonometrikus polinomnak hivjuk. Az n-edrendii
trigonometrikus polinomok vektorteret 2n+1 dimenziés vektorteret alkotnak a valds szé-
mok teste felett a pontonkénti dsszeadassal. Ezt a vektorteret jeloljitk 7o, 1-gvel. Ez a
vektortér Euklideszi térré teheto a

(p.q) = /W p(t)q(t) dt

-7

skalaris szorzattal. Kénnyen ellendrizhet6 (példdul parcidlis integralassal), hogy

/ cosktcoslt dt =0, hak #1,

—T

/ sinktsinlt dt =0, hak #1,

/ cosktsinlt dt =0, barmely £, esetén.

—T

Ez azt jelenti, hogy a (10) figgvényrendszer ortogondlis bazis T o, 1-ben. Mivel

| cos kt||* = (cos kt,coskt) = / cos’ kt dt =T,

—T

||sink:t||2:(sinkt,sinkt):/ sin?kt df =,

—T

e = (1) = [ 1de=2m,

—Tr

ezért az

1 1 1
cost sin ¢ cos 2t sin 2t, . cosnt, — sinnt (11)

Vi 7R S st et it ot

rendszer ortonormalt béazis T 9, 1-ben.
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3. Ortogonalis projekcidk és a Gram-Schmidt-féle or-
togonalizacios eljaras

Térgeometriai alkalmazasok soran tanultuk, hogyan lehet egy vektor sikra vald vetiiletét
kiszamolnunk. Ezt szeretnénk altalanositani tetszoleges V' Euklideszi tér esetén.

Definicié. Legyen E C 'V egy altér a V' Fuklideszi térben. Bdrmely v € V vektor E
altérre vett ortogondlis vetiilete w, ha

1. weFE,
2. v—w 1l F.

Az E altérre valo vetiiletre a w = Pg v jelolést fogjuk haszndlni.

Gondoljuk meg, hogy R® esetén egy sikra val vetiilet teljesiti ezen kivdnalmakat. A
kovetkezo tétel megmutatja, hogy egy vektor altérre vett vetiilete miért jatszik majd
kitiintetett szerepet szamitasainkban.

Tétel. A w = Pgv ortogondlis vetiilet minimalizdlja v-nek az E altértdl vett tdvolsdagdt,
azaz barmely x € E esetén

A, w) = |V —w | < d(v,x) = |v x|
Tovabbd, a merdleges vetiilet eqyértelmi, azaz, ha valamely x € E esetén
[v—wl=lv-x],
akkor x = w.
Bizonyitds. Legyen x € F tetszoleges és legyen y = w — x. Ekkor
V-"X=V-—-W+W—-—X=V—-—W+Y.
Mivel v—w L E, ezért y L v—w (hiszen y € F) és a Pithagorasz-tétel alapjan
lv—x|P=lv-w[P+[yl*>v-wl
Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha y = 0, vagyis x = w. O

Amennyiben az E altéren ismeriink egy ortogonalis bazist, konnyen megadhatjuk egy
tetszoleges vektor E altérre valo vetiiletét. Errdl szol a kovetkezo

14



Tétel. Legyen (vi,va,...,V,) eqy ortogondlis bazis az E altéren. Ekkor egy tetszdleges
v € V wektor E altérre valo vetiilete

<Vk7v>

.
PEv:Zakvk, ahol oy, = 5
[ v |

k=1

Mds szavakkal

PEVZXT:<V]€’V>V;€. (12)

Bizonyitas. Legyen

Azt kell megmutatnunk, hogy v—w L E. Az 2 Tétel alapjan ehhez elég a v—w L vy
relaciot ellendrizniink minden k-ra.

T

(Vg, v—w) = <vk,v)—(vk,w>:<Vk,v>—2aj(vk,vj)

=l o
yhaj#k

<V]€,V>

v [?

= (Ve, V) —ap (Vi, Vi) = (Vi V) — | v |[* = 0. O

Abban az esetben, ha F a V = K" tér egy altere, akkor az (12) formuldbdl kénnyen
leolvashatd, hogy hogyan lehet megadnunk az E altérre vald vetités transzformaciojat:

Pe= 3 e
E — T 15 Vk Vi -
= Vel

Ahhoz, hogy a fenti tételt alkalmazni tudjuk, sziikségiink van egy ortogonalis bazisra az
E altérben. Ismertetjiik az ugynevezett Gram-Schmidt ortogonalizacios eljarast,
amelynek segitségével ezt a bazist megtalalhatjuk. Legyen (x1,Xa, .. .,X,) egy linedrisan
fiiggetlen generatorrendszer (azaz bazis) E-ben. A célunk legyartani ennek segitségével
egy (vi,Va,...,Vv,) ortogonalis bazist E-ben. Ekkor tehét

E = Span(xy,Xa, ...,X,) = Span(vy, Vo, ..., Vy).
A kovetkezo algoritmussal dolgozunk:
1. Legyen vy := x;. Jelolje By = Span{x;} = Span{v;}.

2. Definidljuk vo-t a kovetkezoképpen:
Vo I:XQ—PEIXQZXQ—
Legyen Ey = Span{vy, vy}. Vegyiik észre, hogy Fy = Span{x;, Xs}.

15



3. Definidljuk vs-t a kovetkezoképpen:

<V1,X3>V1_<‘V2,X3>

V31:X3—PE2X3:X3— Vo.

Legyen E5 = Span{vy, vy, v3}. Vegyiik észre, hogy E3 = Span{x, Xa,X3}.

4. Tegyiik fel, hogy az algoritmus elsé r 1épését mar elvégeztiik, vagyis legyartottuk
Vi, Vo, ..., V, ortogondlis rendszert és F, = Span{vy, va,...,v,.}. Definidljuk v, -
t a kovetkezéképpen:

Vi, Xr41
Vieg1 = Xr41 _PEr Xpp1 = Xpg1 — Z % Vi .
= vl
5. Folytatva az algoritmust legyarthatjuk a vy, vo, ..., v, vektorokat. Kénnyen ellen-

6rizheto, hogy az igy kapott vektorrendszer valéban ortogonalis bazis E-ben.

Példa 11. Legyen

1 0 1
X1 = 1 , X2 = 1 y X3 = 0
1 2 2

1
Vi = X1 = 1
1
Vo 1= X9 PE1 X9 X9 <V1’X22> Vi.
[ vi
Mivel
1 0
(viexo)=([ 1 ], [ 1 ])=3 [wil*=3,
1 2
ezért
0 1 —1
3
2 1 1
Végiil, mivel
V3 1= X3 PEQ X3 X3 <V1’X32> 1 _<V2’X32> Vo,
[ v | [ va |



valamint

1 1
(viexz)=([ 1 |].[ 0 ])=3 [vi]?=3,
1 2
és
-1 1
(vo,xz)=(| 0 |, [0 ])=1 [v:]?=2
1 2
1 5 (1 ~1 1/2
vi=1 0 —3 1| --= 0 = —1
2 1 1 1/2

Definicié. Legyen E C V' egy altér. E ortogondlis kiegészitéjét (komplemensét)
az
Et={x:x 1 FE}

vektorok alkotjdk.

Konnyen belathaté, hogy E+ szintén altér. Barmely v € V vektor egyértelmiien felbont-
haté egy E-beli és egy E+-beli vektor dsszegeként:

V=vVvi+Vvy, ViEFE vy€E EL,
ahol vi = Prv. Ezt a megéllapitast jelben igy szokas jelolni:
V=FE®E",

és azt mondjuk, hogy V az E és az E+ alterek direkt 6sszege. Vildgos, hogy (E+)+ =
E. A kovetkezokben egy fontos alkalmazast tekintiink at.

4. A legkisebb négyzetek moddszere
Korabban alaposan kitargyaltuk, hogy egy
Ax=Db

méatrixegyenletnek (linedris egyenletrendszernek) akkor és csak akkor van megoldasa, ha
b € Im A, vagyis b az A matrix képterébe esik. Az életben gyakran el6fordul, hogy a
fenti egyenletet (pontosabban az abban szerepld egyiitthatékat) mérésekbdl tudjuk meg,.
Ilyenkor, el6fordulhat, hogy a mért adatokbodl felirt b nem esik A képterébe, igy nem lesz
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megoldasunk x-re, amire pedig sziikségiink lenne. Az 6tlet ilyenkor az, hogy keressiink
olyan x vektort, ami ,majdnem ” megoldasa a fenti egyenletnek, olyan értelemben, hogy
az,

[Ax—Dbl

hibat minimalizaljuk. Vegyiik észre, hogy ha A x = b teljesiil, akkor a fenti kifejezés
értéke 0. Ha nincs ilyen x, akkor megprobéljuk megkeresni azt az x-et, melyre Ax a
legkozelebb van b-hez. Vegyiik észre, hogy || Ax—b || pontosan akkor minimélis, ha
| Ax —b||? minimalis, ezért hivjdk ezt a mdédszert legkisebb négyzetek mddszeré-
nek. Ha az Osszes x vektor esetén kiszamoljuk A x-et, akkor éppen Im A vektorait
kapjuk meg, igy az || Ax —Db]|| kifejezés éppen b-nek az Im A altértél valé tavolsagat
jelenti. Ez a tavolsag viszont megegyezik b-nek az Im A altérre vald vetiiletétol vett
tavolsaggal. Vagyis || A x —b || pontosan akkor minimadlis, ha

Ax = PImA b.
Ez pontosan akkor teljesiil, ha
b—Ax LImA. (13)

Tegyiik fel, hogy A oszlopvektorai a;,as,...,a,. Mivel In A = Span{a;,as,...,a,},
ezért az (13) egyenlet
b—Ax_lag, k=1,2....n

teljesiil. Mivel most K"-ben vagyunk, az itt szokasos skalarszorzattal ez a feltétel az
(ap,b—Ax)=a;(b-—Ax)=0, k=12,...,n

alakot olti. Vegyiik észre, hogy ezt az n darab egyenletet Gsszevonhatjuk egyetlen mat-
rixegyenletbe az A matrix A* adjungaltjanak a segitségével:

A*b—Ax) =0,

amit rendezve

A*Ax=A"Db. (14)

Ezt az egyenletet a probléma normal egyenletének hivjak, ennek megoldasa adja az
A x = b egyenlet legkisebb négyzetek médszerével adédé megoldasat. Abban az esetben,
ha A*A invertalhato, a keresett megoldas:

x=(A*A)""A*Db. (15)
Mivel Ax = P, A b, ezért
Pumab=AA*A)'A*Db
minden b-re, ahonnan megkaphatjuk A képterére valo vetités megkaphaté
Pima=A(A"A) A"

alakban. Szemléltetésképpen nézziink néhany példat!
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Példa 12. Egyenes illesztés.

Tegyiik fel, hogy valamilyen kisérletet n-szer elvégziink és méréseinkkel (zy, yx) pontpa-
rokhoz jutunk £ = 1,2,...,n. Elméletileg tudjuk, hogy ezen pontoknak az y = a + bx
egyenesre kellene esniiik, de ez mivel adataink méréseken alapulnak, kozel sincs igy. Az
egyenletrendszeriink ekkor

a+bry =
a+bry = 1o

a+bxn = Yn,

ahonnan az a, b egyiitthatékra vagyunk kivancsiak gy, hogy a

Z la 4 by — yi|?
k=1

hiba minimalis legyen. Matrixos alakba irva az egyenletrendszert

1 = Y1
I a | Y2
: b | ’
1z, Yn
ahonnan tehat
1 « 1 U
1 «x
A= 2l & b= | ”
1 Tn Un

Példaként tegyiik fel, hogy a kivetkezd pontparjaink vannak a méréshol:

(_27 4)? (_17 2>7 (07 1)7 (27 1)7 (37 1)-
A legkisebb négyzetek modszerével megoldandé egyenlet:

—2

[RIGE

i e
o
— o= =N
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Ekkor

-
Il
VR
| =

(N}

I
—_

O =
N —
w
~~

— = = =

|
[\
|
—_
)
N

W =
N——

A normél egyenlet ekkor tehat

()] (5)

vagyis
al (5 2\ '[9
-G8 (5)
ahonnan
a:2,b:—1.
2

A legkisebb négyzetek modszere alapjan a pontokra legjobban illeszkedd egyenes:
1
=2— -
) Qx

Példa 13. Gorbeillesztés.
Tegyiik fel, hogy most azt tudjuk, hogy a mért pontjaink nem egy egyenesre, hanem az

y = a+ bx + cx?

parabolara kellene, hogy illeszkedjenek. Ekkor tehat a kévetkezo egyenletrendszerrel van
dolgunk:

a+bx1+cx% =
a+bx2+cx§ = Y

a—i—bxn—i—cxi = Yn,
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vagy matrixos alakban:

1z 23 U1
1 zy 23 a | v
1z, 22 Un
vagyis ekkor
1z 22 U1
A 1 a9 x% b Yo
1 =z, x% UYn

Keressiik meg az eloz6 feladat pontjaira illeszkedd legjobb parabolat. Ekkor a legkisebb
négyzetek modszerével megoldandoé egyenlet:

1 -2 4 4
1 -1 1 a 2
1 0 0 b |l =11
1 2 4 1
1 3 9 1
Ekkor
1 =2 4
1 1 1 11 1 -1 1 5 2 18
A" A = -2 -1 0 2 3 1 0 0 |= 2 18 26 )
4 1 04 9 1 2 4 18 26 114
1 3 9
4
1 1 1 11 2 9
Ab=| -2 -1 0 2 3 1 | =1 -5
4 1 04 9 1 31
1
A normal egyenlet most
5 2 18 a 9
2 18 26 b= -5 |,
18 26 114 c 31

amit megoldva

a=86/T7,b=—62/77,c = 43/154.
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Az adatainkra legjobban illeszked6 parabola egyenlete:
y = 86/77 — 622/77 + 4327 /154.

Vildgos, hogy a mddszer tetszoleges fokszamt polinommal miikodik.
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