Kalkulus 1
1. Feladatsor

2022/23. 1.félév

I. Logikai feladatok

Az alabbi feladatokban a A jeloli az ,,ES”, V a , VAGY”, = a ,negalds” miveletét.

1. Igazoljuk a kovetkezo azonossagokat!

(&) peg=@AQV(~pA—q)

(b) ~(peqg)={@Va A(=pV—g)

(c) (pAgAT)=s=p=[qg= (r=3)]

(d) [FpA(p=q]=-p=1

(e) pAg)=p=p=(pVyq

(f) ~l(lprg)Vvr)=pleq=@VqgV-r)ANPV—gVr)A(=pV—g)

2. Az alabbi szoveges feladatoknal formalizaljuk az allitasokat logikai miiveletek és
kvantorok segitségével, majd tagadjuk az allitasokat formalisan és szovegesen is!

Mikor olyat akar tenni, amit nem szabad.”



(h) Van olyan a, hogy minden b-hez egyetlen x tartozik, melyre a + = = b.

(i) Minden tengerész ismer olyan kik6tét, ahol van olyan kocsma, ahol még nem
jart.

3. Egy udvarban kecskék és bolhak Vannak/. Azt, hogy egy bolha megcsipett egy
kecskét, a ®(B, K) formuldval jeloljiik. Irjuk le a kovetkezd allitdsok tagaddsét
formulaval és szoveggel is!

(a) (VK)(3B)®(B, K)
(b) (3K)(VB)®(B,K)
(c) (3B)(VK)®(B, K)
(d) (VK)(VB)®(B, K)
(e) BK)(EB)P(B, K)
(f) (VB)(3K)®(B, K).

I1. Bizonyitasi médszerek (direkt, indirekt, teljes indukci)

1. Az el6adédson tanult moédszerrel adjunk zart formulat a kovetkezd kifejezésekre!

(a) 1P4+2° 4. +n?
(b) 14+ 24+ ... 4 nt

2. Hozzuk zart alakra az alabbi kifejezéseket!

(a)

n

D 2i—1P=12+3+ -+ (20— 1)

i=1
(Utmutatds: Hasznélja fel az 12422+ - -+ (2n)? ésszegre vonatkozé formulét!)

(b)

n

1
Z k(k+1)(k+2)

k=1

(c)
> k(k+1),
k=1

3

Kk + 1) (k +2).



. Adott xy, zo, . . ., z, valds szdmok esetén, jelolje max(xy, xo, ..., T,) az 1, T, ..., Ty,
koziil a legnagyobbat, min(zq, s, ..., x,) pedig a legkisebbet! Mutassuk meg, hogy

ztytly—=
max(x,y) = 5 ;
. _rty—ly—«
min(z,y) = 5 .

Adjunk formulét max(z,y, z)-re illetve min(z, y, z)-re!

. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezo szamok irracionalisak!

() 58

(b)
V2+1
(c) 2245

S

. Bizonyitsuk be teljes indukcidval a kovetkezé azonossagokat illetve egyenlétlensé-
geket (n € N)!

a) ohoy (1R = (—1)n e (o > 1),

(a)

(b) g k- kl=(m+DI-1, (n=1),
(€) 2<l4s+:+ +535<n (n>2),
)

271
n)! n
(d %>7;4_+17 <n22>7

(e) \/2 + V24 4+v2=2cos 7n51, ahol a bal oldalon n darab gyokjel van és
n>1,

(f) 3" > 2"+ Tn, han >4
2n+1

(g) I+2)(1+2)(1+a2Y) ... (1+2¥)=1— haz#1.

-z

. Legyen (a,)neny a nevezetes Fibonacci-sorozat, azaz ag = 0, a1 = 1, és a1 =
Gn_1 + ay, valahdnyszor n > 1. Bizonyitsuk be, hogy

(a) ay és apiq relativ primek.
(b) X <a, <1,7" han > 0.

. Legyen f : N — N egy fiiggvény, melyre teljesiil, hogy f(zy) = f(z)+ f(y) minden
z,y € N esetén. Mutassuk meg, hogy f(a") = nf(a), minden a,n természetes
szamra.



I1. Egyenlotlenségek

1. Emlékeztetiink a harmonikus, mértani és szamtani kézepek kozti egyenlotlenségre.

Ha n > 2 természetes szam és aq, as, . . ., a, pozitiv valos szamok, akkor
n air+ax+---+a
T T T < Yaay...a, < ”.
B n
al a2 an
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a; = as = - - - = a,,.

Igazoljuk a kovetkezd egyenlotlenségeket! Mikor van egyenléség?
(a) 1+2)"<4,neN"
(b) 1+;)" < (14 47)" neNT
(c) 2 >1+n\/2"1 (n=2,3,...)
) n

(d) n e N, ay,aq,...,a, pozitiv valésak,
ap Qa2 ap—1 | Qn
L2 T sy
az  as Qn ai

(e) n € N*, ay,ay,...,a, pozitiv valésak,

al +al+---a
aias - a, < ——2 "

n

2. A Bernouilli-egyenlétlenség alapjan bizonyitsuk be, hogy van olyan n pozitiv egész
szam, melyre

(a) O 9n<m,

(b) V2 < 1,01,
(¢) /0,1>0,9.

3. Igazoljuk az alabbiakat!
(a) la+0] <la[+1[b], a,b R,
(b) [lal = oIl < la—0l, a,beR,
(c) la| <la+0b]+ b, a,beR.



