Kalkulus 1
3. Feladatsor

2022/23 1. félév

. Halmazok fiiggvény altali képe, 6sképe

. Adjunk példat olyan f : X — Y fiiggvényre, valamint A, B C X részhalmazra,
melyre f(ANB) # f(A) N f(B).

. Mutassuk meg, hogy egy f : X — Y fiiggvényre az aldbbi éallitasok ekvivalensek.
(a) f injektiv.

(b) f(ANB) = f(A)N f(B) fennéll minden A, B C X esetén.

(c) Bérmely, A, B C X diszjunkt esetén f(A)N f(B) = 0.

. Legyen f : X — Y egy fliggvény. Mutassuk meg, hogy minden A C X esetén
A C f7Y(f(A)), valamint B C Y esetén f(f'(B)) C B.

. Mutassuk meg, hogy egy f : X — Y fiiggvény pontosan akkor sziirjektiv, ha
minden B C Y esetén f(f~'(B)) = B.

. Legyen f : X — Y egy fiiggvény. Tekintsiik a kdvetkezé R relaciot X-en: x1Rxo
pontosan akkor, ha f(x1) = f(z2). Mutassuk meg, hogy R ekvivalenciarelacié.

. Legyen f: R - R, f(z) =2—x—2% é A= {0}. [rja fel f(A) illetve f71(A)
halmazokat! Milyen B C R halmazokra lesz f(B) illetve f~!(B) halmaz egyelem{i?

. Legyen f: X — Y adott fiiggvény és A, B C X, C, D C Y. Mutassuk meg, hogy

(a) f(A)\ f(B) C f(A\ B). Mikor teljesiil f(A)\ f(B) = f(A\ B) minden
A, B C X esetén?

(b) f7HCN\D) = f7HCO)\ F7HD).
(c) AC f~Y(f(A)). Mikor &ll fenn egyenl8ség?
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(d) f(f~1(C)) c C. Mikor &ll fenn egyenldség?

8. Legyen f : X — Y invertalhato fiiggvény. Mutassuk meg, hogy minden A C Rp
esetén az A halmaz f altali 6sképe, azaz {x € X : f(x) € A} megegyezik az A
halmaz f~! inverz fiiggvény &ltali képével, azaz a {f~!(y) € X : y € A} halmazzal.

9. Legyen f: X — Y egy fiiggvény. Tegyiik fel, hogy X, Xy C X nem iires diszjunkt
halmazok, melyekre X; U Xy = X, és f|x, illetve f|x, (f megszoritdsai X; illetve
Xy-re) invertalhatéak. Mutassuk meg, hogy f pontosan akkor invertalhat6, ha

f(X1) N f(Xe) =0.

I1. Supremum, infimum

1. Korlatosak-e alulrdl illetve feliilrol az alabbi halmazok? Amennyiben igen, hata-
rozzuk meg infimumukat illetve supremumukat! Van-e a halmazoknak minimuma
illetve maximuma?

(a) H={:+(-1)":neN}CR.

(b) Hz{%—l—l:neN}CR.

(¢c) H={3+ 35 :m,ne N} CR.

(d) H={£, 2 e R} CR.

(e) H={3 2 eZ} CR.

() H={}:0<2<1,0<y<1}CR.
(g) H={L:p,q€Z,p*< ¢’} CR.

h) H={reQ":m <2} CR.

2. Legyen w € R egy pozitiv irraciondlis szam. Legyen
A={m+nw:m+nw>0,m,n € 7Z}.
Mutassuk meg, hogy inf A = 0.

3. Legyen A C R egy nem iires feliilrél korldtos halmaz. Mutassuk meg, hogy a
B = {—a:a € A} halmaz alulrdl korldtos és inf B = —sup A.

4. Tgazoljuk, hogy barmely A, B C R nemiires, korlatos halmaz esetén

(a) inf(A U B) = min{inf A, inf B}.

(b) sup(A U B) = max{sup A,sup B}.

(c) ha AN B # (), akkor inf(A N B) > max{inf A, inf B}.
(d) ha AN B # 0, akkor sup(A N B) < min{sup A4, sup B}.
(e) ha A C B, akkor inf A > inf B és sup A < sup B.



