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I. Halmazok szamossaga

. Legyen A egy adott halmazrendszer (elemei halmazok), f C A x A, és AfB pon-
tosan akkor, ha A ~ B. Mutassuk meg, hogy f ekvivalenciarelacio.

. Bizonyitsuk be, hogy egy megszamlalhaté halmaz minden részhalmaza megszam-
lalhato.

. Bizonyitsuk be. hogy N x N ~ N, azaz N x N megszamldlhatéan végtelen.

. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B nem iires halmazok, és van olyan f : A — B
fiiggvény, melynek értékkészlete B, akkor card(A) > card(B).

. Legyen A egy megszamlalhaté, B pedig egy végtelen halmaz. Bizonyitsuk be, hogy
card(AU B) = card(B).

. Legyen A egy nem megszamlalhatd, B pedig egy megszamlalhaté halmaz. Bizo-
nyitsa be, hogy A\ B szamossdga megegyezik A szamossagaval!

. A végtelen sok pontot tartalmazé H halmaz elemei egyetlen sikon helyezkednek el
ugy, hogy barmely ketto tavolsaga legalabb 1. Mekkora H szamossaga?

. A H halmaz elemeit az x és y betlikbol all6 véges és végtelen hosszisagu ,szavak”
alkotjak. Mekkora H szamossaga? Mekkora H szamossaga, ha elhagyjuk mindazon
szavakat, amelyek végtelen sok y-t tartalmaznak?

. A H halmaz azokbdl az a; = 1, ag,as,... végtelen valos szamsorozatokbol all,
amelyekben két egymds utdn kovetkezd elem hanyadosa 2 vagy 1/2. Mekkora H
szamossaga’
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Lefedheté-e megszamlalhatéan sok egyenessel az 2% + y? = 1 korvonalnak azon
pontjai, melyekre z > 0 és y > 07

A H halmazt azok a [0, 1] intervallumbeli valds szamok alkotjak, amelyek végtelen
tizedestort alakjaban minden masodik tizedesjegy 0. Mekkora H szamossédga?

Létezik-e minden t pozitiv valés szamhoz olyan térbeli haromszog, melynek teriilete
t, csucsainak koordinatai pedig racionalis szamok?

I1. Valés szamok topologiaja

. Hatarozzuk meg az alabbi halmazok belso, torlédési, hatéar és izolalt pontjait. Vizs-

galjuk meg a halmazokat nyiltsdg, zartsag, korlatossag és kompaktsiag szempontja-
bol! Adjuk meg a lezartjukat és a belsejiiket!

(a) H={%:neN}CR.

(b) H={0}U{::neN}CR.

(¢c) H=(-2,—-1)U[2,5]U{7}U[8,00) C R.

(d) H=R\Q CR.

. Bizonyitsuk be, hogy Z zart és nem nyilt, mig Q nem nyilt és nem zart R-ben.

. Legyen H C R. Mutassuk meg, hogy

(a) H belsé pontjainak halmaza nyilt.
(b) H hatarpontjainak halmaza zart.

(¢) H torlédési pontjainak halmaza zart.

Egy A C R halmaz belsejét jeloljiik A°-vel. Legyen A, B C R. Mutassuk meg,
hogy

(a) Ha A C B, akkor A° C B°.

(b) (AN B)° = A°N B°.

(¢) (AU B)° 2 A°U B°. Mutassunk példat, mikor nincs egyenléség.
Egy A C R halmaz lezarasat jeloljiik A-vel. Legyen A, B C R. Mutassuk meg,
hogy

(a) Ha A C B, akkor A C B.

(b) AN B C AN B. Mutassunk példat, mikor nincs egyenl6ség.

(c) AUB=AUB.
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. Egy A C R halmaz derivalthalmazat (torl6dasi pontjainak halmazét) jeloljitk A’-

vel. Legyen A, B C R. Mutassuk meg, hogy
(a) Ha A C B, akkor A’ C B'.
(b) (AN B) C A’ N B’. Mutassunk példét, mikor nincs egyenléség.
(¢c) (AUB)Y =A"UB.

Adjunk meg a valds szamok halmazaban végtelen sok olyan nyilt halmazt, amelyek
metszete nem nyilt.

. Adjunk meg a val6s szamok halmazaban végtelen sok olyan zart halmazt, amelyek

unioja nem zart.

. Definicié alapjan bizonyitsuk be, hogy a

1

halmaz kompakt.

Adjuk meg a (0, 1) intervallumnak egy olyan nyilt lefedését, amibél nem vélaszthaté
ki (0, 1)-nek egy véges fedése.

Definidljuk minden n € N esetén valos szamoknak a kévetkezo halmazat

1
n+k

1
Hn:{ﬁ—l— K =0,1,2,---},

és legyen
H = (U, H,) U {0},
Adjuk meg H torlédasi pontjainak halmazat! Mutassuk meg, hogy H kompakt.

Lassuk el a racionalis szamok Q halmazat a valds szamokbdl 6rokolt metrikaval,
azaz barmely p,q € Q esetén d(p,q) = |p — ¢| és tekintsiik a kévetkez6é halmazt:

K={pecQ:2<p*<3}CQ.

Mutassuk meg, hogy K korlatos és zart Q-ban, de nem kompakt!



