Vizsgatematika
Kalkulus 1, 2022/23 1. félév

A vastagitott betiivel irt tételek bizonyitasat tudni kell.

1. Matematikai logika és halmazelméleti alapok.

Logikai allitasok és mitiveletek, miiveletek tulajdonsigai, de Morgan azonossag. Bizo-
nyitasi médszerek (lanckovetkeztetés, kontrapozicié, indirekt, teljes indukcié). Elemi
halmazelméleti jelek és miiveletek (C, N, U, sth.) Relacidk, ekivalenciareldcidk és fiiggvé-
nyek. (Reflexiv, (anti)szimmetrikus, tranzitiv relaciok; fiiggvény értelmezési tartoménya,
értékkészlete, inverze; fliggvények kompozicidja; injektiv-, sziirjektiv- és bijektiv fiiggvé-
nyek.) Halmazok szdmossaga. Véges, megszamldlhatdan végtelen és kontinuum szémos-
sagu halmazok. Nincs legnagyobb szamossagu halmaz. Rendezés, infimum, szuprémum.

2. A valds szamok felépitése és topoldgiaja.

A valés szamok axiémai - Dedekind-féle axiomarendszer. Testaxiomak néhany kovetkez-
ménye. Természetes szamok - Peano-féle axiomak. Rendezési axiémék és néhany kovet-
kezménye. A teljességi axioma és néhany kovetkezménye. Arkhimédeszi-tulajdonsag és
néhany kovetkezménye. Metrika R-en, intervallumok. Cantor-féle metszettétel. Racio-
nalis szdmok halmaza megszamldlhaté. [0, 1] nem megszdmlédlhato - bizonyitdsa Cantor-
féle atlos modszerrel. Belsé pont, hatarpont, torlodasi pont, izolalt pont. Halmaz
belseje, halmaz lezartja, halmaz hatara, derivalt halmaz. Nyilt, zart, korlatos és kom-
pakt halmaz. Nyilt halmazok strukturatétele. Bolzano-Weierstrass tétel. Heine-Borel
(Borel-Lebesgue) tétel. Stirii halmaz, perfekt halmaz.

3. Valés sorozatok.

A hatarérték és elemi tulajdonsdgai. Rendorelv. Monoton, korldtos sorozat fogalma és
tulajdonsagai. Részsorozatok. Minden sorozatnak van monoton részsorozata. Bolzano-
Weierstrass tétel. Cauchy-sorozat, Cauchy-kritérium. Torl6dasi pont jellemzése
sorozatokkal. liminf, limsup. Az e szam. Rekurziv sorozatok hatarértéke. Newton-
féle gyokvono modszer.

4. Numerikus sorok.

Sor konvergenciaja, és elemi tulajdonsagai. Divergens sorok. Cauchy-kritérium. Sor
abszolut konvergencidja. Riemann-féle atrendezési tétel. Majorans/minoréns kritérium.
Konvergencia-kritériumok: kondenzacios, gyok, hanyados kritérium. Alterndlé sorok.
Feltétlen és feltételesen konvergens sorok. Dirichlet-féle kritérium. Leibniz-kritérium.
Abel-féle kritérium. Sorok természetes és Cauchy-szorzata. Mertens-tétel.

5. Elemi fiiggvények.

Hatvanysor definicidja, konvergencia sugara és a Cauchy-Hadamard-tétel. FElemi
fiiggvények (exp, sin, cos, sh, ch) definiciéja. Az exp tulajdonsdgai. Euler-formula.
A sin, cos alaptulajdonsagai.

6. Valds fiiggvények jellemz6i és hatdrértéke.

Péros, péaratlan, (szigortian) monoton nové és csokkend, konkdv és konvex, periodikus
fiiggvény. Jensen-egyenldtlenség. Fiiggvény hatarértéke és a hatarérték tulajdonsagai.
Atviteli elv hatarértékre. Bal és jobb oldali hatarérték, kapcsolatuk a hatarértékkel.



Hatarérték a végtelenben. Fiiggvény aszimptotdi. Hatvanysorokra vonatkozo transz-
formacios tétel. Analitikus fiiggvények hatarértéke.

7. Valds-valés fiiggvények folytonossaga.

Fiiggvény folytonossaga, pontonként folytonos fiiggvények tulajdonsagai. Atviteli elv
folytonossagra. A folytonossag topologikus jellemzése. Szakadasi helyek osztalyoza-
sa. Intervallumon folytonos fliggvények tulajdonsagai. Bolzano-Darboux tulajdonség.
Bolzano-Darboux tétel. Bolzano-tétel. Korldtos zart intervallumon folytonos fiiggvé-
nyek tulajdonsagai. Weierstrass-tétel. Kompakt halmaz folytonos fiiggvény altali képe
kompakt. Egyenletes folytonossdg, Heine-tétel. Lipschitz-tulajdonsag. Inverz fiiggvé-
nyek folytonossaga. Monotonités és folytonossag. Konvexitas és folytonossidg. Exponen-
cialis és logaritmusfiiggvények. Hatvanyfiiggvények értelmezése.

8. A differencidlszamitas alapjai.

A differencidlas fogalma, fliggvény derivaltja. Derivalas, mint linearis polinommal
valé kozelités, érintGegyenes. A folytonossag kapcsolata a differencialhatésdggal. A
derivaltfiiggvény. Differencialas alaptulajdonsagai. Hatvanysorok differencialasa.
Elemi fiiggvények derivaltjai. Kozépértéktételek: Rolle, Lagrange, Cauchy. Lokalis
tulajdonsagok és a derivalt. Trigonometrikus fliggvények és inverzeik. Hiperbolikus
fliggvények és inverzeik.

9. A differencidlszamitas alkalmazasa.

L’Hospital-szabdly. ~ Magasabbrendu differencidlhanyadosok.  Polinomapproximacio,
Taylor-polinom.  Taylor-formula.  Konvexitas/konkavitds kapcsolata a derivalds-
sal. Lokalis szélsoérték fogalma és kapcsolata a fiiggvény derivéltjaval. Derivalhaté
fliggvények vizsgalata.

10. Hatérozatlan integral.

Primitiv fiiggvény és a hatarozatlan integral fogalma. Elemi hatarozatlan integrélok és
integralasi szabdlyok. Parcidlis és helyettesitéses integralas. Parcidlis tortekre bontas.
Raciondlis tortfiiggvények integréalasa.

11. Hatarozott integral.

Intervallum felosztasa, a felosztas finomsaga. Darboux-féle alsé és felsé kozelito
Osszeg, also- és felso integral. Riemann-integralhatésdg definicidja. Riemann-integral
tulajdonsdgai. Newton-Leibniz tétel.

12. A Riemann-integralhatésag kritériumai.

Oszcillacios osszeg. A Riemann-integralhaté fiiggvények. Monoton fiiggvények integ-
ralhatoak. Folytonos fiiggvények integralhatoak. Az integralfiiggvény és tulajdonsagai.
Az integralszamitas kozépértéktétele. A Riemann-integral alkalmazasai.



