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I. fejezet
Halmazok, relaciok, fiiggvények

Halmazok

1.1. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha A, B tetsz6leges halmazok, agy
A=B <+ ACBé& BCA.

Megoldads.

— Ha A = B, akkor A és B elemei megegyeznek, ami adja, hogy V z € A
esetén © € B ésV y € B esetén y € A kovetkezik, melyekbdl definicid
szerint kovetkezik, hogy A C B és B C A teljesiil.

— Ha A C B és B C A teljesiil és feltessziik, hogy A # B (az A és B elemi
nem azonosak), akkor
vagy 3x € A, hogy = ¢ B, igy A ¢ B,
vagy 3y € B, hogy y ¢ A, ezért B¢ A
kovetkezne, ellentétben a feltevéssel. Tehat A = B.

1.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha A, B, C tetsz6leges halmazok, akkor
AUB=BUA, ANB=BnNA

(kommutativitas),
(AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC=AN(BNC)
(asszociativitas),
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ), AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC)
(disztributivités),
A\B = A\(AN B), (A\B)NnC = (ANC)\B,
A\(BNC) = (A\B) U (A\C), A\(BUC) = (A\B) N (A\C),
AUB=B < ACB, ANB=B < ADB,

AB=() < AcCB.
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Megoldds.
— 2 €AUB < xcAvagyre€B < vreBvagyrc A < zx¢€

BUA, ezért az AU B és B U A halmazok elemi azonosak, igy definicid
szerint AU B = BU A.

rt€ANB < rx€Aésxe€B < x€BésreA < € BNA,
azaz az AN B és BN A halmazok elemei megegyeznek, igy ANB = BN A.

r€(AUB)UC <= € AUBvagyxe€(C < (v € Avagy z € B)
vagy v € C <= x € Avagy (x € Bvagy v € C) <= =z € A vagy
r€BUC < z€ AU(BUCQC),igyaz (AUB)UC és AU(BUCQ)
halmazok elemei megegyeznek, tehat (AUB)UC =AU (BUC).

re€(ANB)NC < € ANBéreC < (x€ Aésx € B) és
x€C <= z€Aé(xeBésrel) «<— rzcAésrecBNC «—
re€ AN(BNC), igy az (ANB)NC é AN (BN C) halmazok elemei
megegyeznek, ezért (ANB)NC =AN(BNC).

x € AU(BNC) < x€ Avagyz € BNC <= x € Avagy (z € B és
x€C) <= (r€Avagyr € B)és (v € Avagyzr € C) < x € AUB
ésrx e AUC <= z€ (AUB)N(AUCQC), tehat az AU (BN C) és
(AU B) N (AU C) halmazok elemei megegyeznek, igy AU (BNC) =
(AUB)N(AUCQC).

reAN(BUC) <= z€Aésx e BUC <= z € Aés (x € B vagy
r€C) < (recAészrzeB)vagy (r€Aésxe(C) < € ANB
vagy © € ANC <= ze€ (ANB)U(ANCQC), igy az AN (BUC) és
(AN B)U(ANC) halmazok elemei megegyeznek, ezért AN (BUC) =
(ANB)U(ANCQC).

r€A\B = v €Aér¢B — vc€Aésr ¢ ANB = z €
A\ AN B, ami adja, hogy A\ BC A\ AN B;

ye AAANB — ye€ Aésy¢ ANB — ye€ Aésy¢ B — y € A\B,
igy AN\ANB C A\ B.

A két tartalmazas teljesiilése pedig ekvivalens azzal, hogy
A\B=A\ANB.

x€ (A\B)NC <= x€ A\Bézre(C < (re€ Aésx ¢ B)
ésx € (C < (reAésrzelC)ésx ¢ B «— zxe€ ANC és
¢ B < z€(ANC)\ B, igy az (A\B)NC és (ANC'\ B) halmazok
elemei azonosak, ezért (A\ B)NC =(ANC)\ B.

x €A\ (BNC) < x€Aésx ¢ BNC <= x€ Aés(x ¢ B vagy
2¢(C) < (r€eAésx¢B)vagy (r1€Aésx¢C) < xz€ A\ B
vagy ¢ € A\C <= =z € (A\ B)U(A\ C), ami azonnal adja, hogy
A\ (BNnC)=(A\B)U(A4\CO).



HALMAZOK 11

~—rx €A\ (BUC) < rz€Aér¢ BUC < x€ Aés(x ¢ B és
x¢(C) < (r€Aésax¢B)és(xcAésax ¢ () < x€ A\ B és
x e A\C <= z € (A\B)N(A\C) = A\(BUC) = (A\B)N(A\CO).

~ Ha AUB = B, akkor # z € A, hogy = ¢ B (mert akkor z € AU B &s
x ¢ B miatt AUB # Blenne) = V x € A esetén z € B, azaz A C B.
Ha ACBésxe AUB,akkorx € B = AUB C B, mésrészt x € B
nyilvan adja, hogy € AUB =— B C AU B, melyek adjak, hogy
AUB=B.

— Az utolso két allitas bizonyitasat az olvaséra bizzuk.
1.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha A, B C X, akkor

AUA=X, And=0, 0=X, X=0
NB, ANB=AU

=l
I
S

|
sy]

Megoldads.

—x€X < xe€Avagyaxr ¢ A (éspersze x € X) <= x € A vagy
r€A & x€ AUA, ezért AUA és X elemei azonosak, igy AUA = X,

— Tegyiik fel, hogy 32 € X, hogyz € ANA = z€ Aész € X\ A =
r € Aész ¢ A ami ellentmondas, igy az AN A halmaznak nincs eleme,
igy ANA = (.

=X, X=0, A=A allitasok nyilvanvaloak.
x

0

-x € AUB €eXésr ¢ AUB << z€ X és(z ¢ Aés
r¢B) — (reXésrgAés(eXésad¢gB) — r € Aés
r€B < re€ AN B,sezadja, hogy AUB=ANB.

~2€ANB < € X&d8ax¢ ANB < z€ X & (v ¢ Avagy
r¢B) < (reXésax g A)vagy (r € X ésx ¢ B) <= x € A vagy
r€B < xc AUB,igy ANB=AUB.

1.4. feladat. Mutassa meg, hogy ha {4; | i € I'} egy X halmaz részhalma-
zaibol all6 halmazrendszer, ugy teljesiilnek a

Cx (U Ai) = ﬂ CxA;; Cx (ﬂ Ai) = U CxA;
icl icl iel iel
De Morgan-féle azonossagok.
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Megoldds.
—rzeCx(UA) <= rzeXésax¢ |JA < x€ X és (xv ¢ A; bar-
= iel
melyie€l) <= (xe€XésaxecA)Viel < z € CxA; barmely
i€l < ze€ ) CxA;, ami adja az els6 halmazegyenlGséget.
i€l
—z € Cx(NA) <= ze€Xésao ¢ (A4 < =€ X é 34,
iel iel
x¢ A < Jiel, xzeCxA; < ze |JCxA,, ami adja a masodik
i€l
De Morgan-féle azonossagot.

Relaciok (leképezések)
1.5. feladat. Mutassa meg, hogy ha A, B és C tetsz6leges halmazok, akkor

AxB=0) < A=0vagy B=10,
(AUB)xC=(AxC)U (B x(C)
Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
(ANB)xC=(AxC)Nn(Bx(C)
Ax(BNnC)=(AxB)Nn(AxC)
(AA\B) xC =(AxC)\(BxC),
Ax (B\C)=(AxB)\(AxC),
BcC = AxBCAxC.

I
9
I
i

50R R0 A0 T
S N N N e S e

Megoldads.

a) AxB=0 <= $(2,y) € AxB = Az c AvagyPyec B «— A=
vagy B = ().

b) (z,y) € (AUB)xC <= z € AUBésye C < (x € Avagyz € B) és
yel < (x€AésyeC)vagy (r€ Bésye () < (x,y) € AxC
vagy (x,y) € BxC <= (z,y) € (AxC)U(Bx (), ami adja az allitast.

c) (z,y) € AX(BUC) <= € Aésy € BUC <= z € Aés (y € Bvagy
yel) < (re€Aésye B)vagy (x € Aésye C) <= (z,y) € AXB
vagy (z,y) € AxC <= (z,y) € (AxB)U(AxC), s ez adja az allitast.

d) (z,y) € (ANB)xC <= € ANBésyeC <= (r€Aész€B)és
yelC <= (re€Aéyel)és(xeBésyel) < (z,y) e AxC
és (r,y) € BxC <= (x,y) € (AxC)N (B x C), ez pedig adja az
allitast.

e) A bizonyitas az elgbbivel analog.
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f) (z,y) € (A\B)xC <= € A\BésyecC < (r€Aésx ¢ B) és
yel <= (r€eAésyecC)és(x¢BésyelC) < (z,y) € AxC
és (z,y) € BxC < (x,y) € (AxC)\ (B x (), ami adja az allitast.

g) A bizonyitas az el6bbivel ,azonos".

h) A feltétel miatt y € B adja, hogy y € C. Méasrészt: (z,y) € AX B <=
reAésyeB = z€AésyeC < (z,y) € AxC,ami adja az
allitast.

1.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha F' C A x B egy relacio, akkor

Dp1=Rp, Rp1=Dp, (Fh'=F, FYB)=Dp.

Megoldds.

— F, F7!, Dp_1 és Rp definicioja miatt y € B-re:

YyEDp1 < JxcA (y2)e F7! «—= JzcA (r,y) €F —
y € Rp, ami adja, hogy a Dp-1 és Rp halmazok elemei azonosak, tehat
DF—l == RF

— A masodik egyenl@ség bizonyitasa teljesen hasonlo.

— F~1 és (F~1)7! definicidja szerint: (z,y) € (F71)™! < (y,z) €
F~! <= (x,y9) € F, ami adja a harmadik halmazegyenléséget.

~ F7Y(B), F~! és Dy definici6ja miatt:

F'B)={z€A|3yeB,(yx)e F'}=
={re€AldyeB, (zv,y) € F}=Dr,
amit bizonyitani kellett.

1.7. feladat. Legyenek A, B, C' adott halmazok, F C Ax Bés G C BxC

relaciok. Bizonyitsa be, hogy (Go F)™' = F~1o G 1.

Megoldds. GoF és az inverz relaciok definiciéi miatt: (z,7) € (GoF) ™! +—=

(x,2) € FoG <= 3JyeB, (z,y €F, (y,2) e G < Jy € B,

(y,z) € F71 (2,y) € G = (z,2) € F71 oG}, ami adja az allitast.

1.8. feladat. Legyenek z, y, z kiilonboz6 elemek, A = {z,y, z}. Adjuk meg

az Osszes parcidlis rendezést az A halmazon, majd valasszuk ki ezek koziil a

rendezési relaciokat.

Megoldds. Az A parciélis rendezési, illetve rendezési relacioi A x A bizonyos
R részhalmazai. A x A-t a kovetkezd téablazat elemparjai alkotjak:

| T Y z
r|(z,z) (z,y) (z,2)
v (wx) (y,y) (v,2)
z | (z,2) (z,9) (272)
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Definici6 szerint V R C A x A parcialis rendezési (ill. rendezési) relaciora
(z,z), (y,y), (2,2) € R teljesiil (I1d. Kalkulus I. I/2. fejezet 9. definici6 a))
és Ry = {(x, ), (y,v), (2, 2)} parcialis rendezés A-n. Ha e harom rendezett
parhoz a tablazat fennmaradé elemparjai koziil barmelyiket hozzévessziik,
ugy az

)’ ($ay)} , Ro= {(ZE,{L‘), (y,y), (Z,Z), (y,:v)} )
),($,Z)}, R4:{(x,x),(y,y),(z,z),(z,:v)},
)’ (y,z)} , Re¢= {(ZE,{L‘), (y,y), (Z,Z), (Zay)}

I

Ry = {(ZE,{L‘), (y,y), (Z,
R3 = {(ZE,{L‘), (y,y), (Z,
Rs = {(ZE,{L‘), (y,y), (Z,

I

I

relaciok nyilvanvaléan parciélis rendezést adnak A-n.

Ha az R;(i = 1,...,6) relaciok mindegyikét kiegészitjiik az utolsod elempér-
jukkal egy sorban vagy oszlopban 1év6 még ,hianyz6” elempérral a tablazat-
bol és a kapott 12 relaciobdl elhagyjuk az egyenlék egyikét, tgy az

R7; = Ry U (z, 2); Ry = Ry U (y, 2); Rg = R3 U (y, 2);
Rigp = R1 U (2,9); Ri1 = Ry U (2, 2); Ris = R3U (y,2)

relaciok is parcialis rendezést adnak A-n.

Végiil, ha az Ri(k = 7,...,12) relaciokat ugy egészitjik ki a tablazat egy
elemparjaval, hogy tigyeliink arra, hogy a tranzitiv tulajdonsig teljesiiljon
(és a kapott 12 relaciobol most is elhagyjuk az egyenlsk egyikét), tgy az

Ri3 = R7 U (y, 2); Riy = Rg U (z, 2); Ri5 = Ry U (2,9);
Rig = Ry U (z,y); Ri7 = Ry U (y,x); Rig = R4 U (z,2)

relaciok is parcialis rendezést adnak A-n.
Az utols6 hat relacié rendezés is A-n.

Fuggvények

1.9. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f: A — B fiiggvény akkor és csak
akkor invertalhato, ha minden z,y € A, = # y esetén f(x) # f(y) (vagy
Vx,y € Aesetén f(x) = fly) = z=y).
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Megoldds.

a) Legyen f invertalhato. Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy 3 x,y €
A x # y hogy f(z) = f(y), igy a z = f(z) = f(y) € B esetén
(z,7) € f~1 és (z,y) € f~1, ami ellentmond annak, hogy f~! fiiggvény.

b) Tegyiik fel, hogy V =,y € A, = # y esetén f(x) # f(y). Ha (z,21) € f~!
és (z,x2) € f71, akkor (z1,2) € f és (wa,2) € f, azaz f(x1) = f(x2), igy
a feltétel miatt x; = xq, tehat f~! is fiiggvény, tehat f invertalhato.

1.10. feladat. Legyenek f C A x B és g C B x C fiiggvények. Ekkor go f

is fiiggvény, és V & € Dgop-re (go f)(x) = g(f(x)).

Megoldds. Ha (x,z1) € go f és (z,22) € go f, akkor F y1,y2 € BNC, hogy

(@, 91) € f, (y1,21) € g és (x,92) € f, (y2,22) € g. [ Figgvény, igy y1 = y2,

de g is fliggvény, igy z1 = zo kovetkezik, tehédt g o f fliggvény.

Ha z = (g0 f)(2), igy (z,2) €Ego f = Ty, (z,y) € fés (y,2) €9 =

dy, y=f(z), z=g9(y) = z=g(f(z)), ami adja a feladat allitasanak

masodik részét.

1.11. feladat. Igazolja, hogy ha f : A — B, g : B — C invertalhato

fiiggvények és Ry = B, R, = C, akkor g o f invertalhat6 és (go f)~! =

ftog

Megoldds. A feltételek mellett Dyoy = Dy, Ryoy = C. Ha z,y € A &s

(gof)(x) = (gof)(y), akkor az 1.10. feladat miatt g(f(x)) = g(f(y)), ami —
g invertalhatosaga miatt (1d. 1.8. feladat) — adja, hogy f(z) = f(y), s ebbdl
— f invertalhatosaga miatt — kovetkezik, hogy « = y, igy — az 1.8. feladat
miatt —a g o f fliggvény invertalhato.

A feladat masodik része kovetkezik az 1.7. feladatbol, hiszen f C A x B,
g C B x C relaciok.

1.12. feladat. Legyen f: A — B fliggvény, C, D C A.
Bizonyitsa be, hogy
f([CUD)=f(C)Uf(D), F(CND)C f(C)N f(D).
Adjon meg olyan f fiiggvényt és C, D C Dy halmazokat, hogy f(C N D)
valodi része f(C) N f(D)-nek.

Megoldds. A képhalmaz az U és N definicija alapjan:

—y€e€ f(CUD) <= Jze€(CUD), y=f(z) <= BzeC, y=f(z))
vagy (3z € D, y = f(z)) <= y € f(C)vagyy € f(D) < y¢€
f(C)YU f(D), s ez adja az els6 halmazegyenlGséget.

-ye f(CND) = Fzxz € (CND),y=f(x) = Fzel, y=f(x))eés
FzeD, y=f(z)) = yef(C)ésye f(D) = ye f(C)N[f(D),
amibdl kovetkezik a masodik egyenléStlenség.
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— Legyen C = {a1,a2}, D = {ag,a3}, B = {b1,b2},
f={(a1,b1), (a2,b2), (a3,b1)}  (f: A=CUD — B), akkor f(C) =
{b1, b2}, f(D) ={b1,b2} = f(C)N f(D) = {b1,b2}, ugyanakkor
CN D = {as} miatt f(CN D)= {bs}. Ekkor f(CN D) C f(C)N f(D),
de f(C'N D) # f(C)N f(D).

1.13. feladat. Legyen f: A — B fiiggvény és C,D C B.
Bizonyitsa be, hogy

fFHouD)=fHO)u D) fFHenD) = O N fTHD).

Megoldads.

~z€ ffY{CUD) < f(x) € (CUD) < f(x) € Cvagy f(z) €
D < zcfYC)vagyz € f7Y(D) = z¢c f~YC)U f~(D), ami
adja az els§ egyenlGséget.

~x € fY(CND) < f(x)e(CND) < f(r)€C¢és f(z) €D +—=
r€ fYC) sz e fUD) «— z€ f7HC)N f~YD), ami definicio
szerint adja a mésodik egyenl@séget.

1.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f: A — B egy fliggvény,
akkor

foida=f, idpo f=f.

Megoldas. f, ida, idp, o definicidja és az 1.10. feladat miatt:

— Riqg, = A= Dy, ezért Dyojq, = Dy, mésrészt (foida)(x) = f(ida(z)) =
f(x), vagyis az foida és f fuggvényeket meghatérozo rendezett elempa-
rok halmaza egyenls, igy igaz az els§ egyenl@ség.

— A masodik egyenl&ség hasonléan bizonyithato.

1.15. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f : A — B invertalhaté fiiggvény,
akkor

) f ! Of = ZdA )
b) (fof Yy =y VyeR; (azazha Ry= B, agy fof ' =idp);
c) f1 1nvertalhato és inverze [ .
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Megoldds. Az ismert definicidékat és az 1.10. feladatot felhasznélva:

a) Ry =Dy miatt Dy-15p = A= Djg,. Legyen x € Aésy = f(x), ekkor
x=f"y), fgy (f "o f)(x)=Ff"(f(z)) = f(y) = = = ida(z). Ezck
adjak az egyenlséget.

b) Legyen y € Ry és x = f~!(y). [ invertalhato, igy f(z) = y. Ekkor
(fofHly) = f(fy)) = f(z) = y, amibsl nyilvan kovetkezik a b)
allitas masik része is.

c) Az 1.6 feladat harmadik egyenldsége miatt (f~1)~! = f, ami adja, hogy
egyrészt f~! invertalhaté (mert inverze az f fiiggvény), masrészt f !
inverze f.

Gyakorl6 feladatok

1. Legyen X egy adott halmaz és A, B,C' C X. Bizonyitsa be, hogy
a) AUA=A, AnNA=A (idempotencia) ;
b) AU(ANnB)=A, An(AUB)=4;
c) AUD=Aes Anh=0;
d) A=B <— CxA=CxB;
e) ACAUBé ANBCA;
f) ACB +— CxBCCXA;
g) AA\B=ANCxB;
h) (AnB)\C = (A\C)N(B\C);
i) (AUB)\C = (A\C)U(B\C);
j) (A\B)UC =(AUC)\ (BUC) < C=1.
2. Legyenek A és B nemiires halmazok. Mutassa meg, hogy
AxB=BxA < A=B.
3. Legyenek A, B,C,D adott halmazok, FF C A x B, G C B x C és
H C C x D. Bizonyitsa be, hogy Ho (Go F)=(HoG)oF.

4. Legyen A egy halmaz, f C A x A relacié. Bizonyitsa be, hogy
f=f1 < fcf™
5. Legyenek f C A x B és g C B x C fiiggvények. Bizonyitsa be, hogy
a) Dgof C Df,
b) Dgof = Df <~ Rf C Dg,
c) gof=0 < RfND,;=0.
6. Legyen f: A — B fiiggvény és C, D C A. Igazolja, hogy
FCO)\f(D) C f(C\ D).
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7. Legyen f: A — B fliggvény és C, D C B. Bizonyitsa be, hogy
fTHCN\D) = fTHC)\ fFU(D).
8. Legyen f : X — Y fliggvény, A, B C X és C,D C Y. Bizonyitsa be,
hogy
a) ACB = f(4) C f(B),
b) Cc D = f~YO)c f~YD).
9. Legyen f: X — Y fiiggvény, A C X és B C Y. Bizonyitsa be, hogy
a) AC f1(f(4)),
b) f(f~1(B)) C B.
Adjunk sziikséges és elegendé feltételt arra, hogy egyenlGség telje-
siiljon V A C X, illetve B C Y halmazra.

10. Legyen f : X — Y fiiggvény, {A, C X| v € I'} nemiires halmazrend-
szer. Igazolja, hogy

a) f(U 4y)=U f4y),

yel’ yel
b) F(N Ay) C N f(A,).
el vyel

11. Legyen f : X — Y fiiggvény, {4, CY | v € I'} nemiires halmazrend-
szer. Mutassa meg, hogy
a) f7HU 4)=U (4,
yel yel’

b) fTHN Ay =N FHA).
vyel el



I1. fejezet
Szamok

A valds szamtest

2.1. feladat. Legyen z,y € R. Mutassa meg, hogy:
zy=0 <= zx=0vagyy=0.
Megoldds.

a) Ha x = 0, akkor a testaxiomékat és az egyszertisitési szabalyt felhasz-
nalva:

0-y+0=0-y=0+0y=0-y+0-y = 0-y=0.

y = O-ra hasonléan kapjuk, hogy = -0 = 0.
Tehat xy = 0, ha z = 0 vagy y = 0.

b) Tegyiik fel, hogy x # 0, y # 0-ra zy = 0, akkor a testaxiomék és a most
bizonyitottak szerint

O=a"l(ay) =@ a)y=1-y=y
kovetkezne, ami ellentmondas.
Igy xy # 0, ha x #£ 0 és y # 0 teljesiil.
2.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy V x € R esetén —z = (—1)z.

Megoldds. A testaxiomak és a 2.1. feladat miatt:
z+(—2)=0 é z+(-Dz=lz+(-Dz=>1+(-1)z=0-2=0,

ami adja, hogy
z+(—z)=z+ (-1,
s ebbdl az egyszertsitési szabaly miatt kovetkezik a feladat allitasa.

2.3. feladat. Legyen z,y € R. Bizonyitsa be, hogy
—(@+y)=(-2)+(-y) =—z -y,
—(zy) = (—2)y = 2(—y),
(—2)(—y) =y

19
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(specidlisan (—1)(—1) =1).

Megoldds. A testaxiomékat, a kivonés definiciojat és az el6z6 két feladatot
felhasznalva:

@ y) = (D@ +y) = (Do + (~Dy = (=) + (~y) = ~r -y,
ami adja az els6 egyenlGséget.

— (—z)y + 2y = (—x + x)y = 0-y = 0 mutatja (felhasznalva az inverz
egyértelmiségét is), hogy
xy additiv inverzére —(zy) = (—z)y kovetkezik.
A —(zy) = x(—y) egyenldség ugyanigy bizonyithato.
— Az el6bbiek és a —(—x) = = egyenl@ség miatt:
(—2)(—y) = —(z(=y)) = —(=(zy)) = =y ,
ami adja a harmadik egyenl@séget, melybsl x = —1, y = —1 esetén
kapjuk, hogy (—1)(—1) = 1.

2.4. feladat. Legyen z,y,u,v € R. Bizonyitsa be, hogy
(x+y)+(u+v)=(@+u) +y+v)=(@+v)+(y+u).
Megoldds. A + mivelet asszociativitasat és kommutativitdsat felhasznalva

(z4+y)+u+v)=((z+y) +u)+tv=(r+(y+u)+v=
=@+ @w+y)+v=_(r4+uw)+y)+v=(+u)+(y+v)=
=@x4+u)+w+y)=(z+u)+v)+y=(z+ (u+v))+y=
=@+ @w+u)+y=((z4+v)+u)+y=(x+v)+ (u+y) =
=@+v)++u),
ami adja az allitést.

2.5. feladat. Legyen z,y,u,v € R. Bizonyitsa be, hogy

(zy) (uv) = (zu)(yv) = (zv)(yu) .

Megoldds. A szorzas asszociativitasat és kommutativitasat felhasznalva

(2y) (w) = (zy)u)v = (2(yu)v = (@(uy))o =

(
= ((zw)y)v = (zu)(yv) ,

(zy)(wv) = (vy)(vu) = ((zy)v)u = (z(yv))u = (z(vy))u =
= ((zv)y)u = (zv)(yu) ,

s ezek adjak az allitast.
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2.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha x,vy,u,v € R, akkor
@-—y)+w—v)=@+u)—(y+v)=@—-v)+(u—y).
Megoldds. Ha a 2.4. feladatban elvégezziik az y — —y, v — —uv helyettesité-
seket, s hasznaljuk a kivonas tulajdonsagat, valamint a 2.3. feladatot, akkor

példaul

(z—y)+w—v)=(@+(-y)+ @+ () =(@+u)+((-y) + (-v) =
=@+u)+(=y+v)=(+u) - (y+v)

kovetkezik. A masik egyenléség hasonléan bizonyithato.

2.7. feladat. Ha x,y € R, = # 0,y # 0, akkor bizonyitsa be, hogy

11 1

vy wy

Megoldds. A feltételek miatt 3 (zy)~!. A testaxiomakat és a 2.5. feladatot
felhasznalva kapjuk, hogy

(@y)ey) " =1=1-1=(z 27 )y y ') =@y 'y,
ami az egyszer(sitési szabaly miatt adja az allitast. A masodik egyenlGség
az inverz és a reciprok egyenl@ségébdl jon.

2.8. feladat. Ha x,y,u,v € R és u # 0,v # 0, gy lassa be a tortet torttel
szorzas szabalyat, hogy — - y_ 2y
u v uw
Megoldds. A hanyados tulajdonsigét, a 2.5. és 2.7. feladtokat felhasznalva
T Y=l — —1,~1y _ —1_ Y
Y o) = () o) = ) =2
ami adja az allitast.

2.9. feladat. Legyen z,y,u,v € R, y # 0,v # 0. Bizonyitsa be a tortek
Osszeadasanak szabalyét, hogy
x  u  Tvtyu

y v yv

(zy) ' =( "),  azaz

c st 2

hasznélva

% — (a0 + yu) (o)~ = (20 + yu)(y~oY) =
= @)y v )+ (yu)(y o) =
= (2y (o ) + (yy H(w ™) =
:E.l_{_l.E:E_FE’
Y vy v
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ami adja az allitéast.
2.10. feladat. Bizonyitsa be, hogy V n,m € Nesetén n+m € Nésnm € N.

Megoldds. m-re vonatkozo teljes indukcio, a testaxiomak és N definicioja
segitségével bizonyitjuk a két allitast.

— Vn € Nesetén, ham =1, ugy n+ 1 € N. Tegylik fel, hogy n € N esetén
n+m €N, akkor n + (m+1) = (n+m) + 1 € N. Igy a teljes indukci6
elve alapjan V rogzitett n € N esetén Vm € N-re n +m € N.

— A most bizonyitott allitast is felhasznalva, hasonléan mint elGbb:

V n € N-re, ha m = 1, akkor n-1 =n € N. Tegyiik fel, hogy m € N-re
nm € N, akkor n(m+1) = nm+n € N teljesiil, ami adja a feladat masik
allitasat.

2.11. feladat. Mutassa meg, hogy V x,y € Z esetén x + vy, © — y, xy € Z.

Megoldds. Z definici6jat, a 2.3., 2.6., 2.10. feladat allitasait és a testaxidomé-
kat felhasznélva bizonyitunk. Ha x,y € Z, akkor 3m1,n1 € Nésmo,ng € N,
hogy x = m1 — ny, y = mg — no, akkor
—z+y=(m —n1)+ (m2—n2) = (m1 +ma) — (n1 + n2)
—x—y=(mp —ny1)— (ma —ng) = (M1 +n2) — (M2 +nq)
= zy = (m1 —n)(ma —ng) = [my + (—n1)] - [ma + (—n2)] =
= [m1(ma + (—n2))] + [(—n1)(m2 + (—n2))] =
[mima + mi(—n2)] + [(—n1)m2 + (—n1)(—n2)] =
[mimg + ning] + [—(ming + nims)| =
(myma+ning) — (ming+nime) € Z, melyek adjak a feladat allitasait.

eEZ;
€Z;

2.12. feladat. Legyen z,y € Q. Bizonyitsa be, hogy x + vy, z —y, zy € Q
és ha y # 0, akkor T e Q teljestil.
Yy

c st 2

a bizonyitasban.

Ha z,y € Q, akkor (definici6 szerint) 3 p1,p2,q1,92 € Z, ¢1 # 0,92 # 0,

D D2 .
hogy r = —, y = —, igy
q1 q2

_|_
7x+y:]£+]2:p1Q2 p2Q1€Q(
q2 4192

a1
Z, 12 #0) ;
— a tovabbi allitasok hasonléan bizonyithatok.

hiszen piga2 + p2q1 € Z, qiq2 €
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2.13. feladat. Legyen z,y € R ; n,m € N. Bizonyitsa be, hogy

(zy)" = 2"y",

(E) =2 avro)
- = ay )
Yy y"
xnmm — xn—&—m’

is felhasznalva:
—n = l-re (zy)! = zy = 2'y! miatt igaz az elss egyenléség. Tegyiik fel,
hogy (zy)™ = x"y", akkor
(zy)" ™ = (zy)"(zy) = (@"y")(xy) = (a"2)(y"y) = ="y,
s ezek a teljes indukcié elve alapjan adjak az elsé azonossigot V n € N
esetén.
— A masodik azonossag hasonléan bizonyithato.

— A harmadik azonosséig bizonyitédsahoz legyen n € N tetszélegesen rog-
zitett. Akkor m = 1 esetén z"z! = 2"z = 2"t adja az allitast. Ha
"™ = " akkor z"a™t! = 2"(2™x) = (2"2™)r = 2"z =
g(tm+l — gnt(m+l) - Egek pedig, a teljes indukei6 elve szerint adjék a
harmadik azonossagot V n,m € N esetén.

— A negyedik azonossag bizonyitasa az el6bbihez hasonlé.
2.14. feladat. Legyen k,n € N, k < n. Bizonyitsa be, hogy
n n n n n n n+1
pr— prm— ]_ 5 pr— 3 + pr— .
0 n k n—=k k—1 k k
Megoldds.
- (Z) definicidjat felhasznalva az els§ két allitas nyilvanvalo.
- Az

n n n! n!
(k _ 1> + <k> CE ) RO
nlk+nl(n—k+1) n!(n+1)

Hn—(k—1)  &(n+1)—k!

B (n+1)! _(n+1
_k!((n+1)—k)!_< k >

egyenlGségsor adja a harmadik azonossagot.
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2.15. feladat. Legyen z,y € R, n € N. Bizonyitsa be, hogy
n
n n i, Nn—1 . c21: )
= b lis tétel).
(z+y) ZE:O <Z>my (binomialis tétel)

Megoldds. Teljes indukciéval bizonyitunk, a testaxiémékat, az azokbdl szar-
maztatott ,,szamolasi szabalyokat” és a 2.14. feladatot felhasznélva. n = 1-re
az (x+y)l =x+yés EZ 0 ( )a:ly” ¢ =2t +y! =z +y egyenlSségek ssze-
hasonlitasa adja az allitast. Ha az allitas igaz valamilyen n € N-re, tgy

(z+y) " =(z+y)"(z+y) = LGg<7z>xiy”" (x4y) =
S Hpr

R
<n + 1> et kz< >$ky(n+1)—k+

n ntl)— n+1\ ,
+Z<k>mky( +1) k+< . )y +1 _

k=1

n+1\ . n k, (n+1)—k n+1\ a1
G 2 [(0) + ()] e (1)t <
_(n+1\ n+1\ b )=k n+1\ 1
(T (e
k=1

n+1
_ Z <n + 1> iyt

i
i=0

az allitas tehat n + l-re is igaz, s akkor minden n € N esetén is igaz.
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Rendezés (egyenlStlenségek) R-ben

2.16. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha x,y, z,u,v € R, akkor

a) r<y = x+z<y+z;
b) 0<z = —2<0;2<0 = 0<—=x;
c) 0<zANO<y = 0<uzy;
d 0<22va?=0;0<1;
e) 0<zAy<0 = 2y<0; 2<0ANy<0 = 0<uay;
1
f) O<:cy/\0<x:>0<y;0<;;
g) r<yNz<u = z+z<y+u;
z<yNz<u = z+z<y+t+u;
0<2AN0<y = 0<2+y; 0<2zAN0<y = 0<z+y);
h) z<ynNl<z = zz2<yz; 2<yNz<0 = yz <uxz
) O<y<zA0<z<v = yz<av;
j) 0<z<yAneN = 0<z"<y";
1 1
k) O<z<y = 0< —< —;
y oz
) neN = n>1;
m) VkeZesetén Al€Z , hogy k<l<k+1.
Megoldds.

a)

r<y = <y = zxz+z<y+2z2 Hax+2z=y+ z volna, ugy
r =y adddna, ami ellentmondés, igy ¢ + z < y + z.

a)-t felhasznalva pl. 0 <z = 0+ (—z) <z + (—z) = -z <0.
0<zNO0<y = 0<z2zA0<y = 0 < zy. Ha O = zy, akkor
0 =2V 0=y, ami ellentmondés, igy 0 < zy.

Haz =0 = 22=0; haO<z, akkor 0-0 <z -z, azaz 0 < x + 2 ;
1<0 = 0< -1 = 0-0< (~2)-(—2) =22 azaz 0 < 2%. Ha
r=1= 0<12=1.

0<zAy<0 = 0<2zAN0< -y = 0< —(zy) = 2y <0; a
masik allitas hasonléan igazolhato.

Ha y < 0 lenne, Ggy 2y = 0V zy < 0 jonne, ami ellentmondas. Ha
1 1 1

y=—, gy 0 <x-— A0 <z adja, hogy 0 < —.
x x x

Ha z = u, akkor az (i) axioma, illetve az a) allitas adaja a bizonyitando
allitast. Ha z < u, akkor z 4+ z < y + 2 Ay + z < y + u adja az allitast.
(A specialis esetek ebbdl nyilvanvaloak.)
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h) Hax <y, akkor 0 = —z+ 2 < —x+y, igy 0 < z miatt 0 < (—x+y)z =
—xz+yz = xz< (zz+ (—22)) +yz = xz < yz. Az allitds masik
része is hasonlé, hiszen z < 0 <— 0 < —z.

Hy<azAN0<z = yz<uzzész<ovAN0<zxz = xz < zv-bdl
kovetkezik, hogy yz < zv.

j) n = 2-re (az el6z6 allitds miatt) 22 = 2 -2 < y -y = y%, ha n € N-re
" <y, Ggy x < y miatt pedig 2" =z - 2" <y -y = y"*!, ami adja
az allitast.

k)0<z<y = 0<1,0<2 Tegyik fel, hogy 0 < L < 1, akkor
(0<x<ymiatt)1:x~%<y‘%:1, ami ellentmondas, igy0<%<%
igaz.

1) Ha n = 1, akkor 1 > 1 igaz. Tegytk fel, hogy n = k-ra k > 1, akkor
1 > 0 miatt £+ 1 > 1 is igaz, ami az indukciés axiéma miatt adja az
allitést.

m) Ha létezne k,l € Z , k<l < k+1,akkor |l —k € ZNO <[] —k =
l—keN = [—k>1 = [ >1+k, ami ellentmondés.

2.17. feladat. Legyen z,y € R. Bizonyitsa be, hogy
a) |[z| <y < —y<z<y,
b) |z <y <— —y<z<uy.

Megoldds. Az abszolutérték definiciojat és az egyenlGtlenségek eddig meg-

ismert tulajdonsigait felhasznalva:

a) Ha |z| <y, akkor x < |z| és —x < |z| adja, hogy z < y és —z < y, azaz
—y <z, a ezekbdl —y < x < y kovetkezik.
Ha —y < 2z <y, akkor 0 < z-re: z <y és|z| =2 = |z| <y,
x < O-ra: a —y < z-bdl kapott —x < y egyenl6tlenség és az |x| = —x
adja, hogy |z| <y, igy V = € R esetén |z| < y.

b) Hasonloan bizonyithato (< helyett <-et irunk).

2.18. feladat. Bizonyitsa be, hogy az R-beli d(z,y) = |z — y| (z,y € R)
tavolsagra d(x,y) > 0, d(z,y) = d(y,x) , d(z,y) < d(z,z)+d(y, z) teljesiil.

Megoldds. Az abszolutérték tulajdonsigait és a testaxiomakkal kapcsolatos

feladatokat felhasznalva:

—d(z,y) = [z -yl =0,

—dwy)=lr—yl=|-(y—2)| =y — = =dy,x),

- d(z,y) =le—yl=|(z—2)+ G-y < |lz—zl+lz—yl = [z —z|+|y—2| =
d(z,z) + d(y, 2)

adjak allitasainkat.
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2.19. feladat. Bizonyitsa be, hogy az R-beli K (x,r) kornyezetre teljesiil-
nek a kovetkezdk:
a) ha g € R és r > 0, akkor xg € K (xq,7),
b) hazg € R, r >0 és z € K(xg,7), akkor 3 ¢ > 0, hogy K(z,e) C
K (x,7),
c) haz,ye R, x #y, akkor 3 r > 0, hogy K(x,r) N K(y,r) =0,
d) hazg e R, r >0, akkor K(zo,r) =|xo — 1,20 + 7].

Megoldads.

a) d(xg,z0) = |xg — zo| = |0] = 0 < r adja az allitast.

b) Legyen ¢ = r — d(x,z¢). Ha y € K(z,¢), azaz d(y,z) < e, akkor a
2.18. feladat harmadik allitasa miatt (hdromszog egyenlétlenség):
d(y,xo) < d(y,z) + d(z,z0) < e +d(z,x0) =7,
tehat y € K(xo,r), igy K(x,e) C K(zo,r).

1

c) Legyenr = Ed(x, y). Halétezne y € K(z,r)NK (y,r), ugy (a haromszog-
egyenlétlenséget felhasznalva) d(x,y) < d(z,z2) + d(z,y) < r = d(z,y)
kovetkezne, ami ellentmondas, ezért K(z,r) N K(y,r) = 0.

d) A kornyezet definicidja, a 2.16. és 2.17. feladatok alapjan: x € K(xo,r)
= x—xp| <1 = —r<z—x9<7r <= r-r<zc<zgtr <
x € |xg — r,xo + 7| adja az allitast.

2.20. feladat (Bernoulli-egyenlétlenség). Bizonyitsa be, hogy ha
neN, xeRés x> -1, akkor

14+2)">14+nx.
Egyenl6ség <> teljesiil, ha n = 1 vagy = = 0.

Megoldds. Teljes indukcioval.
n = l-re az allitas nyilvan igaz. Ha n-re igaz, akkor 1 + x > 0 miatt

(142)" = (142)"(142) > (1+nz)(142) = 1+nz+z+nz? > 1+(n+1)z,

igy az allitds minden természetes szdmra igaz.
Az egyenlGségre vonatkozo allitas egyszert.

2.21. feladat (Cauchy-egyenlStlenség). Bizonyitsa be, hogy ha n € N
és ay,...,an € Ry, akkor

Gni nal'...'ang B ) iATL)
n

egyenlGség <> teljesiil, ha a1 = ao = - -+ = ay.
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Megoldds. Teljes indukcioval.
n = 1 esetén az allitds nyilvan igaz.

Tegyiik fel, hogy G,,—1 < A,,_1 és = <=, haay =as = -+ = a,_1. Mivel
1 n—1 a
a 1
=A 4|1 - =
e ()]
) an 1 ] . . ) hs
és ———— — — > —1 igy a Bernoulli-egyenlGtlenség felhasznalésaval
n-A,_1 n

An—l
2 (Gn—l)n_ an = a1 Ap—1 " Qp = (Gn)n )
ami adja, hogy G,, < A, és egyenlGség <= van, ha —1=0.
n—1
a; = -+ = ap—_1-et felhasznalva ez azt jelenti, hogy a, = a1 (=ag=--- =

= ap—1). Az indukcids axioma miatt az éllitas igaz.

2.22. feladat (Chauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlStlenség).
Legyenek x1,...,Zn,y1,...,yn € R, akkor bizonyitsa be, hogy

(5) =(5) (59)

Megoldds. Legyen f: R — R, f(t) =

M:

(xit+y;)?, akkor f(t) >0Vt € Rés

7

IM:,E

n

flt)= <Z > t24-2 (Z mzyl> t+< 22> .Ha Z 2?2 =0 (azaz V x; = 0),

i=1 =1 = i=1
akkor az alhtas nyilvan i 1gaz

n n

Legyen Eaj > 0. Ha Eaj =a, 2 zy; = bés Y y? = ¢, akkor

i=1 i=1 i=1 i=1
b
2a
ha b? — 4ac < 0, ami az elébbi jelolések felhasznalasaval adja az allitast.

2 2
b —4
f(t):at2+bt+cza<t—|— > _Tac' ft) >0V teResetén <~
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R teljessége

2.23. feladat. Bizonyitsa be, hogy V A C R nemiires, feliilr6l korlatos hal-
mazra sup A egyértelmd.

Megoldds. Ha3 a, 8 € R, hogy a = supA, 3 = supA, akkor supA definicioja
miatt o < 3 és § < « is teljestil, ami csak o = 3 esetén teljesiilhet (hiszen
pl. a < (8 esetén a < « kovetkezne).

2.24. feladat. Bizonyitsa be, hogy V A(# () C R feliilrsl korlatos halmaz-
nak (8 akkor és csak akkor pontos fels6 korlatja, ha fels6 korlat és V e > O-ra
Jxz € A hogy x > [ —¢ (azaz V € > O-ra § — € nem felsg korlat).

Megoldds. A pontos fels6 korlat definici6jat felhasznalva.

— Legyen 3 = supA, akkor (3 felss korlatja A-nak és V e > O-ra 3 —e(< f3)
nem felsd korlat, ami adja, hogy 3 € A, hogy x > 8 — ¢.

— Ha ( fels6 korlatja A-nak és Ve > 0 esetén dx € A, x > 3 — ¢, akkor
tegyiik fel, hogy 3v € R, hogy ~ fels6 korlatja A-nak és v < .
Ha e = 3 —v > 0, ugy a feltétel miatt 3 x € A, hogy x > f—¢ =
7, ellentmondasban azzal, hogy ~ fels6 korlat. Igy A béarmely v felss
korlatjara v > (8 kell, hogy teljesiiljon. Tehat (§ pontos felsé korlatja
A-nak.

2.25. feladat. Legyen A, B C R olyan, hogy A C B. Bizonyitsa be, hogy
ha 3 sup A és 3 sup B, akkor sup A < sup B.

Megoldds. Ha o = sup A, 0 = sup B és az allitassal ellentétben feltessziik,
hogy < «, akkor ¢ = a — 8 > 0 mellett az el6z6 feladat miatt (3 a =
supA) 3z € A, hogy z > a —e¢ = (3. Ugyanakkor A C B miatt z € B is
teljesiil, ezért x > (3, ami ellentmond annak, hogy 6 = sup B. Tehat a < 3
kell, hogy teljesiiljon, amit bizonyitani kellett.

2.26. feladat. Haaz A C R halmazra 3 sup 4, akkora —A = {z | —x € A}
halmaznak létezik pontos alsé korlatja és inf(—A) = —sup A.

Megoldds. Ha 8 = sup A, akkor V x € Ara ¢ < 8. Ha z € —A, akkor
—x € A, igy —x < 3, azaz —( < x teljestl, tehat —( also korlatja —A-nak.
Ha « tetsz6leges alsd korlatja —A-nak, akkor nyilvan —a fels6 korlatja A-
nak ésrd —a > 3, azaz a < —[3 teljesiil. Ezek (definici6 szerint) adjak, hogy
3 inf(-A) = -0 = —supA.

2.27. feladat. Ha A)B C Ré A+ B = {z+vy |z € A,y € B}, akkor
bizonyitsa be, hogy ha 3 sup A és sup B, akkor 3 sup(A + B) és
sup(A + B) = sup A + sup B.
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Megoldds. sup A és sup B definici6ja miatt V 2 € A, y € B esetén

x < supA, y <supB, igy v +y < sup A + sup B, tehit sup A + sup B

fels6 korlatja A+ B-nek, ami (R teljessége miatt) adja, hogy 3 sup(A+ B).

Ha € > 0 adott a 2.24. feladatot is felhasznélva 3 z¢g € A, yo € B, hogy
€ € .

xo > sup A — 3 Yo >sup B — 5 878 T +yo > sup A + sup B — ¢, amibdl

(4jra hasznélva a 2.24. feladat allitasat) kapjuk, hogy sup A 4 sup B pontos
felss korlatja A + B-nek.

2.28. feladat. Hatdrozza meg a Hy = {1 |n € N} és Hy =]0,1[n{2} hal-
mazok supremumat és infimumét.

Megoldds. A definicidkat és az egyenlGtlenségek tulajdonsagait hasznalva:

1
— Han e N, gy 0 < —, igy 0 als6 korlatja Hi-nek. Ha ¢ > 0 tetszdleges
n
valés szam, igy — mivel N feliilr6l nem korlatos — 3 n € N, hogy

0< - <mn,azaz — < e =¢e—0. Ezek (a 2.24. feladat miatt) adjak, hogy
€ n
inf H1 = 0.

1
— Han € N, akkor n > 1, azaz — < 1, igy 1 felsg korlatja Hi-nek. Ha
n

e > 0 tetszleges, akkor x =1 € Hi-re 1 > 1 — ¢ (hiszen ez ekvivalens a
0 > —e¢, illetve € > 0 egyenl6tlenséggel). S ezek egytitt (a 2.24. feladat
szerint) adjak, hogy sup Hy = 1.

— 0 also korlatja Ho-nek, mert = €]0,1[-re 0 < z teljesiil és 0 < 2 is igaz
(hiszen 0 < 1 ismert, amibdl jon 1 < 1+ 1 = 2, majd ezekbdl, hogy
0 < 2). Hae > 0 valos szam, ugy - mivel |0, [N]0, 1[ nemiires - 3= € Ha,
hogy = < ¢, azaz € nem als6 korlat, igy Ho barmely also korlatja kisebb,
vagy egyenls 0-val. Tehat 0 pontos alsé korlat.

— Nyilvan V ¢ € Hyre o < 2, ezért 2 felsg korlatja Ho-nek. Ha e > 0
tetszoleges, akkor 2 € Hg és 2 — e < 2 (ami igaz, mert 2 —e < 2 <=
—e <0 <= ¢ > 0) miatt felhasznéalva a 2.24. feladatot, kapjuk, hogy
sup Hy = 2.

2.29. feladat. Igazolja, hogy x,y € Ry ; n,m € N és k € Z-re

VT =EE =B V= e V= (Y s <y

Yz < /y teljesiil.

Megoldds. Az n-edik gyok definiciojat és a hatvanyozés azonossagait felhasz-

nalva:

~r=a, Yy=b = r=a", y=00" = zy=a"b" = (ab)"
ab = p/zy, s ezek adjak az els6 azonossagot.
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— A tovabbi azonosségok hasonléan bizonyithatok.
~ Ha {/x < {/y, akkor az egyenlétlenségek (2.16. feladatban) bizonyitott

tulajdonsaga miatt ({/z)" < ({/y)" <= =z < y. Hax <y, akkor az
allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy {/x > t/y. Ebbdl pedig ({/x)" >
(¢v/y)" <= =z > y kovetkezik, ami ellentmondas, igy csak {/z < /y
teljesiilhet.

Ezzel bizonyitottuk a feladat utols6 allitasat is.

R topologiaja

2.30. feladat. Legyen a,b € R, a < b. Bizonyitsa be, hogy

a) Ja,bl, Ja,+o0[ és ]| — oo, a[ nyilt és nem zart,
b) [a,b] , [a,+0o0] és ] — 00,a] zart és nem nyilt,
c) Ja,b] és [a,b] nem nyilt és nem zart.

Megoldads.
a) Megmutatjuk, hogy V ¢ €]a,b[ esetén 3 r > 0, K(zg,r) Cla,b].

Legyen r = inf{z¢ —a,b— z}, akkor a 2.19. feladat d) része miatt
Ve K(xg,r)eseténz <zo+r<zg+(b—x9)=bésxz>x9g—1>
xo — (vo — a) = a, azaz x €|a,b[, igy K(zo,r) Cla,b[. Ha zo €]a,+o0]
vagy xo €] — 00,al, akkor r = |a — x¢| esetén K (zg,r) Cla,+oo], illetve
K(zg,r) C] — 00, al, ami adja, hogy ezen intervallumok is nyiltak.

Az a € R valds szam nyilvan torlédési pontja mindegyik intervallumnak
(hiszen pl. V r > O-ra K(a,7)N]a,b]= K(a,7) # 0, ha r < b, illetve
K(a,r)N]a,b[=]a,b[# 0, ha a < r), de a nem eleme egyik intervallumnak
sem, igy van olyan torlédasi pontja, mely nem eleme a halmaznak, ezért
nem zartak.

b) Crla,b[=] — c0,a[U]b,+o0] , Crla,+o0[=] — c0,a[ és Cr] — 00,a] =

la,+o0[, igy a zart halmaz definicioja és a feladat a) része miatt az itt
szerepld intervallumok zart halmazok.

Egyik intervallum sem nyilt halmaz, mert a nem bels§ pontjuk (mert
pl. Vr > 0 K(a,r)-b8l Ja — r,a[ vagy ]a,a + r[ nem része a megfelels
intervallumnak).

la,b] nem nyilt, mert b nem bels§ pontja és nem is zart, mert az a
torl6dési pontja, de nem pontja a halmaznak.

Hasonloéan bizonyithatjuk az [a, b[-re vonatkozo allitast is.

2.31. feladat. Hatéarozza meg a H =|—1,1JU{3} U]4, 5[U][7, 8] halmaz belsd,
hatar, kiils, torlodasi és izolalt pontjainak halmazat.



32

II. SZAMOK

Megoldds.
~ H bels6 pontjainak halmaza a H® =] — 1,1[U]4,5[U]7, 8] halmaz. ¥V x €

Hra x €] — 1,1 vagy = €]4,5] vagy = €]7,8][ teljesiil, de ezen inter-
vallumok nyilt halmazok, igy 3 r, K(z,r) része valamelyiknek, és igy
K(x,r) C H. Mas bels6 pont nem lehet: az {1,7,8} halmaz elemei,
ahogy ezt a kordbbiakban bizonyitott mdédon beldthatjuk, nem belsé
pontjai H-nak.

H hatarpontjainak halmaza a 0H = {—1,1, 3,4,5,7,8} halmaz. Példaul
1€ 0H, mert V K(1,7) esetén K(1,r)N] —1,1[# 0 és K(1,7)NCH # 0.
A OH t6bbi elemére hasonl6 a bizonyités.

H kiils6 pontjainak halmaza a H* =]—o0, —1[U]1, 3[U]3,4[U]5, 7[U]8, +00]
halmaz. H* elemei valoban kiils6 pontok, mert belsé pontjai C H-nak (hi-
szen V o € H* a H*-ot definialo valamelyik nyilt halmaz eleme). R\ H*
elemei pedig a mar vizsgalt HY és OH elemei.

H torlodasi pontjainak halmaza a H' = [—1,1] U [4,5] U [7, 8] halmaz.
H' elemei valoban torlodasi pontok (mert belss, vagy hatarpontjai H-
nak). Egyszertien belathato, hogy R\ H’ elemei nem torlodasi pontjai
H-nak.

H-nak egyetlen izolalt pontja van: a 3 valos szam. 3 izolalt pont, ugyanis
3€ Heés3¢ H, mert K(3,1) N H = {3}, igy K(3,1)-ben nincs a 3-t6l
kiilonb6z6 pontja H-nak. H méas eleme nem lehet izolalt pont, mert azok
torlodasi pontok.

2.32. feladat. Hatarozza meg Q C R bels6, hatar, kiils6, torlodasi és izolalt
pontjait.

Megoldds.
— @-nak nincs belss pontja, mert V zg € Q és V r > 0-ra K (xg,r)-ben van

irracionalis szam, igy K(zg,7) ¢ Q.

- 0Q =R, mert Vo € Résr > 0-ra K(x,r)-ben van Q-beli, illetve CQ-beli

(irracionalis) szam is.

— @-nak nincs kiils§ pontja, mert V K (xg,r)-ben van Q-nak eleme.
- Q' =R, mert Vzy € R és r >0 esetén K (xg,r)-ben van Q-beli elem.

— @Q-nak nincs izolalt pontja, mert az el6bbiek szerint V z¢ € Q torlodési

pontja Q-nak.
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2.33. feladat. Bizonyitsa be, hogy Z zart és nem nyilt, Q nem nyilt és nem
zart.

Megoldds.

— Ha zg € R\ Z, akkor 3 z € Z, hogy z¢ €]z,z + 1], ami nyilt halmaz,
igy 3 K(xo,7) Clz,2 4+ 1[C R\ Z, azaz xo belsé pontja R \ Z-nek, ezért
R\ Z = CrZ nyilt és akkor definicié szerint Z zart halmaz.

Z nem nyilt, mert V K(z,r)-ben van irraciondlis szam, igy V K (z,r) ¢ Z.

— Ha 9 € Q és r > 0 tetszoleges, gy K (xg,r)-ben van irracionélis szam,
ezért K(zg,r) ¢ Q, igy xp nem belss pontja Q-nak.

Q" = R miatt Q nem tartalmazza az irracionalis torlodasi pontjait, igy
nem zart.

2.34. feladat. Bizonyitsa be, hogy a H = {1 |n € N} U {0} halmaz kom-
pakt.

Megoldds. Egy H C R halmaz <= kompakt, ha korlatos és zart (Heine-
Borel tétel).

1 1
— H korlatos, mert 0 < — és n > 1 miatt — < 1 (tehat alulrél és feliilrdl is
n n
korlatos).
— H zart, ha minden torl6dési pontjat tartalmazza.
1
0 torlodési pontja H-nak, mert ha r > 0, ugy 3 no € N, hogy ng > —
r
1
(hiszen N feliilr6l nem korlatos halmaz), ezért 0 < — < r miatt
no
1
— € K(0,7). H-nak nincs mas torlodasi pontja. Ha ugyanis zg €
n

R, zo < 0, illetve x¢ > 1, akkor r = |xg|, illetve r = xy — 1 vélasztassal
K(xg, )N H = 0.

1 1

Ha pedig ©9 ¢ H, 0 < g < 1, akkor 3n € N, —— < zy < —, azaz
n—+1 n

xo €] R E[ nyilt intervallum és igy 3 K (zq,7) C]—n ey E[’ melyben

nincs H-beli elem, igy ¢ nem torlédasi pont.

1
Végiil az {— [n € Np C H halmaz elemei izolalt pontjai H-nak, mert
n
1 1
egyszeriien belathato, hogy 3 7, > 0, hogy K(—,r,) N H = {—}, azaz
n n

1 1
K(—,r,) nem tartalmaz —-t6l kiillonboz6 H-beli elemet.
n n
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Gyakorlo feladatok

xr —XT T
Legyen z,y € R, y # 0. Bizonyitsa be, hogy —— = — = —.
Yy Yy -y
Legyen z,y,u,v € R, y # 0,v # 0. Igazolja, hogy r_w_zrv—yu
y v Yyvu
Bizonyitsa be, hogy ha n € N, akkor —n ¢ N, tovabba n,m € N, n #m

esetén n —m € N, vagy m —n € N.

n
T
Bizonyitsa be, hogy =,y € R és n,m € Z esetén (zy)" = z"y", <§> =

:L,n
— hay#0; z"2™ =2"™; (a")™ = ™™,
Yy

Legyenek x1,...,2n, y1,-..,yn € R. Bizonyitsa be, a

n n n

D (@ity)? <D i+ 1D vl
i=1 i=1 i=1

Minkovszki-egyenl&tlenséget.

Bizonyitsa be, hogy ha az A C R halmaznak 1étezik pontos als6 és pontos
fels6 korlatja, akkor inf A < sup A.

Legyen A, B C R, hogy A C B. Bizonyitsa be, hogy ha 3 inf A és
3 inf B, akkor inf A < inf B.

Ha az A C R halmazra 3 inf A, akkor a —A = {z | — x € A} halmaznak
létezik pontos felss korlatja és sup(—A) = —inf A.

Ha A, B C R és elemeik nemnegativ szamok, hogy 3 sup A és sup B, ak-
kor az AB = {zy |z € A,y € B} halmazra 3 sup(AB) = (sup A)(sup B).

10. Hatarozza meg a

- {or(1-4) wer)

halmaz pontos fels§ és pontos alsé korlatjat.

11. Ha A, B C R és d sup A, sup B, inf A, inf B, akkor AU B-nek is 1étezik

pontos fels és pontos alsé korlatja és
sup(A U B) = max {sup 4, sup B} ; inf(A U B) = min {inf A4, inf B}.

12. Igazolja, hogy =,y € Ry és r,s € Q esetén

r r,r xT a;.r r4s r,..8 T\$8 rs
(zy)" =a"y"; g) =g F= (") =a".
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13. Hatéarozza meg N (a természetes szamok halmaza) belss, hatar, kiils,
torlodasi és izolalt pontjainak halmazat.

14. Adjon meg R-ben végtelen sok olyan nyilt halmazt, melyek metszete
nem nyilt, illetve végtelen sok olyan zart halmazt, melyek egyesitése nem
zart.

15. Bizonyitsa be, hogy minden H C R véges halmaz kompakt.
16. Bizonyitsa be, hogy ]0,1[C R nem kompakt.






II1. fejezet
Sorozatok

Alapfogalmak és kapcsolatuk

n
3.1. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <?> sorozat korlatos, szigortan
n

monoton novekeds és konvergens.

Megoldads.
— A korlatossaghoz azt kell megmutatni, hogy 3 K € R4, hogy |25| <
K (VneN).
L <1l <= n<n+1 <= 0<1 amiigaz, tehat K =1
n+1 n+1
valasztéassal definicié szerint kapjuk a sorozat korlatossagat.
1
- <n+ = n?+2n<n?+2n+1 < 0 < 1 miatt, definici6
n+1l n+2

szerint kovetkezik a sorozat szigortt monoton névekedése.

— Megmutatjuk, hogy a sorozat konvergal az 1 val6s szdmhoz. Legyen

1
e > 0 tetszSleges valos szam, akkor — — 1 € R-hez (mivel N feliilrsl nem

1 1
korlatos) 3n(e) € N, hogy n(e) > ——1,igy Vn > n(e)ra n > ——1 <=

€
1 1 — 1 1
n+tl>- &= —<¢ <= n —1:n (n+): <
€ n+1 n+1 n+1 n+1
g,azaz Ve >0 I n(e), Vn > n(e) ‘%—1 < g, ami definici6 szerint
n

n
azt jelenti, hogy az <?> sorozat konvergens és hatarértéke 1.
n

— A konvergencia abbdl is adodik, hogy a sorozat monoton noveked§ és
feliilrsl] korlatos.

37
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(_1)n+1

3.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy a <—
n+1

> sorozat korldtos, nem mo-

noton és konvergens.

Megoldads.
(=D L el 1 cndl «=0< (ami igaz) adja, h
= n n (ami igaz) adja, ho
n+l | n+l saz) acya, 1oy
K = 1 mellett sorozatunk teljesiti a sorozat korlatossaganak definiciojat.
1 1 1
—a] ==, G = ——, a3 = T ezért sem a, < apy1, sem ay > Ap41 DEmM

teljesiil V n € N esetén, igy a sorozat nem monoton.

— Megmutatjuk, hogy a sorozat konvergens és hatarértéke 0.
(_1)n+1

1
—0‘ lieory miatt, mivel V ¢ > O-ra (az elgbbi feladattal
n

n+1
1 1
azonos gondolat szerint) — — 1-hez 3 n(e) € N, hogy n(e) > — — 1, igy
€ €
1 1
Vn>nlE)ran>-—-1 < n+l1>- < < ¢, kapjuk,
5 5 n+1
(_1)n+1
hogy ‘? — 0‘ < g, ami adja az allitast a konvergencia definicioja
n
szerint.

1
3.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <

—'> sorozat korlatos, szigorian mo-
n!

noton csokkend és konvergens.

1 1 1
- Az — = —— < — < 1 egyenl6tlenségsor adja, hogy |—
n! 1-2-...-n n n!

1V n € N-re, ez pedig definici6 szerint a sorozat korlatossagéat jelenti.

1 1
- = > —— <= nl<nlnh+l) <= 1<n+1l <= 0<n
n! (n+1)!

(ami nyilvan igaz V n € N-re) adja, hogy a sorozat szigorian monoton
csokkend.

— Megmutatjuk, hogy a sorozat hatarértéke 0.

1
= — < — egyenlGtlenséget és azt
nl n

1
Ha & > 0 tetsz6leges, ugy az ‘—' -0
n!

1
felhasznalva, hogy N feliilr6l nem korlatos, 3 n(e) € N, n(e) > o ezért
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1 1 1 .
Vn>nE)ran>—- < - <e¢ = — — 0] < &, ami éppen azt
5 n n!

1
jelenti, hogy - 0.
n!

— A konvergencia abbdl is kovetkezik, hogy a sorozat monoton csokkend és
alulroél korlatos.

3.4. feladat. Bizonyitsa be, hogy a ((—1)"n) sorozat nem korlatos, nem
monoton és nem konvergens.

Megoldads.

— Ha létezne K € R, hogy |(—1)"n| =n < K V n € N-re, akkor N feliilrgl
korlatos lenne, ami ellentmondés, igy a sorozat nem korlétos.

— a1 = —1, as = 2, a3 = —3 adja, hogy nem teljesiilhet V n € N-re
an < apy1 €s an > apg1 sem, igy a sorozat nem monoton.

— Ha a sorozat konvergens lenne, tigy az ismert tétel miatt korlatos lenne,
ami ellentmondas, igy a sorozat nem konvergens.

NG

1
3.5. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <—> sorozat korlatos, monoton

csokkend és konvergens.

Megoldads.
1 1
- ‘ﬁ = N <1 <=1</n <1< n (amiigaz) miatt a korlatossag
definicidja adja az els§ allitast.

VneN ! > !
-Vn -re —

vn o ovn+1
n+1 <= 0 < 1 (ami igaz) adja, hogy a sorozat szigortian monoton
csOkkend.

>0 <= 0<yn<vn+l <= n<

— Az els6 két allitas igaz volta adja a sorozat konvergencidjat.

1 1
Ha megmutatjuk, hogy inf {—} = 0, azt is kapjuk, hogy — — 0.

vn Vn

1
VnéeNre0)< — <= 0<1 (hiszen \/n > 0), ami igaz, adja, hogy

NG

1
0 als6 korlatja az {—} halmaznak. Ha e > 0 als6 korlat lenne, ugy

NG

V nre 0 < ¢ < — teljesiilne, ami ekvivalens a 0 < /n < — illetve az
€

NG
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1
n < — egyenlStlenséggel V n € N esetén, ellentmondésban azzal, hogy

N felulrol nem korlatos.

3.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy V K € N rogzitett szamra

lim n* = 400, lim —nf = —cc.

n—oo n—oo

Megoldds. Be kell latni, hogy ¥ K € R -ra 3n(K), Vn > n(K)-ran* > K.
Utobbi egyenlStlenség ekvivalens az n > VK egyenltlenséggel.

N feliilr6l nem korlatos, igy V K € Ry-ra 3 n(K) € N, hogy n(K) > VK,
igy V n > n(K)-ran > VK, azaz n* > K, s ezt kellett bizonyitani.

A masik allitas teljesen hasonldéan bizonyithato.

3.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy V k € N rogzitett szamra lim ¢/n = +oo.

n—~o0

Megoldds. Azt kell most belatni, hogy V K € R -ra 3 n(K), hogy
Vn>n(K)ra &/n>K.

Az utobbi egyenlétlenség ekvivalens az n > K* egyenlGtlenséggel.

Az, hogy N feliilr6l nem korlatos adja, hogy V K € Ri-ra 3 n(K), hogy
n(K) > K¥ igy Vn > n(K)ran > K¥ < {/n > K, s ez adja az
allitast.

Sorozatok és miiveletek, illetve rendezés

3n+1 3
feladat. B h 1 — = ——.
3.8. felada izonyitsa be, hogy lim S +3 2
Megoldds. A
1
3n+1 3t
_ o 3
2n+3 9.2
n
1
egyenlGséget, azt, hogy hm 3 =23, lim(-2) = -2, lim — = 0és a
n—oo n—oo n
miiveleti tulajdonsagokat felhasznalva
1 : 1
- 1 3+ —
T R e sl ninio< +n> 340 3
lim ——— = lim = AN = - _2

n—oo —2n+3 n 00_2_{_5 lim <_2+_> 240 2

n—oo
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100
3.9. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim 2—71 = 0.
n—oo n* + 1
Megoldds. A
100
100n
2 - 1
n+1 14—
n
egyenl@séget, azt, hogy lim — =0, lim 1 =1 és a miiveleti tulajdonsigo-
n—oo n n—oo
kat felhasznalva:
100 lim 100
1 o e
im 1120—?:11: lim — g = e N :%:0.
n—oo n—oo
n n—oo n

1 2 -1
3.10. feladat. Szamitsa ki az <—2 + =+ + n—2> sorozat hatéarérté-
n n n

két.

-1
Megoldds. Ismeretes, hogy 1 +2+---+n—1= u, igy az
1 2 n—1 1+2+---4+n-1
n2 * n2 + nz n2 -
1
_(n—=1)n n-1_ 1_5
w2 2 2
egyenlGségsor, az ismert hatarértékek és a mtveleti tulajdonsidgok miatt:
1 1
(12 n—1 b= n
JE&(m*ﬁ*'“* 2 >—n1£"£.‘o “3
o . 1 1 1
3.11. feladat. Szamitsa ki az ( —— + —— + --- + ———— ) sorozat ha-
1.2 2.3 n(n+1)
tarértékét.
Megoldds. Az
1 1 1
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egyenlGség miatt
1 1 1

T2 23T T amr)

() g)ee

ami adja, hogy

i 1 + L + + 1 li 1 1
im [ —+—+-+ ——— | = lim — =)=
nsoo\1-2 2.3 nin+1) n—00 n

3.12. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha k € N tetszGlegesen rogzitett és

3 lim a1, =a1,..., lim ag, = ag, akkor
n—oo n—oo

3 lim (a1 + - +agn) = a1+ +ag, lim (a1n - agn) = ar-- - ag.
n—oo n—oo

Megoldds. A bizonyitast k-ra vonatkozo teljes indukcioval végezziik.
Az 6sszeadéasra: k = 2-re az allitas igaz (ahogy ezt az elméletben tanultuk).
Tegyiik fel, hogy k — 1-re igaz, hogy

lim (a1, + -+ ag_1)n) = a1 + -+ ag
n—oo
akkor
lim (a1, + -+ agp) = lm [(@1n + -+ ag—1)p) + akn] =
n—oo n—oo
= lim (a1n + -+ ap—1y,) + lim ap, =
n—oo n—oo
= (a1+~‘+ak_1)+ak:a1+"-+ak .
A szorzésra a bizonyitis hasonlé.

3.13. feladat. Legyen k € N rogzitett, (a,) olyan sorozat, hogy a, — a,
akkor bizonyitsa be, hogy a* — a*.

Ha a,, > 0 és a, — a > 0, akkor bizonyitsa be, hogy &a, — ¥/a.

Ha k € Z rogzitett, (a,) olyan sorozat, hogy a, > 0 és a, — a > 0, akkor
bizonyitsa be, hogy a* — a*.

Ha r € Q tetszdleges, (ay) olyan sorozat, hogy a, > 0 és a,, — a > 0, akkor

bizonyitsa be, hogy al, — a”.

Megoldds.
~ Ha k € N, ugy o = a,---a,, igy felhasznalva, hogy a, — a és a
3.12. feladatot a1, = -+ = ag, = a, mellett kapjuk a feladat elsg allita-

sat: lim af = lim (a,---a,) = d*.
n—oo n—oo
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- Ha a, > 0 és a, — 0, akkor ¥a, — 0. Ehhez megmutatjuk, hogy
Ve>03dn(e), Vn>n(e)ra ‘J@/an - 0‘ = ¥a, <e.
Ha e > 0 adott, gy ¥/a, < € <= a, < €. a, — 0 miatt £¥-hoz I n(e),
hogy V n > n(e)ra a, < ¥ <= Ya, <e¢ +— ‘,’V/an—O‘ < g, s ezt
kellett bizonyitani.
Ha a, > 0 és a, — a > 0, akkor ¥a,, — /a. Hogy ez teljesiiljon, azt
kell megmutatni, hogy ¥V e > 0 3 n(e), V n > n(e)ra | ¥a, — Va| < e.

_ a a a a
an—>a>0m1att6:5>0—hoz§|n1(§), Vn2n1(§)—raan>
igy
[ an — Y| =

(4 — Yo ((ah + (a2 ya+ -+ (Ya) )
() (o)

|an — al lan, — al
- <
( k/an)k—l + ( k/an)k—2%+ o4 ({v/a)k—l k‘( ;\C/g)k_l
Ugyancsak a, — a > 0 miatt V & > O-ra £({/5)*! > 0-hoz

3 na(e( Vg)k_l), hogy V n > na(e( Vg)k_l)—re lay, —al < e( Q/g)k_l.

Ha n(e) = sup {ni,n2}, akkor a két egyenl6tlenséget osszevetve kapjuk,

hogy V n > n(e)ra |{/a, — ¥a| < ¢, tehat {a, — {a.
~ Haa, >0, a, —a>0¢é kcZ, ugy a — a".
Ha k € N, Gigy ez jon a feladat els6 részébdl.

Ha k = 0, akkor a? = 1 — 1 = a° miatt igaz.
1 1
Ha k € Z és —k € N, akkor af = — = % = a* adja az allitast.
an a

5)

— A negyedik rész feltételei miatt 4 p € Z és ¢ € N, hogy r = E, igy
q

r
an

= CLng = (Ya,)P — (Va)P = a7 = o’ miatt igaz az allits.
3\ 2
3.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim <2 + —> =25 = V32 = 4/2.
n—oo n
Megoldds. Az a, = 2+ — sorozatra a, > 0 és a, — 2 teljesill, igy az el6z6
n
feladat 4. allitasaban r = i—et véve kapjuk az allitast.

3.15. feladat. Ha (a,,) és (b,) olyan sorozatok, hogy a,, — +oo (illetve
a, — —o0) és b, — b, akkor a,, + b, — 400 (illetve —o0).
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Megoldds.

— Az a, + b, — 400 bizonyitasahoz az kell belatnunk, hogy V K € R-re
dn(K) €N, hogy VneN, n>n(K) esetén a,, + b, > K.
b, — b miatt (b,) korlatos, igy alulrdl is korlatos, ezért 3 k € R, hogy
b, >kVneN.
V K € Rre K — k-hoz — a,, — +oo miatt — 3 n;(K — k) € N, hogy
VneN, n>n(K—k)raa, > K —k.
Ezeket felhasznalva V K € R-ra legyen n(K) = ni(K — k), agy V n >
n(K) esetén a, + b, > (K — k) +k = K, amit bizonyitani kellett.

— A masik allitds hasonléan bizonyithato.

3.16. feladat. Ha (a,) és (b,) olyan sorozatok, hogy a,, — +oo (illetve
ap — —o0) és b, — 400 (illetve b, — —o0), akkor bizonyitsa be, hogy

a) ap+ b, — +oo (illetve a,, + b, — —00),

b) G, * bn - +OO,

c) c-a, — +oo (illetve ¢- a, — —o0), ha ¢ > 0,
d) ¢-a, — —oo (illetve ¢ - a, — +00), ha ¢ < 0.

Megoldds.

a) Azt kell belatni, hogy V K € R-hez A n(K), ¥V n > n(K) esetén a,, +b, >
K (. ap + b, < K).
Adott K € R esetén, a feltételek miatt
I ni(K), hogy V n > ni(K)raa, > % (il a, < &),
3 ny(K), hogy ¥V n > no(K)ra b, > & (ill. b, < §), igy ha n(K) =
sup {ni1,ns}, akkor V. n > n(K)-ra a,, + b, > K (ill. a, + b, < K)
teljesiil, amit bizonyitani kellett.

b) és c) és d) hasonloan bizonyithato.

1. megjegyzés. A tétel a) és b) allitasa tobbtagu (véges) Osszegre, illetve
tobb (véges) tényezls szorzatra is igaz. Ez teljes indukcioval bizonyithato.

3.17. feladat. Bizonyitsa be, hogy n? + 5n 4+ 1 — +oo.

Megoldds. Egyszertien bizonyithato, hogy n? — +oo0 és 5n + 1 — +o0, igy
az el6z6 példa adja feladatunk allitasat.

3.18. feladat. Legyenek (a,), (b,) adott sorozatok.

a) Hadc e Ry, hogy b, > ¢ véges sok n € N kivételével és a,, — 400 (illetve
a, — —o0), akkor bizonyitsa be, hogy a,b, — +oo (ill. a,b, — —o0).

b) Ha 3¢ € R, ¢ <0, hogy b, < ¢ véges sok n € N kivételével és a,, — +oo
(ill. a, — —o0), akkor apb, — —oo (ill. apb, — +0).
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Megoldds.

a) Legyen K € R adott és a,, — +00. a, — +0o0 miatt 3 nl(g), hogy
Vn > ni(£)re a, > £, tovabba (a mésik feltétel miatt) 3 ng € N, hogy
by, > ¢V n > ngesetén. Ezeket felhasznalva, ha n(K) = sup {n1,no}, ugy
VneN, n>n(K)raayb, > %bn > K, ami adja, hogy a,b, — +o0.
Az allitas méasodik része hasonléan bizonyithato.

b) Bizonyitasa hasonlo.

2. megjegyzés. A feladatbol specialis esetként adodik a 3.15. feladat b), ¢)
és d) allitasa.

)
3.19. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim n? <2 +n+ —> = 400, és
n—oo n
1
lim n? (—3 —Vn3 — 2) = —o00.
n—oo n

k — 400 miatt),

Megoldds. Legyen a, = n, ugy n® — 400 (n
5
ha b, = 2+ /n + —, ugy egyszertden belathato, hogy b, > 2, igy az el6z6
n
feladat miatt kapjuk az elsd allitast.
1
Ha a, = n? — +oco0 és b, = — - vn3 —2 < =2, gy az el6z6 feladat adja a
n
mésik allitast is.
3.20. feladat. Legyen P,Q: R — R olyan, hogy
P(z) = apz® + ap_ 12" 1+ + ao,
Q(x) = byl 4+ b1zt + - 4 b
(ahol aj,b; € R és agb; # 0), tehat P k-ad foka, @ [l-ed foka polinom,
tovabba Q(n) # 0V n € N-re.

Hatéarozza meg az

=) = (i)

sorozat hatarértékét.

Megoldds. ¥ n € N-re

A — a af— Q
nFlap + =L+ ) ap+ =L

R, = n :nkl n
" -1 bo -1 bo
nl(b—l———i- '+—l) b+ —+ +_l

n n
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Legyen
aj— a
ap+ L
=t = B men.

b+ ——+-+
n

A hatérérték és a miveletek, illetve rendezés kapcsolatara vonatkozo tételek,
a 3.6. és 3.12. feladatok felhasznaldsaval kapjuk, hogy

1, hak=l
hmdn:% és lime, =40, hak<l
! oo, hak>l.

Igy a korabbi feladatokat és elméleti tételeket felhasznélva a kovetkezdket
kapjuk:
~ 3 lim Rn:%, ha k=1

1

n—~o0

~ 3 lim R, =0, ha k<1

n—oo
— lim R, =400, ha k>1 és sign aj = sign b
n—oo
— lim R, = —o0, ha k>1 és sign ajp # sign by.
n—oo
3.21. feladat. Szamitsa ki a
. m2+3n+2 . 33 +5n%+3n
lim ——— lim ,
n—oo —7’L2 —n-—1 n—00 7n4 + 8
. 2n%+3n+2 . =53+ Tn+1
lim —— | lim —————— |
n—oo  —n—1 n—oo —n?—n+1
. =52 4+3n+1
lim —
hatarértékeket.
Megoldds. Az el6z6 tételt alkalmazva
2
2
Lo 2T senk—l—2 0
n—oo —n2 —n—1 b -1
3 2
g S ORI ert k=3 <=4,
n—00 Tt +8
2n? 4+ 3n + 2
- lim Nk U —oo, mert k=2 >1=1, sign 2 # sign (—1),
n—oo  —n — 1
—5n3 +Tn +1
— lim oAl +o0, mert k=3 > 1 =2, sign (—5) =sign (—1),

n—00 —n2—n—|—1
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—5n2 +3n+1
— lim ot ontl —oo, mert k=2 >1=1, sign (—5) # sign 1.
n—oo n-+1

3
3.22. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim e =0
n—oo n n

Megoldds. lim n = 4o0, lim /n = +oco miatt lim (n + /n) = 400,
s akkor az ismert tételek miatt lim = 0, ill. lim =0

kovetkezik.

1
3.23. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim +—— = +o0.
oLt A

1 1 1 1

Megoldds. lim — = 0, lim — = 0, igy lim <— + —> =0, s ez az
n—oo n n—oo n n—oo \ N \/ﬁ

elméletben tanult tétel alapjan adja, hogy

lim —— = lim =400 .

Jn

1 1
ntom

10
3.24. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim nt 0.

1. megoldds. A feladat szerint £k = 1, [ = 2, igy a 3.20. feladat miatt az
allitas igaz.

2. megoldds. Egyszertien belathatd, az egyenlGtlenségek ismert tulajdonsa-
gait felhasznalva, hogy n > 10 esetén igaz a kiévetkezs egyenl6tlenségsor:

0< n+ 10 <n+10<2n_1
2n2 +n+3 2n? 2n2  n’
10 1 1
azaz n > 10 esetén 0 < %S—IZF—H—I—Z’) < igy az (an) = (0), (b,) = <E>

10
és (cp) = _n+ 0 sorozatok teljesitik a renddr-tétel feltételeit, tehat
2n2 +n+3

an < ¢p < by, (n>10), an — 0, b, — 0,

ami adja a feladat allitasat.

3.25. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim 0.

3
n—><>02n—|—\/ﬁ_
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1. megoldds. lim 2n = 400, lim \/n = 400, igy lim (2n++/n) = +oo =
n—oo n—oo n—oo

3
— 0 = ——F+= — 0.
2n+\/ﬁ_) 2n+\/ﬁ_)

2. megoldds. Egyszertien belathato, hogy
1 < 3 < 1
n = 2n++n " Jn

1 0 1 0 miatt adia. L 1 1 3
sez — — —_— — mia adja (0) az — — S ——
n V) Ja, o8y n/’ \vn/ \2n++n

sorozatok teljesitik a rendér-tétel feltételeit, s ebbdl kovetkezik a feladat
allitasa.

VneN,

Reészsorozatok, Cauchy-sorozatok
3.26. feladat. Vizsgalja az

<ni3> <%> <n21+1> <n1+2>’ <n2;+3>

sorozatok konvergenciajat.

1 1 1 1
M@gOlddS. Az <m>, <a>, <r_’_1> sorozatok az <an> = <E> kon-

vergens sorozat részsorozatai, és pedig:

<n—1{—3> = (ants). <%> = {an) <nz;+1> = (an241)

(A p(n) =n+3, o(n) =n!, pn)=n?+1(ncN) fiiggvények szigortian
monoton névekedsek és ¢: N — N.).

1
Az els6 harom sorozat tehéat konvergens és hatarértékiik 0, hiszen — — 0.

A< ! >és< ! >sooat0ka<a> <1>ko ergens so
7z ( ———= —— roz z (an) = ( —= nver -
vn +2 Vn2+3 Vvn &

rozat részsorozatai (most p: N — N a p(n) =n + 2, illetve
©(n) = n? + 3 szerint definialt szigortian monoton névekedd fiiggvény):

1 1
<\/n:_|_2> = <an+2> s <ﬁ> = <an2+3>, ezért konvergensek. Tovabbéa
1

—— — 0 miatt a hatarértékiik 0.

NZD
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3.27. feladat. Vizsgalja meg, hogy konvergens-e az

1

11
B S
(an) <+2+3+ +n>

sorozapt.

Megoldds. A Cauchy-féle konvergencia kritérium segitségével bizonyitunk.
Egy (a,) sorozat Cauchy-tulajdonsagi, ha: V £ > 0-hoz 3 n(e) € N,

V' n,m >n(e) (n,m € N) esetén |a,, — an| < €.

Egy sorozat pedig <= konvergens, ha Cauchy-tulajdonsagu.

Belatjuk, hogy sorozatunk nem Cauchy-tulajdonsag.

Legyen m = 2n, akkor

1 1
\an—am\z n+1++% =
1 11 1 1
Tarl  Twm T wm T T Ty

1 1
igy d e = 2’ hogy V n(e)-ra 3 n és m = 2n, hogy |a, — ag,| > o azaz

sorozatunk nem Cauchy-sorozat. S ez adja (a kritérium miatt), hogy nem
konvergens.

3n
3.28. feladat. Cauchy-sorozat-e az (a,) = 1 sorozat?
n

Megoldds. A korabbiak szerint (lasd példaul 3.20. feladat) kapjuk, hogy a

n2+1
cia kritérium szerint Cauchy-sorozat.

3
< n > sorozat konvergens (hatéarértéke 0), igy a Cauchy-féle konvergen-

3.29. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha (a,) olyan sorozat, hogy a,, — +0o0
(illetve a,, — —00), akkor ¥V (b, ) részsorozatara b, — +oo (illetve b,, — —o0)
teljesiil.

Megoldds. Ha (b,) = <a@(n)>, ¢: N — N szigortian monoton névekedd,
akkor p(n) >n (n € N).

Ha a, — 400, akkor V K € R-hez 3 n(K) € N, hogy V n € N, n > n(K)-
ra a, > K, ami ¢(n) > n (n € N) miatt adja, hogy n > n(K) esetén
¢(n) > n(K) miatt by, = ay,) > K teljesiil, s ez definici6 szerint azt jelenti,
hogy b, — +o0.

A tétel masik allitdsa hasonléan bizonyithato.

3.30. feladat. Vizsgalja az ((n+2)°), (—(n*+n+3)"%), (Vn+1) és

< n? + 1> sorozatok konvergencidjat.

e(n
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Megoldds.

— Az els6 két sorozat az <n5>, illetve a <—n10> sorozatok részsorozata
(p(n) = n+2, illetve p(n) = n?+n+3 (n € N), p: N — N szigortian mo-
noton novekvs), tovabba ismeretes, hogy n° — +oo, illetve —n'? — —o0,
igy az el6z6 feladat miatt (n +2)% — +oo, —(n? +n+3)10 — —c0.

— A masik két sorozat a (y/n) sorozat részsorozata (p(n) = n + 1, illetve
o) =n?>+1 (n € N), p: N — N szigortian monoton névekvs), to-
vabba y/n — +o00, igy hasonléan mint el6bb kapjuk, hogy vn+1 —
+o0, vVn?+1— +oo0.

3.31. feladat. Vizsgalja a (v/n+ 1 — \/n) sorozat hatérértékét.
Megoldds. lim \/n = 400 és lim /n+ 1 = 400, tovabba
n—oo n—oo
Vn+1l+n CVntl+yn

és lim (vVn+ 14 /n) = +oo miatt (felhasznalva az ismert tételt) kapjuk,
n—oo
hogy sorozatunk konvergens és v/n +1—/n — 0.

T WA= VAT + V) 1

Nevezetes sorozatok

3.32. feladat. Legyen a € R, (a,) = (a"). Bizonyitsa be, hogy

1) |a] <1 esetén a™ — 0 ;
2) |a| > 1 esetén (a™) divergens, a > l-re " — 400 ;
3) a=1esetén a™ — 1, a = —1 esetén (a") divergens.

Megoldds.
3) Nyilvanvalo.
2) Ha a > 1, akkor a Cauchy-egyenl6tlenség miatt ¥V n € N-re

V(a—l)n-l.l....lg(a n—+n _na ca
n n

igy (a — 1)n < a™. Ebbdl jon, hogy V M-re, ha n > n(M) > =

a™ > (a—1)n > M, azaz a" — +00.
Ha a < —1, akkor az (a™) sorozat <a2"> és <a2"+1> részsorozatai két
kiilonbo6zs értékhez tartanak, igy (a™) nem konvergens.

a—1



NEVEZETES SOROZATOK
1
1) Hala| <1 = —>1 =

lal
() = ==
= — 400 = a = ——5 — 0

'<§>n lal (2)"

3.33. feladat. Legyen a € R, akkor bizonyitsuk be, hogy #/a — 1 .

Megoldds. A Cauchy-egyenl6tlenség miatt, ha a > 1,

-1 —1
1§Q/5:\"/a.1.....1§a+$:1+a ,
n n
-1
ami 1+ 2 — 1 és a renddr-tétel miatt adja, hogy Va — 1.

n

1 1 1
Ha 0 < a <1, akkor — > 1 és fgy —= = ¥/~ — 1 adja, hogy /a — 1.
a a akkor ~ és igy Ve \/;—> adja, hogy ¥a —

3.34. feladat. Bizonyitsa be, hogy /n — 1.
Megoldads.

. 2 -2 2 2
1< ¥Yn= \/\/ﬁ.\/ﬁ.l.....lgmzl___i__’
n n - \n

2 2
ami 1 — — + — — 1 és a renddr-tétel miatt adja, hogy ¥/n — 1.
Y ja, hogy /n

n

51

3.35. feladat. Ha a € R, a > 1, akkor bizonyitsa be, hogy a,, = AN 0.

n!

Megoldds. Ha n > a2, akkor

a2n (a2)n
0 < a2n - = —
2n)! 2n-(2n—-1)-----(n+1)-n!
B a? a? a? 1 < 1 1
2n 2n—1 n+1 n!l n n
és a renddr-tétel adja, hogy ag, — 0.
Masrészt
0< a a® a
a = — = a
T o120 2n+1 "

aTL
és a rendor-tétel miatt agy 1 — 0 is igaz, igy a, = — 0 teljesiil.
n!

3.36. feladat. Bizonyitsa be, hogy ¥/n! — +o0o .
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Megoldds.
W . P
— v/n! monoton névekvs, mert

Vnl < "/ (n4+1) — n!<<(n+1)!>n:(n+l)",

n!
ami igaz.
— /n! feliilr6l nem korlatos, mert ha létezne K € R, hogy ¥/n! < K
n
VneN) < nl< K" (¥VneN) < 1< — ami ellentmond

n!

n
annak, hogy — = 0.
n!

— {/n! monoton névekedése, és hogy feliilrsl nem korlatos adja, hogy
V/n! — 400, mert V M 3 n(M) € N, hogy ¥V n > n(M)-re
Vnl > 00/ [n(M)]! > M .
k

3.37. feladat. Ha a € R, a > 1, akkor bizonyitsa be, hogy n_n —0VkeN
a

rogzitett szamra.

Megoldds. A 3.32. feladat 2. részében belattuk, hogy V a > 1-re a™ > n(a—1)
igaz V n € N-re, igy — mivel a > 1-re **/a > 1 is teljesiil —, az is igaz, hogy
(*Y/a)" > n(*a — 1), ami ekvivalens az
k
n
<) —<

an ( k+\1/a_ 1)k+1

egyenlGtlenséggel, igy a renddr-tétel miatt jon az allitas.

n

1 n

3.38. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <<1 + —> > sorozat konvergens.
n

(Hatarértéekét e-vel jeloljiik.)

Megoldads.

- Az (a,) = <<1 - %>n> és (bn) = <<1 - %>n+1> sorozatokra

1 1\"

an < by, (n € N) teljesiil, mert 1 < <1 + —> és <1+ —) > 0 adja,
n n

hogy

<1+%>n< <1+%>n-<1+%>: <1+%>n+1 (VneN)
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— (a,,) monoton névekvs, mert a Cauchy-egyenlStlenség miatt

1
N\ 1+n<1+—> 1
n
(14 = <———F=1+—— (VneN),
n n+1 n+1

ami ekvivalens az

1 n 1 n+1
<1+_> <<1+_> (VneN)
n n+1

egyenl6tlenséggel, ami adja, hogy a, < ap+1 (V n € N).

— (b,,) monoton csokkend, mert

"+\2/1.< n >n+1<1+(n+1)<”11>”Jrl (VneN),

n+1 n+2 Cn+2

ami ekvivalens az

n n+1 n+1 n+2 n+1 n+1 n+2 n+2
< < > <
n+1 n -+ 2 n n+1

1 n+1 1 n+2
bp,=(14+— 1 =b .
() ()

~Igy a, < by = 4 (Vv n € N), azaz (a,) monoton névekvé és feliilrsl
korléatos, igy konvergens.

3.39. feladat. Legyen (a,) olyan sorozat, hogy a, > 0 (n € N) és
3 lim a, = a > 0. Bizonyitsa be, hogy lim /a, = 1.
n—oo

n—~o0

Megoldds.
- Ha a, — a > 1, akkor 3 ng, hogy a, > 1, ha n > ng. Ekkor nyilvan
1< /a, (n > ng) és a Cauchy-egyenlétlenség miatt

1 an — 1

1§«”/an:~n/an'1-...'1ﬁwzl+
n

Ay —

(n > ng)

kovetkezik, melybél lim 1 =1, lim |1+

n—oo n—~o0

1
) = 1 és a renddr-tétel
miatt kapjuk a feladat allitasat, ebben az esetben.

1
- Ha a, — a < 1, akkor 3 ng, hogy a, <1, han > ng, azaz — > 1 (n >
Qn

1 1
np) teljesiil, ami adja, hogy — — — > 1, s ebbdl a feladat bizonyitasanak
an, a
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1 /1 1 1
els6 része miatt kovetkezik, hogy Ve =7 o — ’\‘/g = Ve Ezutan
1 1

lim #a, = lim —— = T=0 ebben az esetben is.

n—00 n—00 1
n _
an, a

— Ha a,, — 1, akkor a kovetkezdsk lehetnek
o dng, Vn>nga, >1 = /a, — Ya;
o dng, Vn>nga, <1 = a, — Va;
o an > 1 végtelen sok n-re és a,, < 1 végtelen sok n-re, ekkor — az el6b-
biek miatt — a két diszjunkt részsorozat hatarértéke {/a, de akkor
lim /a, = 1 most is kdvetkezik.

n—oo

3
3.40. feladat. Bizonyitsa be, hogy {/2+ — — 1.
n

3
Megoldds. an =2+ — >0 és a, — 2, igy az el6z6 feladat miatt
n

3
Y/an = {2+ — — 1, amit bizonyitani kellett.
n

3.41. feladat. Legyen (p,) olyan sorozat, hogy p, — +o0 és (g,) olyan
sorozat, hogy ¢, — —oo. Bizonyitsa be, hogy

1\"" 1\™
lim <1+—> = lim <1—|——> =e.
Megoldds.

— Ha (p,) = (n), agy ezt a 3.38. feladat adja.

1\
— Legyen (ny) az (n) egy részsorozata, hogy ny — +o0o, akkor < <1 + —) >
ng

1 n 1 ng
az <<1 + —> > sorozat egy részsorozata, igy (1 + —> — e.
n ng

— Ha (pg) olyan sorozat, hogy px > 1 és pp — +00, akkor 3 a természetes
szamoknak egy (ny) részsorozata, hogy ny — 400 és ng < pp < nx + 1
(hiszen V x > 1 valos szamra 3 n € N, hogy n <z <n+1).
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Ugyanakkor az egyenlGtlenségek ismert tulajdonsiagai miatt

1 1
<—< = &=

ng <prp <ng+1 :)nm-l P,

1 1
<l4+—<14 — <=
ng +1 Dk ny

1 ng 1\ Px 1 ng+1
<:><1—|— > <<1+—> §<1—|——> <
ng +1 Dk ng

1 ni+1 1 -1 1\ Px
<:><1+ ) .<1+ ) <<1+—> <
ng +1 ng +1 Pk
1\ 1
< <1+—> .<1+—> |
ng ng

. 1 Nk 1 ng+1
Az utobbi egyenlGtlenségsor, (1 + n_k) — e, (1 + ) — e,

<— 1+

nk—i-l
1+ n—lk - 1,1+ nkl—i-l — 1 és a renddr-tétel adja az allitas elsd részét. (A
pr > 1 feltétel csak technikai jellegli, mert pp — +oo adja, hogy 3 ng,

hogy n > ng-ra py > 1.)

— Ha (gi) olyan sorozat, hogy ¢ < —1 (azaz —qi > 1) és q — —o0, akkor
Gn = —lqnl (Ign| > 1 & |gn| — +00) és igy

1 qn 1 —lgnl
)
qn ‘Qn|
1 IQn‘_l 1
(o) o)
< |gn| — 1 lgn| — 1

tehat a feladat masik allitésa is igaz.

3.42. feladat. Vizsgalja az

() (0e2)) (4
(=5 ) (G=)")

sorozatok konvergencidjat.
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Megoldds.

- Az <1—|—z> = <1+%>
n 2

1 n
Dp = g — 400 mellett adja, hogy (1 + 2—> — e
n

NE

1)\ 2
<1 + ﬁ> egyenlGség és az el6z6 feladat
2

Ennek egy méasik bizonyitasa: az
< 2> <n+2> n+ 2 n+1>
1+ = =
n n -+ n
1 n
< ) < ) (+3)

n

egyenlGség, s az a tény, hogy

1n 1 n+1 1—1
R R I
n n+1 n

adja, hogy a sorozat konvergens és hatarértéke e?.

1 n 1 2n 1 2n
- Az |[1+—) = 1+ — egyenlGség és hogy 1+ — — e,
2n 2n 2n

a 3.13. feladat felhasznélaséval adja, hogy

1 n 1 2n 1 2n
lim <1 + —> = lim (1 + —) =4/ lim <1 + —> =e.

H+

- Az

1 1 "_ 2n—1 1 B
2n) 2n T \"

-1 2n —1

B 1
2n—1
1
\/< n—1> \/< n—l <1+2n—1>
2n—1 1
egyenlGség, s az, hogy ( 1) ( — 1) — e adja, hogy

1 n
lim (1-— ] =
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2

1 n
— A Bernoulli-egyenlétlenség miatt <1 + —> > 14n2= = 1+4n, masrészt
n

1
n

M

1 n
n+1 — +o0, igy egyszertien kapjuk, hogy <1 + —> — +00.
n

1\" 1 n? % 1 n?
- Az (1—}-?) = <<1+§> > = { (1+ﬁ> egyenl@ség, hogy

2
1\" - L)
an:<1+ﬁ> — e és /a, — 1 adja, hogy <1+p> -1
- A

on + 3\ " 1 1
M +5 a <2n+5>”+1 a < 2 )”“
1+

w3 L\
> — e és <1+ +3> — 1 adja,
n _
2

1

egyenlGség, hogy (1 + 5
T

_(2n+3\"T 1

hogy lim — -,
e

n—oo \ 2n + 5

Gyakorlo feladatok

2 1
1. Vizsgalja a ((—1)" - n), <2n i 3
n

nitasat, korlatossagat, konvergenciajat.

> , ((=1)™-0,999™) sorozatok monoto-

2. Bizonyitsa be, hogy ha a,, — +00, akkor (a,) alulrél korlatos, de feliilrsl
nem; illetve ha b,, — —o0, akkor (b,) feliilrsl korlatos, de alulrél nem.

3. Bizonyitsa be, hogy ha a,, — 400 és I ng € N, hogy Vn € N, n > ng-ra
b, > a,, akkor b, — +4o0; illetve hogy ha ¢, — —o0 és I ng, Vn > nyp-ra
d, < ¢, akkor d,, — —o0.
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1 1 1
4. Vizsgalja meg, hogy az ( 1+ = +...+ — ), ( (—=1)" + — ) sorozatok
22 n? n

Cauchy-szorzatok-e.

5. Hatérozza meg az aldbbi sorozatok hatéarértékét:

1 L1 1 - 1 n + 2003
1-3 3.5 T (@n-1)2n+1)/" n?2 ’
1+g 10 on? + 3n + 2 —on? +b5n+1
n ’ Sn2+2n+1/" 33 +n2+4n+4/"’
—6nt+3n2+1 n2—|—1_3n2—|—1 1424...4n n
n? +n+1 ’ on+1 6n+1/" n+2 2/’
1+34+5+...+(2n—1) ontl 4 3n 2n 4 3ntl
’I’L2—|—7”L ’ 2n+3n+1 ’ 2n+1_|_3n ’

R

(VnF2-va), (Verrl-Ver=1), (Vnt1- ),

(o2 (o)) (o))
(63 () (6

<€/W> <2" 16>




IV. fejezet
Sorok

Alapfogalmak és alaptételek

4.1. feladat. Szamitsa ki az alabbi sorok Gsszegét:

> . > L1 /1 1
> 1004 (0,9)"; > (-1 o Z<2_n+5_n> :
n=0 n=0 n=0
N 1 Zn—1
;(371—2)(3714—1)’ nz:; n!
o0 [e.e] 1
nZI(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ) : n;)ﬁ

n
Megoldds. A ) a, sort konvergensnek mondjuk, ha az (S,) = <Z ak>
k=1
dgynevezett részletosszeg sorozata konvergens és a lim S, = S szdmot a
n—oo
sor Osszegének nevezziik.

o0
— A ) 100-(0,9)™ geometriai sorra (a kozépiskolabol ismert modon)
n=0

Su=> 100+ (0,9)F =100+ 100-0,9+ - + 100 0,9" =
k=0

Ismeretes (lasd 3.32. feladat), hogy lim 0,9"T! = 0, igy 3 lim S, =
n—oo n—oo
1000, ami a sor Osszege.

59
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S 1 & 1\"
-AY (-D)"—=>" (——) is egy geometriai sor, melyre
n=0 3" n=0 3

n—oo

1\" 3
melybdl — lim (——) = 0 miatt — kapjuk, hogy S = lim S, = -.
3 n—0o0 4
> (2 1 én (felh 2 16s szamok 6 dasénak
— A ; o + ) SO esetén (felhasznalva a valos szamok Osszeadasana
tulajdonsagait)

1 1 1 1 1 1
:<§ 3>+<2—2+5—2>+ +<2—n+5—n>:
1 1 1 1 1 1
:<§+2—2+"'+2—n>+<5+§+ +5_n>:
n n
DRO

_1\2 1\5
~3 Tl

n—oo n—oo
1 5
14+-=-.
+ 4 4
S 1
- A > sornal,

= Bn-2)Bn+1)

1 [ 1 1
(3k —2)(3k + 1) :§[3k—2_3kz+1] (V k €N)
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miatt
S + ! + 1 4+ 1 _
1.4 4.7 7-10 (3n—2)(3n—|—1)_
S - I (- [ (- NI (i 1 _
T 3|\1 4 4 7 7 10 3n—2 3n+1/|
1
ISV
3 3n+1
im | ~ . 1
s ebbdl lim — 0 miatt kapjuk, hogy 3 § = lim S, = -.
oo dn 1 oo™ T 3
M= k—1 1 1
A Z nn! sorta 8 —a— = = azonossag miatt
Sy, = Y k_l_ 1,2 n—1
(: O Iy LA
=1-

1
ami lim - = 0 miatt adja, hogy 4 .5 = hm Sn = 1.

n—oo n!

A Z (\/n +2-2yn+1+ \/ﬁ) sornal egyszerd szamoléssal kapjuk, hogy
n=1

Snz(x/§—2\/§+ﬁ)+
+(\/?L—2\/§+\/§)+(\/5—2\/Z+\/§)+---+
+(Vn+2-2vn+1+vn)=1-V2+vVn+2—-vVn+1

Ebbdl
lim (Vn+2—+vVn+1)=

gy P2V D24+ V4 D)
n—00 Vn+2+vn+1

_ (n+2)—(n—|—1): i 1 _
n—oo\/mn+2++/n+2 n-co\n+2+n+2

miatt adodik, hogy 3 lim S, = 1 — /2, s ez a sor Osszege.
n—oo
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x 1 1\"
— Megmutajuk, hogy a > —; sor dsszege megegyezik az (an) = <<1 + —) >
n=0 T
sorozat hatéarértékével, amit e-vel jeloltiink.

A binomialis tételt felhasznalva:

= (43) 2 () -

igy hm anp, < lim S,.

n—oo

Ha m 6 N rogzitett, n € N olyan, hogy n > m, akkor az el6bbiekbdl
1 n
an:<1+—> >
n
1_|_1_|_1 1_1 _|_..._|_L 1_1 1_777,—1
12! n m)! n n

amibdl n — oo esetén kapjuk, hogy

1 1
St =S

1
lim a, > 1+ |+

n—oo 1!

Ez pedig azonnal adja, hogy

lim a, > hm Sh

n—oo

Ezt a korabbi egyenlGtlenséggel Osszevetve kapjuk, hogy

S = lim S, = hm ap =€ .

4.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi sorok divergensek:
o o o0 1
E(W—ﬁ) : ;\/072; ;ﬁ;

i NoE= W

Vn '

Megoldds. A Y a, sor divergens, ha nem konvergens, azaz az (S,,) részlet-
Osszeg sorozata nem konvergens (nem létezik véges hatarértéke).

Z\/2n—1+\/2n+1

n=1
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[ee)
- A Y (Vn+1-/n) sor n-edik részletdsszegére

n=1

n

S, = (\/k:-i- —\/E):

k=1
:<\/_—\fl>+<\/§—\/§)+m+(m—\/ﬁ)=
=vn+1-1

teljestil, ami lim y/n 4+ 1—1 = 400 miatt adja, hogy a sor nem konver-
n—oo

gens, azaz divergens.

[o¢]
- A ) /0,2 sornal a, = {/0,2 és a korabban tanultak szerint lim a, =
n=1

n—~o0

lim {/0,2 = 1, azaz a sor altalanos tagja nem tart 0-hoz, ezért a Cauchy-

n—oo
féle konvergencia kritérium 2. kévetkezménye miatt nem konvergens.
x 1
- A ) — sorra
n=1 n
1 1 1
Sp=1+—4=+—4+-+—
" V2 V3B vn
x 1
A Kalkulus I. jegyzetben is szereplé > — divergens sorra
n=1
1 1 1
Sr=14+—-+=-+-+—,
n + 2 + 3 + 1t -

1 1
— > — (n € N) teljestl — kapjuk az S,, > S,*
N ( ) telj pj n > S
egyenlGtlenséget V n € N esetén, ami lim S,* = +oo miatt adja, hogy
n—oo

igy — felhasznéalva, hogy

x 1
lim S, = +o0, tehat a ) — sor divergens.
n—oo n—1 n
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1
- A
Z 1vV2n — 1+ 2n + sotta

1
S”:;\/Zk—1+\/2/~c+1 -
1 1 1
RV TRV IV VARV, WAV,
CV1I-V3  VB-5 Ven—1—+2n+1

-3 " 3-5 Tt @n-n-@iry
_V2n+1-1
= 5 7
V2 1-1
ami lim % = +o0 miatt adja a sor divergenciajat.
- A Z yntl=yn sor esetében, a
\/ﬁ
VEFI -k (W—ﬁ)(MJr\/E)
vk VE (VEFT+ V)
B 1 B 1 -
VE(VEFT+VE)  VEE+TD +k

1

1 1
~ (k+1)(k:+1)+k+1 20k +1) = —k:

egyenlGtlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

(k e N)

VE+ —f 1 1,
SnZZ _Z4k AL

o0
ahol S,* a >  — divergens sor n-edik részletosszege.
n=1

n—oo
~+o00, tehat a tekintett sor dlvergens.

lim Sn* = +o00 és az S, > Sn* egyenlGtlenség adja, hogy lim S, =
n—oo
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Konvergenciakritériumok

4.3. feladat. Vizsgilja meg, hogy az alabbi sorok koziil melyek konvergen-
sek (divergensek):

> DD e SR DY reraiE —
“=10n+3 = 3n—1 —(n+1) —(n+1)
3 - ) —n | ’
n=1 (n + 1)\/5 n=1 \/ﬁ n=1 n® n=1 s
[o¢] [o¢] [o¢] [o¢] [o¢]
n! z" z" 2"n! 3"n!
PIE D DE D Db LD D B Dl
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Megoldds
- A ngl Ton T3 sor pozitiv tagu, igy <= konvergens, ha (S,) részlet-

Osszeg sorozata korlatos.
1 1

1
> -
10k +3 — 10k + k 11k

A nyilvanvalo (k > 3) egyenl6tlenség miatt

n n

1 .
S":;w/wr >kznk 11Zk:ﬁ5

ahonnan S, — 400 miatt kapjuk, hogy S, — +oo, azaz (S,) nem
konvergens, kovetkezésképpen a sor divergens.

S 1 1 1
- A ngl a1 5" is pozitiv tagli és —— Ey— _k (k > 1) miatt
n n n
1 1 1 1 1
" kzzl3/<:—1 —kzzl% 3;:1’“ 37"

igy S,,* — +o00 miatt S,, — +o0, tehat a sor divergens.
< n n n+1 1

- A ——— sor olyan, hogy 0 < < =
PO FSIE YA BBV S i3 S 13 T (nt1)?
o
miatt a »_ ———5 Dozitiv tagl konvergens sorral teljesiti az Gsszeha-
n=1 (n + 1)

sonlito kritérium elss allitdsat (majorans kritérium), igy konvergens.
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x n n n 1
AY 1 ol h > - N
L Gy oansor hoey s 2w = g (Vn el

miatt a ) i pozitiv tagi divergens sorral teljesiti az 6sszehasonlito
n=1 2N
kritérium masodik allitasat (minorans kritérium), igy divergens.
A § ! ! < ! ! (V n € N) miatt
sor, =— (Vn mia
o

1
a Y, — (a korabbiakban bizonyitottan) konvergens pozitiv tagi sorral
n=1n2
teljesiti a majorans kritériumot, igy konvergens.

e 1
A 21(—1)"“% jelvalto sor és (ahogy ezt mar kordbban belattuk) az

1 1
—— ) sorozat monoton csokkens és — — 0 is teljesiil, igy a jelvalto
vn n

sorok konvergencia kritériuma miatt sorunk konvergens.

x 1 1 1 1 . ,
A > — somra, {/|—| = — é — — 0 miatt V ¢ €]0,1] esetén
n=1 N" nm n n
]' 7 ~ . cL s .
3 no, {/|=| < ¢ ha n > ng, igy a Cauchy-féle gyokkritérium miatt
n
konvergens.
% 100" S 100 100
A sorra, |—al| = és 0 miatt V ¢ €]0,1
nzzzl n! o 100% ntl Con+l ' 7 €0.1]
100n+1
esetén 3 ng € N, hogy V n > ng-ra % < q, igy a D’Alambert-féle

n
hényados kritérium miatt a sor abszolit konvergens és igy konvergens.

> n! (ntl) n+1 n+1 o+l

A S — sorra, |-2X—| = és — o0 miatt |2 —| > 1,
=1 O" & 5 5 &

igy a sor divergens a D’Alambert kritérium miatt.
o gn e ,

A Zl o sorndl, {/n — 1 miatt lim {/|%"| = n11—>120 e = |z|, igy ha
n=

|x| < 1, akkor a Cauchy-féle gyokkritérium atfogalmazasa miatt a sor
abszolut konvergens, mig ha |z| > 1, akkor divergens.

o0 o 1
x = leseténasora ) . — divergenssor,x = —leseténasora »_ (—1)"—
n=1"7 n=1 n

konvergens sor.
Sorunk tehat konvergens, ha =z € [—1,1].
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= |xl,

igy |:1:\ < 1 esetén (hasonloan mint elébb) jon, hogy a sor abszolut kon-

vergens, mig |x| > 1 esetén divergens.
o

1 ) 1
Ha xz =1, illetve z = —1, ugy a >, — Z (— ) — abszolit konver-

n=1

- A Z esetén lim /n = 0 miatt lim {/|%;| = lim

gens sorokat kapjuk.
Sorunk tehat x € [—1,1] esetén abszolut konvergens (és igy konvergens
is), mig |x| > 1-re divergens.

[ee)
- A (abszolut) konvergenciéja
27+l (n41)! 5 5 5
— | (ag1)n+t . .
lim|———|=lim —— = lim —— =-<1
| TR T I

miatt jon a D’Alambert-féle hanyadoskritérium atfogalmazasabol.

31y
*AZ n

sor divergencidjat

37+ (n+1)!

— | ) . 3 ) 3 3
lim | | = lim o = lim ———— = = > 1
T | TS )T T et (1 D)7 e

miatt ugyancsak a D’Alambert-féle hanyadoskritérium atfogalmazasa adja.

4.4. feladat. Vizsgalja meg, hogy az aldbbi sorok divergensek, feltételesen
konvergensek, vagy abszolut konvergensek-e?

o0 o

2m n—+1
S eyt
n=1 n=0
o0 o0

_ n—i—li, _ n+1i
(=1 ;( 1) ek

Megolda’s

2
- A Z( 1)"*1 = sor divergens, mert
n?

(_1)n+2 2n+1 ,
lim - = lim 2 =2>1
(—1)n+12_ n—oo \n+1
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(a D’Alambert-féle hanyadoskritérium atfogalmazasat felhasznalva).

S 1
- A > (—1)”n;; sor a D’Alambert-kritérium atfogalmazasa miatt ab-
n=0

szolit konvergens, mert

(_1)n+1n+2
N gn+l | .. 1 ) n+2 . 1
lim — T | = lim ==-<1.
(_1)nn+ n—ood n+1 3
3n

S 1
- A (—1)”“7 sor (az el6zéekben bizonyitottan) konvergens, de nem
n=1 n

abszolut konvergens, mert a

(a 4.2. feladatban bizonyitottan) divergens.
Ez a sor tehat feltételesen konvergens.

x 1
- A —1)"*t!1— sor divergens, mert /3 — 1 miatt lim (—1)"+!

0 (s6t nem is létezik a hatarérték).

Miiveletek sorokkal

o0
4.5. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a > a, pozitiv tagi sor konvergens,

n=1

o0
akkor a 3" a,? sor is konvergens. Igaz-e a tétel megforditasa?
n=1

Megoldas. Egy pozitiv tagu sor akkor és csak akkor konvergens, ha az (S,,)
részletosszegsorozata korlatos.

[o¢]
> ay, konvergens, igy 3 K € R, hogy Vn € N-re S,, =a; + -+ +a, < K.
n=1

Ekkor S,* = a1+ ---+a,? < (a1 +--- +an)? < K? V n € N-re,
o

azaz (S,*) is korlatos, igy a > a,? sor konvergens.

n=1
o0 o0
A tétel megforditasa nem igaz, mert pl. a ) — sor konvergens, dea ) —
n=1"T n=1"T

sor divergens.
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(o] o
4.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha > a,? és > b,? konvergensek, akkor

n=1 n=1

a

[e.e] [ee] [ee] |

. 2. =nl

SUTIERND SURURID ot

n=1 n=1 n=1
sorok is konvergensek.
Megoldads.

an2+bn2 5 . L

- Az ——— > Va,?b,” = |apby| (n € N) (ismert) egyenl6tlen-

2
ség teljesiil. Ugyanakkor Y a,? és > b,% konvergenciaja (a konver-
gens sorok linearis kombinaci6jara vonatkozo tétel miatt) adja, hogy a

2.

5 sor is konvergens, mely az el6bbi egyenlStlenség miatt ma-
n=1

o0
jordlja a Y |apb,| sort, igy — az Osszehasonlité kritérium elss allitasa
n=1
szerint — kapjuk, hogy az is konvergens, azaz > a,b, abszolut konvergens,
de akkor konvergens is.

— Az (an +bp)? = a,® + bn2 + 2a,b, (n € R) egyenldség, > a,2, Y b,? és
> 2a,b, konvergencidja és az el6bb is hasznalt tétel adja, hogy a
> (ay, + by)? sor konvergens.

- A Y a,?és Z 2 sorok konvergenciaja és a feladat elsg allitasa adja,

S 1‘ i":ll

hogy a ) |a

n=1

sor konvergens.

4.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy egy konvergens és egy divergens sor Gsszege
divergens.

Megoldds. Ha a ) a, konvergens és a Y b, divergens sorok > (a, + b,)
osszege konvergens lenne, agy > b, = Y [(an + by) — ay] adna, hogy > b,
is konvergens, ami ellentmondas.

Tizedes tortek

4.8. feladat. Irja fel két egész szam hanyadosaként az alabbi végtelen sza-
kaszos tizedes torteket:

0.3 ; 0.25 ; 20.725 ; 0.2321 .
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Megoldds. Ismeretes, hogy V x €]0, 1] valoés szam egyértelmiien felirhato x =
[o¢]
Z_: % alakban, ahol a,, € {0,1,...,9} és nem létezik m € N, hogy a,, < 9

ésar =9V keN, k>m esetén.

Az itt szerepld végtelen sor 6sszegét 0,a1as ... a, ... moédon jeloljik.
Tovabba, ha 3 k,1 € N, agyy = akrion (n=0,1,...), akkor a
0,a1...05-10 - .- 0pri—1 modon jelolt szakaszos tizedes tortrsl beszéliink.
Ha pedig y € R, y ¢ Z, akkor 3 x €]0,1[ és | € Z, hogy y = [ + x, igy az
y=1aias...a,... jelolést hasznaljuk.

Ezért:

B [e%¢) 3 [e%¢} 1 n 3 3 1
03=2 1on = 3<_> =t =g=z
;::11 nzz:l 10 - "o
= = 25 > 1\" 25 25 25
0B =3 =% (55 ) = = mr = g

;100 ; 100 1— - 102l 99
207%—204_7_1_50:2_5 1 n_20+l+ 1(2)% _
S 10 4=10\100) 105 1- 45

g4 L 25 209904799425 19518

B 10 © 990 99 ~ 7990
2 &332/ 1 \" 2 221
0.2321 = — + _<_> — = 4 _T0000_ _

10 ;::1 10 \ 1000 10 1— 15

_ 2 321 1998+321 2319

10 9990 9990 9990

Gyakorl6 feladatok

1. Szamitsa ki az alabbi sorok Osszegét.

S Cmsoer s S (2 orl) . % L .
2 (F1"3(0.8)" Z<3n+( D 4n> ’ ;n(n+1)(n+2)’

i 2n+1 i 1
n?(n+1)2 "’ 9?2 —3n—2
n=1 n=1
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2. Bizonyitsa be, hogy az alabbi sorok divergensek.
o
> /05
n=1

3. A konvergenciakritériumokkal vizsgilja meg, hogy az alabbi sorok koziil
melyek konvergensek (divergensek).

o0

Z(\/n+3—\/n+2;

n=1

:13n+1 ;

o0 oo

1 1
- . _1n+l_, .
Z2n2+3’ Z( ) N 3n+4’

n=1 n=1

nz::ln\/n—i—l; Z:3”; ZZn( n+1+\/ﬁ);

n=1

“Vn+1l-+n . (n!)? 2 (nha
Y z%ﬁn;

n=1 n=1 n=1
00 0o 3 n\n 00
n*(3+ (=1)")
)OFETIND picichaon WLV o SR
n=1 n=1 n=1

4. Vizsgéalja meg, hogy az alabbi sorok divergensek, feltételesen konvergen-
sek, vagy abszolit konvergensek—

o0

2-3"
-1 n+1 : n+1 .
;( " Z W z:: f
[e.e]
5. Bizonyitsa be, hogy ha a ) a, nemnegativ tagu sor konvergens, akkor
n=1

X Va
a > Y soris az.
n=1 T
6. Adjunk meg olyan divergens sorokat, amelyeknek van konvergens csopor-
tositott sora.

0 —1)"
7. Bizonyitsa be, hogy a (1) feltételesen konvergens sor énmagaval
n=0

vett Cauchy-szorzata divergens.

8. Bizonyitsa be, hogy az alabbi tizedes tortek racionalis szdmok.
0.37 ; —4.352 ; 6.3441 ; —12.2335 .






V. fejezet
Fluggvények folytonossaga

Alapfogalmak
5.1. feladat. Vizsgalja meg, hogy korlatosak-e az alabbi fliggvények:
fi: R—>R, fi(z) =azx+0b (a,beR, a#0);
f2: [07+OO)_>R7 f2($):5_$2a
1
f3]07100]_>R7 f3($)25 ;
20+ 3
f4:]17100[_>R7 f4($):_$_1 ;
fs: R—R, f5(x) = az® +bx+c (a,b,c €R, a#0);
fo: R—R, fo(x) = 2% — 4z +6.

Hatarozza meg supremumukat, infimumukat, maximumukat, minimumukat
(ha léteznek). Abrazolja a fliggvényeket.

Megoldds.

f: ECR — R korlatos E-n, ha 3 K € R, hogy |f(z)| < KV z € E.

f+ E C R — R felilrsl (alulrol) korlatos E-n, ha 3 K; (K2) € R, hogy

flx) <Ky (f(r) > K9)VzeE.

Ismeretes, hogy f <= korlatos E-n, ha ha alulrél és feliilrdl is korlatos.

Az, hogy f példaul feliilrl nem korlatos E-n azt jelenti, hogy V K € R

esetén 3 x € E, hogy f(z) > K.

— Az f; fiiggvény sem feliilrgl, sem alulrol nem korlatos (igy nem korlatos)
R-en, mert:

VKradreR hogyar+b>K <— Jz>

, ha a > 0, illetve

do <

, ha a < 0, ezek pedig igazak, mert R sem feliilr6l, sem

alulrol nem korlatos. Igy fi feliilrl nem korlatos.
Annak bizonyitasa, hogy f1 alulrél nem korlatos, hasonlé.

73
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Az el6bbiek adjak, hogy fi nem korlatos.
inf f; = —o0, sup f1 = 400, tovabba # max f; és min f;.

() ()

N

0 \ T 0 T

— Az f, fiiggvény feliilrél korlatos, mert K = 5-re példaul 5 — 22 < 5 +=
0 < 22, ami V z € [0, +oo[-re teljesiil.
Megmutatjuk, hogy sup fo = 5.
Ehhez mér csak azt kell megmutatni, hogy fo V K fels§ korlatjara K > 5
teljesiil, azaz V ¢ > 0-ra 5 — ¢ < 5 nem fels6 korlat, ami igaz, mert
Jz € [0,4+0cf, hogy 5 —22 >5—¢ <= 22<e <= 0< 2 < E
hiszen % — 0 miatt 3 ng(v/2), Y n € Nn>ng(y/e)rax = % < y/E.
x=0esetén f(0) =5 = max f =5.
Az fo fliggvény alulrél nem korlatos. Ehhez belatjuk, hogy V K-ra 3 x €
[0, +0c0], 5 — 2% < K.
Ha K > 5, akkor az elébbiek miatt V x € [0, +oo[-re 5 — 2% < K.
Ha K <5,akkor 5— 2?2 < K <= 5 -K<2? < V/6—-K <z, s
ilyen x a [0, +oo] feliilr6l nem korlatossaga miatt létezik.

gy inf fo = —co = P min fo . f» nem korlatos.
Y
5
V5
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1
— Az f3 fliggvény alulrdl korlatos, mert V 2 €]0, 100[-ra - > 0.

1
Megmutatjuk, hogy inf f3 = —— = min f3.

100
1 1 1
o > 100 — O0<x §1 100 ami igaz, tehéat 100 also korlatja fs-nak.
Ugyanakkor V € > 0-ra 100 + & nem als6 korlat, mert 3 2 €]0,100[, hogy
1 1 1+ 100e 100
- < — = — = —————— < 100, utébbi pedi
x<100+6 100 $>1+100€< , utobbl pedig a
100
] T 100" 100[ nemdiires nyilt intervallum minden elemére igaz.
1
Tehat f3 minden K alsé korlatjara K < 100 igaz, ez adja, hogy
1
inf f3 = —.
s = 100 X X
Masrészt f3(100) = —, i i =—.
asrészt f3(100) 10 &Y min f3 100 1
f3 feliilrdl nem korlatos, mert V K-ra 3 x €]0,100[, hogy — > K.
x
1 1 1
Ez nyilvanvalo, ha K < —— (hiszen — > — > K).
. ) 100 T 1001 .
Ha K > —, ugy — < K — <1 i —
a >100,ugyx< <:>0<:E<K< OO,amla}O,K[C

10, 100[ nyilt intervallum minden elemére igaz.
Tehét sup f3 = +oo = 3 max f3 .

Y
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. 2z +3 (2 —2)+5 5
yilvan fy(x) ] 7 . (x €]1,400])
Ha x > 1, akkor z — 1 > 0, igy
5 5
>0 &= ———— <0 &= 2—-——< -2,
z—1 z—1 z—1
ha = €]1, +o0[, tehat —2 fels korlatja fs-nek.
A korabbiakhoz hasonl6an belathato, hogy sup fq = —2.
5 5
# max fy, mert ha —2 — o —2 lenne, ugy o 0, azaz 5 =0
—_— 1‘ p—

teljesiilne, ami lehetetlen.

5
fa alulrol nem korlatos, mert V K-ra 3z €]1, 400[, hogy —2— —— < K.

xr—1
Ez nyilvan igaz, ha K > —2 (az el6bbiek miatt).
Ha K < -2, 4gy
5 5 5
-2 - <K < -— <K+2 «— >—-K -2
xr—1 r—1 r—1
- 2=t 1 = l<z<1l+ >
:17 —_—
5 -K -2 —(K+2)’
s ezt teljesiti az | 1,1 > ilt intervallum minden eleme
7 iti az — ——— | nyilt intervallu in .
. ’ K+2| ™
gy inf f4 = —co = P min fy.
b\? dac—b?
fs(x)=ax® +bx+c=alz+ — —I—L,igy
2a 4a

a > 0 esetén

a x—i—i 2>0 = a :L’—i—i 2+4ac—bz>4ac—b2 (x € R)
2a - 2a 4a - 4a

—b 4ac — b2 dac — b2
és f5 | 5= ZL,igy inffszac—:minfs;
2a 4a 4a

a < 0 esetén

+b 2<0:> +b 2+4ac—b2<4ac—62 (z €R)
e\ 2a - a\r 2a 4a - 4a v

s —b dac — b? rt f dac — b?
és — | = ——, ezért su =
>\ 24 4q O RURSS 4a

f5 a > 0 esetén feliilr6l nem korlatos, mert V K € R-re 4 « € R, hogy

= max f5.

b\?% dac—b? ) dac — b? . o o
alrz+ — | +——— > K, ami K < —— esetén nyilvanval6, mig
2a 4a 4a
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dac — b? 3 y . .
K> i esetén az egyenlGtlenség ekvivalens az
a
n b - K dac—b?
x —_— _
2a a 4a?

egyenlGtlenséggel, ami példaul teljesiil azon x € R esetén, melyre

ilyen pedig létezik, hiszen R feliilr§l nem korlétos.
Hasonléan lathato be, hogy f5 a < 0 esetén alulrél nem korlatos.
Tehat

a > 0O-ra sup f5 = +00, # max fs,

a < O-ra inf f5 = —oo, 3 min fs.

"

— Az fo(z) =22 — 42 +6 = (x —2)? + 2 (z € R) fiiggvénynél, hasznilva az

el6z6 példara bizonyitottakat:

4 12
=10, be—d4 c—6 L __o dac=b_,
2a 4a

miatt inf fg = 2 = min fg, sup fg = +00 és A max fs.

5.2. feladat. Vizsgalja az alabbi fliggvények monotonitasat:

fi: R=R, fi(zx)=az?+bx+c (a,b,cER, a#0);

for RS R, folz) =2%;
f3: R=R, f3(z)=2" (n €N) .

Megoldds. f: E C R — R monoton névekvd (csokkend) E-n, ha V z1,x9 €

E, x1 < xg esetén f(x1) < f(xa) (f(z1) > f(x2)).
f szigortian monoton névekvs (csokkend) E-n, ha

Vx1,m0 € B, 21 < g esetén f(z1) < f(x2) (f(z1) > f(x2)).
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b\?  4dac—b?
>+L (x € R).

f1($)2a<$+% 1a

Ha a > 0 és xq, :r2<—2—, T < 9 =
a

m+b< +b:> +b2> +b2:>
_:L‘ —_— —_— —_—
! 2a 2 2a e 2a 2 2a

b\? b\
— al(z1+—) >alx2+ — -
2a 2a
., z+b 2+4ac—b2> +b 2+4ac—b2 N
! 2a 4a 2 2a 4a
= fi(z1) > fi(z2)

. .. b .
—> f1 szigortian monoton csokkend a ] —00, ~%a intervallumon.

a
Hasonloan lathato be, hogy ekkor (a > 0) f1 szigortian monoton névekvs
b
a |——,+o00 [ intervallumon.
2a

Ha pedig a < 0, akkor
f1 szigortian monoton névekvé a ]—oo, —%],
f1 szigortian monoton csokkend a [—%, +oo[ intervallumon.

~ Va2 €R, 21 < mate 213 < 222 = fo(x1) < fo(x2), igy az fo
fliggvény szigorian monoton névekvd R-en.

— Ha n paratlan és z1,29 € R, 21 < x9, Ggy 1" < 22" = f3(x1) <
fa(xg) = f3 szigortian monoton novekvs R-en.
Ha n paros, gy x1,22 <0, x1 < xg esetén x1" > x" = f3(x1) >
fa(z2) = f3 szigorian monoton csokkend a | — oo, 0] intervallumon.
Mig x1,29 > 0, 1 < x93 esetén z1" < 23" = f3(x1) < f3(x2a)
— f3 szigortian monoton névekvs a [0, +oo[ intervallumon.
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Folytonossag, egyenletes folytonossag

5.3. feladat. Vizsgalja az alabbi fliggvények folytonossagat:

fi(z) = |z] (z eR);
z2—4
pa)={ sz MrE T
0 , hax=-2
fa(@) = [z] (weR);
fa(z) = ax® 4+ ba + ¢ (x €R; a,b,c € R) ;
(@) = |2* — 4| (z eR);
folz) = 2" (x € Dy, 7 €Q)

Megoldds. Az f: E C R — R fliggvény folytonos xg € E-ben, ha

Ve>0 36(e) >0, VaxeE, |vt—xg| <dle) = |f(x)— f(zg)| <e.

f nem folytonos xop-ban, ha xg ¢ E, vagy

de>0,Vée) >0, 3z € E, |r—x0 <dle) = |f(x) — flxo)] > €.

— Az fi(x) = |z| (x € R) fliggvény V zo € R-ben folytonos.
Ha zo =0, akkor Ve > 0-rad(e) =cesetén Vx € R, |z — 0| < d(e) =¢
— [f(@) = f(0)] = [|lz| = |0]| = |z| = | — O] <e.
Ha xg # 0, akkor V € > 0-ra 0(¢) = min {e, |z¢|} esetén V 2z € R
|z —xo| < () (signz = signzg miatt) = |f(z)—f(2o)| = [|z[—|zol| =
|z — x| < e.

— Az fo fiiggvényre nyilvan teljesiil, hogy

xr—2 , haz# -2
fQ(x)_{O ,haz=-2"

f2 nem folytonos xgp = —2-ben, mert ¢ = 1-re V d(¢) > 0 esetén

1
dn, — < d(e) és akkor x = =2 4+ — € R esetén
n n

|x—x0|:'—2+%—(—2)‘:%<5(5)
= |f(1‘)—f($0)|=‘—2+%—2—0 >3>1=c¢.
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Ha xg # —2 tetszGleges, ugy fo folytonos xg-ban, mert V € > O-ra, ha
d(e) =min{e, |zg— (=2)|} és x € R |x — xg| < I(e), akkor

[f(2) = f(zo)l = &+ 2 — (w0 + 2)| = [z — mo| <&

kovetkezik.

fs nem folytonos, ha zg € Z.
Ekkor f3(wo) = wo, f3(x) =0 —1, haz €]xg — 1, 20].

. 1
Igy e = re V d(g)-ra, ha z € K(xg,(€)) N Jzg — 1, zo[, akkor

1
|f(x) = f(zo)] =|xo—1—2o| =1> 525
kovetkezik.
Ha xg ¢ Z, akkor 3 29 € Z, zp < w9 < 20 + 1 és igy V € > O-ra, ha
d(e) = min{xg — 2,20 + 1 — o}, akkor V x € K(xg,d(¢))-ra

|f(z) — f(zo)] = |20 — 20| =0 < €.

Igy f3 folytonos V g ¢ Z-ben.
Egyszertien beldthato, hogy V xg € Z-ben f3 jobbrol folytonos, balrél
nem.

Ismeretes, hogy az r — 2, ¢ — z, * — c (v € R) fiiggvények foly-

tonosak V xg € R-re. Ezt és a folytonossidg és miveletek kapcsolatara
vonatkozo els§ tételt felhasznalva kapjuk, hogy ezek linearis kombinaci-
0ja, tehat az f, fiiggvény is folytonos V x¢ € R-ben.

Az fs5(z) = |22 — 4] (x € R) fiiggvény az f(z) = 22 —4 (x € R) és
g(x) = |z| (x € R) mindeniitt folytonos fiiggvényekbdl g o f = f5 mo-
don ad6do Osszetett fliggvény, igy az Osszetett fiiggvény folytonossigara
vonatkozo tétel miatt f5 V x¢ € R-ben folytonos.

Ha r = 0, akkor fg(x) = 1 (z € R), ami a korabbiak miatt V z¢p € R
esetén folytonos.

Ha r > 0 tetsz6leges racionélis szam, akkor fg V x € [0, +oo[-on értelme-
zett (ha x €] — 00, 0], gy csak bizonyos r-ekre).

Ha xz¢ > 0, ugy az atviteli elv és a sorozatokra az elGbbiekben jelzett
tétel alapjan kapjuk fg folytonossagat xg-ban.

Ha zyp = 0, akkor V ¢ > 0O-ra d(e) = er valasztassal, ha x > 0 és
T

20 = |o] < 8(e) = <7, akkor |fo(w) — f6(0)| = [a"| = |o]" < () =<

kovetkezik, s ez adja f¢ folytonossagit zo = 0-ban.

Osszegezve: har > 0 (r € Q), ugy fe folytonos a [0, +oo[ intervallumon.
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1
Ha r < 0 (r € Q), akkor z" = = (x €]0,+00[) és —r > 0 mi-

att a fentiek adjak, hogy =" folytonos V xg €]0,+00 [ esetén, tovabba
7" #0 (x €]0,400]), igy a folytonossag és miiveletek kapcsolatara vo-
natkozo 2. tétel miatt fg ebben az esetben is folytonos V z¢ €] 0, 400 [-re.

1
Megjegyezziik, hogy ha példaul r = — és n = 2k — 1 (k € N) rogzitett,
n
akkor fg(z) = /x ¥V x € R-re értelmezett és fo(—2) = —/z (z € R),
valamint az el6bbiek miatt fg V x¢ € R-ben folytonos.
1
Ha példaul fg(z) = o (x #0), ugy fe V xo # 0-ban folytonos.

5.4. feladat. Bizonyitsa be, hogy a racionéilis fliggvények értelmezési tar-
tomanyuk minden pontjaban folytonosak.

Megoldds. A racionélis fliggvények altalanos alakja:

Py(z)  apz"+an_ 12" 4+ 4 ag
CQr(m)  bpaF 4 b+ 4 b (@ € Dr)
és olyan z € R esetén értelmezettek, ahol Qg (x) # 0 (legfeljebb k kiilonb6zs
x € R esetén lehetséges, hogy Qr(x) = 0).
A korabbiak szerint a P, (z) és Q(x) fiiggvények folytonosak Qx(z) # 0 (x €
Dg), igy a folytonossag és miiveletek kapcsolatara vonatkozo 2. tétel adja
R folytonossagat.

R(z)

5.5. feladat. Egyenletesen folytonosak-e az alabbi fiiggvények:
fi(z) =22 — 2242 (x € R) a [0,2], illetve a [0, +-o0[ intervallumokon,
fo(z) = 23 + 322 — 4 (x € R) a [~1,1] intervallumon.

Megoldds.
— f1 egyenletesen folytonos a [0, 2| intervallumon, mert
fi(z) = (z—1)2+1 (r € R) miatt ¥ z,y € [0,2[-re

i) = i) =@ =1 = (y = 1)?| = |z —yllz +y — 2| < 2z —y] ,
1
igy Ve >0rad(e) = 3¢ valasztassal, ha x,y € [0, 2] és

1
lx —y| < d(e) = 2€ = |f1(z) — f1(y)| < &, ami az egyenletes folyto-
nossag definicidja miatt adja allitasunkat.

— f1 nem egyenletesen folytonos [0, 4o0o[-on.
Ehhez azt kell belatni, hogy 3 & > 0, V d(¢) > O-ra 3 z,y € [0, +o0],

hogy |z — y|1< 6(e) = [fi(z) — flgy)l > €. .
Legyen € = 3 0(g) > 0 tetszsleges. i 0 miatt 3 n, - < 6(g). Legyen



82 V. FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA

1 1
x=mn, y=n+ —, akkor [z —y| = — < d(e) =
n n

1 2
(hiszen 2+ 5 — — > 1 < n?—-2n+1>0 < (n—1)2>0, ami
n’> n
nyilvan igaz).
— Az f, fiiggvény az x — 23, © — 22 és © — 1 folytonos fiiggvények line-
aris kombinacioja, igy folytonos a [—1,1] kompakt halmazon. Ez pedig
— mivel kompakt halmazon folytonos fliggvény egyenletesen folytonos —
adja, hogy f2 egyenletesen folytonos a [—1,1] intervallumon.

1
5.6. feladat. Legyen f(z) = =3 (x €]0,+o0]). E1 =]0,1], By =[1,2], B3 =
12,3[. Kompaktak-e az f(E1), f(E2), f(Fs3) halmazok?

Megoldds.
1
— f nem korlatos feliilrdl |0, 1]-en, mert V K € R 3 x €]0, 1], hogy 2> K.
1
Ha K <0, akkor V x €]0, 1]-te — >0 > K miatt igaz.
T
1 1 1
HaK>O,1’1gy§>K>O = x2<? = 0<:E<E,amia

1
]0, T [ barmely elemére teljestil.

Igy £(]0,1]) nem korlatos, ezért nem kompakt, hiszen A C R <=
kompakt, ha korlatos és zart.

— f([1,2]) kompakt, mert f folytonos [1,2]-n, [1,2] kompakt halmaz, kom-
pakt halmaz folytonos képe pedig kompakt.

— [ folytonossagat és monotonitasat felhasznalva belathato, hogy f(]2,3[) =
11
] 91 [, ami korlatos, de nem zart halmaz (nem tartalmazza pl. az 9 tor-
11
lodasi pontjat), igy f(]2,3]) = ] 91 [ nem kompakt.
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Gyakorlo feladatok

1. Vizsgalja az alabbi fiiggvények korlatossagat, hatarozza meg a sup f;,
inf f;, max f;, min f; szamokat (ha léteznek):

fi(z) = V4 —22 (x €[-2,2]) ;

falz) = =3V (x>0);
fs(x) =[x —1] (z €R);
fa(z) = -2 +4z+6 (xe€]—1,2]);
f5(a;):mil—1 (x e R\ {1}) .

2. Vizsgilja az

2z
= R
f3($) 1+ 72 (:E € )
fliggvények monotonitasat.
3. Vizsgilja az
filz) = -3x+4 (x eR);
fo(z) = [22] (z €R);
2 -9
e 3
fax)={ z-3 " 7 ;
2 , T =23

20+ 1 , <0
x) = ;
Ja(@) {332—2x , >0

fs(x) = lim

fliggvények folytonossagat.

(x € R)

1
4. Egyenletesen folytonos-e az f(z) = s (x € R\ {0}) fiiggvény az
E, =0,1], E2 =[2,3] és E5 = [1,4o00[ halmazokon?






VI. fejezet
Fluggvények hatarértéke

Alapfogalmak és tételek

6.1. feladat. Léteznek-e az alabbi hatarértékek:

: _a? =9 :
a) lim(3z —5) ; b) lim ; c) lim|z] .

rz—4 z—3 T — r—2

Megoldads.

2)

xo = 4 torlodasi pontja az f: R — R, f(x) = 3z — 5 fiiggvény értelme-
zési tartomanyanak. lim4 (3¢ — 5) = 7. Ehhez azt kell belatnunk, hogy

Ve>036d(e) >0, Ve eR, 0<|z—4|<d(e) = [Bx—-5—-T|<e.
Mivel az utobbi egyenl6tlenség ekvivalens az |z — 4| < % egyenlGtlenség-

gel, s ez teljesiil, ha §(e) = %, kapjuk az allitast.

2 2
-9 -9
ii_)néz_g =6. xp = 3 eleme az f: R\{3}2—> R, f(x) = 3;_3
-9
fiiggvény értelmezési tartomanyanak. f(x) = T 7 =2 +3, hazx e
1‘ —_—

R\ {3} miatt nyilvanvald, hogy V € > 0 esetén J(e) = ¢ valasztassal, ha
xR, 0< |x—3| <d(e) =¢,akkor [(x+3)—6|=|z—3| <e, sezadja
az allitast.
A lim2 [z] hatarérték nem létezik. z¢p = 2 torlodasi pontja az
r—
f:R—=R, f(x)=[x] fiiggvény értelmezési tartomanyanak.
A =1 nem hatarérték. Ehhez azt kell belatni, hogy
Jde>0,Vde)>0radzeR, 0<|z—2 <de)ra|z] —1] >e.
1
Legyen ¢ = 3 vV d(e)ra Iz € K(2,0(e)) N ]2,3], melyre [z] = 2, igy
1

—-1|=1> -
W] —11=1> 1 1
A = 2 sem lehet hatarérték, mert ¢ = 5Te V d(e) > 0 esetén 3 x €

85
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1
K(2,0(¢)) N [1,2[, melyre [z] = 1, melybdl |[z] —2| =1 > 3 kovetkezik.
A ¢ {1,2} valos szam sem lehet hatarérték, mert ha
e=min{|]A—1],|]A— 2|}, agy V() > 0raVz € K(2,6(¢)) N [1,2[-re
] =1 = |[z] - A|=|A-1] >«
1. megjegyzés. 3 xl_1)1213ro[x] =2és xll)gn_o[x] =1

[z] = 2, ha z €]2,3[, igy V € > 0O-ra d(¢) = 1 valasztassal, ha 0 < |z — 2| <

x
1 I[x] —2| =12 — 2] =0 < ¢, ami adja az elsg allitast.

[z] =1, ha z € [1,2[, igy V € > O-ra () = l-et véalasztva, ha = € [1,2[ =
l[z] =1 = |1 = 1| = 0 < &, s ez pedig definicié szerint a masodik allitast
adja.

xg = 2-ben tehat létezik a fliggvény jobb-és baloldali hatéarértéke.
6.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy

1 , 2
a) limy gy =+ b)iE)(l—m)——oo,
.2
°) ﬂil—>m1 z—1
Megoldds.

a) Az allitashoz azt kell belatnunk, hogy
— xo = 2 torlodési pontja az f: R\{2} = R, f(z)= ﬁ fliggvény
értelmezési tartomanyanak, ami nyilvanvalé.
-V Kle R-re 30(K), V2o e R\ {2} és |z — 2| < §(K) esetén

— > K.
(@-27 "~
1
Ha K <0, gy V 0(K) jo, hiszen @27 >0>KVee K(2,0K))\
{2} esetén.
1 1

Ha K >0, gy ——— > K 92 < o)< ——
a >O,ugy<x_2)2> = (x )<K<:>]x |<\/E7

amibdl kovetkezik, hogy adott K-ra §(K) = valasztas adja a

==

definici6 teljesiilését, s igy az allitast.

2
b) Az f(z)=1- CEEE fiiggvény értelmezési tartomanya az £ = R\ {3}
halmaz, melyre nyilvan 3 € E’.
Be kell 1atni, hogy
2
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2
Ha K < 1, akkor
1—L<K<:>L>1—K<:>
(z—2)? (z —2)?
3
— 9)2 —9 _°
— (z )<1_K>0<:><:>()<|x | < T %
miatt, ha §(K) = 4/ —>— ¢
att, ha = 1_K,Ugy
3
-2 K 1-—— < K.
O0<|z—2|<iK) = ($_2)2<

Tehat a b) allitas igaz.

2
c) Az 9o = 1 nyilvan torlodasi pontja az f(z) = p— (x € R\ A{1})

fliggvény értelmezési tartomanyanak.
Az a) és b) részhez hasonldan belathatjuk, hogy

400, lim = —00 .

lim = =
z—1+0x — 1 z—1-0x — 1

A jobb-és baloldali hatarérték kiilonbo6z6, igy az allitas igaz.

6.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy

. 22
a) Jm =L

1 1
b) lim — =0és lim — =0 ha k € N rogzitett.

z—+oo k z——oo gk
Megoldds.
a) Az f(x) = %22 (x € R) fuggvény értelmezési tartoméanya feliilrl nem
korlatos.

Be kell latnunk, hogy
Ve>03 M), VeeRa>MEe =

2

m—l‘“-

2 2

Hae > 1, Ggy 0 < -1l <1l<e igyVeeR,
igy ¥V M(e) jo.

Ha ¢ < 1, akkor ‘

< P
1 X

x
1422
22
1+ 22

1
—1‘<€<:> <€<:>1+a:2>g

1+ 22
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1 1-— 1-—
= 2>--1 <= x> ° miatt, ha M(c) = <
9 9 9

, akkor

22
> M == |—
:13 (6) ‘1—|—$

5 — 1‘ < g, s ez definici6 szerint adja az allitast.

1
b) Definicié szerint példaul lim — =0, ha
r—+oo I

1
Ve>03 M), Ve e R\ {0} z>M(Ee) = ‘E—O‘<E.

1 1 1
Ve>0ra || <e << —<e¢ < 2">- < 2> — ha
x x € Ve
1
xz > 0, igy M(e) = — > 0 valasztassal kapjuk, hogy z > —— esetén
, gy M(e) e pj gy NG
1
— = 0‘ < g, azaz teljesiil a definicio.
x
A masik allitas hasonléan bizonyithato.
6.4. feladat. Bizonyitsa be, hogy barmely rogzitett k € N-re
a) lim 2% =400 ;
r—+00
b) lim —2* = —o0;
T——+00
c¢) lim z* = 400, ha k paros és lim z* = —o0, ha k paratlan;
rT——00 r——00
d) lim ¥z=-+oo;
T——+00
e) lim ¢z = —o0, hak paratlan.
T——00

Megoldds. A tekintett fliggvények értelmezési tartoméanya E = R, mely fe-

lillrsl és alulrél sem korlatos.

a) Belatjuk, hogy V K e RIM(K)ER, Vo> M(K) = zF> K.
Ha K <0, ugyV M(K) > 0j6, hiszenz > M(K) >0 = 2% >0> K.
Ha K > 0, agy M(K) = VK esetén z > VK <+ zF > K, igy
Vo> VK = ¢ > K.

A +oo-ben vett +oo hatarérték definicioja teljesiil, igy az a) allitas igaz.
k

b) Definicié szerint lim —z" = —o0, ha
r—+00

VKeERIMK)ER, Vo> MK) = —aF<K.

Ha K > 0, akkor V M(K) > 0 jo, hiszen z > M(K) > 0 = —zF <
0<K.

Ha K < 0, akkor M(K) = /K esetén z > /- K <= 2% > K +—
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—aF < K igyVa>¥-K = -2 <K.

Igy a definicio V K € R-re teljesiil.

Ha k paros, ugy =¥ > 0V x € R. Belatjuk, hogy

VKeRIMK)ER, Vo< M(K) = x* > K, ami definici6 szerint
adja az allitast.

Ha K <0, akkor V M(K) <0raz < M(K)<0 = 2¥>0> K.

Ha K > 0, akkor M(K) = —VK esetén z < —VK <0 <— zF > K,
ezert Vo < —vVK — 28> K.

Igy a definicio V K € R-re teljesiil.

Ha k paratlan, tgy sign z* = sign x.

Definici6 szerint lim zF = —o0, ha
rT——00

VEKcRIMK)eR, Vo< MK) = 2F < K.

Ha K >0, akkor V M(K) < 0j6, mert z < M(K) <0 = z*¥ <0< K.
Ha K < 0, tigy M(K) = —/—K = VK vélasstassal V z < —/—K <
0 = zF < K.

Igy V K € R-re teljesiil a definicio.

lim {/x =400 (z>0) <

r——+00

VEKeRIMK)eR, Vo> MEK) = ¥r>K.

Ha K <0,tgyV M(K) > 0jo, mert x > M(K) >0 = {/x >0>K.
Ha K >0, legyen M(K) = K* tgyVa>KF>0 —= ¥a>K.

Igy V K € R-re teljesiil a definicio.

Paratlan k € N esetén /z = —{/x, ha x < 0, s ezutan d)-hez hasonléan
kapjuk az allitést.

6.5. feladat.

a) lim 2* = 0%, ha k € N rogzitett, zo € R ;
T—x0

b) lim {/x = o, ha k € N rogzitett, 9 > 0 ;
T—x0

c) lim 2F =x¢% hak € Z és z9>0;
T—x0

d) lim 2" =xz¢",hare Qésxzp>0.

T—x0

Megoldds. Az atviteli elv szerint az f: E C R — R fiiggvénynek az x( € E'-
ben <= 3 hatéarértéke, ha V (z,): N — E\ {20} zo-hoz konvergalo
sorozatra 3 lim f(x,) = A.

T—x0

xg torlodasi pontja a vizsgalt fliggvények értelmezési tartomanyanak, igy a
hatarértékek vizsgalhatok.
A bizonyitasban felhasznaljuk a sorozatoknal bizonyitott 3.13. feladatot.
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a) Az el6bbiek szerint lim 2% = 2§ <= haV (x,,), (zn # T0), Tn — 0 SO-
T—x0
k

rozatra ¥ — zk teljesiil, amit viszont bizonyitottunk a 3.13. feladatban,
igy az allitas igaz.

b) Hasonléan lim /z = {/zg <= ha V (x,), (zp, > 0, z, # x¢ >

T—x0
0), =, — mo sorozatra {/xr, — Ty, amit szintén bizonyitottunk a
3.13. feladatban.

c) és d) Az atviteli elv és a 3.13. feladatban bizonyitott tovabbi két allitas
ugyanigy adja a c) és d)-beli allitasokat.

Hatarérték és miiveletek, illetve egyenlGtlenségek

6.6. feladat. Legyen f,g: F C R — R adott, g € E’, vagy E feliilrsl
(alulrél) nem korlatos. Bizonyitsa be, hogy
a) ha lim f(z) = 400 (vagy —oo) és lim g(x) = A,
akleor i (f(z) + g(x)) = +00 (vagy —o0);
b) ha lm_f(r) = +oo (vagy —o0) és lim g(x) = A,
akkor lim (£(z) + g(x)) = o0 (vagy —o0):
c) ha xEer f(z) = 400 (vagy —oo) és xli)lzloog(a:) = A,

akkor wli}rzloo(f(:::) +g(z)) = +o0 (vagy —o0).

Megoldds. Az atviteli elv a végesben vett végtelen és végtelenben vett vég-
telen tipust hatarértékeknél is igaz, igy a 3.15. feladat bizonyitott &llitasait
felhasznalva feladatunk allitdsai egyszertien bizonyithatok.
a) lim (f(z) + g(z)) = 400 <= V 2, — z0 (k9 # x, € E) esetén
T—x0
nh_)ngo(f('fn) + g(xn)) = +0o0.
Ha z, — xo (z¢ # x, € E), akkor a feltételek és az atviteli elv miatt
lim f(z,) =400 (—00)és lim g(z,) = A, igy a 3.15. feladat adja, hogy
n—oo n—oo
lim (f(xn) + g(xn)) = +00 (—00), ezért az atviteli elv adja az allitast.
n—oo
b) és ¢) hasonloan bizonyithato.

6.7. feladat. Legyen adott f,g: E C R — R, x¢p € E’. Bizonyitsa be,

hogy

a) ha 3 c e Ry és K(xg,6), hogy g(z) > ¢, ha x € K(x0,6) és
lim f(z) = +o0 (vagy —00), akkor lim f(z)g(x) = 400 (ill. —o0);
T—T0 T—T0



HATARERTEK ES MUVELETEK, ILLETVE EGYENLOTLENSEGEK 91

b) ha 3¢ € R, ¢ < 0 és K(xp,0), hogy g(z) < ¢, ha x € K(x0,d) és
IILH; f(z) = +o0 (vagy —o0), akkor mh_)Hxl f(z)g(r) = —oc0 (ill. +00).
Az z’gllitésok egyoldali hatérértékre is teljoestilnek.
Az allitasok a 4oo-ben, illetve —oo-ben vett hatarértékre is igazak a
feltételek megfelel6 modositasaval (K (xg, ) helyett M € R-t hasznalunk,
hogy pl. g(z) > ¢ >0, hax > M (vagy z < M), illetve g(x) < ¢ < 0, ha
x> M (vagy x < M) teljestil).
Ha lim g(z) = 400 (ill. —00), ugy g teljesiti a korabbi feltételeket.

T—T0

Megoldds. A korabban mér hasznalt atviteli elv végesben vett végtelen és
végtelenben vett végtelen hatarértékekre is igaz, igy hasznalhatjuk a 3.17.
feladat bizonyitott allitasait.
a) példaul lim f(z)g(z) =400 <= Vx, — 29 (v, € E, x, # x() esetén
T—x0
nlingo flxn)g(xy) = +00.
Vo, — x9 (v, € E, , # x9) = lm f(z,) = 400 és g(x,) >
n—oo
¢ (xn € K(x0,9)), igy a 3.17. feladat miatt lim f(z,)g(x,) = +o00 =
n—oo
igaz, hogy lim f(z)g(z) = +o0.
Tr—T0
A masik allitas ugyanigy bizonyithato.

b) Az atviteli elv és a 3.17. feladat b) allitasa az a) rész bizonyitasaval egyezd
moédon adja allitasunkat.

6.8. feladat. Legyen f,g: F C R — R adott, 2o € E’, vagy E feliilrdl (il-
letve alulrél) nem korlatos és lim f(x) = 400, lim g(x) = 400 (ill. —o0),
r—xQ T—T0

vagy rll)riloof(x) = 400, zli_)n;()g(a:) = +oo (ill. —00), vagy mEIEloof(x) = +00
és mEIEloog(m) = 400 (ill. —o0), akkor
a) lim (f(z) +g(x)) = 400 (illetve —o0);
b) zggoo(f(x) +g(x)) = +oo (illetve —o0);
c) lim (f(z)+g(x)) = +oo (illetve —o0);
)

[oW

lim c¢f(x) = 400 (illetve —o00), ha ¢ > 0,
xlzngio cf(x) = —oo (illetve +00), ha ¢ < 0;
e) zggoo cf(x) = +oo (illetve —o0), ha ¢ > 0,
:EEI—iI-loo cf(x) = —oo (illetve +00), ha ¢ < 0;
f) lim cf(z) = +oo (illetve —c0), ha ¢ > 0,
ri;loo cf(x) = —oo (illetve +00), ha ¢ < 0.

r——00
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Megoldds. A bizonyitasokban az atviteli elv(eket), valamint a 3.15. feladatot
hasznaljuk.
a) lim (f(z)+g(z)) = 4oo (illetve —00) <= haVx, — z¢ (xo € E',x, €
T—T0
E,x, # x) esetén lirJlrl (f(xn) + g(zp)) = oo (illetve —o0).
n—-roo
Legyen z, — xo (az adott tulajdonsidgokkal is rendelkezd) tetszdle-
ges sorozat, ugy a feltételek és az atviteli elv adja, hogy lim f(x,) =
n—oo
lim g(z,) = +oo (illetve —o00), igy a 3.15. feladat miatt lim (f(zy) +
n—oo n—-4o00
g9(xn)) = +oo (illetve —o0).
Ujra alkalmazva az atviteli elvet kapjuk az a) allitast.
b) és c) az a)-val egyez6 modon bizonyithato.
d) e) és f) bizonyitasahoz az atviteli elv(eket) és a 3.15. feladat c) és d)
allitasait hasznaljuk.
6.9. feladat. Legyen adott az

B Pk(a:) _akmk—k‘”—kao
o Ql(x) o blIL’l—i-"'-i-bo

R(x) (k,l € N rogzitett; ag, by # 0)
racionalis fliggvény (mely @Q; zérushelyeitdl eltekintve minden valos szamra
értelmezett).
Bizonyitsa be, hogy
a) lim R(z)= lim R(x)=0hak<l;

T——+00 T——00

ay

b) lim R(z)= lim R(zx)=-—, hak=1;
r—+00 r——00 bl
ha si o
¢) lim R(z)—{ 0% hasienap=sign b o
z5Foo —00, ha sign ay # sign b
ha si = sign b
d) lim R(z) = oo, as?gn h s?gn ' hak—1>0 paros
T——00 —o0, ha sign ai # sign b
lim R(z) = —00, ha s?gn W= STgn b ,ha k —1>0 péaratlan.
T——00 400, ha sign aj # sign b;

Megoldds. Nyilvan
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1
a) Ha k <, ugy R(r) = —— - g(z), ahol | —k € N.
x
, b
A 6.3. feladat b) része miatt lim —— = 0 és lim A
T—00 :L’l_k T—o00 It r—+o00 J

0 (i,j € N) is teljestil. Ekkor — a hatarérték és miiveletek kapcsolatara

. . a -
vonatkozo tételek miatt — lim g(z) = % ami lim T
r——400 bl T—00 '

adja, hogy lirJlrl R(z) = 0.

= 0-val egyiitt

A lim R(z) = 0 ugyanigy bizonyithato.

b) Ha k =1, ugy R(z) = g(x) és — ahogy lattuk —
lim g(z)= lim g(x)= % ,
T——00 i

r—+00
igy kapjuk a b) allitast.
¢) Ha k > 1, gy R(z) = 2*lg(x) és k — 1 € N.
Ekkor lim zF~! = +o0 (lasd 6.3. feladat) és

r—00

' ar | >0, ha sign aj = sign b
lim g(x) = —

z—+oo bi | <0, ha sign ay # sign b; ,

ami a hatarérték definicija miatt adja, hogy 3 M € R, hogy

_1%, ha%>07 haz > M
2 b by
9(x) 1 lar o
—=|—1|, ha — h M.
=720% | abl<0, axr <

S ezek a 6.7. feladat miatt adjak a c) allitast.
d) Itt a fentieken til azt hasznéljuk fel, hogy

lim 2*~! = 400, ha k — [ paros és
T——00

lim zF~! = —o0, ha k — [ paratlan.
T——00

(lasd 6.4. feladat c) része).
a
Természetesen most is igaz, hogy lim g(z) = b—k, igy jra alkalmazhato
r——00 [
a 6.7. feladat, amivel kapjuk az &llitasokat.

6.10. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények hatarértékét (egyoldali
hatarértékét) az adott xy pontban (pontokban):

6.10.1. f: R — R, f(x) =523 +22+22 -5, z9=1.
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Megoldds. xg =1 torlodasi pontja R-nek.
A 6.5. feladat szerint 3 lim 2% = 20" (k € N), igy az ilyen fiiggvények

Tr—XT0
linearis kombinaciojanak is (ahogy ezt egyszertien bizonyithatjuk) létezik
hatéarértéke és liml(5x3 + 22+ 2 —5) =3,

T—
3 —1
6.10.2. fﬁ E= ]R\ {1} — R, f(.’L’) = ﬁ,

Megoldds. zo =1€ FE'.

:Iiozl.

ZL‘3— Tr — ZE2 X
PO il G (et} Gt

2
= = 1 E
p— p— T+ (x € E)

és az elébbiek miatt 3 liml(:n2 +x+1) =3, igy
T—

. 51'3_1 . 9
3 lim =lim(z"+2z+1)=3.
z—1 x—1 r—1
6.10.3. f: E =R\ {1} —> R, f(a:):znil (m,n €N), zo = 1.

Megoldds. o =1€ FE'.

m _ 1 — (™1 ... 11 m—1 4 .41
x :(x )(a:_+ +):x_+ + (z€B),
z"—1 (-1 t+---4+1) anl4.o 41

f(z) =

igy az el6bbiek és a hanyados hatarértékére vonatkozé tétel miatt

Lox™ =1 a1 om
Hhm :hmi = —
z—1 g —1 x—>13j‘"_1—|—---+1 n
1 322+ -1
.10.4. f: E=R - R = = 2.
6104 1 E=R\ {3} ~ R f0) = XN

Megoldds. o =2 € FE'.
lirn2(3:/c2 +z—1)=12, lim2(2x + 1) = 5, ezért hasonléan mint elsbb
xr— Tr—

o324 —1 12
3 hm—:—.
z—2 20 + 1 5

6.10.5. f: E=[0,+o0[\{1} = R, f(z) = z2—7_\/57 xo = 1.
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Megoldds. xo=1¢€ E'.
V x € F esetén

o VE VD D) VEE DR s e

Jz -1 Vz -1 Jz -1

igy a 6.5. feladat és a miveletei tulajdonsagok felhasznalasaval kapjuk, hogy

2 _
3 hmﬂzhmlﬁ(mﬂ/iﬂ)::a.

r—1 xr—1 r—

2?2 —5x 46
6.10.6. fﬁ E:R\{3,5} —>R, f((l:) = m, i) =3.

Megoldds. o =3 € F'.
2> =5z+6 (z—2)(x—-3) x-2

22 -8z +15 (r—-3)(zx—5) -5

(x € E)

1
és limx —2 =1, lim x — 5 = —2 miatt kapjuk, hogy lim f(z) = —=.
r—3 T—3 2

r—
- 4r—1

6.10.7. f: E=R\{~1,0.1} =R, f(2) = ——5———— xm =1,

Trog = 0.
Megoldds. 1,0 € E'.

?-?tz—1 -1+ @-1 (z-1(a*+1) 2241

3 —x N x(z?2 - 1) Sz —-1D(z+1)  z(z+1)
Z-1)+2 -1 2 1 1 1
z(r+1) x z(r+1) r x+1

1 2
=14--— E
+a; r+1 (Vzek),

igy

3 2 -1 1 2
3 lim 2 "I;H” zlim<1+—— >:1

2 1
lim <1 — > =—1, lim — = +4o0,igy a 6.7. feladat miatt
x—0 xr+1 x—04+0

. 2 —?+r—1
lim 3 =400 .
r—040 T’ —T
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lim — = —o0 és a 6.7. feladat adja azt is, hogy
z—0-0 I
. -2+ —1
lim = —00 .
z—0-0 3 —x
3 _ .2 -1
Ezek pedig adjak, hogy A lim m a;’ T .
z—0 T2 —T
2
6.10.8. f: E =R\ {3} - R, f(z) = “3, 0= 3.
:L‘ p—
2 —-34+5 5
Megoldds. f(x) = T _ T o _ 1+ , igy felhasznélva, hogy
z—3 z—3 z—3

li = és i =— 7. fel ja, h
m_l)gr}r()m_g —{—ooesm_l)rgn_oac_3 o0, a 6.7. feladat adja, hogy

2 5
I fm ST = jim <1+ >:+<>o
z—3+0x —3  x—3+0 r—3

jobboldali és

2
3 lim rt = lim <1+ > >:—oo
z—3—-0x — 3 z—3—0 x—3

T+ 2
x—3

baloldali hatarérték, melyek kiilonbozéek, igy A lim3
T—

1 4

ﬁ—m, Trog = 2, o = —2.

6.10.9. f: E =R\{-2,2} - R, f(z) =
Megoldds. —2,2 € E'.

1 4 z+2-4 Tz —2 1

— e = = GE 3
T2 P G-2019) @Dty iz €D
igy

1 4 1 1
3 lim — = lim =—.
=2\ —2 :L‘2—4 x—2x + 2 2
Tovabba  lim = +00, illetve  lim = —o0 miatt
z——24+0 ¢ + 2 x——2-012 + 2
. 1 4 _ . . 1 4 B
voppo\z—2 22—4) 7% So\p—2 2_a)” %
melyek adjék, hogy 3 lim L—i
yek adjik, hogy # lim | — — ——.
2
1
6.10.10. f: E=R\ {0} - R, f(z) = =L 25 =0.

x4
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Megoldds. o =0¢€ E'.
A korébbiak szerint linb =(@22+1)=1.
r—
lir% x* =0, igy a Kalkulus 1. jegyzet VI/2. fejezet 2. tétele szerint
xr—
1 1

lim — = lim

oo 7t amb ] T

Ezekbdl — felhasznalva a 6.7. feladat eredményét — kapjuk, hogy

1

. ) S

lim f(z) = (27 +1) 7 = +o0 .
1

6.10.11. f: E=R\ {0} = R, f(z)= — (n € N), 20 =0.
x

Megoldds. o =0¢€ E'.

Ha n péros, agy lin%) ™ =0, illetve az el6z6 feladatban emlitett tétel miatt
Tr—

. 1 . 1
lim — = lim — = +00 .
z—0 ™ z—0 |:E”|

Ha n paratlan, tgy lir% z" = 0 miatt
Tr—

1
lim — = lim — =+o0,
z—04+0 ™ z—0+0 |£En|
mig
. 1 . .
lim — = lim —— = lim (-1)— =—00.
e=0-0 2"  z—0-0 —|z|"  z—0-0 ||

. 1
Igy 3 lim —, ha n paratlan.
z—0 ™

6.10.12. f: R - R, f(x) =32° — 2% + 22 + 6, +oo-ben.

Megoldds. f E =R értelmezési tartomanya feliilr6l nem korlatos.

325 — 22 +22+6
Az f(x) = i 1+ O R(z) racionalis tortfiiggvény, melyben a

6.9. feladat jelolései szerint as =3, bp =1, k=5, [ =0,
igy k> [, sign as = sign by, ezért lim f(z) = +o0.
T— 00

6.10.13. f: R =R, f(z) = apz™ + a,_12" 1 +--- + ap, +oo-ben.
Megoldds. Az el6z6 feladathoz hasonldan, a 6.8. feladat felhasznalaséaval:
k=n,1=0,a,=ay, bp=1, k=n>0=1.
sign a, = sign by, ha a, >0 = hT f(x) = +oo.

T— 100

sign a,, # sign by, ha a, <0 = lim f(x) = —o0c.
r—-+00
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6.10.14. f:R =R, f(z) = apz" 4+ ap_12" ' +--- + ag, —oo-ben.
Megoldds. R alulrél nem korlatos.

Az el6bbi feladat meggondolésait kovetve és a 6.9. feladat d) allitasat fel-
hasznélva kapjuk, hogy

— ha n paros és

ap >0 = lim f(x)=+o0,
rT——00

a, <0 = lim f(z)=—-00.
T——00

— ha n paratlan és

ap >0 = lim f(z)=—o00,
T——00

ap <0 = lim f(z)=+o0.
rT——00

6.10.15. f: R = R, f(z) = (—2z*+ 323 — 1), —oco-ben.
Megoldds. R alulrél nem korlatos.

A feladat az elézs feladat specialis esete:
n=4, ag =—-4<0,igy lim f(z)= —oc.
r——00

223 — 32+ 6
2+ x+1

Megoldds. R sem feliilr6l, sem alulrél nem korlatos.

A feladat a 6.9. feladat specialis esete:

k=3>2=1,a3 =2, by =1, sign a3 = sign be, igy a c) rész miatt

6.10.16. f: R - R, f(z) = , foo-ben, illetve —oo-ben.

lim f(z) = 400, mig a d) rész miatt lim f(z) = —oo (hisz k —1 =1
paratlan).

ot — 322 42
6.10.17. f: R — ]R, f(JI) = m7 g = 400, Tg = —00.

Megoldds. R sem alulrél, sem feliilr6l nem korlatos, igy vizsgalhaté a hatar-
érték xg = +00 és g = —oo-ben is.
A feladat a 6.9.feladat specialis esete. Ezen feladat b) részét hasznalhatjuk:

1
k=1=4, gy liril flx) = lim f(:n):Z

A feladat kozvetleniil is vizsgalhatd. Az

3 2
fay = Zim a2 -t a
e 3,6

402 2
+x2+x4
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egyenlGség és

illetve

valamint a hatarérték és a miiveletek kapcsolatéara vonatkozo tételek miatt

1
kapjuk, hogy lim f(x)= lim flx) = T
322 —2+2
6.10.18. f: E= R\{O} - R, f(a;) = m, Ty = +00,

o = —O0Q.

Megoldds. E = R\ {0} nem korlatos alulrol és feliilrsl, igy vizsgalhato a
hatarérték az adott xg-ban.

E feladat is a 6.9. feladat specialis esete (k =2 < 3 =1), igy annak a) része
miatt rEI—II—loo flz) = xgmwf(x) =0.

A kozvetlen megoldas az

1 2

322 —z+2 137 ;73

f(x):2x3+x2+x:; 11

24—+

r

egyenlGséghdl, illetve abbol, hogy
1 1 1 1
lim — = lim — =0, lim — = lim — =0,

r——4oco I Tr——00 I r—40co I T——00 I

a miiveleti tulajdonsagok felhasznélasaval azonnal adodik.

6.11. feladat. Vizsgalja az alabbi hatarértékeket:

o Vr+1-1
a) lim ——— ;
z—0 xT

b) linéx/a:2—|—2w+8;
xr—
c) lim (\/a:2—|—1—:n).

T——+00
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Megoldds.

a)

i 1-1
vet+-o-2 fiiggvény E = R\ {0}-on értelmezett és 0 € E’.

Az (a —b)(a® + ab + b?) = a® — b? azonossag felhasznalasaval:

Az x —

Ye+1-1 (Vo+1-1)((Yr+1)2+Yz+1+1)
x B (Vr+1)?2+Vz+1+1
1

IR e e

A h(z) = Vx+1 (z € R) fiiggvény a g(x) =z +1 (r € R) és f(y) =
Yy (y € R) fiiggvények h(xz) = f(g(x)) (x € R) szerint definialt Ssszetett
fliggvénye, tovabba a kordbbiak szerint

z—0

lim(z +1) =1, hmle/gzﬁzl,
y—)

ezért az Osszetett fliggvény hatarértékére vonatkozo tétel feltételei telje-
slilnek, ami adja, hogy lir% vx +1 =1, igy a miiveleti tulajdonsagokat
xTr—

is hasznéalva:

Vot1-1 1 1

lim ————— = lim — - = -
z—0 T e—0 (Y + 12+ Yz +1+1 3
kovetkezik.

A h(z) = Va?+2x+8 (z € R) fiiggvény értelmezési tartomanya R,

melynek zo = 2 torlédasi pontja, tovabba h a g(z) = 22 +22+8 (v € R)

és f(y) =y (y > 0) fiiggvények h(x) = f(g(x)) (x € R) szerint definialt

Osszetett fiiggvénye.

A korabbiak miatt 3 lim 2%+2z+8 = 16 és lim VY = 4, igy az Osszetett
r—2 y—16

fiiggvény hatarértékére vonatkozo tétel miatt 3 lim2 Va?+ 2z + 8 =4.
r—

Ez belathat6 a kovetkez6 gondolatmenettel is:

g folytonos xy = 2-ben, f folytonos yg = ¢(2) = 16-ban, igy h folytonos
rg = 2-ben. xyp = 2 € R pontja és torlodasi pontja is h értelmezési
tartoményanak, igy a hatarérték és folytonossig kapcsolatara vonatkozo
tétel miatt h hatarértéke xy = 2-ben megegyezik a h(2) = 4 értékkel.

Az x — V2?2 + 2 — x fliggvény V x € R esetén értelmezett, igy a hatar-
érték vizsgalhato.
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Nyilvanval6 a

N (Va2 +a—2)(Val+zt+a)

Vi 4+ o+
1

T
vzit+ax+w /1+_+1
x
egyenl@ség, ha x # 0.

1
Tovabba lim (1—1— —> =1 és liml\/g = /1 = 1, igy az Osszetett
x y—

r—-+00

fiiggvény hatarértékére vonatkozo tétel kiterjesztését (xg = +oo esetén)

/ 1
hasznalva lim 1 + — =1 kovetkezik.
r—-+00 €T

Ezeket és a miveleti tulajdonsagokat felhasznélva:

1
3 lim (Va2?+z—2)= lim — =

1
r——+00 r——+00 1 5 ’
I+=+41
x

6.12. feladat. Hatarozza meg az

i) =5 (@eR\{-3}) & H)=ViTi-Vi (£20)

fiiggvények fliggsleges és vizszintes aszimptotait (ha léteznek).

Megoldds. Az x = x( egyenletii egyenes az f fiiggvény fliggsleges aszimpto-
taja, ha f hatarértéke (vagy egyoldali hatarértéke) xo-ban 400, vagy —oo.

Az fi(z) = gi _T_ 5 fiiggvény értelmezési tartomanya az E = R\ {—%
halmaz, melynek xy = -3 torlodési pontja, tovabba
L0 23
o5y
T + g x + g

ami a 6.2. feladat c) részével, illetve a 6.10.8. feladattal egyez8 modon adja,
hogy

lim fl(x) = =00, lim fl(x) = +00,

r—>—§+0 r—>—§—0
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2
azaz f1 jobboldali hatarértéke o = —g—ban —o00, mig a baloldali hatarér-
. 2
téke —oo. Igy az xg = —= egyenlet egyenes fiiggsleges aszimptotaja fi-nek.

Minden mas helyen a fiiggvény folytonos, igy hatarértéke a véges helyette-
sitési érték, ezért méas fliggbleges aszimptotaja nincs fi-nek.
Mivel

5
T S '
i 3 2:96—13-100 225
700 3% + 342
xr
és
5
dr—5 7L 4
r—1>r9003a:+2_r—1>riloo3+g_3
X

4
(a 6.9. feladat a) része szerint), igy az y = 3 egyenletli egyenes vizszintes
aszimptotaja fi-nek.
Més tipust aszimptétaja fi-nek nincs.
Az fy fliggvény YV zop € E = [0, 00[-ben folytonos, igy nem lehet fiiggsleges
aszimptotaja. Ugyanakkor

o) = VI TT e VAT VAT 4 V) .

Vi+1+yz CVrt+l+yz

és mivel fy értelmezési tartomanya feliilrél nem korlatos (alulrdl igen), vizs-

galhato fo hatarértéke +oo-ben.

Mivel a 6.4. feladat d) része szerint lir_l‘rl VT =400 és ligl_l v+ 1=+oo,
T—T00 T— 100

igy a 6.8. feladat b) része miatt lirJIrl (Vx + vz +1) = +o0, végiil pedig
T— 100

ekkor a reciprokara lim = 0, kovetkezik, tehét

1
N R

. M 1 1
Jm o) = lm (Ve vVeiD) = lm e e =0

Ez pedig adja, hogy az y = 0 egyenletd egyenes (az z tengely) vizszintes

aszimptotija fo-nek.

1

6.13. feladat. Hatérozza meg az f(z) = 2+ — (x € R\ {0}) fiiggvény
x

aszimptotait.
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Megoldds. f értelmezési tartomanya az E = R\ {0} halmaz, mely sem alul-
rol, sem feliilr6l nem korlatos és xg = 0 € E'. Igy vizsgalhato

1 1
lim f(z) = lim <x + —>, ami nem létezik, de limx =0és lim — = +o0,
x—0 z—0 €T x—0 r—04+0

) . 1 . . 1 . 1
illetve lim — = —ocomiatt lim (x+—) =4oc0és lim |[x+—) =
T T

z—0-0 2 z—0+0 z—0—0
—00, igy f-nek az xg = 0 egyenleti egyenes (az y tengely) fiiggdleges aszimp-
totaja.

Mas filiggSleges aszimptota nincs.
1 1
lim <a: + —> = +00 és lim (x + —> = —o0 miatt vizszintes aszimp-
T—+00 x LT—=—0 T
téta nincs.
Az I(x) = z egyenletl egyenest tekintve,

lim (f(z)—i(z)) = lim <x+1—x>: lim L =0

r—-+00 r——400 €T
és
1
lim (f(z)—Il(x))= lim — =0
Tr— —00 r——00 I

miatt kapjuk, hogy az y = = egyenletd egyenes aszimptétaja f-nek.

6.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy egy I(z) = az + b (x € R) fliggvény
grafja (az y = ax +b egyenletii egyenes) <= aszimptotaja egy f: E — R
fiiggvénynek (melynél E alulrol vagy feliilr6l nem korlatos), ha

- [(=) :
Jm —= =a, Jm (f(z) —2)=0b;
vagy
lim @:a, lim (f(z) —z)="0.
Megoldads.

— az l(z) = ax + b (z € R) egyenes definici6 szerint akkor aszimptota, ha

lim (f(z) = (ax+b))=0  vagy  lim (f(z)—(az+0))=0

r—-+00
teljesiil.
b
Mivel f(x) —ax —b=1=x <@ —a— 5)’ ha x # 0, ezért ekkor

x T ——00 T T

] (R N L R
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kell, hogy teljesiiljon, ami lim x = +o0, illetve lim z = —oco miatt
T—+00 r——00

csak akkor igaz, ha

() e (- I

T—+00 x -0 x x

b b
sez lim <a+ —> = lim (a + —> = g miatt adja, hogy

r—-+00 X Tr——00 €T
lim @ =a vagy lim @ =a
x—+o00 I T——00 T

teljesiil.
Ha a mar adott, akkor nyilvan
lim (f(x)—2)=b vagy lim (f(x) )=

teljesiil.
— Nyilvan az el6bbi médon meghatarozott a és b altal adott
l(x) = ax 4+ b (x € R) egyenes aszimptota.

2422 —1
6.15. feladat. Hatarozza meg az f(x) = rrerol (x € R\ {0}) fiigg-
x

vény aszimptotait.

Megoldds. f E = R\ {0} értelmezési tartoméanya sem alulrél, sem feliilrél
nem korlatos, tovabba 0 € E’ teljesiil.
2 2
20— 1 20— 1
— 29 = 0-ban 3 lim e = 400 és lim e = —00
w—>0:i—0 x z—0-0 X
(lasd 6.9. feladat). Igy az © = 0 egyenes (az y tengely) fiiggsleges aszimp-

totaja f-nek.

. 242 -1 . 22 +2r—1 . o
- lim ——— = +o00, lim —— = —oo miatt vizszintes
T—+00 x T——00 Z
aszimptota nincs.
2 2
2z — 1 2z — 1
O O e b - it ST P C.) B P e el
r—+o00 I r—+00 2 r——00 I T——00 2
(ami kovetkezik a 6.9. feladatbol).
Tovabba
2
2¢ — 1 2¢ — 1
lim (f(z)—x) = lim <$+7$ - JJ> = lim = =2
T—+00 x——+00 x T—+oo I
és
2
2¢ — 1 2¢ — 1
lim (f(z)—z) = lim (1‘—|—7$_$> = lim = =2.
r——00 r——00 x r——00 x
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Igy az el6z6 feladat miatt az I(z) = 4+ 2 (x € R) fiiggvény grafja, az
y = x + 2 egyenletii egyenes aszimptotaja f-nek.
Mas aszimptdta nincs.

6.16. feladat. Hatarozza meg az f(x) = V622 — 23 (x € R) fiiggvény
aszimptotait.
Megoldads.

— f folytonos, hiszen az x — 622 — 2% (z € R) és y — Yy folytonos
fliggvények Osszetett fliggvénye, igy fliggsleges aszimptotija nincs.

— lim V622 — 23 = —c0 és lim /622 — 23 = +o00

T—00 T——00
(melynek belatésat az olvasora bizzuk) miatt vizszintes aszimptota sincs.
3
) x ) 622 — 23 ) 6
— lim M: lim ————— = lim {/——-1=-1
z—+oo I r—F00 €T r—F00 X
hi lim ——1=-1, lim ¥y = -1 Osszetett fiiggveé
(hiszen L — g lim Yy , s ez az Osszetett fliggvény
hatarértékére vonatkozo tétel miatt adja, hogy hI:Itl M =—1).
T— =00 €T

lim (3 6:r2—:1:3—|—:1:) =
r—+o0
(V622 — 23 + ) (V622 — 23)? — 2v/622 — 23 + 2?)

= lim - ; =
z—+00 (,3/6$2 _ 113‘3)2 — 2v/6x2 — 13 + 22
I 622
= 1m =
v—too (V622 — 23)2 — 2v/622 — 23 + 22

. 6
lim 5
r—+00 6 6
<3——1) —\3/——14—1
X X

2
(hiszen lim ¢ g— 1=-1, lim (3 6 _ 1) =1).
r—3F00 400 T
Ebbdl pedig a 6.14. feladat miatt kapjuk, hogy az () = —z + 2 (z € R)
fliggvény grafja, az y = —x + 2 egyenletd egyenes aszimptotaja f-nek.

Mas aszimptota nincs.

6.17. feladat. lim (x/:zs2 +1- x) =7, lim <\/$2 +1- x) =7.

r——400 Tr——00

Megoldds. Mindkét fliggvény értelmezési tartoménya R, igy a hatarértékek
létezése vizsgalhato.
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— Egyszertien belathato, hogy Va2 +1—2 >0V z € R, igy V 2 > 0-ra

0<\/m_x: (Va2 +1—2) (Va2 +1+1) _
Va2 4+ 14
1 1

- < —.
Va+l+z 22

1
lim 0=0, lim — = 0 miatt, felhasznalva a hatarérték és az egyen-
z—+00 z—+o0 21

16tlenségek kapcsolatara tanult egyik tételt kapjuk, hogy

lim (Va?2+1—2)=0.

r—-+00

— A Va? + 1+ x> 0 egyenl6tlenség x > 0-ra nyilvanvald, ha xz < 0, akkor
—x >0 és

V24+142>0 < Va2+1> -2 < 224+1>2%2 < 1>0

ami igaz.
Ha z < 0, akkor igaz tovabba, hogy

0V T ldm— (Va2 +1+a)(Va+1-a)
Va2 +1—=x
1 1

1
= < < —
Vaz+l—xz V2241 |z

1 1
hiszen < = V24l < Val4+l-—2 —
( Vai+1l—uo \/m12+1 .
0 < —x, ami igaz, mig ——— < — <= |z| < V22 +1 <= 22 <

2 +1 |z
2 +1 < 0<1,sezis igaz).
1
Ekkor lim 0=0¢és lim — = 0 és az el6bb jelzett tétel miatt kapjuk,

hogy

lim ( :172—1—1—1—:1:):0.

r——00
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Szakadasi helyek, monoton fiiggvények

6.18. feladat. Hatarozza meg az alabbi fliggvények szakadési helyeit és
azok tipusait.

2?2 -9
i == @eR\ {3
.’Eg -
P =21 @eR\{1});
folw) = [o (wer);
fiw) =sign(e) (0 €R\{0})
T +2
o) =TS weRr\ (Y
1

fo(z) = =2 (z e R\ {2}).

Megoldads.
— Az f; figgvény folytonos, ha x # 3 (mert folytonos fiiggvények héanya-
dosa és ¢ — 3 # 0, ha x # 3), de = 3-ban nem folytonos, mert nem

értelmezett, igy itt szakadasa van.
2

-9
Ugyanakkor a 6.1. feladat b) része miatt 3 lim3 i = lirrg(:n—i—?)) =6,
r—3 T — xr—
) . z2 -9 . z2—9
igy 4 lim = lim
z—34+0 r — 3 z—3-0 T — 3

dali hatarértéke megegyezik, ezért definicié szerint a szakadés egyrészt
els6faji, masrészt megsziintethets (az f1(3) = 6 valasztassal).

, azaz xg = 3-ban f1 jobb és balol-

— Az f5 fiiggvény nyilvan folytonos, ha x # 1, de nem folytonos xg = 1-ben
(mert itt nem értelmezett), ezért itt szakadéasa van.
A 6.10.2. feladatban mondottak szerint

? -1 i (x—1)(z?+z+1)
a—1l x—1 2=l z—1

= liml(x2+a;+1) = 3,

igy az el@bbiekhez hasonléan kapjuk , hogy fo-nek zg = 1-ben meg els6-
faji és emellett megsziintethetd szakadasa van.

— Az f3 fiiggvényrél a 6.1. feladat ¢) részében megmutattuk, hogy z¢ = 2-
ben létezik a jobb- és baloldali hatarértéke, s azok kiilonbozok,
igy zg = 2-ben f3-nak els6faju szakadésa van.

Azonos médon belathato, hogy V zg = n (n € N) is els6faju szakadasi
hely.
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f3 (ahogy azt mar belattuk) V zg # n (n € N) esetén folytonos, igy mas

szakadési helye nincs.

1, >0

— Az f4(z) =sign(z) =<

fule) =sien(z) =4 "7 0
xg = 0 szakadési helye (hiszen itt nem értelmezett, igy nem is folytonos),
ugyanakkor az elméletben vizsgélt egyik feladathoz hasonléan belathato,

hogy

fliggvénynek

3 lim sign(z)=1 és lim sign(x) = -1,

z—040 z—0—-0

igy 1 # —1 miatt a szakadas els6faja.
YV xg # 0-ban a fiiggvény folytonos, ezért mas szakadési helye nincs.

— Az f5 fliggvény x # 3 esetén folytonos, z = 3-ban nem, tovabba, ahogy
azt a 6.10.8. feladatban belattuk

x+2 i x4+ 2
1m = €S 1m =
z—3+0x — 3 z—3-0x — 3

S

azaz az egyoldali hatarértékek nem végesek, igy a szakadas xg = 3-ban
masodfaja.
— Az fg fiiggvény x # 2 esetén folytonos, = 2-ben nem ¢és a 6.2. feladat a)

része miatt lim ———— = +o00, ami adja, hogy xg = 2-ben a szakadas
r—2 (:1: — 2)2

masodfaja.

6.19. feladat. Vizsgalja az alabbi fiiggvények invertalhatosagat és (ha lé-
tezik) inverziik folytonossagat:

&H
—_
—
8
~—
I

" (x € ]0,+00], n € N rogzitett) ;
" (x € R, n € N paratlan) .

Megoldads.
— Az 5.2. feladat szerint fi szigortian monoton névekedd, igy a monoton
fliggvényekre vonatkoz6 1. és 3. tétel miatt egyrészt 1étezik inverze, ami —

c st 2

masrészt f1 ' folytonos és szigortan monoton noévekeds.

— Hasonl6 meggondolasok adjék az f, fiiggvény fo l(z) = ¥z (z € R)
inverzének létezését, folytonossdgit és szigori monotonitasat.
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Gyakorlo feladatok
. Definici6 alapjan vizsgélja meg, hogy léteznek-e a

lim1 (bx +7) és lim [2z]
xr—

r—3

hatarértékek (vagy egyoldali hatarértékek).

. A definicio6 felhasznalasaval bizonyitsa be, hogy

: 1 : 3
i (2 ) o Jm, (1= ) =

3
lim ——— .
ﬂ:c1—>nl2 (:IZ — 2)3
. Definici6é alapjan bizonyitsa be, hogy
1 —a? 212

lim =—-1; lim —— =2
a—+oo 1 + 22 az——oc0 1 + 22

. Hatarozza meg az alabbi fliggvények hatarértékét (egyoldali hatarértékét)
az adott xp pontban (pontokban):
a) f:R—R, f(z) =32* +22%2 - 320 -2, g = —1;

b) JrE—E\ (2} R fl)= L2 =2
3 2
c) f:E:R\{—g}—ﬂR’ f(:c):x +3xxi2:1:+1’ 0 =2;
@) fi B=R\{1} >R, f(z) = 2= w0 =1;
3
O f: E=R\{-2) ~ B, f(@)= 22>, =2
D E=R\(-10.1) ~ R, f@) =S5l oy
9 [ E=R\{-3)} ~ K, [(@)= ", ==
h) f: E=R\{1} =R, f(ﬂf)zl_x—m7 ro=1;
) frE=R\{1) =R, [(2) = 57 30 =1
j) fr E=R\{-2} =R, f(gc):l—ma To = —2;
k) f:R—R, f(z)=—22*+ 322 — 1, 29 = +00, g = —00 ;
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423 + 322 4+ 2
1) ij;:R\{l,% LR, f(z) = ﬁ Zo = —00, Tp =
—z% — 22 42
m) f: R—R, f(x):%—gi, Tp = —00, Tg = +00 ;
n) f:R—R, f(ﬁ)zwy To = —00, To = +00 ;
o) [: R—=R, f(x):\/ﬁ, To = 400, Tg= —00 ;
D fR R, f@)= VP
) f: = 34000} — R, fa) = LI VE 4,

5. Hatéarozza meg az alédbbi fliggvények aszimptotait:

i) == @eR\ {2
.’L'2 T

fale) = TS @ er\ (o))
xz— T

fole) = o2 e R\ 3

2 +3

fa(z) = T =3 (z e R\ [-1,3]);

o) =+ - (@ R\ {0})
(=1

ol =22 (c R\ {0})

6. Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények szakadési helyeit és azok tipusait:

5174 -
i) == (weR\{2);
P =] (@eR);
@ =127 @eR\{-4D);
5
faz) = o) (z e R\{-2});

fs(x) =[z] +[-2] (x€R);
fo(z) =z — [z] (z €R).
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7. Vizsgélja az alabbi fiiggvények invertalhatosagat és (ha létezik) inverziik
folytonosséagat:

filz)=(@=3)" (zeR);
folx)=(z+2)?2 (z>-2);

fa(2) = (20 +3)° (v €R);
fa(x)=(x+1)" (z €R, ne N paratlan)






VII. fejezet
Fuggvénysorozatok, fiiggvénysorok, elemi
fliggvények

7.1. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvénysorozatok konvergenciatar-
tomanyat:

a) fn:]0,4+o00[— R, fn(x):n<\/x+%—\/§> (n €N);

b) fui B\ (-1} = B, ful@) = 1o (nEN).

Megoldds. Azon x-ek Osszességét kell meghatarozni, melyekre az (f,(z))
szamsorozat konvergens.

a) Ha z = 0, ugy f,(0) =n <\/%— \@) = /n — o0, igy az (f,(0))

szamsorozat divergens.
Ha z > 0, akkor

fn(;v):n<\/a:+%—\/5> =
(Ve+i-va)(YJori+va) )

= n =

VTt 4+ VT VTt s+ VT

ami lim y/z + 1 = /z, lim /2 = /z (és a sorozatok és miiveletek
n—oo n n—00

kapcsolatara vonatkozo tételek) miatt adja, hogy

1
nh—>n;o fulz) = NG V x> 0 esetén.

Igy (f,.) a pozitiv valés szamok halmazan pontonként konvergal az f(z) =

2z

(x € R;) fiiggvényhez.

113
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b) Ha |z| < 1, akkor (ahogy ezt mar belattuk) lim 2™ = 0, ezért

n—oo

n
lim —— =0
n—oo 1 + ™

1 1
Ha x =1, ugy fo(1) == — =.
; ’ 1 1 1
H > 1, akk = = és |—| < 1 miatt
a |z| akkor f,(z) T 07T & |~ mia
1 n
lim <—> =0, ezért lim f,(x) = 1.
n—oo \ I n—oo

Ez mutatja, hogy a fliggvénysorozat R\ {—1}-en pontonként konvergens
és hatarfiiggvénye

0, haxe|—1,1[,
1
f(z) = —,hax=1,
2
L,

egyébként.

7.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi fliggvénysorozatok egyenletesen
konvergensek:

a) fn:R+—>Ra fn(x):x+n (HEN);

b) fn: R— R, fn(:E):\/:Ez—i-% (neN).

Megoldds. Azt kell belatnunk, hogy 3 f: Ry — R (ill. f: R — R) fiiggvény,
hogy V ¢ > O-ra 3 n(e) € N, hogy ¥V n > n(e) esetén |fn(x) — f(z)| < €
Vo e Ry (ill. x € R) szamra.
a) Legyen £ > 0 tetszélegesen adott.

Ha f: Ry — R, f(z) =0, akkor

1
— < —
r+n n

|[fn(z) = f2)| =

1 1 1
- 0‘ és ——0
T+n n
) 3 1
miatt I n(e), Vn >n(e) ésV o e Ryra |fo(z) — f(z)] < — <e,
n
tehat (f,) egyenletesen konvergél az f(z) =0 (z > 0) fiiggvényhez.
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b) Ha f: R = R, f(x) = |z|, akkor V = € R-re

fnl@) ~ F@)] = '\/ﬂ + oo

1
= n? = 1 <i
1 2.2 n
$2+ﬁ+|x| n(x/nx +1+n|:c\>

1
(hiszen vn222 + 1+ nlz| > vVn222 +1 > /1 = 1), ezért — — 0 miatt
n

V e > 0-hoz I n(e), Vn > n(e)ra
1
|fu(z) = f(2)] < —<e VzeR,

ami definici6 szerint adja, hogy az (f,,) fiiggvénysorozat egyenletesen kon-
vergal R-en az f(z) = |z| (z € R) fliggvényhez.

7.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy a > f,, fiiggvénysor egyenletesen konver-

Weierstrass kritérium adja a > R fliggvénysor egyenletes konvergen-
2 4+n

cidjat R-en.

7.4. feladat. Hatarozza meg a ) f,, fliggvénysor konvergenciatartomanyat,

ha

fa: R\ {1} =R, fu(z)= (neN).

x

(I+x)"

Megoldds. Ha x =0, ugy f,(0) =0, igy a Y f,(0) sor konvergens.
o

00 1 n
Haz € R\{0,—1}, agy > fo(z)= >z <r> miatt a » f, fiiggvény-
n=1 n=1 x

1
sor egy 172 kvociensti mértani sor, ami — a kordbbiakban tanultak szerint
x
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— akkor és csak akkor konvergens, ha
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1
‘ < 1, azaz ha |1+ x| > 1, illetve
1+

z €] — 00, —2[ U |0, +o0 .
Igy a sor konvergenciatartomanya az E =] — oo, —2[ U [0, +-00[ halmaz.

7.5. feladat. Hatarozza meg az alabbi hatvanysorok konvergencia-intervallu-

mait:
[e.e] [e.e] [e.e] [e.e]
x™ x™ n n
> — 5 D)5 — 5> nla®
n n? n
n=1 n=1 n=1 n=1
o0 o0 o
on nz' n(x—1)".
n=0 n=1 n=1
Megoldds.
[ee) xn
— A )  — hatvanysor esetén
n=1
:L,n—i-l
3 lim |21 = lim || = |z|,
n—oo x n— 1
n

igy a D’Alambert-féle kritérium kévetkezménye miatt a hatvinysor kon-
vergens, ha |z| < 1 és divergens, ha |x|>1.

x 1 S 1
Hax = 1,10gya >, — sor divergens, ha pedigz = —1, akkora »_ (—1)"—
n=1 n=1 n

sor konvergens.

Igy a hatvanysor konvergencia-intervalluma: [—1,1] .
[ee) xn

A )’ — hatvanysorra
n=1"M

xn—l—l
1)2 1\?
3 Jim | O <t () =
— — n
n2

igy a hatvanysor konvergens, ha |z| < 1, divergens, ha |z| > 1.
o0 [e.e]

1
Ha z = 1, agy a >, — sor, mig ha @ = —1, agy a . (—1)"— sor
a1 n n=1 n

konvergens, igy a vizsgalt hatvanysor a [—1, 1] intervallumon lesz konver-
gens.
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X n
— A ) — hatvanysorra
n=1 2"

n
1
3 lim ¢ ﬁ‘: lim \/ﬁz—7
n—00 xn n—00 |;p| |;p|

igy az (a Cauchy-féle gyokkritérium kovetkezménye miatt) konvergens,

1
ha — < 1, azaz |z| > 1, mig divergens, ha |z| < 1.

|z
o [e.9]
Ha x =1, 4gy a ) n, mig hax = —1, gy a »_ (—1)"n sor divergens.
n=1 n=1
Ezért a hatvanysor konvergencia tartoméanya a | — oo, —1[ és |1,4o0]

intervallumok egyesitése.

[ee)
— A > nla™ hatvanysor esetén V z € R\ {0}-ra
n=1
(n + 1)lzntt
nla™

lim

n—~o0

= lim (n+1)|z| = +o0
n—oo

igy a hatvanysor csak & = 0 esetén konvergens.

x " S AL x
- Mivel Y — = >_ (—) egy mértani sor, igy konvergens, ha ‘—‘ <1,
n=0 2n n=0 2 2
azaz |r| < 2; divergens, ha |z| > 2.
o0 [ee]
x = 2rea » 1, migz = —2re a », (—1)" sor divergens, ezért a
n=0 n=0
konvergencia-intervallum: | — 2,2 .

[ee]
— A > na™ hatvanysorra 3 lim {/n = 1, igy a Cauchy-Hadamard tétel

n=1 n—~o0
miatt konvergens a | — 1, 1[ intervallumon (hiszen a konvergencia sugara:
1
= —F=1).
°= Tlim Un )
n—~o0

o0 (o]

Nyilvan igaz, hogy = = l-re a Y n, mig z = —1-re a »_ (—1)"n sorok
n=1 n=1

divergensek.

A konvergenciatartomény tehat a | — 1, 1[ intervallum.
o0
- A > n(z—1)" x9 = 1 kozéppontu hatvanysor, melyre (az elébbivel
n=1

azonos modon) kapjuk, hogy o = 1, igy konvergens, ha 0 < z < 2.
x =0 és x = 2 esetén a sor divergens, ezért a konvergenciatartomény a
10, 2[ intervallum.
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7.6. feladat. Hatarozza meg az aldbbi hatvanysorok konvergenciasugaréat:
2

o0 o0 1 n
Zn”x" : Z (1 + E) "
n=1

n=1
o 2n+1 o 2n
Z (2:2 +1)! ; Z(_l)n (;n)l :
n=0 ’ n=0 ’
Megoldds.
— Mivel limy/n” = lim n = 400, igy a Cauchy-Hadamard tétel miatt a
n—oo
o0
> n™x™ hatvanysor konvergenciasugara o = 0.
n=1
_— IANC— 1\" 1\"
— lim{ (1—1——) zlim<1+—> = lim <1+—> = e miatt a
e 1\" 1
> <1 + —> ™ hatvanysor konvergenciasugara o = — .
n=1 n €
:L,Qn-‘rl
— Legyen z € R\ {0} tetsz6legesen rogzitett és a,, = 21l
(n=0,1,2,...), ekkor
An+1| |‘T|2
= —0,
an (2n+2)(2n + 3)

igy a D’Alambert-féle hanyadoskritérium alapjan a hatvanysor minden
x # 0-ra konvergens, ami nyilvan igaz x = 0 esetén is.
Ezért a hatvanysor konvergencia sugara ¢ = 4o00.

2n
— Hasonléan mint elébb az a,, = (—1)”% (n=0,1,...) jeloléssel élve
n)!
(V x # 0 rogzitett valos szamra)
an4+1| |$|2
= -0,
an (2n+1)(2n + 2)

ami azonos modon adja a hatvanysor konvergenciajat V x # 0 és x = 0
esetén is.
A konvergenciasugar tehét most is o = 400.

7.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy V = € R esetén

shz) = exp(z) —Qexp(—:r) () = exp(z) +2exp(_;1;) ;
exp(x) = sh(z) + ch(z) .
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Megoldds.
o) n 00 :L,n
— Az exp(z) = Y. — , exp(—z) = > (—1)"— és a sorok konvergensek
1 1
V x € R esetén, igy a soroknal tanultak szerint a A\ = 3 k=5
szamokkal képzett linearis kombinaciéjukra:
_ _ 1 X n 1 o n
exp(z) — exp(—x) _ = Z r 1 Z(_l)nm_ _
2 2 n! 2 n!
n=0 n=0
o x2n+1

amit bizonyitani kellett.

— Hasonl6é gondolatmenettel:

exp(z) +exp(—z) le=z" 1 n "
= — —_— — —1 _— =
2 2 nz:% n! + 2 1;)( ) n!
= [1 11 2™ S
S5+ =X Gy =
vV z € R-re.
— Végiil pedig
o0 p2n+1 o0 r2n 0 "
sh(z) + ch(x) = Z_% an 1 1 + z_% n)] = z_%m = exp(z)

kovetkezik V & € R esetén.

7.8. feladat. Bizonyitsa be, hogy V z,y € R esetén

a) cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)

b) ch(z +y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y)
sh(z + y) = sh(z) ch(y) + ch(z) sh(y)

c) exp(z)exp(—x) =1; cos(—z) = cos(x) ; sin(—x) = —sin(z) ;
ch(—z) = ch(x) ; sh(—z) = —sh(z) ; sin?(x) + cos?(z) =1 ;
ch?(x) — sh?(x) = 1.
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Megoldds.
a) Nyilvanvalo, hogy a > (—D"W ;D (—1)k 2n)! > (="

00 xQTL 00 y2n ) x2n+1

n=0 n=0 n=0 (271 + 1)'

2n+1

o0
és —1)"———— sorok abszolit konvergensek, igy a sorok Cauchy-
HZ::O( ) (2n 1)! g gy Yy

szorzatara, a sorok kiilonbségére (illetve Osszegére) vonatkozo tételek,
valamint a binomialis tétel miatt

o\ (2k) (2n — 2k)!

00 n (_1)km2k;+1 (_1)n—ky2n—2k+1 _
_§<Z (2k+1)!  (2n—2k+1)! ) B

0 no k:l}2k _1\n—k, 2n—2k
cos(x) cos(y) — sin(x)sin(y) = Z <Z (1) =)™y ) —

k=0
0 2k 2n—2k

l
=14 (-1 (Z (2k)!m> i

k=0
-1 _1— _
(_1)l$2k+1 (_1)1 L—kg 2 (2k+1)> B

2k + 1) (21— (2k+ 1))!

+
NE
AN»—!

> z ! 2hg 22k
=14> (-1) (;;) m) —

1
oo /l-1 _— x2k+1y2l—(2k+1)
-2 <Z(_1) 2k + 1)(20 — (2k+1))!) -

B ) )-

k=0

0 T 2n
— Z(—l)"g( (;ny))‘ = cos(x +y),

s ez éppen az els6 addicios tétel.
A maésodik addiciés tétel bizonyitasa ehhez hasonld szamolas.

Itt a —, : ——— &5 =
ngo (2n)! ngo (2n)! ngo (2n + 1)! n§0 (2n +1)!

sorok abszolut konvergenciaja, a sorok Cauchy-szorzatara és a konvergens
sorok Osszegére vonatkozo tételek, tovabba a binomialis tétel alkalmazésa,
az el6bbihez hasonlo szamolassal adja az allitasokat.
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¢) — Korabban bizonyitottuk, hogy
exp(z)exp(y) = exp(z +y) V x,y € R esetén,
masrészt exp(0) = 1 nyilvanvalo,
igy exp(z) exp(—x) = exp(z — z) = exp(0) = 1.

. 00 n( x)2n :1:211 .
— cos(—x) = nZ::O(—l) on) nZ::O( 1" ol cos(x) ;
) X n( x)2n+1 fo%) . x2n+1
sin(—z) = nzo(—l) m = —nZ::O(—l) m = —sin(z) ;
© (g 2n 00 2n )
ch(=e) = ngo ((2”))! N n;O (2”)! = chle);
) 00 (_$)2n+1 2n+1
= 3 o = 5 gy <

nyilvinvaléan igaz a hatvanyozasra tanultak és a konvergens sorok
miiveleti tulajdonsagai alapjan.

—cos(0) =14+ > (-1)"
=1

—— =1, igy az el6bbieket felhasznalva
(2n +1)!
V x € R esetén

1 = cos(0) = cos(x + (—z)) = cos(x) cos(—z) — sin(x) sin(—z) =

=sin’z + cos’ z .

2n
- ch(0) =1+ Z . 2n)l =1, igy az el6bbieket felhasznélva

1 =ch(0) = ch(z + (—z)) = ch(x) ch(—=x) + sh(z) sh(—=z) =
= ch?(z) —sh?(z) VzeR.

7.9. feladat. Bizonyitsa be, hogy az exp: R — R fiiggvényre igazak a ko-
vetkezok:

a) exp(z) #0 (z € R) ;
exp(z) > 1 (z>0), 0 <exp(z) <1l (x<0);

c hm exp() +00, lim exp(z)

d smgoruan monoton novekedo
exp(R) =Ry (Rexp = R4)
f) exp(r) =e"VreQ.
Megoldads.
a) 1 =-exp(0) =exp(z + (—x)) = exp(z) exp(—x) adja az allitast.
b) exp(z) > 1, ha = > 0 jon a definiciobol. Hax < 0 — —2 >0 =
exp(—z) > 1 = exp(z) = [exp(—z)]~! < 1, de exp(x) < 0 nem

b)
)
)
e)
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lehetséges, mert akkor a folytonossag miatt 3 x¢, hogy exp(xp) = 0, ami
lehetetlen a) miatt.

c) exp(z) >x = lim exp(x) = +o0,
r——+00

mig gcll}zloo exp(z) = ll)ffoo oxp(—z) = xEIJIrloo exp(z) =0;

d) har) <xg = 29—21>0 = exp(res—u1) >1 =

exp(za) =exp((x2 — x1) + 1) = exp(xo — x1) exp(x1) > exp(w1),
ami adja az allitast;

e) c)-bdl és az exp fiiggvény folytonossagabol jon az allitas;
x 1
f) exp(l) = >, w=e¢ = VpeNreexp(p) =exp(l+...+1) =
n=0 T
=exp(l)...exp(l) = eP.
1 JR—

Ha —peNvVvp=0 = exp(p):m: e~P .
l=e

_ p Py _ P\
HapeZNge N = eP =exp 5+...+5 = |exp | = —

e (5)
es =exp| = ).
q

7.10. feladat. Bizonyitsa be, hogy az In fliggvényre teljesiil:

Dy =Ry, Rp=InR;)=R;
folytonos és szigorian monoton noveked? ;

a)
b)
¢) In(1)=0, In(z) <0 (0<x<1), In(x) >0 (x>1);
d)
)
)

exp(In(z )) =z (z € Ry), In(exp(z)) =z (z € R) ;
In(zy) = In(z) +In(y) (z,y €Ry);

In < ) In(z) — In(y) (z,y € Ry) .

e

f

Megoldds. In = exp™*

a) AzlIn definicidja és az a tény, hogy Dexp = R és Rexp, = R4, valamint a re-
lacio (fiiggvény) inverzének értelmezési tartoméanyarol és értékkészletérsl
(Kalkulus I. I.2.-ben) tanultak azonnal adjak az allitast.

b) Az In fiiggvény a folytonos és szigortian monoton ndvekeds exp fligg-
vény inverze, igy a monoton fliggvényekre tanultak szerint folytonos és

szigortian monoton noévekedd.

c) exp(0) =1 adja, hogy In1 =0 (In = exp~!

In szigortian monoton névekedd, igy

miatt).
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In(z) <In(l) =0, ha0 <z <1és
0=In(1) <In(x), ha x > 1.

d) Az In definicidja és az 1.15. feladat a) és b) része adja az allitast.

e) A d)-ben bizonyitottak, illetve az exp fliggvényre vonatkozo addicios tétel
miatt V z,y € Ri-ra

In(zy) = Infexp(In(z)) exp(n(y))]
— Infexp[in(z) + In(y)]] = In(x) + In(y).

1 1
fy In{ —) =In————— =In(exp(—In(y)) = —In(y) felhasznélasaval
)10 (5) = gy = e ) =~

In <§> —In (%) =1In(z) + In (;) = In(z) — In(y).

7.11. feladat. Bizonyitsa be, hogy az exp,: R — R, exp,(z) = exp(z1lna)
(a € Ry adott) fiiggvényre teljesiilnek:

a) exp, = exp ;
b) Dexp, =R, Rexp, =Ry (a #1)
c) exp,(z +y) = expy(z) exp,(y) (2,y € R),
expy(—z) = [exp, ()] 7! (z €R) ;
d) szigortian monoton novekvd (csokkend), haa >1 (0 <a < 1) ;
e) folytonos;
f) exp,(r) =a" (r € Q).

Megoldds.

a) In(e) = 1 miatt exp,(z) = exp(xIn(e)) = exp(z) (z € R),
ami adja az allitast;

b) Az x — xlna és az y — exp(y) fliggvény V € R és y € R esetén
értelmezett, igy az © — exp(xIlna) = exp,(z) fliggvény is.
Ha a # 1, akkor a g(z) = zlna (x € R) linearis fliggvény értékkészlete
R, melyet az exp fiiggvény (a bizonyitottak szerint) R -ra képezi le, igy
Rexp, = Ry (a # 1) kbvetkezik.

c) Az exp fliggvény addicios tulajdonsagat felhasznalva (exp, definicidja
mellett) V z,y € R esetén

exp,(z +vy) =exp((z +y)Ina) = exp(zlna + ylna) =
= exp(zlna) - exp(yIna) = exp,(z) exp,(y) ,
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amit bizonyitani kellett.
1 1

eXpa(_x) = eXp(—x In (I) = eXp(l‘ In (I) = eXpa(:E) = [expa(:r)]

-1

nyilvanval6éan igaz.
d) Ha a > 1, akkor Ina > 0, igy 1 < x5 esetén x1lna < z9lna teljesiil,
melybdl az exp fliggvény szigort monoton névekedése miatt

exp,(r1) = exp(z1Ina) < exp(zgIna) = exp,(z2)

kovetkezik, s ez definicié szerint adja az exp, fliggvény szigord monoton
novekedését, ha a > 1.
Ha 0 < a < 1, akkor Ina < 0, igy — az el6bbivel azonos gondolatmenettel
— kapjuk:
Vri<x9g =— z1lna>x9lna
—> exp,(r1) = exp(z11lna) >exp(zslna) = exp, T2
= exp, monoton csokkend, ha 0 < a < 1.

e) Az z — zlna (xr € R) és y — exp(y) (v € R) fiiggvények folytonosak,
igy a belgliik képzett © — exp,(x) = exp(zlna) Osszetett fiiggvény is
folytonos.

f) Ha a € Ry, ugy

exp,(0) = exp(0 - Ina) = exp(0) =1 =a’ ,

és
exp,(1) = exp(1-Ina) = exp(lna) =a =a' .
Tegyiik fel, hogy exp,(n) = a™, akkor

exp,(n + 1) = exp,(n) exp,(1) = a™ -a = a" .

Az indukciés axioma miatt igy exp,(n) = a” V n € N esetén.
A c¢) rész és az el6bbiek miatt
1 1

eXpa(—n) = m = a—n =a

—n

V n € N esetén, ami az el6bbiekkel egyiitt adja, hogy exp,(z) = a* V z €
7 esetén.
Ha n € N, akkor

n
1 1 , 1
expa E = expa n - E = eXpa(l) =qa és eXpa E > 0

miatt (az n-edik gyok definicioja miatt)

1 1
exp, — = Va=an
n
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kovetkezik.
Legyen végiil m € Z és n € N, akkor

m n m m 3 m
[expa (-)] = exp, (n —) =exp,m=a és exp,— >0
n n n
miatt
m m
exp, (—) = Vam =an,
n
amibdl kovetkezik az allitas, mert V r € Q esetén
m z
dneNés meZ, hogy r=—, igy
n

m
exp,(r) = exp, <g> =a

7.12. feladat. Bizonyitsa be, hogy az log, = exp,': Ry — R (a € Ry)
szerint definialt a-alapt logaritmus fiiggvényre teljesiilnek:

In(x
a) log, =1In, log,(z)= lnEag (reRy, 1#£a€R);
b) Dloga = R—h Rloga =R,
IOga( ) - 1 IOga( ) - 0
szigoriian monoton novekvo (csokkend), haa >1 (0 < a < 1);

c)
g eXpa[IOga( )] =T ($ € R-l—)v IOga[eXpa( )] =T ($ € R)?
)

loga( ) loga( ) + loga(y) (CC, Y€ R-i—);

e
log, ()

f) 1 e R., 1 R.);

og,(r) = Tog, (a) (reRy, 1#a,beRy);

g) log,(z") = rlog,(z) (1#z€Ry, reQ).
Megoldds.

a) log,(7) = exp, !(z) = exp~!(x) = In(z) (z € R) adja az els§ allitast.
Masrészt V x € R -ra

|
log, = = log, (exp(lnz)) = log, <exp % In a> =

Inx Inx
= loga expa m = E

adja a masik allitast is.

b) A log, definicidja, az a tény, hogy Deyxp, = R, Rexp, = Ry adja, hogy
Dloga = Rexpa =Ry és Rloga = Dexpa =R.
exp,(1) = a adja, hogy log,(a) = 1, mig exp,(0) = 1 azt, hogy
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Az exp, figgvény szigortian monoton névekvd (csokkend), ha a > 1
(0 < a < 1), igy inverze a log,, is ilyen.

d) A definici6 és az 1.15. feladat nyilvanvaloan adja az allitast.

)
f)

. In(zy)  In(z) + In(y)

IOga(:Ey) = lna Ina = IOga(x) + IOga(y) (l‘, Yy e R)

nyilvinvaléan igaz.

V€ Ry esetén

Inx
_Inz 1y logyw
loga(w) = Ina  Ina  log,a
Inbd

(felhasznalva az a) rész masodik allitasat).

7.13. feladat. Bizonyitsa be, hogy adott u € R esetén az

Ry =R, f(x) =2" =exp(ulnz)

szerint definialt p-kitevGjd valés hatvanyfiggvényre teljesiilnek:

a) folytonos fliggvény;

b) Rf =R, hapu#0; Rf={1}, hap=0;

¢) szigortian monoton noévekedd (csokkend), ha >0 (u < 0) ;
d) i%f(x) =0, xggrlwf(x) = 400, ha p >0,

lim f(z) =400, lim f(x)=0,hapu<0;
z—0 r—+00

n
e) xhg? = gt | x—:x“_”, xy)H = xhyH,
14
z\" ozt v v
Z :y—,u’(m) =z ($7y€R+v M»VGR)'

Megoldads.

a)

b)

Az z — plnz (r € Ry) és y — exp(y) (y € R) folytonos fiiggvények
Osszetételeként definialt f folytonos fiiggvény;

Ha p # 0, akkor az x — plnz (z € Ry ) fliggvény értékkészlete R és
akkor exp(R) = R adja, hogy Ry = R.

Ha = 0, akkor ulnz = 0 (x € R), igy f(z) = 2* = exp(0) =1 (z €
RJ’_).

Ha o > 0és 1 < x9, akkor az In fiiggvény szigortt monoton névekedését is
felhasznalva plnz1 < pln xs, melybdl — az exp fliggvény szigori monoton
novekedése miatt — kapjuk, hogy

f(@1) = 2t = exp(uln(ar)) < exp(uln(ez)) = 2 = f(x2)
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adja f szigori monoton névekedését.
1 < 0 esetén a bizonyitas hasonlé.
Ha p > 0, akkor limo,ulnx = —o0, tovabba lim exp(y) = 0, melyek
r— Yy——00
(az Osszetett fiiggvény hatarértékére vonatkozo tétel miatt) adjak, hogy
lim f(z) = 0.
z—0
Masrészt lim plnz = +oo és lim exp(y) = +oo-bdl (hasonloé okok
r—+00 Yy——+00
miatt) kapjuk, hogy lirf f(x) = +o0.
T— 100
u < 0 esetén az allitdsok hasonldéan bizonyithatok.

2Pz¥ = exp(plnz)exp(vinz) = exp((pn + v)Inz) = M1,

xt | exp(plnx)
= exp(vIng) =exp(plnz)exp(—vinz) =

— exp((u— v)na) = 2",

(xy)” =exp(vIn(zy)) = exp(v(lnz +Iny)) =

=exp(vInz)exp(riny) = z"y",

(f)y — exp (v In g) = exp(v(lnz —Iny)) =

exp(vinz x
=exp(vInz)exp(—viny) = W =

(SUM)V = exp(y In $u) = exp(/_“/ lnx) =

adjak az allitasokat.

Gyakorl6 feladatok

2nx
. Hatéarozza meg az f,,: R — R, fu(z) = 1T 2 (n € N) altal adott
(fn) fiiggvénysorozat konvergenciatartomanyat.
2
Bizonyitsa be, hogy az fy,: [0,+o00[— R, fn(z) = Jﬁ (n € N)

fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

Bizonyitsa be, hogy a ) f, fiiggvénysor egyenletesen konvergens, ha
n

fn: Ry =R, fr(z) = % (n € N).
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4. Hatéarozza meg a ) f,, fliggvénysor konvergenciatartomanyéat, ha

0 B3} 2R ) = o e

b) fo: R =R, folz)= <M>n (n=1,2,--).

n

5. Hatéarozza meg az alabbi hatvanysorok konvergenciasugarat (ha lehet
konvergenciaintervallumat):

i nn i :L,Qn i 332n+1
— " yoweviE (=" o1
— nl o (2n)! o (2n +1)!
o o
—2a"; beRy,).
> Dy (@bERy
n=1 n=1
6. Bizonyitsa be, hogy a > 1 esetén
lim log, z = —o0 lim log,z = +o00 ,
z—0 T——+00
mig 0 < a < 1 esetén
lim log, x = 400, lim log,z = —oo0.
z—0 T—+00

7. Bizonyitsa be, hogy V x,y € R esetén
sin(z — y) = sin(z) cos(y) — cos(z) sin(y) ;
s(y) + sin(z) sin(y) ;

y) = cos(x) co
sin(2z) = 2sin(z) cos(x) ; cos(2z) = cos?(z) — sin?(z) ;
) =

cos(z —

sin(x) + sin(y) = 2sin Tty cos 2 ; i ;
cos(x) 4 cos(y) = 2cos L ;_ Y cos 2 ; i ;
cos(z) — cos(y) = —2sin Tty sin = ; Y ;

sin(x) cos(y) = % [sin(z +y) + sin(z — y)] ;
cos(x) cos(y) = % [cos(z + y) + cos(z — y)] ;
sin(z) sin(y) = % [cos(z — y) — cos(z +y)] .

8. Bizonyitsa be, hogy az sh fiiggvény szigortian monoton noévekvs; a ch
fiiggvény szigortan monoton csékkend | — oo, 0]-on, szigortian monoton
n6vekedd [0, 4+oo[-on



VIII. fejezet
Differencialszamitas

Differenciahanyados, differencialhatésag,
differencidlhdnyados, érinté

8.1. feladat. Hatarozza meg az f: R — R, f(x) = 2? fiiggvény zo,
értékekhez tartozo differenciahanyadosat, ha

a)xg=1, x=1,1; b) zg = =5, x = —5,1.
Megoldds. Az x,xg-hoz tartozé differenciahanyados:

f(@) = f(=0)

Tr — X

o(x,z0) = (7 # z0).

a) A definici6 alapjan:

e(1,1,1) =

b) Hasonlban:

@(—5’ ]_ 7—5) = = =

8.2. feladat. Az egyenesvonali mozgast végzd pont mozgasegyenlete
s = 10t 4 5t2. Hatarozza meg éatlagsebességét a 20 < t < 20 + At id6-
intervallumban, ha At = 1 vagy At = 0,1 vagy At = 0,01. Adja meg a
t = 20-hoz tartozo pillanatnyi sebességet.

129
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Megoldds. A [to, to+ At] idSintervallumban az atlagsebesség:
s(to + At) — s(to)  10(to + At) + 5(to + At)? — 10tg — 5o

v[to,to-{-At] = At AL =

_ 10to + 10At 4 5t92 + 5(At)? + 10to At — 10t — 5t

— N —

10At + 10tg At + 5(At)?
= + 1066 A + 5(A%) — 10 4+ 10ty + BAL .
At
Igy
6[20,20+At] — 10 + 10 . 20 + 5At - 210 + 5At 5

illetve

Uf20,21] = 215, U0, 20,1] = 210, 5, U[20, 20,01) = 210,05 .
A pillanatnyi sebesség:

. s(to+ At) — s(to) )
v(to) A}tI—I}O At Ago

— 1(20) = 210 .

(10 + 10to + 5At) = 10 + 10t

8.3. feladat. Vizsgalja az alabbi fliggvények differencialhatosagéit értelme-
zési tartoméanyuk minden pontjaban, hatarozza meg a differencidlhanyados
fliggvénytliket:

1
) = p (z € Ry); fo(z) =vVe  (z2>0);
(z) =V  (z€R); faz) =3z +5 (v eR);
fs(z) =22 —52+6 (x € R); fo(x) = |z — 2] (x € R);

(x) =|z? +22| (z€R).

Megoldas. Az f: (a,b) — R fliggvény akkor differencidlhaté az z¢ € (a,b)-
ben, ha létezik a

o £@) = fo)

r—zo X — X

= f'(x0)

véges hatarérték .
f(xo)-t az f xo-beli differencidlhanyadosanak nevezziik.
— Az f fliggvény esetén V xy € R -ra

1 1 To— X

) Tz . T . 1 1
3 lim ——% = lim ——% — = lim —— =,
T—T0 r — X T—x0 X — X0 T—x0  XTXQ )
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igy f1 differencidlhato értelmezési tartoménya minden pontjaban és

f1(z0) = ——, ezért differencidlhanyados fiiggvénye az
Zo

1
filz) = ——3 (@ERy)
fliggvény.
— Az fo fiiggvény esetén
3 hm\/__i VI _ him VT — Vo —
om0 T3y oo (VE— VE)(WE + vE0)
1 1
= 1 = 5 h O > 0 P
zlg;lo \/E—i— \/To 2./xq a0 7& (:L'O )
igy fo differencidlhato, ha x¢ > 0.
— 1
lim M = lim — =
z—0 x—0 z—0 \/5

ezért fo nem differencidlhaté xy = 0-ban.
A differencialhényados fiiggvény:

fe) = 5= @>0)

400,

— f3 esetén

3 1 Vr— Yo I Jr— Yo B
Lm — o Lm 3 3/..2 3 3/ 2\
e @ —xy e (Yo — Yao)(Va? 4 Ve yas + /)

1 1
lim - = — , haxzg#0,
S Va3V

3 _ 3
lim M — lim
z—0 x—0 20 Y/ 2

Ezért fs differencialhato, ha xg # 0, de 9 = 0-ban nem.
A differencialhéanyados fliggvény:

de

= +00.

2
1 1 -
! = =—z 3 0).
— fresetén V xg € R-re
3z +5— (3xzg +5) 3(z — xo)

3 lim = lim = lim 3 =3= fi(z0) ,
z—m0 T — xg gz T —Tg T
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igy f4 differencialhaté fiiggvény az értelmezési tartoménya minden pont-
jaban és fi(x) =3 (x € R).
22 — 5x +6 — (23 — 5z + 6)

— 3 lim =
T—X0 T — X
_ lim 2% — 23 — 5(x — z0) — lim (x —xo)(x + 29 — 5) _
T—T0 T — T r—x0 Tr — X
= lim (33‘ +xg — 5) =2x9— 5= fé(:ﬂ()) V xg € R-re,
T—T0

igy f5 mindeniitt differencialhaté és
fi(x) =2x -5 (x € R).
— Ha x¢ # 2, akkor

—9| — -9 —
3 gim P2 TRy s 2,
T—T0 T — X T—=To T — X
illetve
—9| — -9 = (—
3 g P2 lro =20 om0 L <o
T—T0 T — X T—T0 T — o

Ha xy = 2, akkor
-2|—12-2 -2

lim =1,
x—2+0 r—2 z—240 £ — 2
illetve
-2 —-12-2 —(z—2
b 22222 @)
x—2—0 x—2 z—2—0 x —2
igy
—-2—-12-2
A1im 721272
z—2 r—2

Ezért fg nem differencialhatd xg = 2-ben, de xy # 2 esetén igen,

és
1, haxz>2
/ _ )
fﬁ(x)_{—l, haz <2.

— Az f; fliggvény az z-tengelyt a 0 és —2 pontokban metszi, igy

_Ja? 422, haw €] — o0, —2] U [0, +o0]
f7(£13) - {_(x2+2x) ’haZL'E] _2a0[ :
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Ha z¢ €] — 00, —2[U]0, +o0] , akkor

lim |22 + 2| — |2 + 230 r? — 23 + 21 — 2x0

lim =2x0+2.
T—T0 T — X r—x0 Tr — X
Ha zg €] —2,0[ , akkor
lim |22 + 22| — |22 + 220 _ lim _g;2 — 2%+ 2z — 29 — 9w 2.

T—T0 T — I T—T0 T — Io

Igy 3 f7'(20), ha z¢ # —2,0.
Ugyanakkor egyszertien belathato, hogy 3 f7'(—2) és 3 f7/(0).
A differencialhényados fiiggvény:

{23:—1—2, haxze D

fr(z) = —2x—2, haz€]—20].

8.4. feladat. Hatérozza meg
a) az fi(z) = 3z — 22 (x € R) fiiggvény képét az (1, f1(1)) pontban,
b) az fo(x) = 22 — 4 (x € R) fiiggvény képét a (2, f2(2)) pontban
érint§ egyenest.
Megoldas. Az f: (a,b) — R xg-ban diffferencialhato fliggvény xg-beli érin-
téje az
y = f'(x0)(x — 20) + f(x0) (v €R)
egyenletii egyenes.

a) Az elozo feladat f5 fliggvényéhez hasonloan (de a miveleti tulajdonsagok
felhasznalasaval is) belathato, hogy

3 fi'(x) =3 — 2z (z € R).
Ugyanakkor most zg = 1, fi(zg) = f1(1) = 2 és fi'(1) = 1, ezért a
kivant érint6 az

y=1lz-1)+2=x+1
egyenes.

b) 3 f2'(x) =22, w0 =2, f(wo) = f(2) =0, f'(x0) = f'(2) =4 = az
érint6 az
y=4(x —2)

egyenes.

8.5. feladat. Hatarozza meg az f(x) = 22 (z € R) fiiggvény grafjanak azon
pontjat, melyben az érint§ parhuzamos az y = 6z — 1 egyenleti egyenessel.



134 VIII. DIFFERENCIALSZAMITAS

Megoldds. f differencialhato és f'(x) = 2z (x € R), igy barmely
(zo, f(x0)) = (x9,20%) pontban van érint6je, melynek egyenlete

y = f'(xo)(x — x0) + f(x0) = 2z0(x — 20) + 202 .
Ez akkor parhuzamos az y = 6x — 1 egyenessel, ha 2xg = 6, azaz o = 3 és

akkor f(zg) = z2¢%2 = 9.
Igy a (3,9) pontban ,htzott” érint6 lesz parhuzamos az adott egyenesel.

Differencialhat6sag és miiveletek

8.6. feladat. Ha f 4 g vagy f - g differencidlhaté xp-ban, akkor f az-e zg-

ban? Ha f o g differencialhato xg-ban, akkor létezik-e g'(z¢)?

Megoldds.

— Ha f(z) = |x| és g(x) = —|z| (x € R), akkor (f + g)(z) = 0, ami
differencialhato V ¢ € R-ben, de f nem differencidlhaté xg = 0-ban.

~ Ha f(z) = |o] 65 g(x) = 2], tigy (f-9)(x) = 2la]? = 22, mely ¥ 2o € R-
ben differencidlhato, de 3 f/(0).

~ Legyen g(z) = 2] (z € R), f(y) =y* (y € R), akkor (f og)(z) = |z|> =
22 (x € R) differencialhaté V 2 € R esetén, de 3 ¢'(0).

8.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy
1. Ha f: (a,b) — R differencialhaté xzg-ban, ¢ € R, akkor ¢ - f is differen-
cidlhato, és
(cf)(wo) = ¢ f'(x0).
2. Ha f,g: (a,b) — R differencialhatok xo-ban, akkor f — g is, és
(f = 9)(x0) = f'(0) — ¢'(x0).
3. Ha f: (a,b) — R olyan, hogy f(z¢) # 0, és 3 f'(xq), akkor

1Y’ f'(@o)
3 =) (xg) =— .
<f> () == Fa(an)
4. Ha az f; : {(a,b) = R (i =1,...,n) fliggvények differencialhatok
xo € (a,b)-ben, \; € R (i =1,...,n), akkor > \; - f; is differencialhato

=1

ro-ban, és

(Z Aj - fz) («'UO) = Z Ai - f{(ﬂfo)
=1 =1
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5. Az f:R =R, f(x)= Z ay - 2¥ (ax € R) fiiggvény differencialhato, és

= E k-ak'xk_l.
k=1

6. Az f: R - R, f(x) = 5;—((”?) (Po(z), Qm(z) polinom fiiggvények és

Qm(z) # 0) differencialhato fiiggvény.
Megoldads.
1.
L (eh)@) — (eNwy) L ef(a) — ef(m) _
T—T0 T — X T—xT0 T — X
ot SO =S

Tr—XT0 xr — x‘o
adja az allitast.

2. Az f—g = f+ (—g) egyenlsség, az tsszeg differencidlasara vonatkozod
tétel és az el6z6 feladat ¢ = —1 melletti felhasznalaséval:

3(f —9)(x0) = (f + (=9)) (z0) = f'(w0) + (=)' (x0) =
= f'(z0) — ¢’ (x0).

3. A hanyados differencidlasara vonatkozo tételben f és g szerepét felcse-
rélve, g = 1 mellett, (1)’ = 0 miatt kapjuk, hogy

3 <l>/($o) _ W) (=@o)fwo) = 1- f'(xo) _  f'(x0)

f f2(z0) f2(@o)
4. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik.
n = l-re jelen feladat 1. része adja az allitést.
Tegyiik fel, hogy k > 2-re igaz az allitds a 4. alatti formulaval, akkor
k + 1-re

k+1 !
(Z Aifi) (o (Z)‘ f2> + (Mg frr1) (20) =
- ki1

= ZA £+ M1 g (20) Z Aif(20)

teljestil, igy Vn € N rogmtett értékre igaz az alhtas.

5. Az elobbi allitast az fi(x) = 2¥~! (z € R) differencialhato fiiggvényekkel
és a A, = aj_; konstansokkal alkalmazva, f;(z) = (k — 1)2*~2 miatt
kapjuk az allitést.
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6. Az el6z6 allitas miatt P,(z) és Qn(z) differencialhatok, @Q,,(x) # 0,
igy a hanyados fliggvény differencidlhatosagara vonatkozo tétel adja az
allitast.

8.8. feladat. Hatéarozza meg az alabbi fliggvények differencialhanyados fiigg-
vényeit:

a)  fi(z) =62° +42 =322 +224+1  (z €R),
fo(z) = da* + V323 — VBx + V7 (x € R),
fa(x) =22+ Vo +Jz  (z>0)

b)  faulz)=z(@*+32x-2) (z€R),
fs(@) = (@ +1)Vz  (z>0),
fo(z) = (222 + 324+ 2)(5z* + 322 —1)  (z €R),
fr(x) = 2x(3z 4 2)(4z — 3) (x € R);

20 + 3

c) fs(z)= T (x #=7),
fole) = 5= (weR),
fole) = oy (A1),

Ji1(z) = —$7+2x5—%—ﬁ (x #0,-1).
Megoldads.

a) Felhasznélva a 8.7. feladat 4. allitasat, tovabba azt, hogy

@ =0 @) =m0
Wy =50t @#0),

kapjuk:
~ 3 fi(z) = 302* + 1623 — 62 +2 (x € R),

~ 3 fi(x) = 1623 +3\3/7:1:2 V5 (z €R),

CIf@ =2+ 5= tgat @>0) ded f0)
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b) A szorzat differenciélési szabélya, illetve az el6bb hasznalt differencialasi
szabélyok adjak, hogy

— 3 fix) = (@) (2® + 3z —2) +x(2® + 3z —2) =
=224+ 3x—-24+22x+3)=32>4+6x—2 (z€R),
— 3 = @+ )VE+ @2+ D)D) = 20vT + (0 + 1>% ,
ha z > 0, de #£L(0).
— 3 fi(x) = (22% + 3z +2) (5x* + 32% — 1)+
+ (222 + 3z + 2)(5at + 322 — 1) =
= (42 + 3) (52" + 322 — 1)+
+ (222 + 32 +2)(2023 + 62)  (z €R).
- 3 fi(z) = 223z + 2))' (4 — 3) — [22(3z + 2)](42 — 3)' =
=[(22) (3 + 2) + 22(3x + 2)'|(4z — 3)+
+22(3z 4 2)(4x — 3) =
=23z 4+ 2) + 2z - 3](4x — 3) + 22(3x + 2) - 4 (x € R).

c) A héanyados differencialasi szabalyanak, illetve a korabban is alkalmazott
ismert derivalt fliggvények felhasznalasaval:

(22 43)(2+7) -2+ 3)(x+T7)

S
;o (5z+3)(22% +8) — (5x 4+ 3)(22% +8)'
- 3 folz) = (222 + 8)2 o
5(22% 4+ 8) — (5x + 3)4x
- Jzzr)? +(8)2+ ) e R
) _xz — 9 —:L’2 /

_2(1—2?%) — 2z(—22) '
- (1 _ 1,2)2 (:E 7é :l:l)v
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— 3 fli(x) = —(27) +2(2%) -3 <%>/_ (mi1>, —
= 725+ 102" — 3 (— (2:”2),) - <— (@ 1),> -

(222)2 (x+1)2
N T L e AP S
B 4z " (z+1)2
3 1
:—71’6+10$4+F+m (x eR, x#0,-1).

8.9. feladat. Hatarozza meg az alabbi fliggvények differencidlhanyados fiigg-
vényeit:

fAil)=@2z+5) (xeR);  foile)=("+42-3)"" (zeR);

.'IZ'2
B =\r Vi @0 i) =T (e R)

fe) = (1 +2V3)! @eR): folo) = rrs @R
fr@) = —— (@ER);  folw) = (22 +2)- (20 +7)° (v €R);

72+ 2
fo(z) = \/g—i- (6x+1)2 (zeRy);
fro(x) =22/ (222 +3)2 (z € R);

Megoldds. Az itt szerepld fliggvények Osszetett fiiggvények, vagy ilyenek-
bél (kiilonb6z6 miiveletekkel) képzett fiiggvények, ezért hasznalni fogjuk az
Osszetett fiiggvény differencidlaséra vonatkozo ismert tételt:

Legyenek g : (c,d) = R, f:{a,b) = g({c,d)) — R olyan fiiggvények, hogy g
differencialhaté az xo € (c,d)-ben, f differencialhaté az yo = g(xo) € (a,b)-
ben. Akkor az F = f o g fliggvény is differencidlhaté xo-ban, és

F'(z0) = (f 2 9)'(z0) = f'(9(z0)) - g' (o).
(Ezt lancszabéalynak is nevezziik. )

~ Az fi : R — R fiiggvény a g(z) =22 +5 (z € R) és f(y) = y*° (y €
R) differencialhato fliggvények Osszetett fiiggvénye ((c,d) = R, (a,b) =
g{e,d)) = R) ésV x € R esetén 3 ¢'(z) = 2, illetve V y € R esetén
3 f'(y) = 20y, Teljesiilnek tehat az Gsszetett fiiggvény differencialasara
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vonatkozo tétel feltételei V g € R és yg = g(xg) € R esetén, ezért
3 fil@) = fig(x)g'(z) =
=20(2z +5)Y-2=402z +5)¥ (VzeR).

fo:R—-Rag(®) =23+42 -3 (x € R) és f(y) = v'° (y € R)
differencialhaté fiiggvényekbdl képzett Gsszetett fliggvény, ahol
(¢,d) =R, (a,b) = g({c,d)) =R, tovabba

g(x)=3*+4 (z€R), [y =10y" (yeR),
igy a lancszabély miatt V o € R esetén
3 fox) = f(9(x))g () = 10(2° + 4o —3)° - (32" + 4) .

fs 1Ry = Rag) =z+vr (z20)6 fly) =y (y =0)
fiiggvényekbdl képzett Gsszetett fiiggvény, ahol (¢, d) = [0, 4o00[, (a,b) =
g ([0, +oo[] = [0, +00[ (ahogy ez egyszeriien belathato), tovabba

1
34 =1+——=, h
g (x) —1—2\/5, a >0
és
1
Hf/y:—) ha y>07

ezért a lancszabély miatt V x > 0 esetén

3 ) = Fe@)g (@) = — e (1+ L) .

2T+ /T 2Vx
x = 0-ban a figgvény nem differencialhato.
1+ 22

frag(zr) = 110 (x €eR)és f(y) =y (y=>0) fiiggvények Ossze-

tétele, hogy f4(x) = f(g(x)) (x €R), és
(e,dy =R, g[{c,d)] = g(R) =]0, +oo[= R4 (miért?). Tovabba

1+ 22 (1+2%) - 1+ 22)(1 + 22

3 d(x)= 1+ 2%)2 =
C2(1+at) — (1+2H)4a®  62° —4ad + 22
= ey = A (x € R)
és
, 1
3 fly)=5—= WeRy),
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ezért a lancszabaly miatt

3 filx) = f(9(2)g (x) = (z € R).

— fsag(z) =14+2yx (2 >0)és f(y) = y* (y € R) fiiggvények Ssszetétele,
ahol (¢, d) = [0, 0], (a,b) = g ([0, +oo]) = [1, +oc[.

és
3 f(y) =4y®, ha y>1,

ezért a lancszabaly miatt V x > 0 esetén

3B = e @) = 40+ 2/D) = haa >0,

x = 0-ban a figgvény nem differencialhato.
—g(x) =522 +7 (x€R)és f(y) =vy> (y€R) mellett

1
fo(z) = o) (z €R).

F(z)=f(g(x)) (eR={(cd) ((a,b)=gR)=I[T,+oc]),
Létezik ¢/(x) = 10z (z € R) és f'(y) = 3y? (y > 7), igy
3 F'(z) = f'(g(z))d' (z) = 3(522 + 7)2- 10z (z € R).

Mivel fs(z) = F(lm) (x € R), ezért (a 8.7. feladat szerint) V z € R
esetén
3 i) = - F'(z) _ 30z(52” +7)> 30z '
F2(z) (52 +7)6 (5a2 4 7)4

~ Hag(z)=2%4+2 (z€R) és fly)=y (y>V2),akkor

J@) =2 (eR), f(y)= % (v > V).
F(z) = f(g(z)) = Va2 +2 > 0 (z € R) mellett fr(z) = fo) (z € R).
Mivel
3 F(@) = fle@)g (1) = — e 20 = —2 (z €R),
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ezért (a korabbiak miatt)

2

x
oy @'Fl@) —aF'(2) iy = A
Ja(w) = F2(z) - 22 +2 -
:$2+1_$2— = (Vz eR).

V@223 /(@ +2)3

Ha F(z) = (522 +2)? (x €R) és G(z) = 22 +7)% (z € R), akkor
fs(x) = F(x)G(z) (x € R), ahol F és G Osszetett fiiggvények, diffe-
rencialhato fliggvényekbdl, igy a kordabbi gondolatmenettel (melyet most
nem részleteziink) kapjuk, hogy

3 Fl(z)=2(522+2)10z  (z €R)
és
3 G(z)=320+7)?%2 (z€R).
Végiil (a szorzat differencialasi szabélya szerint) V = € R esetén
3 fi) = Fl@)G(x) + F(a)&' (@) =
= 20a(5z® +2)(2z + 7)° + (52% + 2)°6(2z + 7)°.

foaz F(x) = \/g (x eRy) és G(x) = /(62 + 1) (xeRy)
Osszetett fliggvények osszege, azaz fo(x) = F(x) + G(z) (z € Ry).

3 Flla) = ——. <—3> (z €Ry)

72

és
! — 1—. 2.
3 G()—Q\/m 36z +1)2-6  (z€R,),
ezért
/ ! / __§ 1 (61:—}-1)2 _
- @@%me+cmw-22¢g+9(m+ng—
22./2
T
1
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~ fio(z) = F(z)G(z) (= €R), ahol F(z) =22, G(z) = /(222 + 3)2.
3 Fl(z) =2z
és

2
3 Gx)=z[(202+3)?] 32227 +3)-4z  (z €R),

Wl

ami adja, hogy
3 flo(z) = F'(2)G(2) + F(2)G'(x) =

=2z+/ (222 4+ 3)2 + §x3(2x2 +3)73 (z € R).

Differencialhatésag, differencialhatosag és
miiveletek (tovabbi elemi fliggvényekkel)

8.10. feladat. Adjuk meg és bizonyitsuk be a minden valdés szamra értel-
mezett sin, cos, sh, ch fiiggvények differencidlasi szabalyéat.

Megoldds. Definici6 szerint V x € R-re

00 22+l e 2N
sm(a:) _Z( 1) (2n+1)| ’ COS(‘,I:) - Z( 1) (271)' )
n=0 n=0
i :L,2n+1 i x2n
sh(z) = —_ ch(z) = .
| |
= (2n+1)! = (2n)!
o0
Ha a ) a,a™ hatvanysor konvergencia sugara o, ugy az
n=0
o0
fl@) =) ana"  (z€] -0l
n=0

fliggvény differencidlhato és

o0

fl(x) = Znanx”_l (x €] — o, 0]).

n=0
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A fenti hatvanysorokra o = +00, igy V & € R esetén

o :L,Qn o . :L,Qn B .

- 3 sin’(x) = nZ:%(Qn + 1)(—1)”m = nZ:%(—l) ol cos(x);
, o na;.2n—1 o - :L,Qn—l
~ 3 codl(x) = nz:;)Zn(—l) i (—1);(—1) B -
0 x2n+1 ) .
= (‘U%FU"W = —sin(x);

OO x2n OO x2n )

sk (z) = nz::o(zn + 1)m = ;W = ch(x);

. o p2n—1 O g2l > p2ntl
I el (z) =S 2 - =N ().
ch'(z) nz::o " 2n)! ;(271—1)! ;](Qnﬂ)! sh(z)

8.11. feladat. Adja meg és bizonyitsa be az el6adason definialt tg, ctg, arcsin,
arccos, arctg és arcctg fuggvények differencialési szabalyat.

Megoldads.

- telz) = cos(z

x € Dy, igy (a hanyados differencialasi szabalya és a 8.10. feladat miatt)
YV x € Dy-re

sin(z)

(@€ Dy = R\ {(k + %)77, k € 7)) é cos(z) £ 0, ha

sin’(z) cos(z) — sin(z) cos’(z)  cos?(z) + sin?(z)

3 tg'(e) = cos?(x) N cos?(x) -
1
- cos2(:1:);
- ctg(x) = (sjlor?((j)) (x € Dy =R\ {km, k € Z}), sin(z) #0, ha = € D,
ezért V x € Do-re
,_ cos'(z)sin(z) — cos(z)sin’(z)  —sin®(z) — cos®(z)
3 ctg'lw) = sin?(x) N sin?(x) N
_ 1
-~ sin?(z)’

— Az arcsin: [—1,1] — [—g, g] fliggvény a [—g, g}—re lesziikitett folyto-

nos és szigortian monoton sin\[_g%] fliggvény inverze, melyre
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sin’(z) = cos(z) # 0, ha z € ]—g, g [, igy az inverzfliggvény differencia-
lasara vonatkozo tétel miatt Vy € | — 1,1] (y =sin(x) = € ]—g, g D
esetén
1 1
3 arcsin’(y) = = =
arcsin (y) sin’(arcsin(y))  cos(arcsin(y))
B 1 B 1
/1 — sin?(arcsin(y)) 1—¢2
Ha y = +1, tgy 3 arcsin’(y) (miért?).
Ezért
1
arcsin’(r) = ——— (v €] - 1,1]).
(@)= = (@el-11)

— Az arccos: [~1,1] — [0,7] fiiggvény a cos||g r folytonos és szigortan
monoton fiiggvény inverze, melyre cos’(z) = —sin(x) # 0, ha z €]0, 7],
ezért hasonléan mint el6bb kapjuk, hogy

1 1
3 '(y) = = - =
arccos'(y) cos’ (arccos(y)) sin(arccos(y))
_ -1 _ 1
/1 — cos?(arccos(y)) 1—y?
hay €] —1,1[ , mig 3 arccos’(—1) és arccos’(1).
Ezért
1
arccos' (z) = ——— (v €] —1,1]) .

V1— 22

— Az arctg : R — }—g,g[ fliggvény a tgh—%,%[ folytonos és szigortan

1
monoton novekedd fiiggvény inverze, hogy tg'(z) = ﬁ # 0, ha
cos?(x
c ] T [ )
re |2 =
27 2 ) 1gy
1 1 1
El t ! == = =
arctg (z) 1 1+ tg2(arctg(z)) 1+ a2’
cos?(arctg(x))
T
wmae]-Z 7]
ax 53
1
— Ugyanigy belathato, hogy arcctg’(z) = ———, ha x €]0, 7| .

1+ 22’
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8.12. feladat. Adja meg a th (tangens hiperbolikusz), cth (kotangens hi-
perbolikusz), az arsh (area szinusz hiperbolikusz), arch (area koszinusz hi-
perbolikusz), arth (area tangens hiperbolikusz) és arcth (area kotangens

s stz

Megoldds.
exp(z) — exp(—a)
2

— A sh fiiggvényre igaz, hogy sh(z) = , melybdl kovet-
kezik, hogy sh(z) =0 <= z =0.

exp(z) + exp(—x)

A ch fuggvény definicidja, de a ch(z) = 5 tulajdonsag
is adja, hogy ch(z) #0V z € R.

Tovabba

1y <2y —> sh(zy) = exp(r1) — exp(—x1) - exp(ze) — exp(—x2) _

2 2
= sh(zy),

azaz sh szigortian monoton névekedd.

Ugyanakkor
lim sh(z) = lim exp(z) — exp(—x) _
lim sh(z) = lim SPW@ Ze(=2)
xr— —00 T —00 2
1
=— lim exp(z)— = lim exp(—z) =0— 00 = —00.
2 1o Jlim

sh folytonos, igy az elébbiek adjak (miért?), hogy Rg, = R.

ch szigorian monoton csékkend | — oo, 0]-n, szigortian monoton névekedd
[0, +oo[-en (mert ch’(z) = sh(z) miatt ch’(z) < 0, haz < 0; ch’(x) > 0,
ha z > 0).

lim ch(z) = lim ch(z) = +o0.

r—-+00 r——00

Ezek, ch folytonossaga és ch(0) = 1 adjak, hogy R, = [1, +00] .
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w0

— Legyen th(z) = clligf:;

illetve ch(x) # 0 (x € R) adjak, hogy V = € R esetén

(r € R), akkor sh és ch differencialhatosaga,

sh’(z) ch(z) — sh(z) ch’(z) _ ch?(x) — sh?(x) _
ch?(x) ch?(z)

3 th'(z) =
1

ch?(x)’

Nyilvan th folytonos és th’(z) > 0 miatt szigoriian monoton névekedd,
th(0) = 0, th(z) <0, haxz <0 ; th(z) >0, haz > 0.
Tovabba

h(a) — () —exp(—)

~ exp(z) + exp(—) (z €R),

ami (az exp fliggvény tulajdonsagai miatt) adja, hogy

exp(r) —exp(—z)

lim th(x) =

z—-+o0 z—+oo exp(z) +exp(—z)
_exp(—z)
— lim eple)  _1-0_,
z—-+Foo exp(—x) 140
14—
exp(z)
, . exp(z) — exp(—x)
lim th(z) = lim =
T——00 T——00 exp(a:) + eXp(—.T)
exp(z)
= lim exp(~z) _0=1_
T——00 exp(x) 0+1
4
exp(—1)
Ezekbdl kapjuk, hogy Ry, =] — 1,1] .
ch(x)

— Legyen cth(xz) = sh(z) (z € R\ {0}), akkor az el6bbi gondolatmenettel

kapjuk, hogy V 2 € R\ {0} esetén
ch’(z)sh(z) — ch(z)sh'(z)  sh?(z) — ch®(x)

3 cth'(z) = sh2(z) - sh?(z) T sh2(2)

cth folytonos az értelmezési tarzomanyan és cth’(z) < 0 miatt szigortian
monoton csokkend a | — 0o, 0] és |0, +-00[ intervallumokon.
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Egyszertien belathato, hogy

o) =l g =1

i ethie) =l = 1

xggn—o cthiz) = zl%n—o thix) -
Ezek adjak, hogy Ry =] — oo, —1[ U 1, 400] .

— A sh: R — R folytonos és szigorian monoton névekedd fiiggvény létezs

inverzét area szinusz hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik:

arsh =sh™!: R — R.

Az arsh fiiggvény (a monoton fliggvényeknél tanultak szerint) szintén
folytonos és szigoriian monoton névekedd.

Mivel 3 sh’(z) = ch(z) # 0V x € R, igy az inverzfiiggvény differen-
cialasara vonatkozo tétel miatt (ch? —sh? = 1-et is felhasznalva)

/ — 1 = 1 -
3 arsh'(z) = sh’(arsh(z))  ch(arsh(z))

1 _ 1
\/1 + sh?(arsh(z)) V14a?

— A chljp oo — R folytonos és szigortian monoton névekeds fiiggvény
létezd inverzét area koszinusz hiperbolikusz fliggvénynek nevezziik:
arch = ch |[B}+Oo[: [1, +oo[— R.
Az arch fiiggvény folytonos és szigortian monoton novekedd.

3 ch/(z) = sh(x) > 0, ha o > 0, igy az inverz fiiggvény differenciala-
sara vonatkozo tétel miatt

V z € R esetén.

e ) - 1 B 1 _
3 arch’(z) = ch’(arch(z)) ~ sh(arch(z)) \/ch2(arch(w)) 1
_ #, ha z > 1.
B arch’(1).

— A th: R —] — 1, 1] folytonos és szigortian monoton névekedd fiiggvény
inverzét area tangens hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik.
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Az arth = th™':] — 1, 1[— R fiiggvény folytonos és szigorian monoton
noévekedd. 1

3 th'(z) = W >0V x e R, igy az inverzfiiggvény differenciala-

ch*(z
sara vonatkozo tétel miatt V x €] — 1, 1] esetén
1 1
3 arth/(z) = = _
@) 1 ch?(arth(z)) — sh?(arth(z))
ch?(arth(z)) ch?(arth(z))
1 1

~ 1—th%(arth(z)) 1—a?

— A cth folytonos és szigortian monoton csokkend fiiggvénynek a | — oo, 0]
és 10, +oof intervallumokon létezik inverze, melyet area kotangens hiper-
bolikusz fliggvénynek neveziink.
arcth = cth™: ]1,400[ U ] — 00, —1[— R\ {0} folytonos és szigortian
monoton csokkend a | — oo, —1[ és |1, +oo[-on.

3 cth’(z) = _hQ—() < 0V zeR\{0}, igy az inverz fliggvény
sh”(x
differencialéasara vonatkozé tétel miatt
1 1
3 arcth’(z) = = . . _
-~ 1 _ch(arcth(z)) — sh”(arcth(z))
sh?(arcth(z)) sh?(arcth(z))
1 1

1 cth®(arcth(z)) 1— a2’
ha z €] — 0o, —1[ U |1,400[ (azaz ha |z| > 1).
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8.13. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények differencidlhanyados

fliggvényeit:
=\zyzvz (2> 0);

h(z) + 2sin(z) + cos(z) (x e R);

3s
= 2tg(z) — 3ctg(x) (a: < ]0’ g D ;

x) = wsin(z) + 2% cos(x) (x € R);
wo =50 (e]-55D):
filay = CEIE ()
fs(z) = sin®(5z + 4) (x € R);
folw) =5z +2tg5  (w €] —mm]);
fo(@) =In(v/322+242" +1)  (z €R);
fur(z) = expy(cos(@?)  (z €R)
fiz(z) =log,(2® +1)  (z € R);
fi3(x) = arcsin 1 i$x2 (x € R);
fia(x) = sh(2x + 1) ch(3z — 1) (z € R);

x) = arctg <$2L> (x € R);
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Megoldds. A differencidlas miiveleti tulajdonsagait, az Osszetett fliggvény
differencidlasara vonatkozo6 lancszabalyt és az itt szerepld fiiggvények diffe-
rencialasi szabalyait hasznéljuk.

N—
=
N———
(NI
I
N
8
N
8
e
N—
[ NI
N———
(NI
I

~ fole) = JevEvE = (x (z-at
~(eah)E ot

oy )=t (@>0)
—  fi(z) = 3sh/(z) + 2sin’(x) + cos'(x) =
= 3ch(z) + 2cos(z) —sin(z) (z € R).

/ / / 2 3 s

- hle) =2te(r) - 3t (@) = cos?(x) * sin?(x) (m < }O’ 2 D '
/ !/ ) 2

—  fs(z) = (z)' + 2arcsin’(z) = 1 + Vg (x €] —1,1]).

—  fi(z) = 3arctg’(z) — 2arch’(z) = . —S:ﬁ 3322_ (x > 1),

— fi(x) = (wsin(z)) + (#?cos(z)) =
= 1-sin(z) + z cos(x) + 2z cos(z) —

tg'(z)(2® + 1) — tg(z)(z® + 1)’

% sin(x) (x € R).

= b _
22
Wt;) — 2z tg(z) o
~ e belaal)
- filz) = (¢” + sin(z))"ze (;35()62 + sin(z)) (ze”)"

= (ez + COS(x))xez - (;:e_;x&n(x))(l et + :Eex) (33' ?é 0)

— fi(x) = 3(sin®(5x + 4))(cos(5x +4)) - 5 (z #0).

/ / ! 1
- falw) = 6oy +2(1g(5)) =542y @e-mal),
2
Flo(a) = ! et @em
O T B2t 41 [2vBE v e
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fi1(x) = expl, (cos(x?)) - cos'(x?) - (z?) =
= expg(cos(z?)) Ina(—sin(z?))(2r) (= €R).

fla(e) = [logy(2? +1)] - (2 + 1) = 2 —|—1)lna2$ (z € R).

2z
- (122) (55) -

2 LS )

N 2 (1+3:2)
\/ <1+x2

fia(z) = (sh(2z + 1)) ch(3z — 1) + (sh(2z 4+ 1))(ch(3z — 1))" =
=2ch(2x +1)ch(3z — 1) + 3 -sh(2z + 1) sh(3z — 1) (x € R).

fis(w)Zarctg’< ) <x2+1> -

_ 1 1(z? +1)—a: 2
bt (2—+1>
fie(x) = 2% = exp(xInx) —

exp/(xlnz)(zlnz) =
:xz<1-lnx—|—aj-%> (x > 0).

2" = exp(v/z Inx) (x> 0) —
exp'(vVzInz) - (vVolnz) =

= zVe <2\—Flnx—|—\/_ —> (x > 0).

fis(z) = #5™@) = exp(sin(z) In z) (z > 0) —
Fla(z) = exp(sin(z) In(z))[sin(z) In 2] =

_ @) [cos(a:) Inz+ Sinf) } (x> 0).

fie(®)

fir(x)
ff?(if)

fio(a) = (arctg(2))” = explenarctg(2)))  (@>0) —
Fio(@) = exp/(z In(arctg(2))) - (« In(arctg(z)))’ =

= (arctg(z))” [1 -In(arctg()) + xarctlg(x) 1 jw?

(x > 0).
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Magasabbrendii derivaltak

8.14. feladat. Adja meg az alabbi fliggvények ,el6irt” magasabbrendi de-
rivaltjait:

h@)=2 @A0, )=
ha)=vz (@>0), f@) ="
fal@)=vr+1 (z>-1), f") =2
BE=1 @A, A=

fo(x) = 2+34x, <a: # —%) £ (@) =2
folr) =In(@)  (z>0), ") ="

filz) =sh(z) (zeR),  fV(x)="
fs(@)=sin(@) (@eR),  f"(@) =7

folx) =sin®(z)  (xeR),  fM() ="
fio(z) = (2% + 22 + 1)In(z)  (z € Ry), Q0 (z) =2;
fu(z) =zsh(2z)  (z €R), (Q00) () =2,
fia(z) = 2%sin(3z)  (z € R), G0 (z) =2,
fale) = e @0 0@ =n

1
f14(113)=2x2+:n—1+5 (z #0),
W@ =1 @)= han>4
Megoldads.
- Az fi(z) = % =324 (2 #0) fiiggvény differencialhaté és

fi(z) = 3(—4)z~° (z #0),

ami szintén differencialhato és

fl@) = [fi@)] =3(-4)(=5)2z""  (z#0),
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ezt folytatva
V(@) = [f1(2)] =3(=4)(=5)(—6)z"" (v #£0)

kovetkezik.
Teljes indukcidval egyszertien belathato, hogy V n € N esetén

1" (@) = 3(=4)(=5)(=6) - (~(n + 3))a =" (x #0).
— Az fo(x) = x = 22 (x > 0) fuggvény differencialhato és

5(x) = 5:13_5 (x >0)
—  3f@=[s) =5(-3)st @20

1 1
2 2 2
Megmutatjuk, hogy Vn € N n > 1-re
3 an)(:I:): (_1)n_11.3...2(712n—3)x_2n21 (@ > 0),

A bizonyitast n-re vonatkozo teljes indukcioval végezziik.
n = 2-re

1
f3(z) = 3T

Njw

adodik, amit mar belattunk.
Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, akkor n + 1-re

3780w = [47] @) =

2ntD)—1
e

ami a teljes indukci6 elve alapjan adja, hogy

11:3---(2n—3) _2m1
f" (@) = () e e
teljesiil V n € N, n > 1 természetes szamra.

(x> 0)

— Ugyanigy eljarva bizonyithatjuk, hogy

1
fi(e) = g +1) 2
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és

1:3---(2n—3) _2n-1
n—1 o (x+1)" "2

3 /(@) = (Ve + D)™ = (-1)

(r > —1) V n € N természetes szamra.

1
Az fy(x) = o= 1 (z # 0) fiiggvény differencialhat6 és

3 filz) = (=272 (x#0)
—  3f@)=[fi@] =()(=227*  (z#£0)
— @) = [H@)] = (D=3 (2 £0).
Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy V n € N-re
37 (@) = (1) ale™ (@£ 0),
n = l-re ebbdl fi(x) = —272 (x # 0) kdvetkezik, amit mar belattunk.
Ha n € N-re igaz a formulank, akkor
/
3 10@) = [A7@)] = 1o a0 -
= (=) (n+ D~ (FDF) (g £ ()

teljesiil.
Igy a teljes indukcié elve alapjan V n € N-re igaz az allitas.

3
Az fs5(z) = St ar 3(2 + 42)7! (z # —3) fiiggvényre az el6bbivel

azonos eljarassal bizonyithatjuk, hogy

3 fsn)(flf) =3-n!-4"(2+ 4x)_(”+1) (ac £ _%>

vV n € N-re.
Az fe(z) = In(z) (z > 0) fiiggvény differencialhato és

e =1 (>0

teljesiil.
Az f, fiiggvényre meghataroztuk fin)—t.
Ezek adjak, hogy

X

(n—1)
0@ = (1) = @0

V n € N természetes szamra.
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~ Az f7(z) = sh(x) (z € R) fiiggvény differencialhato6 és
fiw) =sh'(z) = ch(z) (v €ER),
amibdl
= 3@ =sh"(2) =d'(2) =sh(z)  (z€R).
Ez nyilvanvaléan adja, hogy
3 Sh(")(:p) _ {Ch(x) , ha n paratlan
sh(z) , ha n péros

V x € R esetén.

— Az fg(x) = sin(z) (x € R) fiiggvény differencidlhato és
fi(x) = cos(x) (x € R)
— I f@) = [fi@)] =-sin@z) (z€R)
= 3 (@) = é’(:z:)], = —cos(x) (x € R)

— 3@ = [f'@)] =sin(x) (zeR),
és ez a négy fiiggvény ismétlsdik ciklikusan, azaz
cos(x) yhan =4k — 3,
—sin(z) ,han =4k — 2,
—cos(z) ,han=4k —1,
sin(z) ,ha n = 4k,

sin(")(aj) = (k=1,2,---)

~ Az fo(x) = sin?(z) (z € R) fiiggvény differencidlhato és

fo(x) = 2sin(z) cos(x) = sin(2x) (x €R)
— 3@ = [fi@)] =2cos(22) (2 € R)
— IR =[f@)] = -2sin@r)  (z€R)
— 3@ = [ @)] = -2Pcos(28)  (z€R)
= 30w = @] =2'sner)  @eR),

amibdl azt sejtjiik, hogy

271 gin(27) yhan =4k +1,
2" leos(2r) L han =4k +2,
—2"~lsin(22) ,han =4k + 3,
—2""1lcos(2x) ,han =4k + 4,

[sin2(z)] ™ = (k=0,1,2,---)
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V x € R, amit teljes indukciéval egyszertien bizonyithatunk.
A Leibniz-szabély szerint, ha f,g: (a,b) — R n-szer differencidlhato
fliggvények, tgy

n

31970 =3 (1)@ @ e ).

i=0
ezt hasznaljuk a kovetkez6 harom fliggvénynél.
~ Az fio(x) = (22 + 22 + 1) In(z) (x € Ry) fiiggvény az
fx) =22 +22+1 (x € Ry) és g(x) = In(z) (z € Ry) akdrhanyszor
differencialhato fliggvények szorzata, melyekre V & € R esetén
fO@)=f)=2*+22+1,  flz)=220+2,  ['(z)=2

" (x)=0 és f™(z)=0 han>3,

mig a korabbiak miatt (lasd fg fiiggvény)
¢ (z) =M () = (-1)" Y (n-Dlz™ (VzeRy)
¢s ¢ O%) =mO(z) = In(z) (x € Ry).

A Leibniz-szabalyt n = 10 mellett alkalmazva, felhasaznalva, hogy
f@™(z) =0, ha n > 3, kapjuk V = € R, -ra:
10
Q0 () = < . ) (% + 22 +1)(=1)° - 9! -z~ 10+
10 10
+ ( ) )(zx +2)(-1)% -8l 279 + <2 >2(—1)7 a8,

— Az f11(z) = zsh(2z) (x € R) fiiggvény az f(x) =z (x € R) és
g(x) =sh(2z) (x € R) akarhanyszor differencialhaté fiiggvények szorzata
és
fO=f@)y=z, fx)=1, fM@)=0 ha n>2 (VzeR),
illetve az f7 fliggvény vizsgalatanal kovetettek szerint, V x € R-re:

Sh(n)(Qx) _J2%ch(2r) , ha n pératlan,
A sh(2z) , ha n paros .

Igy a Leibniz-szabaly szerint V o € R esetén
100 100
fﬁoo)(az) = < 0 > -z - sh(199) (z) + < 1 > - 1-sh®) () =
=219 4. ch(2z) + 100 - 2% - sh(2z).
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— fi2(z) = 23sin(3z) (z € R) az f(z) = 22 (x € R) és g(x) = sin(3x)
(r € R) akdrhanyszor differencialhato fiiggvények szorzata, melyekre
V x € R esetén

fO@) =f@)=a®  f@)=37 ['@)=6z,  f"(x)=6
és Ff™M@)=0 ha n>4,

tovabba az fs fiiggvényhez hasonlé médon kapjuk, hogy V « € R-re

3"cos(3x) , han=4k -3,

—3"sin(3z) , han =4k —2,

—3"cos(3z) , han =4k —1,

3" sin(3x) , ha n =4k.

g™ (z) = sin™ (3z) =

Ezért a Leibniz-szabély szerint V € R esetén
50 50
1(20) (x) = < 0 >m3 sin®) (3z) + ( ) )33:2 sin™®) (2)+

+ <520> 6 sin® (z) + <530> 6s5in7 (z) =
= 333(—350) sin(3x) + 50 - 322 . 3% cos(3z)+

+ <520> 6x - 38 sin(3z) + <530> 6(—3%7) cos(3x).

1 1 1 1 1
fi3() +(1—2) x+1—a; . m_l(x;éo,)mla , az n-edi

derivalt miiveleti tulajdonsagait és

X

és

(10)
( ! ) Y D0 e (@)

r—1

(melyek az fy feladatbol, illetve annak

7 Te valé megfogalmazasabol
T —
adodnak) kapjuk, hogy

=[] ") ()

10! 10!
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1
~ Az fiy =222+ -1+ . (x # 0) fuggvényre (a miiveleti és derivalasi
szabélyokat hasznalva) V x € R\ {0}-ra

1 2 2-3

!
és 1(2) = (—1)"% , han>4.

Kozépértéktételek, Taylor-polinom, Taylor-sor

8.15. feladat. Vizsgalja meg, hogy alkalmazhato-e a Rolle-tétel az alabbi
fliggvényekre az adott intervallumon:

filz)=2*—22 -3, ha z€[-1,3];
fo(x)=2% —z, ha z€]0,1];
fa(x) = Va2, ha ze[-1,1];

{m2 yha 0<x<1

[0,2] —n.
2—x ,ha 1<z<2

fa(z) =
Megoldds. Rolle-tétel: Ha f: [a,b] — R folytonos [a,b]-n, differencialhato
Ja, bln, f(a) = £(b), akkor 3  €la,bf, hogy £'(x) = 0.
— /1 differencialhato [—1, 3]-on és igy folytonos is, tovabba f(—1) = f(3) =
0, ezért a Rolle-tétel alkalmazhato, igy 3 = €] — 1, 3], hogy

filx)=22-2=0 < z=1.
~ fao(z) = 23 — z differencidlhaté [—1,1]-en, ami adja, hogy f folytonos

[—1,1]-en, tovabba f(—1) = f(1) = 0, igy teljesiilnek a Rolle-tétel felté-
telei, ezért 3 x €] — 1,1[ , hogy

2_ 1 V3

fix)=32>-1=0 < =z =3 e =t

— Az f3(z) = Va2, z € [-1,1] fiiggvény (az Osszetett fiiggvény folytonos-
sagara vonatkozo tétel miatt) folytonos [—1,1]-en, de = 0O-ban nem
differencialhato, mert

Va2 — 0 a2 . 1
————— = lim

z—0+0 z—0 z—0 X z—0 Jx
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g V=0
igy # lim ————
. x—0 x—0

Igy nem teljesiilnek a Rolle-tétel feltételei.

Megmutatjuk, hogy 3 = €] — 1,1[ , hogy f'(x) = 0.
Ha z # 0, akkor

véges hatarérték.

2\’ 2 _1 21
Elf/(x):(;p5> zgx 5:§3_\/§7é07
hiszen 5 1
-——=0 1=0
3z = :

ami lehetetlen.
x = 0-ban pedig nem is differenciélhatd fs.

2
T ha 0<z<1
— A = ’ - = fliggvény folytonos [0, 2]-n, de
z fa(x) {2_1, ha leax<g lgeveny folyton [0,2]-n
— fu(1 21
TR 1CO R £1C0 B ek S O NP
rz—1-0 z—1 z—1-0 ¢z — 1 r—1-0
— f4(1 2—x—1
z—1+0 r—1 z—14+0 x —1 z—1+0

miatt # f7(1) (hiszen 1-ben a jobb-és baloldali differencialhanyados kii-

16nbo6z8). Ezért f4 nem teljesiti a Rolle-tétel feltételeit.

Megmutatjuk, hogy 3 = €]0,2[ , hogy f;(z) = 0.

Ha z €]0,1[ , ugy

filx) =22 =0 = z=0¢]0,1] .
Ha z €]1,2[ , ugy
filx)==1#0 Vaze]l,2.

x = 1-ben pedig nem differencialhato fy, azaz B f1(1).
8.16. feladat. Legyen f :]a,b[ olyan differencialhato fiiggvény, hogy
f'(x) # 0 (x €]a,b] ). Bizonyitsa be, hogy az f(x) = 0 egyenletnek legfeljebb
egy gyoke van |a,b[ -ben.
Megoldds. Tegytik fel, hogy 3 u,v €]a,b[, u < v, hogy f(u) = f(v) =0.
Ekkor f teljesiti a Rolle-tétel feltételeit az [u,v] intervallumon, ezért
Jx €|u,v[C]a,b] , hogy f'(xz) =0, ami ellentmondas. Igy az allitas igaz.

8.17. feladat. Bizonyitsa be, hogy a sin: R — R fiiggvény barmely két
zérushelye kozott van zérushelye a cos: R — R fiiggvénynek és forditva.
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Megoldds. Ha a,b € R, a < b és sin(a) = sin(b) = 0, akkor — a sin differenci-
alhatosaga miatt — teljesiilnek [a, b]-n a Rolle-tétel feltételei, ezért 3 = €]a, b[,
hogy sin’(z) = cos(z) = 0, ami adja az allitas els felét.

Ha most u,v € R, u < v olyan, hogy cos(u) = cos(v) = 0, akkor a Rolle-
tétel szerint 3 x €|u,v[ , hogy cos’(z) = —sin(x) = 0 <= sin(z) =0, a
masodik allitasnak megfelelGen.

8.18. feladat. Vizsgalja meg, hogy alkalmazhato-e a Lagrange-tétel az alabbi
fliggvényekre az adott intervallumon:

z+3
0 ,haze[-1,1]
= —1,1]-en.

fa() {1 yhazr =1 =1, L-en
Megoldds.

3
—- filx) = Tt 1 (x # 4) differencialhato értelmezési tartomanyaban, igy

1‘ —_—

4 ¢ [1,3] miatt f; differencialhaté [1,3]-on és ezért folytonos is. Teljestil-
nek tehat a Lagrange-tétel feltételei = 3 = €]1,3[ , hogy
oty T T @)=
(x — 4)2 (x — 4)2 3 3—1 7

ami <= teljesiil, ha (1 —4)2=3 <= 2-4==4V3 <= 2 =443,
ésx=4—+/3¢€]1,3].

0 ,haze|-1,1],
- Az folw) = 1 hax:[l |

fiiggvénnyel egyenls, ami differencialhato, igy fo is a | —1,1[ -en, de nem
folytonos x = 1-ben, mert itt a hatarértéke 0, a helyettesitési értéke pedig
1. Igy nem teljesiilnek a Lagrange-tétel feltétele.

Az allitasa sem, mert fi(x) = (0) =0, ha x €] — 1,1 , mig

JO) - f(=1) _1-0
2 2

—  fazel—-1,1], hogy fi(z)=

figgvény a | —1,1[ -en az f(x) =0

1

2

S - f(=D)
2

8.19. feladat. Legyen f: [a,+oo[ — R differencialhato fiiggvény, hogy
lir}rl f'(xz) = 0. Bizonyitsa be, hogy liIE [f(z+1)— f(z)] =0.
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Megoldds. ¥ = € [a,+oo] esetén az f fiiggvény az [x,z + 1] intervallumon
teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit (hiszen differencialhaté és igy folytonos
is [z, z + 1]-en), igy 3 y €]x,x + 1] , hogy
flz+1) - fz) /
LI per - s = ).
Ha x — +o00, akkor y — 400 = f/(y) — 0, ezért az el6bbi egyenlGség
miatt f(x 4+ 1) — f(z) — 0, ha x — 400, amit bizonyitani kellett.

8.20. feladat. Bizonyitsa be, hogy tg(x) > = ha x € }0, g[ )

T
Megoldds. Legyen x € ]0, 5[ tetsz6leges. A [0, x] intervallumon a tg fligg-
vény differencialhatd, igy teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit, ezért 3 y €

e (y) = Cosi(y) _ tg(%ﬂ)} - (t)g(O) _ tgix)'

7T .
0<y<§m1att
1 1

>1] —= @ —>1
cos(y) cos?(y)

O0<cos(y) <1 =

te(z)

= >1 = tg(x) >z, haxe]o,g[.

8.21. feladat. A Cauchy-féle kozépértéktétel felhasznalasaval bizonyitsa be,
. sin(z)

hogy lim ——— = 1.

z—0 X
Megoldds. Az f(x) = sin(x) és g(x) = x fiiggvények V = € R esetén differen-
cialhatok, f'(z) = cos(x), ¢'(x) =1 # 0, igy V [z, 0] vagy [0, z] intervallumon
teljesitik a Cauchy-féle kozépértéktétel feltételeit, ezért
3y €]0,z[ vagy y €]x,0[ , hogy

<f’(y)> _ cos(y) _ sin(x) —sin(0) _ sin(x) <f($) - f(0)> 7

g (y) 1 -0 T g(x) — g(0)
illetve
<f’(y)> _cos(y) _ sin(0) —sin(x) _ sin(z) <f(0) - f(w)>
J () 1 0—z x 9(0) —g(z) )

Ha z — 0+ 0, illetve x — 0 — 0, akkor y — 0 + 0, illetve y — 0 — 0,

18y
. . . sin(x)
1 =1 =1 lim ——= =1
SRl W) = B sty = 1= iy
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(az egyenlGség miatt).

8.22. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények 0 pont koriili Taylor-
sorat:

filz) =exp(z) (z€R);  fao(x) =sin(z) (z€R);

f3(@) = —— (@e]-1,1[).

Cl—z

Megoldas. Egy f: (p,q) — R akarhanyszor differencidlhato fiiggvény a-hoz

. 1 - (k)(a) k
tartozo Taylor-sora kX::O u (x —a)
[ee] xﬂ
- fi(z) = exp(z) = >  — egy konvergens hatvanysor, ami éppen az exp
n=0 T

fliggvény O-pont koriili Taylor-sora.
Més modon: az exp fiiggvény akarhanyszor differencialhato és V x € R-
re exp™ (z) = exp(z) V¥ n € N, tovabba exp(0) = 1, igy exp™(0) = 1,

ezért definicié szerint az exp fiiggvény 0-pont koriili Taylor-sora valéban
[e'e) {L’n

a — SOr.
ngo n!
— Hasonléan belathato, hogy a sin fliggvény 0-pont koriili Taylor-sora az
6t definial6 —1)"—— konvergens hatvanysor.
2 gy R Y
x 1
— A D 2™ geometriai sor konvergens, ha |z| < 1 és Gsszege 1 , gy az
n=0 -z

(e}
el6bbiek szerint a 0-ponthoz tartozoé Taylor-sor: ) z™.
n=0

8.23. feladat. Adja meg az f(z) = sin(x) (z € R) fliggvény a = % koriili
Taylor-sorat, vizsgalja annak konvergenciajat f-hez.
2
Megoldds. f(x)=sin(x) = f (%) = sin% = g
Mivel V z € R-re

cos(z) han =4k — 3,
F™ (@) = sin®(z) = { sin(z) ,han =4k —2, |
_ COS(SE) ,ha n =4k — 1,

sin(z) ,ha n = 4k,
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ezért
? yhan =4k — 3,
V2
—— Lhan=4k -2,
£ (%) = sin(™ (%) = \% )
—7 ,han:4k‘—1,
g ,ha n =4k,

igy a Taylor-sor

I I
T T

Ve[ e @8 (-3
2

A Taylor-tétel szerint, ha f: K(a,7) = R, ne Nés 3 f (") akkor
Vx e K(a,r)re3¢(x) € K(a,r) \ {a}, hogy

™) (¢(s
f@) =Tua@) + e e Ko,

(n)
ahol R, (x) = W(‘r —a)" a Taylor-formula maradék tagja.
Ha lim R,(z) =0,

n—oo

gy Too1(2) — f(2), azaz

© rh)(g
0= 000 @ek@n),
k=0

tehat akkor f elGallithaté Taylor-soraval.

Példénkban
o
igy
T
0 < Ry ()] = sm(”)n('f(:v)) (::: %)” - ‘m n'Z 0
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ezért
OOSln(k)(%) ﬂ-k
ant) - 5 (o )"
k=0
Val e (@-%) (@3 (-3 (-3
Pl T

8.24. feladat. Irja fel az f(z) = tg(x) (:13 € ]—g g[ ) fiiggvény Taylor-

polinomjat n = 5-re az a = 0 pont koril.

Megoldds. f akdrhanyszor differencidlhato.

() = 2cos(z) cos3(x) + 2sin(x)(— )cos Yz)(— sm( ))
= 2cos 2(x) + 6sin?(z) cos H(x) = f"(0) =
W (z) = —4cos™3(z)(— sin(x)) + 12sin(z) cos(z) cos_4(:r)—
+ 24 sin?(z) cos °(z)(—sin(z)) = P (0)=0
FO)(z) = 16 cos () + 16 sin(z)(—3) cos ™ *(z)(— sin(z))+
+ 72sin? () cos(z) cos > (x) + 24sin®(z)(—=5) cos ® (z)(— sin(z)) =
= 16 cos 3(3:) + 120sin?(z) cos 4 (x) + 120sin?(z) cos 7 (z) =

= f0)0) =
Ezért Ts(z) = x—l—laj +3:13
s\ = oy 15

. 1
8.25. feladat. Irja fel az r fliggvény O-pont koriili Taylor-sorat. Vizs-
x

galja konvergenciajat.

o0
Megoldds. A ) (—x)" geometriai sor konvergens, ha |r| < 1 és Osszege
n=0

(mivel kvociense —x):

1
, ezért az —— (O-pont koriili Taylor-sora
+x 14+
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(18

(=1)™z™, s erre

n=0

=Y (-1)"", halz[<1.

8.26. feladat. Hatarozza meg az f(x) = In(1+z) (z > —1) fiiggvény 0-pont
koriili Taylor-soréat.

Megoldds. f(0) =0, f")(z) = (-1)"" (( )) (n € N) (lasd 8.14. feladat

fo filggvénynét « — = + 1 helyettesitéssel) = £ (0) = (=1)" " (n — 1)..
Ezért f Taylor-sora:

RO B S

ek T T

k=0
Mivel

F () =y "
R, — n _ n—1 -~

T A ()

és

1
0 <|Rp(z)] < =]z|* =0, hao <z <1,
n

ezért Ry(r) — 0, ha 0 <z <1, igy

2?2 2 2t a2

In(1 =r——=4+—=———4+—=——"-- 1].
n(l+z)=x 2—1—3 4+5 z € [0,1]
Ez x = 1-re adja, hogy

e}

1 1 1 1
B 5 371" 2 (-
n=1
°° 1
s ezzel meghataroztuk a 3 (—1)""!= konvergens sor dsszegét.
n=1 n

8.27. feladat. Szamitsa ki In(1,1) értékét 10~ pontossaggal.

Megoldds. Az elébbi feladat szerint (a Taylor-tételt hasznélva):
f(x) =In(1 +2) =

2 3 n—1
T z n_a T

=r— S5+ -+ (-1

_ n—llL
L G

n—1
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1 1
Ezt x = T0 mellett tekintve kapjuk, hogy 3 € € (0, 1—0>, hogy
1 1/1\> 1/1)\°
In(1,1) =—— = —= =] —...
n(l1) = 15 2<1o> +3<10>
1 /1\"! 11 1\"
-1 n—2 - -1 n-1-_ - [ > .
+(=1 n—1<10> =D n(1+£)”<10>

1 1\" 1\" “n
w1 en (1_0> <<E> =10

ezért ha 10™* pontossaggal akarjuk In(1,1)-et meghatarozni elég az

Mivel

1 1/1 2+1 1 3,t,k,t hatarozni. ami 0.0953. |
- J— — —_— erteket me ataroznil, am
10 2\10 3\10) & ShAtatozii, aiil 1,10, 18y

In(1,1) ~ 0,0953 10~* pontossaggal.

8.28. feladat. Irja fel az f(z) = /1 +z (z > 0) fiiggvény Taylor-sorat az
a = 0 pontra.

Megoldas. A 8.14. feladat fs fiiggvénye éppen az f(z) = v1+ 2z (x > 0)

1
figgvény, melyre f'(z) = 5(1 + )72 ésn > l-re

1-3...(2n — -

3 fW(2) = (Vz+ )™ = (—1)"! ; 2(71" 3) (z+1)"7"T (z>0),
1-3...(2n —

ami adja, hogy 3 £ (0) = (=1)"! 5 Q(nn 3), han e Nés f(0) = 1.

Igy f Taylor-sora a = 0 pontra az

r 2?23 1-3...(2n—3)
1+2 2 42 o (=)! noy..
R R T

Sor.
Ez hasznalhaté /2 kozelitésére, de elég ,lasst” a konvergencia.
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A L’Hospital-szabaly

a) A nulla-per-nulla eset

Bizonyos egyszert feltételek mellett, ha

. . ) . f(z)
lim f(x) = lim g(x) =0 és lim =A,
m—>af( ) gc—>ag( ) T—a g’(;p)
akkor
lim @ =A.
v—a g(z)

(A lehet 400 vagy —oo is.)
Itt x — a helyettesithet6 a kovetkez6k barmelyikével:

r—a+0, =z—a—-0, x— 400 vagy = — —00.
A feltételek pedig a kovetkezdk:

a) f,g differencialhatok a egy K(a,r) nyilt, vagy K(a,r) \ {0} ,lyukas”
kornyezetében, g(x)g’' () #0 (K(a,r)) \ {a}n.

b) Jobb vagy baloldali hatarértéknél ezek az a jobb vagy baloldali kornye-
zetében igazak.

c) Az x — 400 vagy © — —oo esetben pedig elég nagy, illetve elég kicsi z
értékekre teljesiilnek az a)-ban mondottak.

8.29. feladat. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket:

sin 3z . et —1 . In(1+x)
im — ; lim ; lim —
z—0 sin bx x—0 X z—0 x
w2 +r—1 . tgx .1 —cos(z)
im ; lim —— ; lim —————;
z—1 z+lnzr—-1 z—0 X z—0 x
sinz i x cos(x)
im — ; im ——— .
=040 /T z—Z-0 1 — sin(x)

Megoldds.
— Az f(z) = sin 3z és g(x) = sin bz fiiggvények differencialhatok
K (0, T -ben; lim sin 3x = lim sinbx = 0 ;
2 z—0 z—0

g(z)g'(z) = sin(5z) - 5eos(5z) # 0, ha z € K (0,%) \ {0},

[sin3z]" .. 3cos3z

3 lim

3
v—0 [sinbz]’  2—05cosbx 5



168 VIII. DIFFERENCIALSZAMITAS

igy a L’Hospital-szabaly alkalmazhaté, azaz
3 fig 3252 _ 3
z—0sinbr 5
- Az f(z) = ¥ — 1, g(z) = = (z € R) teljesitik a L’'Hospital-szabaly
feltételeit R\ {0} = K(0,400) \ {0}-n, mert differencialhatok,

111%(69”—1):11%3::0; g(x)g' (x)=2-1#0, hazx#0
r— r—

éS €T !/ xT
-1
3 him Y o
x—0 (:E)/ z—0 1
igy .
I lim =1,
x—0 x

- Az f(x) = In(1 + ), g(z) = = (z €] — 1,1]) fiiggvények (ahogy az
konnyen belathato) teljesitik a L’Hospital-szabaly feltételeit K (0, 1)-en,
igy

1
o Ll € .2 S P B
z—0 (:E), z—0 1
miatt (1
3 i 2D
z—0 X

~ flx)=23—2?+2x—1, g(z) =x+Inz—1 (z € R, ) fiiggvények teljesitik
a L’Hospital-szabéaly feltételeit K(1,1)-en (ellendrizziik!), igy

B2+ —1) . 32?20 +1
lim 7 =lm —————— =1
z—0 [:r—Hna;—l] z—0 14—

x

miatt 5 )
3 gm L el
z—0 x+4+Inzx—1

— f(x) = tg(z), g(x) = z fiiggvények teljesitik a L'Hospital-szabaly felté-

teleit K <0, g)—n (ami ellendrizhetd) és

1
t !/
lim [tg()] — iy Cos?r _ 1,
x—0 (:1:)’ z—0 1

igy
3 lim M =1.

z—0 X
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— Az f(z) =1 — cos(z), ( ) =22 (x € R) fiiggvények differencialhatok,
lir%(l—cos( x)) = hma: =0, g(fL‘)g( y=2%-22#0, haz #0.

(1—cos(z)) . sinz 1. sinz

HJEIL% (x2) :glcu_% 2r 2420 =1
(lasd 8.21. feladat), ezért
. l—cos(z) 1
ST Ta

— Az f(x) =sin(x) és g(x) = /x fiiggvények differencialhatok, ha
€]0, +o0 ;

lim sin(z) = lim 2z =0; g(x)d'(z)=Vr—Fr

z—040 z—040 2\/_ 70, haz >0,

. (sin(z))” .. cos(x)
T ey TR T BV ees@) =0,

2\/x
ezért teljesiilnek a jobboldali hatarértékre vonatkozd L’Hospital-szabaly
feltételei, igy

sinx
3 lim

2—0+0 /T
— Az f(z) = zcos(x), g(x) =1 —sin(x) fliggvények ]0, g [—n differenciél-
hatok

=0.

lim zcos(z)= lim (1—sin(x))=0;
r—5—0 r—5—0

g(z)g' () = (1 —sinz)(—cosx) #0, hax € ]0, g[

by Feos@] . cos(z) —wsin(z) _

e—2-0[1 —sin(z)] «—Z-0 — cos(x)

= lim O(x tg(x) — 1) = 400
r—%—

(mert lim Otg(x) = +00), igy a L'Hospital-szabaly miatt

T—5—

. T COS X
lim —— = +o0.
z—Z-01—sinz
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b) A végtelen-per-végtelen eset

Bizonyos feltételekkel, ha

/(=)

lim f(z) = lim g(z) = £ és lim =A,
tim f(2) = lim g() tim )
akkor
lim @ =A.
z—a g(x)

A feltételek pedig az el6bbi a) vagy b) vagy c) alattiak. Itt is lehet egyoldali,
illetve oo-beli a hatarérték.

8.30. feladat. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket:

| —1 |
li n(z) ; lim n(z) ; lim n(z) ;
z—0 _i x—040 l r—+4o00 I
z? T
I 5% —4x% +3 . T I x
im ——— im —; im —— .
z—too 22 -1 z—+o0 €27 z—+oo (In(z))?
Megoldds
— Az f(r) =In(z), g(z) = —— fliggvények differencidlhatok R\ {0}-n,
- I
, 1\ /2
g@)g'(x)=(-=) 5 )#0, haz#0,
x x
1
/ Tl 3
lim [In(2) = lim % =1i i 0,
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1
~ Az f(z) = —In(z) és g(z) = - differencialhatok 0, +oo[-ben;

lim [—In(z)] = +oo, lim — = 4o00;
z—0+0 z—0+0 X
(z) ’(ac)—l ! #0, haz>0
g g - T .’EQ 9 9
és
1
—1 / -
im ﬂ: lim —% = lim z =0,
z—0+0 1 z—0+0 _i z—0+0
5) -
igy a L’Hospital-szabaly miatt
—1
lim 2@ g,
z=0+0 1
x

— f(z) =In(z) és g(z) = = differencialhatok |0, +ool-ben;
lim In(z) = lim z = 4o0; g(x)g' (x)=2-1#0, haz >0,

r——+00 r—-+00
és
1
1 ! = 1

lim [In(@)] = lim £ = lim - =0,

z——+00 (;L')’ z——+oo 1 z——+00 I
igy :

T

r——400 €T

— f(z) =523 — 4z + 3, g(x) = 22? — 1 differencidlhatok R-en,
lim (52° — 4z +3) = lim (222 — 1) = +o0;
T——+00

T——+00
g(x)g (z) = (22 — 1)(4x) #0, ha z > ?

és
i [52% — 422 + 3]/ i 1522 — 8x i 5, N
1m = llm ————— = lm —r — = 400
z—+00 [222 — 1] T—+00 4x z—+4o00 \ 4 ’

igy teljesiilnek a L’Hospital-szabély feltételei } @, +o00 [—en, ezért

I 5a3 — 4z + 3 +
im ——— = +00
z—+00 222 — 1

(amit mas modszerrel kordbban mar bizonyithattunk).
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— f(z) = z, g(x) = €** teljesitik R-en a L’Hospital-szabaly feltételeit a
végtelen-per-végtelen esetre és
(=)' 1

m = lim =0
x— 400 (625’3)/ z=5+Foo 22 ’

Igy
lim —— = 0.
r—-+o00 4%
~ f(z) = z és g(z) = [In(z)]? teljesitik a L'Hospital-szabaly végtelen-per-
végtelen esetének feltételeit és

lim (:Ei), = lim L _ ~+00
a=+oo ([In(@)]?) a=too In(z)
x
1
(mert lim n( =0),
r— 400 X
igy
lim _r 400
oo (@2~
c) Egyéb feladatok
8.31. feladat. Szamitsa ki az aldbbi hatarértékeket:
1 1 1 .
lim (— - — > ; lim [ - —ctg(x)} ; lim %% .
a—0\z sinx z—0 | sinx z—0+0
Megoldads.
— Az elsé feladat végtelen-minusz-végtelen tipusi, de
1 1 sinz—uw
x sinz  axsinz

atirassal a nulla-per-nulla tipusra vezethetd vissza, ugyanis
f(x) =sin(x) — z, g(z) = xsin(x) differencialhatok,

lin%[sin(x) —z| = lin%[:z: sin(x)] = 0,
g(z)g () = (zsin(x))(sinx + xcosz) # 0
a 0 egy ,alkalmas” kornyezetében, tovabba

[sin(z) — ] cosx — 1 ) — sin(z)

e—0 [rsin(z)] 20 SINg + TCOST | 2l —a sin(z) + 2cos(r)
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-1
(ahol a lim ,CL -nél is alkalmaztuk a [’Hospital-szabaly nulla-
z—0 SN X + T CcosT

per-nulla valtozatat), igy a L'Hospital-szabaly miatt

lim<l— 1 ):hmM:Q

a—0\z sinz e—0 zsin(x)
- Az
1 cos(r) 1—cos(x)
sin(z) cte(®) sin(z)  sin(x) sin(z) (z#0)
egyenlGség és a L'Hospital-szabély adja, hogy
1 1- i
lim |—— —ctg(z)| = lim 'Ls(x) =i sin(z) =0
z—0 | sin(x) z—0  sin(z) 2—0 cos(z)
- Az
; 1
25 — exp(sin(z) In(z)) = exp ngx) (x #0)
sin(z)

egyenlGséget és azt felhasznélva, hogy a

1
lim n(z)
z—040 1
sin(z)
hatarérték a L’Hospital-szabaly végtelen-per-végtelen esetével
1
1 ht
lim n(z) = lim - 235 =
z—0+0 1 —0+0 —sin~ “(z) cos(x)
sin(x)
i 1
=— lim sin(w) . -sin(z) =0
z—0+0 cos(x)
. sin(z) . 1 .. 3 .,
(mert lim =0, lim —— =1, limsin(z) = 0) mddon kisza-
z—0 X z—0 COS(.Z) z—0

mithato, felhasznalva azt is, hogy limo exp(y) = 1, az Osszetett fliggvény
y—>

hatarértékére vonatkozo tétel adja, hogy

; 1
lim 25®) = lim exp n(@) =1.

2—040 2—0 1
sin(z)
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Differencialhaté fiiggvények vizsgalata

a) Monotonités

Az f: (a,b) differencidlhato fiiggvény

— akkor és csak akkor monoton noévekeds (csokkend) (a,b)-n, ha
f(@) =0 (f'(x) <0) (z € {a,)),

— akkor és csak akkor szigortian monoton névekeds (csokkend) (a, b)-n, ha
F'(@) 20, (f'(z) <0) (€ (a,b) & P {c,d) C (a,b), hogy
f'(@) =0 (z € {c,d)).

8.32. feladat. Hatarozza meg, hogy a kdvetkezd fiiggvények hol monoton
novekedGek, hol monoton csckkendek:

fi(z) =5x+2 (x € R);

fo(x) = =3z +2 (x € R);
fs(x) =ax+0b (x € R);

falx) =2 —dx+7  (z €R);
fs(x) =1 — 4o — 2* (x e R);
fo(x) = ax® 4+ bx + ¢ (x € R);
fr(x) =x+ — (x #0);

2z

(z) = 14 a2
(r) =23 —120+20  (z €R);
fo(@) =vi-a?  (Jz] <1);
f11(x) = x + sin(x) (x € R);
fa(z) = arctg(z)  (z € R).
Megoldds.

- 3 fi(x) = (Bx+2) =5>0V xR, igy fi szigortian monoton névekeds
R-en.

-3 fi(x) = (-3z+2) = -3 <0V axeR, igy fo szigortan monoton
csokkend R-en.
- 3 fa(z) = (ax +b) = a(z € R).
Ha a >0 = f3 szigortian monoton névekedd R-en.

Ha a <0 = f3 szigortian monoton csokkend R-en.
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(Ha a = 0, gy nyilvan konstans: fs(z) =b.)

- 3 fi(x) = (22— 42+ 7) =22 — 4 (x €R).
filz)=22-4=0 <<= x=2;
filz)=22-4>0 <<= x>2;
filx) =22 -4<0 <= x<2.

Igy f4 szigortian monoton csokkend a | — 0o, 2], szigortian monoton no-
vekedd a [2, 4-o00[ intervallumban.

-3 fl(x)=(1—-4dz—2?) =—-4-2rz R
fi(x)=-4-22=0 < z=-2;
fi(r)=—-4-22>0 < z<-2;
file)=—-4-22<0 <= z>-2.

lgy f5 szigortian monoton névekeds a | — 0o, —2| és szigortian monoton
csokkend a [2, 4-o00[ intervallumon.

— 3 fi(z) = (az® + bx +¢) = 2ax + b (v € R).

Ha a > 0, ugy
fo(r) =2ax+b=0 < x:—%;
fo(x) =2az+b<0 < x<—%;
fo(x) =2ax+b>0 <— x>—%,
Ezért fg szigortian monoton csokkend a } —00, _%} , szigorian monoton

novekedd a 5 400 | intervallumon.
a
Ha a < 0, gy hasonld szamolas adja, hogy fg szigortian monoton no-
b b
vekedd a ] —00, —2—] , szigortian monoton csokkend a | ——, 400 [ inter-
a a

vallumban.
1
-~ 3f@) =1- = (@ £0).

1
fé(a:)zl—?:(] = 1°=1 = z=-1,vagyx = 1;

1
filt) =1- 5 >0 < 1> — 22>1 < |z| > 1, azaz
T

r < —1, vagy > 1;

2
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1
fé(x)zl—?<0 — |z| <1, azaz -1 <z < 1.
Ezért f7 szigortian monoton novekeds a | — oo, —1] és [1, +o00[ intervallu-
mokon, szigortian monoton csokkend a [—1, 0] és 0, 1] intervallumokon.

20 \' 21 +2?) —22-22 2227
— 3 f; = = = R).
fs(=) <1+x2> (1 +22)? Traer @B
2 — 222
T
— z =—1vagy x = 1;
/ 2 — 227 2 2
f8($)2m>0<:>2—2x >0 «— 1> <— ].>|ZC‘
= z€]-1,1[
/ 2 — 227 2 2
f8($)2m<0<:>2—2x <0 <= 1<z — ].<|ZC‘

< 1z €] — o0, —1[U]1, +o0].

Ezért fg szigortian monoton novekedd a [—1, 1], mig szigorian monoton
csokkend a | — oo, —1] és [1, +o00[ intervallumokon.

~ 3 fi(x) =322 -12 (z €R).
fo(z) =32 —12=0
fo(z) =322 =12 >0

P’ =4 = =42
>4 = |z]>2
x €] — 00, —2[ U ]2, 4+00[;
<4 —

lz] <2 <<= xz€]—-22[

fo(z) =322 —12 <0

[ A

Igy fo szigortian monoton névekeds a | —oo, —2] és [2, +o00[, mig szigortan
monoton csokkend a [—2,2] intervallumon.

3 o) = (VIm Ry = s

(x = £1-ben f1o nem differencialhato).

ha |z| < 1

/ X

)= = = 2=0;
fi0(@) T

/ X

) =——F7—=>0 <= <0
flo(@) = ———=
f{o(az):—L<0 — z>0.

V1—2z2
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Igy fio szigortian monoton névekeds a | — 1, 0], szigortan monoton csok-
kend a [0, 1] intervallumon.
De fio(—1) =0 < V1 —22 és fio(1) = 0 < V1 — 22 miatt fig szigo-
rian monoton novekeds a [—1,0], szigorian monoton csokkens a [0, 1]
intervallumokon is.

— 3 f{1(x) =1+ cos(x) (z € R).
f11(z) = 1+cos(z) > 0 (z € R), hiszen —1 < cos(z) <1V z € R esetén,
masrészt f1,(z) =14 cos(x) =0 <= cos(z) = —1 <=
w=(2k+1)m (k=0,+1,...).
gy fli(x) > 0¢és B (c,d) C R, hogy fi,(x) =0 (x € (c,d)), ezért fi
szigortian monoton névekeds R-en.

~ 3 flyla) = arctg!(z) =
novekeds R-en.

1
522 >0 (V2 € R), igy fi2 szigorian monoton

b) Szélssérték

Az elméletbdl ismerjiik a kdvetkezdket:
— Ha az f: (a,b) — R fliggvénynek az xg €|a,b[-ben lokalis maximuma
(minimuma) van és 3 f'(x¢), akkor f/(zg) = 0.
Ez a lokalis szélsGérték létezésének sziikséges feltétele. Ez azt jelenti,
hogy lokalis szélsGértéke csak ott lehet, ahol f’(x) = 0, de nem biztos,
hogy egy ilyen helyen van is lokélis szélsGértéke f-nek.
(Egy ilyen helyet — tehat, ahol f/(z¢) = 0 — stacionarius vagy kritikus
helynek (pontnak) is neveznek.)
— Haaz f: ]Jzg — r,z¢ + r[— R fiiggvény differencialhato, f'(zp) =0 és
1. f'(x) >0 (z €]zg — r,20]), f'(x) <0 (x € [x0,20 + 7[), akkor f-
nek zo-ban lokilis maximuma van (vagyis ha f’ elgjelet valt zo-ban
+-16l —-ra).
2. f'(x) <0 (x €lxg —r,20]), f(x) >0 (x € [xo, 20 + 7[), akkor f-
nek zo-ban lokilis maximuma van (vagyis ha f’ eljelet valt zo-ban
—-10] +-ra).
Ez egy elegend§ feltétel.
- Ha f: K(a,r) — R (k — 1)-szer differencialhato (k > 2), f'(a)=--- =
f®D(a) =0és 3 f*F)(a) # 0, akkor
1. ha k paratlan, agy f(a) nem lokalis szélsGérték;
2. ha k paros, ugy f(a) lokalis szélséérték, hogy
— f®)(a) > 0-ra szigort lokalis minimum,

- f (k)(a) < 0-ra szigorud lokalis maximum.
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Ez az altalanos (k-adrendii) elegendd feltétel.

8.33. feladat. Keresse meg az alabbi fiiggvények lokalis maximum-, illetve
minimumhelyeit és értékeit:

filx)=azx+0b (x € R);
fo(z) = az® + br + ¢ (x €R, a#0);

fola) = 222 (x#-g);

fa(z) = (z — 1)2 (z € R);
fs(@)=(z-1)*  (zeR);

fo(z) = 2® — 52% — 8z + 3 (x € R);
)= =2 (zeR);

fo(z) = (z+ 1% (zeR);
fio(z) =avr -1 (x € R);

2 +1
o) = o

fi2(x) = x + sin(x) (z € R);
fiz(x) = |z? — 3z + 2| (x € R);

fia(z) = jﬁ (x >0).

(z € R);

Megoldds.

— 3 f{(z) = a, ami nem lehet 0, ha a # 0, igy ekkor fi-nek nincs lokalis
széls6értéke. Ha a = 0, akkor fi(x) = b konstans fliggvény.

— Az fo fiiggvény esetén

b

3 fy(z) =2ax+b=0 <+ T=—g

b
fo-nek igy xg = ——-ban lehet lokalis szélsGértéke.

Az el6z6 feladat 6. fiiggvényének vizsgalatanal 1lattuk, hogy
b
a > 0 esetén fi(z) <0, ha z < ~%a és fo(x) >0, ha z > — g A 15
a a

b
elGjelet valt zg = —2——ban —-16l +-ra, tehéat ekkor fo-nek szigoru lokalis
a
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.. b o dac — b?
minimuma van xg = ——-ban, melynek értéke: ———

a
a < 0 esetén az elGjelvaltas ellentétes, ezért ekkor fo-nek szigori lokalis

. b o dac — b?
maximuma van xy = —2——ban, melynek értéke: ———

a a
Ezt egyszertibben is megkapjuk, mivel 3 fJ(x) = 2a, ami adja, hogy
a > 0 esetén
b
Jl—-=—)=2a>0
2 < 2&) a )

b
amibdl kapjuk, hogy fo-nek zg = —2——ban lokalis minimuma van,
a

b
"
_— :2
2< 2a> a<0,

vagyis fo-nek lokalis maximuma van xg = —2——ban.
a

ugyanakkor a < 0-ra

f3 esetén

;v (ar+b\  a(cz+d)— (ax +b)c
3fg(w_(ca;—i—d) B (cx + d)? B

ad — be d
G (0)

ami csak akkor lehetne 0, ha ad — bc = 0 ez pedig azt adné, hogy f3
konstans fiiggvény (ezt lassuk be).
Igy fs-nak nem lehet szigoru lokélis maximuma vagy minimuma.

f4 esetén
I fi@) =[(z-1?" =2@-1) (zeR),

ami adja, hogy fi(z) =0 <= z=1.

Itt lehet tehat f4-nek lokalis szélsGértéke.

3 flz) =2 = f/(1) =2 >0 = fsnek xyp = 1-ben lokalis
minimuma van, melynek értéke: f(1) = 0.

f5 esetén
Ift@)=[z -1 =4 -1)°=0 <= z=1,
ugyanakkor
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azaz f} el6jelet valt x = 1-ben —-1r6l +-ra, ezért fs-nek x = 1-ben lokalis
minimuma van, aminek értéke: f(1) = 0.
Masképpen:

3 i) =12(z - 1)> = f” 1) =
3 f(x) =24z -1) = f§'(1)=
3@ =24 = f5>(1)—24>o

Az els6 el nem ting derivalt 1-ben negyedrend, azaz paros és f 5(4)(1) > 0,
igy fs-nek x = 1-ben lokalis minimuma van.

— fe esetén
3 fi(x) = (2® — 5% — 8z +3)' =
2
=322 —102 —8=0 <<= a=—=,c=4;

3
3 fi(xz) =62 —10,

2 2
igy f¢ —3)= 14 <0 = —g—ban fe-nak lokélis maximuma van,

¢(4) =14>0 = 4-ben fg-nak lokalis minimuma van.

2z \'  2—22?

- 3 fi(z) = <1 +$$2> = i x§)2 =0 <= x = +£1 (ahogy azt az el6z6
feladat 8. fiiggvényénél mar belattuk). Tehat x = —1 és = 1-ben lehet
fr-nek lokélis szélsGértéke.

—dz(1+2?)? — (2 - 22%)2(1 + 2?)2z 4% — 122
(1+22)t S (14222

3 f7(z) =
és igy

=2>0

v-bIOO

7(=1) =
—>  fr-nek x = —1-ben lokilis minimuma van,
8
7(1)=—-—==-2<0
1) =

=  fr-nek z = 1-ben lokalis maximuma van.

Az értékek: f(—1) = -1, f(1) =
1\’ 1

igy fs-nak x = —1 vagy x = 1-ben lehet lokélis szélsGértéke.
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2
3 f(z) = s (x #0), ezért
!(-1)=-2<0
= x = —1-ben fg-nak lokélis maximuma van,
J(1)=2>0

=—> z = l-ben fg-nak lokalis minimuma van.

Az értekek: f(—1)= -2, f(1) = 2.

fo esetén
3 fo(x) = [(a+ DY = 10(z + 1)% ™ — (z + 1) =
= (z+ 1)9(9 —z)e =0

— xz=—-1,vagyx =9 (e >0V z €R), ezért fo-nek x = —1, vagy
x =9 esetén lehet lokalis szélsGértéke.

K(=1,1)-ben (9 — z)e™® > 0, mig (z + 1)? &s gy fo is elSjelet valt
x = —1-ben —-16l +-ra, igy * = —1-ben lokalis minimuma van fg¢-nek.
K(9,1)-ben (z+1)% % > 0, mig 9 —x és igy fo is elGjelet valt 2 = 9-ben
+-16l —-ra, igy x = 9-ben lokalis maximuma van fg-nek.

Az értekek: fo(—1) =0, fo(9) = 100e~10 = <£> )

x # 1 esetén

5 flole) = @V 1) = (2~ D) = (@~ D} + Saa - 17} =
; R T ET T

B R T e e

3 ) .
— = T ezért itt lehet lokalis szélsGértéke fi9-nek.

3
dr — 3 ¢és igy f1o(x) elGjelet valt z = Z-ben —-1r6l +-ra, igy itt fio-nek

lokalis minimuma van, melynek értéke:

f 3 _§‘3/_1__§§ﬁ__3\3/§
W 2) a2V 2~ a2Vsg ™ & -

f10 nem differencidlhaté x = 1-ben, igy esetleg itt is lehet lokalis széls6-
értéke (ahogy példaul az f(x) = |z| (z € R)-nek 0-ban), de f(1) =0 és
fio(x) >0, ha x > 0, illetve fi9(x) < 0, ha = €]0,1[, ezért f(1) = 0 nem
lokalis szélsGérték.
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— f11 esetén

2 () = 2241\ 2(@®+z+1)-(@2+1)Q2r+1)
W\ a2z +1) (2 +z + 1)2
z2—1

=— =0 < =41,
(22 + 2 +1)2 v

igy fi1-nek x = —1 vagy x = 1-ben lehet lokalis szélsGértéke.

20(x? + o +1)%2 — (22 - 1)2(2% + 2+ 1)(22 + 1)

3 " — =
@) (@ fa 1)
C2z(att+a+1) -2 -1)(2z+1)  2?+4z+1
(22 4+x+1)3 (22t +1)3
—2
Ezért fi(—1) = 4 < 0 = fii-nek x = —1-ben lokalis maximuma
van. 6
Masrészt f17(1) = 3 > 0 = fi1-nek x = 1-ben lokalis minimuma
van. 5
Az értékek: f(—1) =2, f(1) = 3
— 3 fio(z) = (x +sin(x)) = 1+ cos(z) =0 <= cos(z) = -1 <—

x=2k+1)m (k=0,£1,£2,...), ezért itt lehet lokalis szélsGértéke fio-
nek, de korabban méar belattuk, hogy ez a fliggvény szigortian monoton
novekedd, igy nincs lokalis szélsGértéke.

~ Az fi3(x) = |22 —32+2| fiiggvényrdl belathato, hogy nem differencialhato
az 2 — 3x + 2 = 0 egyenlet nullhelyein, azaz x = 1 és = 2 esetén,
tovabba — mivel 22 — 3z +2 < 0, ha x €]1,2[ és 22— 3x+2 > 0 egyébként
— kapjuk, hogy

frala) = —22+32z -2 ,hax€]l,?2]
BT 22 80 42 Jha z €] — o0, 1] U J1, 400,
gy

—2x+3 ,hazx€ll,2
3 flal) = 2l _
2¢ —3  ,hax €] —00,1[U]l,+00[= D.
3 , 3
—2x+43=0 < z= 5 €]1,2] = fi3(x) =0, hax = 2 18y itt lehet

lokalis szélsGértéke fis-nak.
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20 -3=0 < m:ggéD.
—2 Lhax€]l,2
af{gm:{ .

2 ,haz e D,

= [ (g) =-2<0 = fignak z = g -ben lokalis maximuma
van.
x =1 és x = 2-ben (ahol f13 nem differencialhato) is lehet lokalis szélss-
érték és van is, mert fi3(z) > 0, ha z # 1 illetve x # 2, igy © = 1-ben és
x = 2-ben is lokélis minimuma van fi3-nak.
- Vz>0ra
4
3 fla(z) = (4\/5)/ = 2\/5(“3"‘2) e —
x+2 (x4 2)?
2(r+2) -4z 4—2z
B (ﬁ<w)+2>2 T Vewr2E VT
igy itt lehet lokalis szélsGértéke fi4-nek.

oz +2)? — (4— 22) [ﬁ(m +2)% +2/E(z +2)

El n — _
f1a(z) @t 2
_ 32 —8x — 8
Czyz(T + 2)2
= flu(2) = —i < 0 = fiyu-nek z = 2-ben lokilis maximuma

8v/2
van, értéke: f14(2) = v/2.
Ugyanakkor f14(0) = 0 és fia(x) > 0, ha =z > 0, igy = 0-ban fi4-nek
lokélis minimuma van az f(0) = 0 értékkel.

c¢) Konvexitas

Ismeretesek a kovetkezdk:

— Egy f: (a,b) — R differencialhato fliggvény <= konvex (konkav), ha
az f': (a,b) — R fiiggvény monoton névekeds (csokkend). (f <= szi-
gortian konvex (konkav), ha f’ szigortian monoton névekeds (csokkend).)

— Egy f: (a,b) — R kétszer differencialhaté fiiggvény <= konvex (kon-
kav), ha f” >0 (f” <0).
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— x €]a, b] inflexios hely, (z, f(x)) inflexiés pont, ha 3 > 0, hogy f konvex
(konkéav) ]z — r,z]-en és konkav (konvex) [x,x + r[-en.

8.34. feladat. Hatarozza meg, hogy a kivetkezs fiiggvények hol konvexek,
konkavok, illetve hol van inflexios helyiik (inflexiés pontjuk):

Megoldds.

— f1 esetén

3 fi(z)

fil)=—2?+3z-7 (z€R)
folz) =2 -2 +12  (z €R);

()
f3(z) = az® + br+c (x € R);
fa(z) = 2% + 1522 + 62 + 1 (x € R);
fg,(x):a:—i-% (x #0);
fol) = o (@eR)
fr(x) = x + sin(x) (x € R);
fs(x) =In(1+2?)  (z €R);
fow) =¢™"  (z€R).

2r+3 (re€R) = I fl(x)=-2<0 (z€R)

= fi konkdv R-en = inflexiés hely (pont) nincs.

— Az fy fiiggvény esetében
Jf(z)=22—-1 (xeR) = Ffl(x)=2>0 (zeR)

= f2 konvex R-en == nincs inflexios hely (pont).

— f3 esetén

3 fi(z) =2azx+b (zeR) = 3 fi(z)=2a (z€R).

gy a > 0 esetén fY(z) =a >0 = f3 konvex R-en, mig a < 0 esetén

"

3(x) =a<0 = f3 konkav R-en.

Inflexiés pont (hely) nincs egyik esetben sem.
~ 3 fi(z) = (#* +152? + 62+ 1)’ =322 + 302+ 6 (v € R)
— Jff(z)=624+30 (zreR) =

1(x)=6x+30>0 < z>-5 = f4 konvex [—5, +oo[—en,
1(r)=6x+30<0 <+ < -5 = f4 konkdv | — oo, —5[—on.
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Igy a graf @ = —5-ho6z tartozo pontjaban konkéav és konvex iv csatlakozik,
ezért x = —b inflexios hely, illetve (—5,221) inflexiés pont.
f5 esetén
3 1 (a) = <x+1>/:1—i2 (2 £ 0)
x x
" 2

— @)= @#0)

ezért
é’(m):£>0 ha z>0 ”(x):3<0 ha <0
x3 ’ ’ 5 a3 ’

— f5 konvex |0, +o00[-en, konkav | — 0o, O[-n.
x = 0-ban a fliggvény nincs értelmezve, igy nincs inflexios hely (pont).

fe esetén
2 T2 92g2
3 fo(x) = <1+wa2> = (1+$§)2 (z € R)
43 — 12
— I fl) = &—2)3 (z €R)

(lasd el6zo feladat 7. fiiggvénye), ezért
Y1) >0 = 42’120 =4dx(z* - 3) >0,
Y(r) <0 <= 42® 12z =4x(z® - 3) <0.

Mivel 4z(z? —3) =0 <= 2 =0 vagy v = —/3 vagy = = V/3.
Egyszertien kovetkezik ezekbdl, hogy
Y(z) >0, ha x € [-/3,0], illetve x € [/3, +00],
igy fe konvex a [—/3,0] és [v/3, +oo[ intervallumokon.
Y(r) <0 <= hax €] — o0, —V3], illetve x € [0,/3],
igy fg konkav a | — oo, —v/3] és [0, /3] intervallumokon.
Ez mutatja, hogy az inflexios helyek: —+/3,0, /3.

f7 esetén
3 fi(z) = (x +sin(z)) =1+ cos(z) (z € R)
= 3 f/(z) = —sin(z) (z €R).
Ebbdl kapjuk, hogy
7(x) = —sin(z) >0 <= sin(z) <0
— z€|[2k+ D, (2k+2)r] (k=0,%£1,...)
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= f7 konvex a [(2k + )7, (2k + 2)7| (k = 0,41, ...) intervallumokon.
7(z) = —sin(z) <0 <<= sin(z) >0
— 1z € 2km,2k+1)7n] (k=0,£1,...)

— fr konkav a [2km, (2k + 1)7] (k = 0,+1,...) intervallumokon.
Az inflexios helyek: z = kn (k=0,+1,£2,...).

_ fq esetén
3 fi(e) = (1 +29) = - i”“’x2 (z €R)
3 ) = % (z € R).
Igy

Yz)>0 = 2-2:2>0 <= 1-22>0
—= 1> = |z/<1 <= zecl-1,1]
= fg konvex a [—1, 1] intervallumon.
Vr) <0 <= 2-22<0 <= 1-2°<0 < 1<a?
— 1<z <= =x€]—00,—1] vagy x€[l,+o0|

= fs konkav a | — oo, —1] és [1, +oo[ intervallumokon.
Ez adja, hogy az inflexios helyek x = —1 és x = 1.

— Az fy figgvény esetében
3 fi(z) = (e_IQ), = —2z¢ " (x € R)
— 3 f(z) = —27 + (=20)(~2z)e " =
=2 (2> —2) (z€R).
Mivel 2¢~2° > 0, igy
J2) >0 —= 22-2>0 <— 22>2 — |z[>V2
= x€]-00,—V2] vagy =€ [V2, +oo
— fo konvex a | — 00, —v/2] és [v/2, +oo| intervallumon;
J(2) <0 = 2°-2<0 = 22<2
= |z7|<V2 = z¢c[-V2,V?

— f9 konkav a [— V2, \/E] intervallumon.
Ez adja, hogy az inflexiés helyek x = —v/2 és x = /2.
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d) Teljes fiiggvényvizsgalat

Az elméletben tanultak szerint:
Egy f fiiggvény teljes vizsgalatanal meghatéirozzuk:

© XN UA W =

H
e

11.

12

a Dy értelmezési tartoméanyt;

hogy f paros, paratlan, periodikus fliggvény-e;

f zérushelyeit, D; azon részhalmazait, ahol f elgjele allando;

f hatarértékeit D, hatarpontjaiban;

f szakadési helyeit, folytonosséigi intervallumait;

f derivalt fiiggvényét (fliggvényeit): [/, f”;

Dy azon részintervallumait, ahol f monoton névekeds (csokkend);
f szélsGérték helyeit és szélsGértékeit;

Dy azon részintervallumait, ahol f konvex (konkav), az inflexios he-
lyeket (pontokat);

az esetleges aszimptotakat (olyan I(x) = ax + b (z € R) egyenleti
egyeneseket, melyekre IETOO( f(x)—azx—b) =0, illetve xl_l)moo( flx)—

ar—b)=0;a= lim @; b= lim  (f(z) —azx) ;
vV x— —00 Vr— —00

abrazoljuk az f fiiggvényt (megrajzoljuk a grafjat);
f Ry értékkészletét.

8.35. feladat. Végezze el a teljes fliggvényvizsgilatot az alabbi fiiggvények-

nél:

a) fi(z) =a2% — 42> + 4z (x € R);

b) fale)= ey (@ER)

) Sl =rto  (@ER\{0});

z + 23

O i) =T @R\ {-1,0,1})

e) fs(x) = xarctg(x) (x € R);

f)  fo(z) = exp(—z?) (x € R);

g) fr(x) =sin(z) + %sin(2:c) (x € R).
Megoldas.

a) Az fi(r) = 23 — 422 + 4z (z € R) fiiggvényre:
1. A fiiggvény nyilvin V = € R esetén értelmezett, igy Dy = R.
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. Egyszertien belathato, hogy fi nem paros, nem péaratlan és nem pe-

riodikus. Példaul:

fi(—z) = (—23) — 4(—2?) + 4(—2z) = —23 — 42® — 4z,

ami nem egyenlS sem fi(z)-szel (—z3 —42? — 4w = 23 —42% + 4o <
3442 =0V x € R, ami nem igaz csak x = 0-ra), sem — f1(x)-szel
(-3 —42? —do = —2% + 42? — 4o <= 42 =0V z € R, ami nem
igaz).

D fil@) =2 4’ +dr =22 —dr+4) =2(r—-2) =0 =

r=0 =2 (z-22>0VzeR, igy fi(z) >0
x>0, filx) <0 <= =z <0, tehat f pozitiv az R -on, f negativ
R_ =] — 00,0[-n.

. Dy, = R hatarpontjai: +o00 és —oo.

A korabban tanultak szerint:

lim fi(z) = lim (23 — 42”4 42) = —oo,

T— —00 T——00
lim fi(z) = lim (2® — 42”4 42) = +oo.
r—+00 r—+00

. f1 folytonos fiiggvények linearis kombinacioja, igy folytonos R-en,

ezért nincs szakadési helye.

. f1 egy harmadfokd polinom, igy differencidlhato és

flx) =322 -8z +4(z€R) =— 3If'(z)=62—-8 (zcR).

. fi <= monoton névekeds, ha f{(z) = 322 — 8z +4 >0,
() =3

22 — 8z +4<0.
2
Mivel fi(z) =322 —8r+4 =0 < z = 3 vagy @ = 2, kapjuk,

fi <= monoton csokkend, ha f]

2
hogy f1 monoton novekeds a ] —00, 5] és [2, +oo] intervallumokon és

2
f1 monoton csokkend [5’ 2] -ben.
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8. Az el6bbiek szerint f{(z) =0 <= =z = -, x = 2, igy ezen helyeken

2
3 )
lehet lokalis szélsGértéke fi-nek. fi(z) = 6z

-8 =

7(2) =4 >0 = x = 2-ben f1-nek lokélis minimuma van,

az f1(2) = 0 értékkel,

2 2
i <§> =—-4<0 = z= g—ban fi-nek lokélis maximuma van,
2 32
— | = — értékkel.
az f1 <3> o értékke

(Globalis maximuma, illetve minimuma a 4. pont miatt nincs.)

4 4
9. fi <= konvex, ha f{(z) =6x—-8>0 < z > 3 azaz a [—,—1—00[

3
intervallumon. A A
f1 <= konkév, ha f{(z) =62 —-8<0 <= x < 3 azaz a}—oo, 5]
intervallumon.

Ez adja, hogy = = 3 inflexios hely.

10. Aszimptotaja nincs.

11.
)

wlbof-----

12. Ry, =R (felhasznélva 4.-et és f folytonossagat).

x
b) A =
) Az fola) =
1. Nyilvan Dy, = R (hiszen a szamlalo és nevezs is V « € R-re értelme-
zett és 1+ 22 A0V 2 € R).

(z € R) fiiggvénynél:
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—2x
2. —r) = ——
fol=2) 1+ 22
periédikus.
3. fo(x) =0 <= x =0, fa(x) >0, haxz>0; fo(x) <0, hax <0,
igy fo pozitiv R -on, negativ R_-on.

= —fa(z), igy fo paratlan, de nem paros és nem

4. Dy, = R hatarpontjai: 400, —oo és (a korabbiak szerint)
2z 2z

lim —— = lim ——=
a—+oo 1+ 122  2>-00 1+ 22

5. fo két folytonos fiiggvény hanyadosa, hogy 14+ 22 # 0, igy V o € R
esetén folytonos, ezért szakadasa nincs.
6. Hasonlé okok miatt fo differencidlhatd R-en és
2 — 222 4o — 12z
/ e e N N/ _ = et
f2(£13‘) (1 +.T2)2 f2 (:E) (1 +$2)3
(lasd elsbb).
7. A 832. 8. feladatdaban megmutattuk, hogy fo szigortian monoton
novekeds [—1,1]-en, csokkend | — oo, —1]-en és [1, +oo[-en.

8. A 8.33. 7. feladatdban megmutattuk, hogy x = —1-ben lokalis mi-

nimuma, x = 1-ben lokalis maximuma van, az fo(—1) = —1, illetve
fa(1) =1 értékkel.

2z
‘ 1+ a2
minimuma, f3(1) = 1 globalis maximuma fs-nek.
9. A 8.34. 6. feladataban megmutattuk, hogy:
f2 konvex a [—+/3,0] és [V/3, +oo] intervallumon,
f2 konkav a | — 0o, —v/3] és [0, /3] intervallumon,
igy —v/2, 0, v/3 inflexits helyek.

< 1 miatt (ezt lassak be) kapjuk, hogy fa(—1) = —1 globalis

sz

kapjuk, hogy az y = 0 egyenes (az z-tengely) vizszintes aszimptotaja

fo-nek.
11.
P
o
\/’ 1 V3 T

12. fy folytonossaga és a 8. pont adja, hogy Ry, = [-1,1].
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Q) @) =a+ 1 (#0)

1.

2.

10.

Dy, =R {0,
hca) = —o+ 2 =~ (a4 1) = “p@) @ 20 = £

paratlan.
Nem péaros és nem peridédikus.

1

fs-nak nincs zérushelye, mert 2+ — A0V z € R\ {0}.
x

Dy, hatarpontjai: —oo, 0, +oo.

1 1
lim <ac + —) = —o0 (hiszen z — —oco0, — — 0);
T——00 x x
: 1 o . 1
lim ( z + — ) nem létezik, de lim x4+ — ) = —o0,
z—0 xT z—0-0 x
. 1
lim (x+—| =400
z—0+0 T

(a hatarértékre tanultakat alkalmazva).

1
lim <m + —> = +o0.
r——+00 €T

f3 folytonos, ha = # 0 (hiszen akkor folytonos fiiggvények Gsszege).
x = 0-ban nem értelmezett, igy nem folytonos, itt szakadasa van,
mely mésodfaji.

1 2
Hfé(a:):l—ﬁés é’(:n)zﬁ, ha x # 0.
A 8.32. 7. feladata szerint:
f3 szigortan monoton névekeds | — oo, —1]-en és [1, +-o00[-en,
f3 szigortan monoton csokkend [—1,0[-an és ]0, 1]-en.
A 8.33. 8. feladata szerint:
fs-nak & = 1-ben lokilis minimuma, z = —1-ben lokilis maximuma
van az f3(1) = 2, illetve f3(—1) = —2 értékkel, globalis szélsGértékei
nincsenek.
A 8.34. 5. feladata szerint:
f3 konvex ]0, +ool-en, konkéav | — oo, 0[-n, inflexiés helye nincs.
x = 0-ban szakadasa van, igy az © = 0 egyenleti egyenes (az y-
tengely) f3 fliggdleges aszimptotaja.
A 6.13. feladatban megmutattuk, hogy az y = x egyenletii egyenes is
aszimptotaja.
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11.
1
0
1 X
12. A korabbiakbol jon, hogy Ry, =] — 0o, —2] U [2, +00] .
9z + 3
Q) fale) = 28 (@ e R\ {-1,0,1)),
1. Dy, =R\ {-1,0,1}.
9 3 9422
2. fa(x) = v +$3 _ 2t $2, ha x € Dy,, ami mutatja, hogy f4 péaros
T—2x 1—2

2 miatt), de nem paratlan és ellendrizhets, hogy

fiiggvény ((—z)% =z
nem peridédikus.
2

3. fs-nek nincs zérushelye és 1 vizsgalata mutatja, hogy f4(z) > 0,

— 2
ha z €] — 0o, —1[ U |1, 400[ és fa(x) <0, ha z € [-1,1] \ {0}.
Dy, hatarpontjai: —oo,—1,0,1, +o00.

A korabbiakat felhasznalva:

. 9 + 22 . .
rll)l':iloo m = —1 miatt rll)llloo f4($) = —1,
. 9 + 22 . .
xll}l':iloo m = —1 miatt ;(;EI:EOQ f4($) = —1,
9 + 22

i{)%m =9 miatt glcli% fa(z) =09,
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lim fa(z) = lm fi(z) = +oo,

rz——1—

:c—1>1—nll+0 Jalw) = :cEIln—O Jalw) = —oc.

fa folytonos, ha x € Dy, , mert racionélis tortfiiggvény.
Szakadasi helyei: —1,0,1. 0 megsziintethets, —1 és 1 masodfaju sza-
kadési helye.

20z 100

3 filz) = =22 (x € Dy,) &s fi(z) = =222 (z € Dy,)
(szamitéassal ellendrizzék).

20
fi(z) = ﬁ >0, haz € Dy, NR,, azaz ]0,1] és |1, 4o0[-en.

fi(z) = (1307;)2 <0,haxze Dy NR_, azaz | — oo, —1[-en és

| —1,0[n.

Igy f4 szigortian monoton névekeds a 0, 1[ és |1, +oc],

fa szigortian monoton csékkend a |—oo, —1[ és |—1, 0[ intervallumokon.

20
fi(z) = ﬁ =0 < 2=0,de0€ Dy, igy nem lehet fs-nek
—x
lokalis szélsGértéke.
100
V() = m >0V xe Dy, igy fi4 konvex a
| —o0,—1[, | = 1,0[, ]0,1], ]1,+oc] intervallumokon.
Az ¢ = —1 és x = 1 egyenes fiiggSleges, mig az y = —1 egyenes
vizszintes aszimptota (miért?).
y 1
'
0 1 T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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11
f5
1.

2.

9.

VIII. DIFFERENCIALSZAMITAS

. A fentiekbdl leolvashato, hogy Ry, = R\ [-1,9].
(z) = xarctg(z) (z € R).
Dy =R
fs(—x) = —xarctg(—x) = varctg(x) = fs(r) = f5 paros, de nem
paratlan és nem periodikus.
fs(x) =0 <= x=0.
fs(x) >0, haz # 0 (mert x >0 = arctg(z) >0, 2 <0 =
arctg(z) < 0).
Dy, hatarpontjai: —oo, +00.

lim wzarctg(z) = 400 (mert lim z =0, lim arctg(zx) =1, il-
r—+00 r—+00 r——400

letve lim z = —oo, lim arctg(x)=—1).
r——00 r——0Q0

f5 ¥V x € R esetén folytonos (folytonos fiiggvények szorzata).
T 2

fi(x) =0 <= 2=06¢6s fi(z) >0 <= 2 >0, flz) <0 =

x <0,

igy f5 szigortian monoton novekedd [0, +ool-en,

mig f5 szigorian monoton csokkend | — oo, 0]-an.

fi(x) =0 <= =z =0 miatt csak itt lehet lokélis szélsGértéke.
/(0) = 2 > 0 miatt « = 0-ban lokalis minimuma van fs-nek az
f5(0) = 0 értékkel, ami globalis minimum is, globalis maximum (4. mi-

att) nincs.

5(2) =

3 fi(x) = arctg(x) +

2
1+ 22)2 >0V zeR,igy f5 konvex R-en.

10. Aszimptota nincs.

11.

12. Ry, = [0, 4+00] .
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£) fo(z) = exp(—z2) = e (z € R).

1.
2.

10. fe-nak az y = 0 egyenes (-
11.

Dy =R

fo(—x) = exp(—(~=)?) = exp(~2?) = fo(z) = fo paros, de nem
pératlan és nem periodikus.

fo(z) = e >0V z € R, igy zérushelye nincs.

Dy, = R hatarpontjai: —oo, +00.

2

lim exp(—z?) = =0 (hiszen lim 2° — +o0,
T—Fo00 +

exp(z?) z—>Foo
lim exp(y) = oo és alkalmazhato az Gsszetett fliggvény hatéarérté-
Yy—00

kére vonatkozo tétel).

fe-nak nincs szakadasi helye, mert az exp és © — —22 (x € R) fiigg-
vények folytonossaga miatt folytonos R-en.
3 fi(z) = -2z exp(—2?) és f§(x) = (42% — 2) exp(—2?) (V x € R).
fi(z) = =2z exp(—2?) > 0, ha < 0 (hiszen exp(—z?) > 0) és
fi(z) = =2z exp(—2?) < 0, ha z > 0,
igy fe | — 00, 0]-on szigortian monoton noévekedd,
mig [0, +oo[-en szigorian monoton csokkend.
fi(z) = —2zvexp(—2?) =0 <= x =0, ezért itt lehet lokalis szélso-
értéke fg-nak.
¢(0) = —2 < 0 miatt = 0-ban fg-nak lokalis maximuma van, (mely
globalis maximum is) az f(0) = 1 értékkel.
(Globéalis minimum nincs.)
" 2 2 2 \/i
d(x) = (42° = 2)exp(—2°) >0 <= 42° —2>0 <= |z| > ER
2
Y@) <0 = Ja] < % =

V2 V2 , V2 V2
fe konvex a ,+oo|, konkdiv a |——,—|-n
2 2 272
2 2
Az inflexios helyek: —g,

engely) vizszintes aszimptotaja.
Y
1

|
o

-
8
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12. Rfs :]0, 1].

1
g) fr(z) =sin(z) + 3 sin2z (x € R).
1. D, =R
2. fr paratlan (mert sin(z) és 1 sin2x is az), de nem paros.
A sin fliggvénynek 27 periddusa, igy annak tObbszorosei, példaul 4
is, ezért

1
fr(x 4+ 2m) = sin(x + 27) + 5 sin(2(z + 2m)) =
1
= sin(x + 27) + 5 sin(2z + 4m) =

= sin(x) 4+ %sin(2x) = f7(x) VeelR

esetén, tehat f; 2w szerint periddikus fliggvény (27 egyébként a leg-
kisebb periddusa). Ez adja azt is, hogy vizsgalatanal elég a [0, 27]
intervallumra szoritkozni.

3. Az f7 zérushelyeit [0, 27]-ben hatarozzuk meg elGszor:

sin(z) + %sin(2x) = sin(x) + sin(x) cos(x) =

= sin(z)[1 4 cos(z)] =

<= hasin(z) =0vagy 1 +cos(z) =0 <= =0, x =m, = =27.
Ebbdl kévetkezik, hogy fr(x) =0 <= x=kn (k=0,£1,£2,...).
Egyszertien belathato, hogy f7(x) > 0, ha z € [2k7, (2k + 1)7] és
fr(x) <0, ha x € [(2k + V)7, (2k + 2)7] (k € Z).

4. Dy, hatarpontjai: —oo és +o00. Beldthato, hogy 3 liril fr(x).

Ez azon alapszik, hogy meg tudunk valasztani olyan (z,) és (yn)
+o0o-hez meg —oo-hez tart6 sorozatokat, hogy lim f7(zy,) # lIm f7(yn).
n—oo n—oo

Legyen példaul x,, = nm (n € N), akkor az elgbbiek miatt
fr(xn) =0 —0.

Masrészt legyen y, = g + 2nm (n € N), akkor

w1 om V3 V3 33
sm(§) + §sm(2§) =4+ = =

2 4 4
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3v3  3V3

miatt f7(yn) = o 1 # 0.
A lim f7(z) vizsgdlata az z, = —nm, y, = g —2n7m (n € N) szerint
r——00

definialt (z,,) és (y,) sorozatokkal torténhet.

. f7 mindeniitt folytonos, mert az x — sin(x) fiiggvény, illetve az x — 2z
fiiggvény folytonossadga miatt az x — sin(2x) fliggvény is az.
Ezért fr-nek nincs szakadésa.
. 3 fi(x) = cos(x) + cos(2z) =
= 3 f/(z) = —sin(z) — 2sin(2z) (x €R).
. fh(x) = cos(x) + cos(2z) = cos(z) + cos?(z) — sin?(z) =
= cos(z) + cos?(z) — (1 — cos?(x)) = 2cos?(x) + cos(z) — 1 = 0.
Ha a 2cos?(x) + cos(x) — 1 = 0, cos(z)-ben masodfokii egyenletet meg-
)
oldjuk [0, 27]-n, Ggy x =7, = = %, T = ?ﬂ adodik.
5)
Belathato, hogy f4(x) > 0,hax € [0, ] vagy r € [%,2#] és fr(xz) <0,

ha o € [g 5?”] (0, 27]-ben).

wl

T T
Ez és a periodicitas adja, hogy f7 monoton névekedd a [—g + 2km, — + 2]{:] ,

3
csokkend a [g + 2k, 5% + 2]{:} (k € Z) intervallumokon.

. Az el6bb belattuk, hogy fi(x) = 0 [0,2n]-ben, ha z = g vagy £ = T
T
vagy r = —.

/(xz) = —sin(x) — 2sin(2x) viszont révid szamolassal adja, hogy

5
/() =0, f7 (g) <0, 7 (%) > 0, ezért fr-nek [0,27)-n az x = g
helyen lokalis maximuma, az ?ﬂ helyen pedig lokalis minimuma van.

7(m) = 0 miatt sziikségiink van magasabbrendd derivéltra is.

3 f'(x) = —cos(x) —4cos(2x) = [V (m) = =3 # 0, igy (a lokalis
szélsGértékre vonatkozo altalanos tétel miatt) x = m-ben nincs lokalis
szélsGértéke fr-nek.

Osszegezve: fr-nek az x = g + 2kw (k € Z) helyeken lokalis maximuma,
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mig az 5% + 2km (k € Z) helyeken lokalis minimuma van.
L ™  3V3 5 3V3
Ezek értéke: f7 <§) = T es f7 <?> = —T
9. fil(x) = —sin(z) — 2sin(2z) = —sin(x) — 4sin(z) cos(z) = —sin(x)(1 +
4cos(x)), igy 1+ 4cos(z) > 0 miatt
7(z) >0 < —sin(z) >0 <= sin(z) <0
7(z) <0 < —sin(z) <0 < sin(z) >0,
ami (sin fliggvény el6jelviszonyainak ismeretében) adja, hogy
f7 konvex a [(2k + 1)7, 2kn] (k € Z), konkav a [2k7, (2k + 1)7] (k € Z)
intervallumokon.
Az inflexios helyek igy: x = kn (k € Z).
10. Aszimptotak nincsenek.
11. Y

7r T T
3

12. Az elébbiek adjék, hogy Ry, = [_T’

Gyakorlo feladatok

1. Hatarozza meg az f : Ry — R, f(x) = /x figgvény xg =1, = = 1,21
értékekhez tartozo differenciahanyadoséat.

2. Definici6 alapjan vizsgéilja meg az alabbi fliggvények differencidlhatosa-
gat, hatarozza meg a derivalt fliggvényiiket:

o) = @#0)  fle)=-2w+3 (xeR)

f3(x)=—2>4+32z-2 (ze€R);  falz)=|2¢+3| (z€R).

3. Hatérozza meg az f(x) = 23 — 3z + 1 (z € R) fiiggvény érintsjét a (2, 3)
pontban.
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4. Hatérozza meg az alabbi fliggvények differencialhdnyados fiiggvényét.

fix) = -3zt +222 -3z +1  (zeR);
fo(z) = =3z —Vr  (z>0);
fa(@)=z(x+1)(z+2)(z+3) (z€R);

523 — Tz + 3
fale) = ey

fs(z) = (=222 + 32)1°  (z eR);

(z € R);

fo(zx) T+ T+ Vo (x € R);

fr(z) = 3z + 22 Y/ (22 + 3)% (z € R);
fs(z) = 3sin(2z) — 4sh(z?) (x € R);
fo(x) = 2**! 4 arccos(z?) (xe]—1,1]);

2
fro(x) = 32%e® + ctg <a:_> (z €]0,V2x|);

fule) = 20D (@ e R);

fi2(x) = 25 arcctg < 227 > (x € R);

4+ 3

fia(x) = 2% (z > 0);
fra(@) = (sin(z)) " (z €]0,7[);

5. Adja meg az alabbi fliggvények ,el6irt” magasabbrendti derivaltjait.

i) = Stge @elI), @) =
@) =V3r 12 (&> —g), £ () =2,
fi@)=I(z?)  (@#0), i)=Y

fa(z) = (w3 + 322 + 2) cos(3x), io(az) =7
fs(z) = (2> —22)e™™  (z€R),  fi"(x) =N
fo(z) =€ . ch(2z)  (z €R), {100) 2y =7,
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6. Vizsgalja meg, hogy alkalmazhato-e a Rolle-tétel az fi(x) = Va2 — 23z
fiiggvényre a [0, 8] intervallumon.

7. Vizsgalja meg, hogy alkalmazhato-e a Lagrange-tétel az f1(z) = |z fiigg-
vényre a [—1, 1], illetve az fa(x) = ot fiiggvényre a [0, 16] intervallumon.

8. Bizonyitsa be a Lagrange-tétel felhasznéalasaval, hogy

x—y<ln§<x;y7 haO0<y<zx.

X

9. Hatérozza meg az f1(z) = ch(x) (x € R) és az fo(x) = 1+ 2z (z > —1)
fliggvények 0 ponthoz tartozé Taylor-soréat.

10. Adja meg az f(x) = cos(x) (x € R) fiiggvény a = g-héz tartozé Taylor-
sorat, vizsgalja meg annak konvergenciajit a fliggvényhez.

11. A Taylor-tétel segitségével szamitsa ki arctg 0,8 és 1, 1191 kozelits érté-
két 10~* pontossaggal.

12. A L’Hospital-szaballyal szamitsa ki az alabbi hatarértékeket.

r—1 t — si 1-— 2
lim & (@a>0);  lim 2 =50 ;m(x); im T
z—0 x z—0 x z—0 sin3x
. ch(z) — cos(x) .t = Yo . In(z) '
e Mo e WA
oo .oa’
zggl—looéw’ (neN, a#0); :cEI}rlooF’ (neN, a#0);

) 1 1 ) 1 1 .1 1 1
lim [ — — ;o Iim | ———— | Im— | —————);
e—0\x e*—1 a—1\Ilnx x-1 a—0z \ th(z) tg(z)

13. Hatarozza meg a kovetkezd fiiggvények monoton szakaszait:

fi(z) =52 — 7o +2 (x € R);
fo(x) = az® + ba® + cx +d (x € R);
fa(x) = a?arctg(z) (¢ € R);

(z >0).
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14. Keresse meg az alabbi fliggvények lokélis és globalis szélsGértékeit:

fi(z) = ax® + ba® + cx +d (x € R);

Folz) = ( )+ %cos(2x) (x € R);
fs(x) =€"sin(z)  (z € R);
fa(z) = \x2 3x+2] (x€[-3,10));
fs@)=vb—da  (x€[-11])

fo(z) = sin(x + 1) cos(z + 2) (z €0, 10]).

15. Hatarozza meg a kovetkezs fliggvények konvex és konkav szakaszait,
inflexios helyeit:

fi(z) = ax® + ba® + cx +d (x € R);

fo(z) =1+ 22 (x € R);

e
fa(z) = At a7 (z # —1);
flw) = |zle” T (@ e ).

16. Végezze el a teljes fliggvényvuzsgalatot az alabbi fiiggvényeknél:
fi(z) = az® +ba® + cx +d (x € R);
4

fo(x) = (z #—1);

(14 z)?

1
fa(x) = cosz + 5 cos 2x (x € R);

2
fi) = 222D sy
f(@) =% (v €R);
fo(x) = €*sin(x) (x € R);
fila)= 22 @A)
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