Analizis 2

1. Gyakorl6 feladatsor

. Legyen X egy topologikus tér és tekintsiik az alabbi halmazt:
S ={CNO:C zart halmaz, O nyilt halmaz} = {C; \ Cy : Cy, Cy zért halmazok}.

Mutassuk meg, hogy S félgyiri X-ben, azaz barmely A, B € S esetén ANB € S
és A\ B el6all véges sok S-beli halmaz diszjunkt uniéjaként.

. Legyen X az alaphalmaz és A C X rogzitett. Hatarozzuk meg az

(a) {A}
(b) {B: AC BC X}

halmazok &altal generdlt o-algebrat!

. Jelolje § a [0,1) intervallum azon részhalmazainak halmazat, melyek el6allnak
véges sok [a,b) alakd, [0,1)-beli intervallum uniéjaként. Mutassuk meg, hogy S
algebra, de nem o-algebra.

. Legyen X egy nem megszamlalhaté halmaz és legyen
S ={FE C X : E vagy E° megszamlalhato }.

Mutassuk meg, hogy & o-algebra, és éppen az X 1-pont halmazai altal generdlt
o-algebra.

. Melyik metrikus térben alkotnak a nyilt halmazok o-algebrat?

. Hatarozzuk meg egy topolégikus tér sehol sem siliri részhalmazai altal generalt
o-algebrat!

. Legyen X,, = {1,2,...,n} egy n elemi halmaz. Adjuk meg az Gsszes o-algebrét
X,-en az n = 1,2, 3,4 esetben. Hany darab van beldliik?
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. Mutassuk meg, hogy minden végtelen o-algebra tartalmaz nem megszamlalhato

szamossagu halmazt!

. Legyen (X, 1) topolégikus tér, B(X) a Borel-halmazok o-algebrja, Y C X tet-

sz6leges. Mutassuk meg, hogy az (Y, 7) térben az 6rokolt topolégia dltal generdlt
Borel o-algebra éppen

BY)={ANnY : :AeB(X)}
Legyen X és Y két halmaz, és tekintsiik az f : X — Y leképezést. Mutassuk meg,
hogy
(a) ha B o-algebra Y-ban, akkor
f1B)={f"(B): B B}
o-algebra X-ben;
(b) ha A o-algebra X-ben, akkor
{BCcY:fYB)ecA
o-algebra Y-ban.
Legyen f: X — Y, ahol X =Y = R és tekintsiik az elo6z6 feladat értelmébena az
M; = {f'(B) C X : B Borel-halmaz Y-ban}

o-algebrat X-en, amit az f fiiggvény altal generdlt o-algebranak hivunk. Mutassuk
meg, hogy az 1-pont halmazokra (szingletonokra) pontosan akkor all fenn, hogy
{z} € M minden x € R-re, ha f injektiv.

Legyen f : R — R egy nemcsokkeno fiiggvény. Az el6z6 feladat jeloléseivel, mikor
lesz igaz, hogy M = B(R), ahol B(R) jeloli R Borel-halmazainak o-algebrajat?

Legyen f : R — (R,B(R)), f(z) = 2?. Hatdrozzuk meg az M; f &ltal generdlt
o-algebrat.

Legyen f : R® — (R,B(R)), f(v,y) = v —y. Hatdrozzuk meg az M; f altal
generalt o-algebrat.

Jelolje F A valds értékli X halmazon értelmezett fliggvények azon csaladjat, mely
tartalmazza a konstans fiiggvényeket, valamint minden f,g € F, ¢ € R esetén
f+g,cf, fg € F. Tegyiik fel tovabba, hogy ha f, € F és f, — f, akkor f € F.
Mutassuk meg, hogy

A:{ACX:XAG.F}

o-algebra, ahol y4 az A halmaz karakterisztikus (indikator) fiiggvénye.



