3.

Analizis 2 Mértékelmélet,
2. Gyakorlo feladatsor

lim inf, lim sup, monoton osztaly

. Legyen X egy alaphalmaz, (F,) pedig egy halmazsorozat X-ben. Mutassuk meg,

hogy L
X\ limE, =lim(X \ E,).

. Legyen X egy alaphalmaz, A, B C X. Tekintsiik az

B - A, ha n paratlan
" B, ha n paros

halmazsorozatot! Mi lesz imFE,, illetve limFE,,?

Tekinsiik a kovetkezé halmazsorozatot: A, = {m :m € N,n < m < 2n}. Mi lesz
limA,, illetve limA,,?

Legyen X # () tetsz6leges. My C P(X) halmazcsaldd monoton osztdly, ha

(a) minden {A,} C My, melyre A; C Ay C ... esetén U, A, € My;

(b) minden {4, } C My, melyre A; D Ay D ... esetén N, A, € M.
Mutassuk meg a kévetkezoket:

(a) Ha M, monoton osztaly, akkor N = {A € Mg : A° € M;} szintén monoton

osztaly.

(b) Ha My monoton osztély, és C C P(X) tetsz6leges, akkor N = {A € M, :
ANC € My minden C € C esetén} szintén monoton osztaly.

(¢) Ha My monoton osztaly halmazalgebra, akkor o-algebra is.



Mértékek

. Legyen (X, A, p,) mértéktér minden n = 1,2,... esetén, melyekre teljesiil, hogy
pn(A) < ppi1(A) minden A € A és n € N esetén. Legyen p : A — [0, 00,
p(A) == sup{u,(A)}, ha A € A. Mutassuk meg, hogy p is mérték A-n.

. Az (X, A, p,) mértéktérben minden A, B € A esetén legyen A ~ B, ha un(AAB) =
0, ahol AAB = (A\ B)U(B\ A) a szimmetrikus differencia. Mutassuk meg, hogy
~ ekvivalenciareldcid, és az ekvivalenciaosztalyokon a d(A, B) := u(A A B) leké-
pezés metrikat definidl. (A jeldli az A-tartalmazé ekvivalenciaosztalyt reprezentalé
elemet. (Szorgalmasok belathatjék, hogy az igy kapott metrikus tér teljes.)

. Legyen X # 0, f : X — [0,00] egy fiiggvény. Definidljuk a pu : P(X) — [0, 00]
fiiggvényt a kovetkezoképpen:
Y owen f(@), ha A ) megszamlilhato,

p(A) = < oo, ha A nem megszamlalhato,
0, ha A = (.

Mutassuk meg, hogy p mérték.

. Legyen (X, d) egy teljes metrikus tér és A = {A C X : A L vagy II. kategdrigji}.
Legyen minden A € A esetén

0, ha A I kategoriaju,
p(A) = e
1, ha A II. kategérigju.

Mutassuk meg, hogy A o-algebra, és p mérték A-n.

. Legyen (X, A, ) valdsziniiségi mértéktér (u(X) = 1). Mutassuk meg, hogy ha
A1, As ... A, € A olyan halmazok, hogy X barmely pontjat legalabb k-szor lefe-
dik, akkor létezik i € {1,2,...,n}, melyre u(A;) > k/n.

. Legyen (X, A, pn) mértéktér és T : X — Y egy sziirjektiv leképezés. Lattuk, hogy
B={BCY :TB) e A} o-algebra Y-on. Mutassuk meg, hogy v(B) =
w(T~1(B)) mérték lesz B-n. (Ezt hivjdk a T leképezés dltal indukdlt mértéknek.)
Mutassuk meg, hogy ha p valdszintiségi mérték, akkor v is az, és ha ha p teljes
mérték, akkor v is az.

. Legyen A = {A C R : A megszamldlhaté vagy A° megszamlalhat6} és p egy
mérték A-n: p(A) = 0, ha A megszamldlhatd, és pu(A) = oo kiilonben. Legyen
Y = {1,2}, és tekintsitk a 7' : X — Y fiiggvényt, melyre T'(z) = 0, ha x racionélis
és T'(x) = 1, ha x irracionélis. Mi lesz a T éltal indukalt mérték Y hatvanyhalma-
zainak o-algebrajan?



. Jelolje X az {1,2,...,n} 0sszes o permutaciéinak halmazat, és tekintsiik a kovet-
kezé valdszintiségi mértéket P(X)-en: u(o) =1/nl, ha o € X. Legyen

A, ={o€ X :0(m)#m, minden m =1,...,n esetén.}
Szamoljuk ki p(A,)-et és lim,, u(A,)-et!

Kiilso mértékek

. Az aldbbi X # () halmazokon értelmezett p* : P(X) — [0, 00| halmazfiiggvények
koziil melyik lesz kiils6 mérték? Ezekben az esetekben melyek lesznek a mérhetd
halmazok?

(a) Valamely xy € X rogzitett esetén, minden A € P(X) halmazra,

1, hazge A
*A — b )
w4 {o, ha z ¢ A.

(b) Minden A # 0, A € P(X) esetén, u*(A) = 1, valamint p*(()) = 0.

(c) X ={1,2}, u*({1}) = 10, p*({2}) = 10, p*({1,2}) = 2, u*(0) = 0.
(d) Legyen X egy 10 x 10-es réacs, melynek barmely A részhalmazéra legyen p*(A)
azon oszlopok szama, amelyben van A-beli pont.

. Legyen X a sik egységnégyzete és S a
T ={(r,y) e X:0<a<z<b<1,0<y<1}
alaku téglalapok halmaza. Tekintsiik a
v:S—1[0,1, v(Tw) =b—a

halmazfiiggvényt! Jelolje u* a v altal generalt kiils6 mértéket! Mutassuk meg, hogy
aT ={(x,y): x = y} halmaz nem mérhetd!

. Legyen p* kiilsé mérték. Igazoljuk, hogy ha B mérhet6, B C A és p*(A) = p*(B) <
0o, akkor A is mérhetd!

. Legyen X #£ 0, ut, p3 kiils6 mértékek X-en. Bizonyitsuk be, hogy

(a) py + s is kiilsé mérték;

(b) A C X pontosan akkor mérhet6 pj illetve, pj szerint, ha mérhetd pi + pi
szerint.



5. Legyen p* kiilsé mérték X-en, f : X — Y egy tetszdleges fiiggvény és minden
B CY esetén,

v'(B) = p*(f1(B)).

Mutassuk meg, hogy v* kiils6 mérték Y-on.

6. Legyen p* kiilsé mérték X-en és legyen A nullmértékii. Mutassuk meg, hogy ekkor
barmely B C X esetén

p(B) =p(AUB) =p"(B\ A).

7. Legyen E C X p*-mérhet6. Mutassuk meg, hogy minden A C X esetén

P (ENA)+p (EUA) =p'(E) + p"(A).



