Analizis 2 Mértékelmélet,
3. Gyakorlo6 feladatsor

Mértékek 2.

. Legyen (X, A, p) mértéktér. Tegyiik fel, hogy A, € A, (n € N) és > u(4,) <
co. Mutassuk meg, hogy ekkor p(limsup,, A,) = 0, azaz azon pontok, amelyek
végtelen sok A, halmaz elemei, nullmértékiiek. (Ez az un Borel-Cantelli-lemma
egyik fele.)

. Legyen (X, A, ) mértéktér. Tegyiik fel, hogy A, € A, (n € N) és > > u(A,) =
oo. Mutassunk példat, hogy ebbdl nem kovetkezik, hogy lim sup A,, # (), még akkor
sem, ha plusszban feltessziik, hogy (U A,) < co.

. Bizonyitsuk be, hogy ha p mérték P(R)-en, azaz R részhalmazainak o-algebrajan,
mely csak 0 vagy 1 értéket vehet fel, akkor vagy p = 0, vagy létezik olyan = € R,
melyre minden H C R esetén

1, haze H,
u(H) =
0, haz¢ H.

. Legyen (X, A, 1) egy teljes mértéktér. Bizonyitsuk be, hogy

(a) ha AUN € A, ahol u(N) =0, akkor A € A.
(b) ha A, B C X, melyekre A € A és u(AAB) =0, akkor B € A és u(B) = u(A).

. Legyen A az X halmaz részhalmazainak egy o-algebraja, és legyen u,v két mérték
A-n, melyekre v(A) < p(A) minden A € A esetén. Mutassuk meg, hogy a

AMA) =sup{u(B) —v(B): BC A,vy(B) <0}, AcA

halmazfiiggvény mérték A-n, mellyel u(A) = v(A) + A(A), minden A € A esetén.
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10.

11.

12.

Legyen (X, A, 1) egy mértéktér. Az A mérhet$ halmazra azt mondjuk, hogy atom,
ha 0 < p(A) < oo és valahdnyszor B C A, u(B) < u(A), akkor u(B) = 0. Egy
mértéktér (illetve a mérték) nem atomos, ha nem tartalmaz atomot. Ezek utan
(a) Melyek a szamlalé mérték atomjai?
(b) Melyek az a € X pontra koncentralt Dirac-mérték atomjai?

(¢) Mutassuk meg, hogy R a Lebesgue-mértékkel nem atomos.
Legyen (X, A, i) egy véges mértéktér. Bizonyitsuk be a kovetkezoket:
(a) A € A akkor és csak akkor atom, ha u(AN B) =0 vagy u(A\ B) = 0 fennall

barmely B € A esetén.

(b) Ha u nem atomos, akkor barmely A € A, pu(A) > 0 és € > 0 esetén, 1étezik
B C A, melyre 0 < pu(B) < e.

(c) Ha p nem atomos, akkor barmely n € [0, u(X)] esetén létezik A € A, melyre
p(A) =n.

. Létezik-e olyan p valésziniiségi Borel-mérték R"-en, melyre pu({z}) = 0 minden

x € R"-re és pu(B) csak 0 vagy 1 értéket vesz fel barmely B Borel-halmazon?

. Legyen (X, A, p) egy valésziniiségi mértéktér, Ay, As, ..., Ajp X diszjunkt részhal-

mazai, melyekre p(A4,) =1/3, n=1,2,...,10. Mutassuk meg, hogy az
A = {x € X : x legaldbb négy kiilonb6z6 A,-be tartozik}

halmaz mérhet6 és pozitiv mértékii. Alh’thatjuk—e ugyanezt, ha csak 9 halmazunk
van?

Legyen (X, A, ) egy mértéktér, (A,) mérhet6 halmazok egy olyan fogyé sorozata,
melyre (A1) < oo, u(A; \ A2) = 1/3 és p(A, \ Ante) = 27" Szamoljuk ki
1(Un(An \ Apsq))-et!

Lebesgue-mérték, Lebesgue-Stieltjes-mérték 1.

Legyen > | a, egy pozitiv tagi divergens sor. Mutassuk meg, hogy vannak olyan
I, C [0, 1] intervallumok, hogy |I,,| < a,, minden n-re, és limsup,, I, = [0,1]. (|I|
az I intervallum hosszat (Lebesgue-mértékét) jeldli.)

Mutassuk meg, hogy ha H C R nullmértékii, akkor betolhaté az irracionalis sza-
mokba, azaz van olyan ¢ € R, melyre h + c irracionalis minden h € H-ra.
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Mutassuk meg, hogy ha E C [0, 1] mérhet6 halmazra fenndll, hogy A(F) = 1, akkor
E stirti halmaz [0, 1]-ben.

Mutassuk meg, hogy ha F C R Lebesgue-mérheto, akkor 1étezik olyan A F, és B
G5 halmaz, melyre A C E C B és A(B\ A) = 0.

Legyen

0, haax <0,
€Tr) =
/() {1, ha z > 0.

Mi az f fiiggvény 4altal generalt ;1; Lebesgue-Stieltjes-mérték R-en?



