Analizis 2 Mértékelmélet,
4. Gyakorl6 feladatsor

Lebesgue-mérték, Lebesgue-Stieltjes-mérték 2.

1. Jeloljiik A, (z)-szel az x = 0, aja4 . .. tizedestortben az elsé n jegy kozott el6forduld
T-es szamjegyek szdmat. (Ha a tizedesjegy nem egyértelmt, akkor vegyiik azt az
alakot, amelyben minden jegy 0 valahonnan kezdve.) Mutassuk, meg, hogy az

A:{x;hmA"_(x) 1}

halmaz Borel-halmaz.

2. Legyen [ > 1 egész szam. Minden x € |0, 1]-re tekintsiik x ,l-adikus tortekben”
valé kifejtését, azaz

n’

xzzﬁ 0<az,<l—1.
n=1

Mutassuk meg az aldabbi halmazokrél, hogy Borel-mérhetoek és szamitsuk ki a
Lebesgue-mértékiiket.

(a) A,(k) ={z€]0,1]:z, =k}, ahol 0 < k <[ —1.
(b) Ak ={z €[0,1] : z, # k, minden n-re}, ahol 0 < k < — 1.
(¢) By ={z €]0,1] : , = k, végtelen sok n-re}, ahol 0 < k <[ —1.

3. Tekintsiik a kovetkezd halmazt:

-

A= {az = ZQ—Z € [0,1] : &, = 0 vagy 1, és xor = 0 minden k:—ra} )
k=1

Mutassuk meg, hogy A kompakt, nem megszamlalhaté, sehol sem stir®i, nullmértéki

halmaz.



. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges f : [a, b] — R fiiggvényre az { f(z) : = € [a,b], f'(x) =
0} halmaz nullmértéki.

. Bizonyitsuk be, hogy ha A C R és A(A) > 0, akkor van olyan [ intervallum, amelyre
AINA)>0,9-\(1).

Mérheto fiiggvények 1.

. Legyen (X, A, ) egy mértéktér, f egy mérhetd fiiggvény X-en és g = f p-m.m.
Igaz-e, hogy g mérhet6?

. Legyen X = (0, 1]. Tekintsiik X részhalmazainak kovetkezd o-algebrait:

ahol M(A) jeloli az A halmaz altal generdlt o-algebrat. Adjunk meg olyan f
fiiggvényt X-en, amely

(a) Aj-mérhetd, de nem Ay-mérhetd.
(b

) Ay-mérhetd, de nem A;-mérhetd.
(c) Ay és Ay szerint is mérhetd.
)

(d) sem Ay, sem Ay szerint nem mérhetd.

. Jelolje A az R? sk B(0,r) nyilt gémbjei altal generdlt o-algebrat! Bizonyitsuk be
a kovetkezoket:
(a) Az
w: (R A) — (RT, B(RY), w(wy,zy) = /22 + 23
fiiggvény mérheto.

(b) A
v: (RY, BR") = (R*A), v(z)=(x,0)

fiiggvény mérhetd.

. Konstruéljunk olyan f : R — R Lebesgue-szerint nem mérheto fiiggvényt, melyre
fennall, hogy ha ¢g : R — R olyan, hogy |g(z) — f(z)| < 1 minden = € R-re, akkor
g sem Lebesgue-mérhet6. (Hasznéljuk fel, hogy mutattunk példat nem Lebesgue-
mérheté halmazral)

. Legyen f € C[0,1]. Mutassuk meg, hogy az
A={zel0,1]: f(z) > f(y), minden y € [0,x) esetén}

Borel-mérhet6 halmaz.



6. Legyen (f,) egy valds értékii mérhet6 fiiggvényekbdl allé sorozat az (X, A, ) mér-
téktéren. Mutassuk meg, hogy az alabbi halmazok mérhetoek:

(a) A={z e X : f,(z) = oo}
(b) B={ze X : fu(z) - —o0}.
(¢) C ={z € X :lim, f,(z) létezik R-ben}.



