Analizis 2 Mértékelmélet,
8. Gyakorl6 feladatsor

Integralas 3.

. Legyen f, ; nem-negativ, mérheté fiiggvény R-en, minden n,k € N esetén, és
tegyiik fel, hogy [; fox d A < 1/n% Mutassuk meg, hogy

fi= Zhggf for € LY(R).
n=1

. Legyen f,, nem-negativ folytonos fiiggvény R-en minden n € N-re, melyekre fR fndA <
1/n%. Legyen f(x) =Y " fa(z). Mutassuk meg, hogy f integrdlhaté R-en.

. Legyen f, a [0,1] intervallumon értelmezett egyszerd figgvény: f,(z) = %[nx],
ahol [z] jeloli x egész részét! Bizonyitsuk be, hogy (f,) Cauchy-sorozat, de nincs
hatérértéke az integralhatd, egyszerii fiiggvények terében a di(f,g) = fol lf — 4|
metrikara nézve.

. Milyen « és 3 paraméterek esetén lesz az f(z) = 2 sinz® fiiggvény a (0, 1] inter-
vallumon

(a) Lebesgue-integralhat6?

(b) improprius értelemben Riemann-integralhatd?

0, haxz =0
fa() = { 1 ax

|1.‘a+|1.|1/a7 ha’ x # O’

. Legyen

és ga(y) = JJ° fa(z) cos(zy) da. Mely o > 0 értékekre lesz

(a) fo € L'(R)?
(b) zfo(z) € LY(R)?



(c) 9o € CYR)?

. Legyen (X, A, n) egy valészinliségi mértéktér és legyenek f, g, h nem-negativ integ-
ralhato fuggvények, melyek X-en vett integrdlja 1 (ezeket hivjdk stiriiségfiiggvé-
nyeknek). Mutassuk meg, hogy

(a) u({f,g <5})>3/5.
(b) u({f,g.h <5}) >1/5.
. Legyen (X, A, u) mértéktér és f € LY(X). Bizonyitsuk be, hogy bérmely & >

0 esetén, létezik A mérheté halmaz, melyre p(A) < oo, sup,cu|f(z)| < oo és
Jaelfldp<e.

. Legyen f € L'([0,1]) f01 ) dz = L. Mutassuk meg, hogy létezik A C [0, 1],
melyre \(A) = 1/2 és fA dm—L/Q

LP terek 1.

. Legyen p € [1,00). Tegyiik fel, hogy az f, € L*([0,1]) sorozat m.m. konvergal
f € LP(]0,1])-hez. Mutassuk meg, hogy f,, pontosan akkor fog f-hez konvergalni
az LP([0, 1]) térben, ha || full, — |[fl,-

. Legyen f, € L'(0,1)N L?*(0,1) minden n € N-re. Mutassuk meg, hogy ha || f,[2 —
0, akkor || fu]l1 — 0. Mutassunk ellenpéldat ra, hogy a megforditds nem igaz.

. Legyen f pozitiv mérhet fiiggvény a mérheté A halmazon, melyre pu(A) < oo.

Mutassuk meg, hogy
([ran) ([ 5 an) = war

. Legyen f mérhet6 fiiggvény [0, 1]-en és legyen minden p € [1,00) esetén

- </01|f(m)lp dx)w.

Mutassuk meg, hogy ¢ nem-csokkené [1,00)-n. Tegyiik fel tovabba, hogy f ¢
L>(0,1). Mutassuk meg, hogy lim, . g(p) =



