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1. (10 pont) Definiáljuk egy tetszőleges A ⊂ R halmaz mértékét a következő módon:

µ(A) = |A ∩ {x : 10x ∈ Z}|.

Tekintsük a következő függvényt:

f(x) =

{
0, ha x irracionális, vagy x = 0,
1
n
, ha x = m

n
, (m,n) = 1, n > 0.

Számoljuk ki a
∫
[0,1]

f dµ integrált!

2. (10 pont) Legyen (X,A, µ) egy mértéktér, f : X → R egy integrálható függvény,
melyre f(x) > 0 m.m. x ∈ X-re. Mutassuk meg, hogy ha A egy mérhető halmaz,
melyre

∫
A
f dµ = 0, akkor µ(A) = 0.

3. (15 pont) Alapos indoklás után határozzuk meg a következő határértéket!

lim
n→∞

∫ ∞

0

1

1 + x
√
n

ln(n+2024)

dx.

4. (15 pont)Mutassuk meg, hogy∫ ∞

1

3
√
1 + x

x2
dx ≤ 3

√
6.

1



5. (10 pont - BÓNUSZ)

Legyen (X,A, µ) egy véges mértéktér. Minden f , g mérhető függvénypárra legyen

d(f, g) =

∫
|f − g|

1 + |f − g|
dµ.

(a) Mutassuk meg, hogy d metrika a mérhető függvények terén.

(b) Mutassuk meg, hogy ha (fn) mérhető függvények egy sorozata, akkor fn
µ−→ f

pontosan akkor, ha d(fn, f)→ 0.
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